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PROLONGEMENT DES SOLUTIONS
D'UNE EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES
A COEFFICIENTS CONSTANTS

PAR

Curister O. KISELMAN
[Nice et Uppsala].

0. Introduction.

Il est bien connu que toute fonction harmonique dans un ouvert
de R” peut se prolonger en une fonction holomorphe dans un ouvert
de C?, que toute solution de I'équation de la chaleur

Jdu/ot = d*u/ox; +. ..+ 0*u/ox;

est analytique par rapport aux variables z,, ..., Z,, et que toute solution
de I'équation des ondes

0*u/ot = 9*u/ox: + . ..+ 0*u/ox?

dans le demi-espace { << o se prolonge dans tout I’espace des variables
réelles &, x,, ..., T,

Nous nous proposons ici de déterminer le plus grand domaine convexe
dans lequel on peut prolonger toutes les solutions indéfiniment déri-
vables d’une équation aux dérivées partielles a coefficients constants
définies dans un convexe donné. Il s’agit donc des fonctions qui sont
holomorphes par rapport & certaines variables; nous les appellerons
partiellement holomorphes. Si P(D) est un opérateur différentiel dans G»,
et si U est un ouvert dans un sous-espace vectoriel réel F de G* (par
exemple F =R"” ou F =C~'xR) il faut donner un sens a I'expres-
sion P(D)u quand u est définie dans U et holomorphe par rapport aux
« variables complexes dans F », c’est-a-dire par rapport aux variables
dans FniF. Cest ce que nous ferons au paragraphe 1. Le paragraphe 2
est consacré a I'étude de quelques propriétés des fonctions partielle-
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ment holomorphes qui sont bien connues pour les fonctions holomorphes.
Le prolongement d’une solution u dans U existe dans un ensemble 0,(U)
ol O, est une « application enveloppante » Il parait utile d’étudier les
propriétés formelles d’une telle application; nous 'avons fait au para-
graphe 3. Le théoréme de prolongement (théoréme 5.1) est formulé
au paragraphe 5 et démontré au méme paragraphe a l'aide de « I’algo-
rithme de division » du paragraphe 4. Cet algorithme est le cceur de la
démonstration et utilise la technique de l'opérateur 0 de HORMANDER.
Le paragraphe 5 contient aussi la réciproque du théoréme 5.1
(théoréme 5.8) et un théoréme d’unicité (théoréme 5.4). Les solutions
distributions se prolongent (au moins) aussi loin que les solutions indé-
finiment dérivables : cette propriété est démontrée dans le paragraphe 6.
Enfin, nous donnerons quelques exemples au paragraphe 7. Bien que le
cadre naturel de ces résultats soit les espaces affines complexes de
dimension finie, I'introduction d’une origine est commode, méme dans
les énoncés.

Quelques cas particuliers du théoréme de prolongement sont déja
connus. Si U est un ouvert de G, le domaine 0,(U) ou le prolongement
existe ne dépend que des zéros de la partie principale du polynéme P
(corollaire 5.3) et le prolongement dans ce cas a été établi par ScHAPIRA [7]
et BENGEL (non publié). D’autre part, ZERNER [8] a montré qu'un ouvert
convexe V de G est un domaine d’holomorphie pour les solutions de
P(D)v =o si, et seulement si, ®,(V) = V. Ce cas ne nécessite pasla
J-cohomologie. Un autre cas particulier, celui des équations elliptiques
(corollaire 5.2), a été démontré par l'auteur en 1965 (non publié) &
laide de la présente méthode.

D’autre part, si P est hyperbolique et non ordinaire, et UcR*(n > 2),
0,(U) est un ouvert réel qu'on trouve facilement en utilisant des pro-
priétés classiques des opérateurs hyperboliques.

Notations. — Si E est un espace vectoriel réel, on notera H , la fonction
d’appui d’une partie A de E :

H, @) =suplx,t), E€E,

E’ étant le dual de E et {z, £ > la valeur de la forme linéaire £ au point .
Si E est un espace vectoriel complexe, H, sera définie dans le dual E’
de E par la formule

H,(t) =supRe(z ¢, {eE.
s€d

Si A est une partie d’'un espace vectoriel réel ou complexe, on
notera A, et appellera intérieur relatif de A, I'intérieur de A par rapport
4 T'espace affine réel qu’elle engendre. Si A = A!, on dira que A est
relativement ouvert.
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- La norme || d’'une forme linéaire sur un espace vectoriel de dimen-

sion finie E est toujours arbitraire, sauf dans quelques démonstrations

1/2

et exemples, ou E est R” ou G, et ou il faut utiliser la norme <Z |&; [2> .

Les applications enveloppantes I'z et Oz sont définies au para-
graphe 3.

1. Opérateurs différentiels a coefficients constants dans un
espace vectoriel complexe de dimension finie.

Soient E un espace vectoriel complexe de dimension finie n, et E’
(resp. E*) l'espace de toutes les formes C-linéaires (resp. R-linéaires)
de valeurs complexes définies dans E. Donc E’ (resp. E*) est un espace
vectoriel complexe de dimension n (resp. 2 n)sur G. Si¢€ E‘DE’ et z€ E,
on écrira < z, { > pour la valeur de ¢ au point z.

Les opérateurs différentiels 4 coefficients constants sur E s’identifient
aux polyndmes sur E* a I'aide de I'équation

(1.1) P(D)e<st>= P({) e<=*>, zeE, teE".
Si F est un sous-espace réel de E, alors F* est isomorphe a E*/F1, ol
Fl={teFE;¢|p=o0l

Donc P(D) opére sur les fonctions définies dans F si, et seulement si,
P + 0) = P(¢) pour tout 0 FL et tout e E".

Les fonctions holomorphes dans E sont caractérisées par I'équation
dgu = o, ol dy est I'opérateur différentiel du premier ordre et & valeurs
vectorielles dont le polyndme correspondant Q est la projection

E*==E'@® E*>E%;

ici on a noté E“ I'espace des formes C-antilinéaires sur E. On note que
KerQ = E’; naturellement n’importe quelle application linéaire

R:E'-~ G avec KerR =E’ définit les fonctions holomorphes, la

fonction exponentielle z1> e<*%> étant holomorphe si, et seulement si,

teE'. Si F est un sous-espace complexe de E, on a Q(FL)c F1, donc Q

induit une application

E'/Fl-s E¢/FlnEn

qui, moyennant les isomorphismes E*/FL~>~ F*, E¢/FlnE*>~ F¢, n’est
autre que le polyndme correspondant a l'opérateur d.. Nous poserons
05=0pnir (considéré comme un opérateur différentiel dans F) si F est
un sous-espace réel de E; puis s¢(U) [resp. 9¢(U, ®@')] désignera I’espace
des fonctions ue&(U) [resp. distributions ue®’(U)] qui satisfont
4 Jpu = o, U étant un ouvert de F.
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Cela dit, il est évident que la restriction aux fonctions holomorphes
d’un opérateur différentiel s’identifie & un polynéme dans E’, la corres-
pondance étant donnée par (1.1) avec z€E, te€E'. Si F est un sous-
espace réel de E, et P(D) un opérateur différentiel, la question se pose
si la restriction de P(D) aux fonctions holomorphes peut se réaliser
comme un opérateur différentiel opérant dans F. Cela est toujours
possible si F + iF = E. En effet, on pose

(1.2) R(+0)=P() si teE, 0eFd,

ce qui est une bonne définition si E'n F1= {0}, condition qui équivaut
aF 4 iF=E.SiE'+ Fl=FE* (c’est-a-dire si FniF = {o}), alors (1.2)
définit de facon unique le polynéme R dans E*, correspondant a un
opérateur différentiel dans F. Si E'+ F1 = E* d’autre part, on prolonge
le polyndéme obtenu par (1.2) en un polynéme dans E*. La réalisation
de Topérateur P(D)|,,z comme opérateur différentiel dans F n’est donc
pas toujours unique. Cependant, la restriction a #¢(F) de l'opérateur
obtenu est uniquement déterminée, car pour calculer P(D)u s’il est
connu que dpu = o, on n’utilise que des formes R-linéaires dans F qui
sont C-linéaires dans FniF, or ce sont précisément les restrictions & F
des éléments de ’espace
g E’ _E __E'+FL
F+ i) o F i ~ EnFL > FL

donc le polyndme R, donné par (1.2) sur E’'+ F1, suffira. Un systeme
d’équations différentielles
P(D)u = o,

dpu = o, ues(l) [ou ue®’'(U)]
a donc toujours un sens si U est ouvert dans F, sous-espace vectoriel
réel de E, tel que F + iF = E.

Plus généralement, si
P+ 0)=P®) pour ¢(€E, 0e€eE'nFi,

on voit, avec le méme raisonnement, que P définit un opérateur
Py(D): 5¢(F)— 9 (F), uniquement déterminé par la condition

Pr(D)(ul|r) = PD)u)|s ue i (E).

2. Fonctions partiellemment holomorphes.

Soient E un espace vectoriel complexe de dimension finie, et F un
sous-espace réel de E tel que FF 4 iF = E (si cette hypothése n’est pas
satisfaite, on pourra remplacer E par F 4 iF). Si U est une partie
ouverte de F, I’espace

ge(U):{ue_@(U); dru=o0},
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dont les éléments seront appelés fonctions partiellement holomorphes,
a été défini au paragraphe 1. Si FniF = {o}, c’est évidlemment &(U);
si F =E, ce sont les fonctions holomorphes dans U au sens ordinaire.
Nous munirons cet espace de la topologie induite par &(U); c’est donc
un espace de Fréchet avec les semi-normes
pix(w) =sup sup |D*u(z)],

ou K est un compact de U, NeN. Si ¢ est une forme C-linéaire sur E,
il est clair que la fonction exponentielle U>zr>e<#%> est élément
de 5¢(U). Nous définissons la fransformée de Laplace T' d’une fonction-
nelle T'e 3¢’ (U) (faut-il 'appeler fonctionnelle partiellement analytique?)
“en posant

T@Q =TU>sz»et>), teE.
La fonctionnelle T est déterminée par 7' si U est convexe.

THEOREME 2.1. — Soient F un sous-espace vectoriel réel de E, espace
vectoriel complexe de dimension finie, e¢ U un ouvert conveve de F. Les
fonctions exponentielles

2.1) Uszr e<st>, teE,
forment un ensemble total dans #¢(U).

Démonstration. — Dans les cas extrémes FniF ={o} et F=E,
c’est le théoreme d’approximation de Weierstrass, respectivement le
théoreme de Runge. Le cas général est naturellement une conséquence
du principe fondamental d’Ehrenpreis (EHRENPREIS [1], MALGRANGE [5],
Ho6rMANDER [3], PaLamopov [6]). Or, on peut montrer le théoréme,
de facon élémentaire, en utilisant les deux cas extrémes, plus précisé-
ment avec la méthode des polynémes de Bernstein.

En effet, soient z = (z,, ..., zx) des coordonnées complexes dans FniF,
(2; x) == (Z], coos Zhy Lhgay ooy xn)

des coordonnées dans F. Si ue 3¢ (U) et K, compact de U, sont donnés,
il existe 0 > o tel que K3, I'’ensemble des points (z, ) de F dont la dis-
tance & K est au plus égale a ¢, soit contenu dans U. Pour tout ¢> o
et tout xeR*#, il existe, d’aprés le théoréme de Runge, un polynome
analytique z > Q.(z, x) tel que

2.2) |Q:(z, x) —u(z, x)| Ze des que (z, v) € K;.
Un raisonnement de compacticité montre méme qu’il suffit de prendre

un nombre fini de polynémes pour chaque . On peut supposer en parti-
culier que Q. est borné sur tout compact de F. Pour simplifier 1’écriture,
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nous supposerons que (z, )€ K entraine |z| <1 et x€ (o, 1)"*; donc
on aura, pour une constante M,

2.3) | Qe(z, @) | =M si |z|<L1, z€ (o, 1)" %,

Nous rappelons que les polynémes de Bernstein P,f d’une fonction f
définie dans (o, 1)"* sont définis par

P.f@)=Y (;) (o) 22 (s, - . ., 1) — )2,

LV

ou « et v sont des multi-ordres, et ou I’on a utilisé les conventions usuelles,
par exemple ofv = (g 1[Visis - - -5 %nfun). Un calcul classique montre que

| Pof@)—f@) | <2+ Aly—2l+ f AGPrat. .+ 1/n)

si |[f@)—f@)| L+ Ajy—=z|* pour tout yejo, 1]** et un x fixé;
en particulier,

2-6) PU@—1@] <+ 35 (5 -+ )

+1

si |[f(y)—f(@)|<Le dés que |y—x| 0 et si |[f(y)]=<M pour tout
y€[ o, 1 ]** Nous supposons maintenant que ¢ > o est choisi de facon
que |u(z,r)—u(zy)|<e si |[x—y|=L0d et (zx),(z,y)€K; Cela
donne avec (2.2):

|Qc(z ) —Qe(z y) | <3 sijz—y[=5 et (52) (zy ek

Tenant compte de (2.3), nous obtenons de (2.4) I'inégalité

I

P09 — Qe )| =32 + i
zreK

-I—---—I—%l)él;\e,

Vi+1

(2.5)

Si Viy1, ..., vo sont assez grands; ici P,Q., qui est le résultat
d’appliquer P, 4 la fonction x> Qc(z, ), z étant parameétre, est un
polynéme en (z, x), analytique en z. Enfin (2.2) et (2.5) donnent

| PyQe(z, ) —u(z, x) | £ 5e, (z, x) € K.

Cela montre que u peut étre rapprochée uniformément sur K par des
polyndmes partiellement holomorphes, et un raisonnement classique
montre alors que 'approximation a lieu aussi dans la topologie de &(U).
Enfin, les polynoémes partiellement holomorphes sont tous dans I'espace
fermé engendré par les fonctions exponentielles (2.1). Le théoréme est
démontré.
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Evidemment 7 est une fonction entiére de type exponentiel dans E’.
Plus précisément, on a | T|=Z Cpxy pour une seminorme pyxy et une
constante C, donc avec une nouvelle constante C,

(2.6) IT@l=Ca+1cpve™®,  teE,

ou { || est une norme dans E’, et Hy est la fonction d’appui de K.
Réciproquement, on a le théoréme suivant dont le théoréme de Paley-
Wiener et le théoréme de Martineau-Ehrenpreis sont des cas particuliers
(a savoir si FniF = {o}, respectivement F = E).

TaEOREME 2.2. — Une fonctionnelle T €3¢’ (F) est restriction d’une
fonctionnelle dans U, ouvert convexe de F, si et seulement s’il existe un
compact K de U et des constantes C et N tels que (2.6) soit satisfaite.

Démonstration. — La démontration de HorMANDER [3] du théoréme
de Martineau-Ehrenpreis se généralise facilement. En effet, il s’agit
de prolonger T € 4¢/(F) en une distribution € &' (F) & support compact
dans U. Cela équivaut a prolonger T, définie dans E’, dans F*, en respec-
tant sa croissance, car la transformée de Laplace de p. est définie dans F”,
dont E’ peut étre considéré comme sous-espace grace a I'isomorphisme
F'~E'@® FniF)s Soient (2, ...,2) des coordonnées complexes
dans FniF, z=(z, ..., 2,) des coordonnées dans F, ol Ziii, ..., 2
sont maintenant des nombres réels. Nous posons

n k
i (e 0)=;L<F321—>exp<2z,-§,- +22j0;>>, teCr, 0eC,
1 1

ce qui impose la condition
pLo=T@, ted

car T est définie par

T(g): T<Faz > exp'<22;§,->>, teCnr.

Enfin le théoréme de Paley-Wiener montre que le support de p. est
contenu dans un compact convexe K si et seulement s’il existe des
constantes C et N telles que

@.7) |6@ 0| =Ca+I¢]+[0)Vexp(Hx(¢+0)), telr, 0eCy

o0 = (0 ..., 0450, ..., 0)€Cr. Si T satisfait a (2.6), le théoréme 4.4.3
de HorMANDER [3] nous donne un prolongement 7 de T' qui satisfait
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a (2.7), avec le méme compact K, mais d’autres constantes C et N.
Cela montre le théoréme 2.2.

Enfin, nous aurons besoin du résultat suivant :

TuEOREME 2.3. — Soit P(D) un opérateur différentiel a coefficients
constanis dans E, espace vectoriel complexe de dimension finie. Si F est
un sous-espace réel de E tel que F + iF = E, et U un ouvert convexe de F,
alors les polynémes exponentiels solutions de

P(D)u=o, ue s (U),

forment un ensemble total dans Uespace de toutes les solutions dans s¢(U)
de cette équation.

Ici P(D)u = o a le sens expliqué au paragraphe 1. Un polynome expo-
nentiel est une fonction F>z+> Q(z) e<=%>, ou {€E’, et ou Q est un
polynome partiellement holomorphe dans F.

Si FniF = {o}, ce théoréme est un théoreme classique de MALGRANGE.
Grace au théoréme 2.2, sa démonstration est presque littéralement la
méme dans le cas général. (Naturellement c’est aussi une conséquence
du principe fondamental d’Ehrenpreis.)

3. Applications enveloppantes.

GENERALITES. — Soient T un ensemble ordonné, et S une partie de 7.
Une application ¢g: S— T sera dite enveloppante si elle satisfait

3.1) a = g(a), aes,
et
3.2) a=g(b) entraine g(a) < g(b), a, bes.

Il s’ensuit que ¢ est croissante et que g(g(a)) = g(a), si g(a)€ S; en parti-
culier, ¢ est idempotente si S = T. Réciproquement, g: T — T est une
application enveloppante si elle est croissante, idempotente et plus
grande que l'identité. Il est vrai que toute application enveloppante
g : S—T peut se prolonger en une application enveloppante
¢9::SUlmg—Sulmg en posant g¢,(a@) =a si aelmg, donc on
peut se réduire au cas ot S = T. Néanmoins, il sera utile d’admettre
S#T dans les applications.

Si E est un espace vectoriel réel de dimension finie, nous nous intéres-
sons aux ensembles Z(E), ¢(E), K(E), 7(E) et U(E), ordonnés par
inclusion. Ici 2(E) désigne I'ensemble de toutes les parties de E, ¢(E)
Iensemble de toutes les parties convexes de E. Enfin, A € X (E) [resp.
A€ F(E), resp. A€ U (E)] si et seulement si AeC(E), et A est compact
(resp. fermé, resp. relativement ouvert). Ces ensembles sont des inf-
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demi-treillis complets, donc des treillis, puisque tout ensemble fini est
majoré, les bornes inférieures étant données par l'intersection sauf les
bornes inférieures infinies dans Al (E), ou on a la formule

/\Ua=<('\ Ua>', U.cu (B);

~ ici A! désigne lintérieur relatif de A.

Les applications enveloppantes Al(E)—U(E) sont en correspon-
dance biunivoque avec celles de 5 (E) dans lui-méme. En effet, U = (U),
si UeU(E), et F = (F!) si FeF(E), ce qui permet d’associer 'appli-
cation

g/: F(E)>F->g(F)eF(E)

g: W(E)—>U(E),
etc. On peut donc se restreindre a étudier par exemple U (E).

ProrosiTiON 3.1. — Soif g: KX (E)— C¢(E) une application envelop-
pante et posons

3.3 ¢ =\ (¢EK); Kex(E), Kcl), Ueu(E).

Si g est « concave » c’est-a-dire si

3.4) gEA+1L)y>g(K) + rg(L), K, Le X(E), 2> o,

alors ¢* est une application enveloppante concave qui applique U (E) dans
lui-méme.

On remarquera que (3.4) entraine que g est invariante par trans-
lations et par homothéties.

Démonstration. — Pour montrer que ¢*(U) est relativement ouvert,
il suffira de montrer que

(V) =\_) (4(Ky; Kex(E), KcU).

Prenons L € K (E) voisinage de I'origine dans I'espace vectoriel engendré
par U—z ou ze U. Alors

g(K +:L)>g(K) +:g(L) si e>o,

ce qui montre que ¢(K + ¢L) est un voisinage de ¢g(K) dans ¢*(U),
car g(L) et ¢*(U) ont méme dimension. Pour tout K compact de U, il
existe ¢x> o tel que' K 4 ¢ L c U, donc on a

g (U)> \J 9K +Ly> \_) 9(5) = ¢'(U),

d’ou ¢*(U) est relativement ouvert.

BULL. SO0, MATH. — T. 97, FASC. 4. 22
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La vérification de (3.1) pour g¢* étant triviale, il suffit de montrer
que ¢ (U)cg (V) si Ucg’(V). Si K est un compact contenu dans
Uc ¢g*(V), il existe un compact L dans V tel que K c g(L), car

M) & \g(Ly)

est vide comme nous I'avons déja constaté. Or g étant enveloppante,
K c g(L) entraine g(K)c g(L) ce qui montre bien I'inclusion ¢*(U) c ¢*(V).
La concavité de ¢g* étant facile, cela termine la démonstration.

On voit facilement que ¢*(U) = g(U)’ si U est relativement ouvert et

borné. En effet, ¢*(U) = U (9(K); KcU)cg(U), done ¢*(U)cg(U)';

d’autre part si ze U alors AU 4 (1— 2)x est compact dans U pour
tout 2 <1, donc

29(0) + 1— )z = g0 U + (1— n)z)  ¢* (V),
d’ou

9(0)' =\ (0¢(0) + ¢—1)z)cg"(V).

Cela entraine aussi que ¢7(K) = g(K) pour K compact, ou g7 est appli-
cation dans F(E) correspondant a ¢*. Or ceci n’est pas forcément vrai
pour des ensembles fermés non bornés si g est initialement définie
dans 7 (E).

Applications enveloppantes de type T. — Soit = une partie de I'espace
dual E’ de E. Nous allons définir une certaine application enveloppante
concave I'z:aU(E)— U(E). Soit

@.5) =) =[("){eeE; (x> =Hi(@®)] Kex(E),

application enveloppante évidemment concave. Alors I'z est vz, 'appli-
cation dans AL (E) associée & vz par la formule (3. 3). Toute application I'z,

=
ECE’, sera dite de fype I'. Les cas extrémes sont I'(U) = E et I'p. (U)=U,
UeU(E). On remarquera que = et le cone fermé engendré par E défi-
nissent la méme application. La proposition suivante nous fournit une

description plus concréte de I'z.

Proposition 3.2. — Soient E un espace vectoriel réel, et ZcE' un
cone fermé. Alors

(3.6) T=(U) =<ﬂ{er;<x,a>éHU©%>i Ueu®).
tek

Supposons que — Z = Z.
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Si U, VeU(E) alors VcI'=z(U) si ef seulement si :
(3.7) Tout hyperplan réel affine, dont la normale est dans Z, et qui
rencontre V, coupe aussi U.

D’autre part, si E est un espace vectoriel complexe, et Zc E’ est un céne
fermé satisfaisant GZc E, alors VcI'z(U), ou U, VeU(E) si et seule-
ment si:

(3.8) Tout hyperplan complexe affine, dont la normale est dans Z, et
qui rencontre V, coupe aussi U.

(Cette proposition est vraie aussi dans le cas peu intéressant Z = { o}
si nous considérons I'ensemble {xre€E;{x,%t> =1} comme un hyper-
plan de normale £ méme pour ; = o.)

Démonstration. — Si K est compact dans U, on a Hy—< H,, donc

w@®)c () {eeE; {2, > = Ho(@®)},
tel
ce qui montre que le membre de droite de (3.6) contient I'z (U). D’autre
part, si x& 'z (U), il existe ¢ > o tel que les ensembles compacts

{teZ;|tl=1 et {2, E>>Hx(E) + ¢}, KeX(E), KcU
sont tous non vides; leur intersection
{EeZs|bl=1 et <@ E>>Hy(E) + ¢

est alors elle aussi non vide, donc x n’appartient pas au membre de
droite de (3.6). Comme les deux ensembles dans (3.6) sont relativement
ouverts, cela montre I'égalité en question.

Sibe Vet bgT=z(U),il existe, vu (3.6), un £ € E tel que {b, £ > > Hy(f).
Donc T’hyperplan
3.9) (reE; (x—b,t> =0},

qui contient b, ne coupe pas U. Dans le cas complexe, il existe te X
tel que Re b, £> > Hy(E); alors I'hyperplan complexe (3.9) qui est
contenu dans l’hyperplan réel
{xeE; Re{x—Db,£> =0}

ne coupe pas. U non plus. Donc (3.7), respectivement (3.8), entraine
VcIz(U).

Réciproquement, supposonsque Vc I'z(U)etque F={ze E;{x,% > ={|
soit un hyperplan réel de normale £€Z qui rencontre V, donc I'z(U),
donc vz (K), pour un compact convexe K de U. Si xe Fnyz(K), on a

Hi@=(oi>=t et Hy(—H={z—E) =t
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Or il existe y et z dans K tels que {y, > = Hg(3), {z, —E> = Hg(—¥),
par conséquent, on aura

{sy+(1—s)z,£> =1t pour un s€fo, 1].

Comme sy 4 (1—s)ze Kc U, cela montre que F rencontre U, donc
que VcIz(U) entraine (3.7).

Enfin, si E est un espace vectoriel complexe, et s’il existe un hyper-
plan complexe H passant par b, dont la normale est dans = et qui ne
rencontre pas U, il existe aussi un hyperplan réel H, qui est disjoint
de U et contient H. Si H est défini par f{(x — b) = o, alors H, est défini
par une équation n(£(r— b)) = o ol n: C— R est une forme R-linéaire,
donc la normale de H, est un multiple complexe de ¢. Si GZ c Z, il s’ensuit
que (3.7) entraine (3.8), et la démonstration est achevée.

Les applications enveloppantes de type I' sont celles qui admettent
« suffisamment » de demi-espaces convexes, plus précisément une appli-
cation enveloppante ¢* : U (E) — U (E), ol ¢ : I (E) — C(E) est concave,
est de type I' avec Z cone fermé, si et seulement si ¢g*(U) est l'inter-
section de tous les demi-espaces D> U qui satisfont ¢*(D) = D.

On peut construire des applications « de type I' mixte » en faisant
varier I’ensemble = avec U. Par exemple si un ensemble Z(F)CE’ est
donné pour tout sous-espace vectoriel réel F' de E on peut poser

9(K) = 12n(K)

si F est le sous-espace vectoriel réel engendré par K —z, ou x € K. Evidem-
ment, ¢:X(E)-—> F(E) n’est en général pas enveloppante. Cependant,
c’est le cas si

5(1«3=U (®(6); Gea, G>F),

ot @ est un ensemble non vide donné de sous-espaces vectoriels de E,
@ : @ — 2 (E’) une application telle que (® (F) n F1)L = F pour tout Fe &,
Les applications de type ® que nous allons étudier maintenant s’obtiennent
ainsi 4 partir des applications de type I.

Applications enveloppantes de fype ©. — Soit comme tout a I'heure Z
une partie de E’, dual de E espace vectoriel réel. Posons

0z (K)= (") {e€E; {2 > <Hx® +r}, KeX(E), rxo,
ek
et

bz(K) =) 0=-(K), Kex(E).

r>o0
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Evidemment, v =0z = 0z, 0z. Notons aussi que
bz, -2 (K + 2 L) 02,(K) + 2 92,(L);
en particulier 0z, est invariante par translations et
0z,(AK) = A0z, . (K).

Cela entraine que 0=z : K (E) — F(E) est concave. D’autre part, 0z est
enveloppante. La relation Kc0z(K) étant triviale, nous supposons
que K c Oz (L), et nous allons montrer que 0z (K) c 0z (L). Orsi K c 0g(L),
il s’ensuit que tout compact dans K! est contenu dans un 0z.(L), ces
derniers ensembles étant tous fermés et convexes. En particulier, si o € K¢,
alors, pour tout A avec o << 2 <Z1, il existe r tel que AK c0z,(L). Donc

0z (AK) 0z (02 (L)) € Oz, e r (L) < Oz (L).

Par conséquent,
10z (K) = 0z (1K) c 0= (L)
et on a bien

bz(K)c (M) %OE(L) = 0z(L) = 0z(L).
0<A<1

Comme toutes les applications sont invariantes par translations, I’hypo-
thése o€ K! peut s’éliminer. Nous appellerons application enveloppante
de type © T'application g = 0% : U (E) - U (E) associée & 0g. SiZ est
un cone, on a évidemment 0z, = vz, d’oll Oz =I'z. Toute application
de type I est donc de type O.

Comme yz<Z0z, on a toujours I'z =< 0z. Mais 0z ne dépend que
du germe de = a linfini, donc Iz, =0z pour tout r>o, ou
E(r) ={t€&;|t|>xr}. D’autre part, en notant «(Z) le cone engendré
par lorigine et I’ensemble des valeurs d’adhérence des suites £;/|£; |
ou f;€E,|t;| >+ o («le cone asymptotique de = »), on a Oz Ty x
si E40@. En général, 0z T, ), cependant toute application Oz est
« localement » de type I, c’est-a-dire que sa restriction aux ensembles
ouverts par rapport & un sous-espace fixé est de type I :

ProposiTiON 3.3. — Si 0z : WU (E) — U(E) est une application enve-
loppante de type O, et F un sous-espace vectoriel réel donné de E, alors
il existe un ensemble Z (F)c E' tel que

0z (U) =T=zn ()
pour fout UeU(F) qui est ouvert dans F [et donc pour tout U eU(E)

tel que U —x ait cette propriété pour un xe U]. En effef, si & = @, on
prend Z(F) = @, sinon on peut prendre

E(F) = a(Z +GY),
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ot G=0z(F) ou, encore mieux, G =T,z (F)>0=z(F). En particulier,
on a
0z (U) =Tz (U) si Toz (F)=E.

Démonstration. — Soient U ouvert dans Fet G =T z)(F) =(«(Z)n FL)L,
On note d’abord que G est I'espace vectoriel engendré par Iy, (U).
I est clair que

0z (K) = n {xe G;{x,n> < Hy(n) +r}

nen (&)

= [\ (z€E;{mi>=Hi®+r}, KeX(F),

ten—1(n(X)

o m:E'— G’ est la surjection naturelle et H, désigne la fonction
d’appui dans G’ aussi bien que dans E’. Donc 0z(U) = 0,z (U), ol
cette derniére application s’entend comme application dans U(G).
Il suffira donc de regarder le cas G = E [ c’est-a-dire «(E)nFl={o}] et
il s’agira alors de montrer que Oz (U) = I'y z,(U) pour tout U € U (E) d’in-
térieur non vide par rapport & F. Nous avons déja constaté que 0z I'y(z).
D’autre part, soit K un compact convexe d’intérieur non vide dans F.
On pourra supposer que l'origine appartient a I'intérieur de K; en d’autres
termes que A K est un voisinage dans F de K pour tout 2 > 1. Soit provi-
soirement A > 1 fixé. Il existe alors d > o tel que, pour ze€ K,

tea(®) et |E—n|=d]n]
entrainent
Hy(E—mn) +<{x, n—E> = (A —1)Hg(n)

[car a(E)nFL=1{o0}], et par conséquent
tea(@), (mEI>ZHyE et |f—n]=Zd|n]
entrainent

{x, 0> <L Hig(n) + Hg(E—m) + {2, n—E> = Hyx(n).

En notant «(Z, d) 'ensemble de tous les ne E’, tels qu’il existe £ € 2(Z)
satisfaisant | — |0 |n|, cette derniére implication peut s’écrire

TE Yz (K) entraine x €4z 52 K).

Or il existe r> o tel que € X et |£|>r impliquent £€a(ZE, d); on a,
avec un tel r,

Yo, 5 (A K)C1zm (A K) iz (A K) = A0z (K),
ou E(r)={te€Z;|t|>xr]. En faisant finalement varier A, on obtient

Yoz ®) < (M) 20z(K) = 0z(K).
A>1
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Enfin, cela montre que I',z)(U) c @z (U). La proposition est démontrée.

Dans le théoréme de prolongement, E sera un espace vectoriel com-
plexe et = sera I'ensemble des zéros d’un polynoéme P défini dans E’.
Alors a(Z) est 'ensemble des vecteurs caractéristiques complexes de P,
c’est-a-dire les zéros de la partie principale de P. La proposition que
nous venons de démontrer permet d’affirmer que I'enveloppe 0z (U) est
en fait dans certaines circonstances déterminée par les vecteurs
caractéristiques.

4. Un algorithme de division.

Dans ce paragraphe, nous montrerons le théoréme suivant qui contient
la partie essentielle du théoréme de prolongement.

THEOREME 4.1. — Soient E un espace vectoriel complexe, E' son dual,
P un polynéme dans E'. Si K et L sont deux compacts de E tels que pour
une constante b,

“.1) H, () <Hk®) —l— blog(2+1¢]) lorsque P(%) = o,

alors toute fonction f,€3¢(E') telle que

(4.2) log |f1(Q) | = HL() + ailog(> +|E]), (€E,
peut s’écrire
4.3) fi=Pfs+fs
ol f, el f, sont entiéres,
“4.4) log|f.(©) | =HL() + axlog(> +[¢[),  (eE,
el
4.5) log|fs(9)| = Hk (%) + aslog(2 + ¢]),  (€E.
Ici a,, a; dépendent de P, K, L, a, et b, mais non pas de f,.
Démonstration. — Nous utiliserons les méthodes de HorRMANDER [3].
Posons

fa=(f:G—g°P)/P) + 0,
fa=fi(6o P)—Po,

ol 9@ (C) est telle que 0 =~ 9 =1, ¢(7) =1 sii':'[__ééacp(z')=osi|z'|él,

et ou il reste a déterminer ve&(E’). Evidemment f,, f;€&(E’) et
Pf,+ fs=fi. Pour que f, soit holomorphe, il faut et il suffit que

. <——_0P>0P

O=(_)f2= [‘__i(_)(_CPO_P)) B

+dp=— +du.
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Il s’agit donc de résoudre 1'équation

dont le membre de droite est une forme w, J-fermée, de type (o, 1), & coeffi-
cients indéfiniment dérivables. En remarquant que |0P|<C(x -+ |{]|)»!

si m est le degré de P, et que ]P(@)Ig; dans le support de d(¢ o P),
on obtient

P 0
()| 2 CG 12 [£.2) [ sup | 2.
Mais en changeant la valeur de b, 'inégalité (4.1) reste valable dés que
| P(%)| <1 (car alors la distance de { aux zéros de P est bornée). Donc,
comme w({) =o si |P({)|>1, on a, avec une constante c,

log|w(@) | = Hk(¢) +clog(> +[Z]), C(eE"

Le théoréme 4.4.2 de HORMANDER [3] nous donne une solution v € &(E")
de I'équation dv = w telle que

log|v(Q)| == Hk(@) + cilog(2 +[¢]|), (e€E,

pour une constante c¢;. Cela montre immédiatement les inégalités
© désirées (4.4) et (4.5).

5. Le théoréme de prolongement.

Nous allons maintenant démontrer le théoréme de prolongement
des solutions partiellement holomorphes.

TueoriME 5.1. — Soient E un espace vectoriel complexe de dimension
finie et E’ son dual, P un polynéme dans E’ et Z I'ensemble des zéros de P.
Si F est un sous-espace vectoriel réel de E avec F + iF =E, ef U un
ouvert convexe de F, alors toute solution ue 5¢(U) de 'équation P(D)u = o
se prolonge en une solution ve #¢(0=(U)) de P(D)v = o.

Remarque. — Dans certains cas, le théoréme reste vrai méme
si F+iF#E; alors il faut poser P(D)u=o pour toute uese(U).
En effet, dans [4] nous avons démontré que, si I est un hyperplan
complexe non caractéristique, alors toute fonction u € 4¢(U) se prolonge en
une solution » € 5¢(0z (U)) = 9 (L= (U)) de P(D)v = o (et le probléme
de Cauchy est méme résoluble).

Démonstration. — Soit #¢,(U) V'espace des solutions ues(U) de
P(D)u = o muni de la topologie induite, et notons V = 0z (U). Il s’agit
de montrer que la restriction

R: #,(V)— 3¢ (U)
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est surjective. Pour cela, il suffit de montrer que ImR est dense dans
#,(U) et que I'application adjointe R’:#€,(U)— 9¢p(V) est surjec-
tive (donc d’image faiblement fermée). (On peut remarquer que ce cas
particulier du « théoréme de I’épimorphisme » peut se démontrer plus
facilement que le théoréme général.) Le théoréme 2.3 montre que ImR
est dense. Soient T'€¢,(V) et T,€4¢' (V) un prolongement de T. Alors

log| T: ()| < HL () + ailog(> +|2]), (eE,

pour un compact L de V et une constante a,. Comme V = 0z(U) est
la réunion des 0z (K)! ou K est un compact convexe contenu dans U,
il existe un tel K avec LcOz(K). Or 0z (K)' est l'intérieur relatif de

U 0z, (K), donc il existe r> o tel que Lc0g,(K). Cela veut dire que
r>o0

la condition (4.1) est satisfaite. Les deux fonctions f, et f;, fournies
par le théoréme 4.1, sont les transformées de Laplace de deux fonction-
nelles T, 3¢’ (V) et T;€s¢’(U). On a aussi

Ti(v) = T2 (P(D)v) + T: (v [0)

pour toute vese(V). Soit Ses€,(U) la restriction de T; a #6,(U).
Alors R'(S) =T, car

R'(8) (0) = S(R@) = Ts(v|v) = T:(v) = T (v)
si v€d€p(V). Le théoréme est démontré.

COROLLAIRE 5.2. — Soient U un ouvert convexe de R”, et P(D) un
opérateur elliptique a coefficients constants dans R". Alors toute solution
ueé&(U) de P(D)u = o se prolonge en une fonction v holomorphe dans
Uouvert T'q(z)(U) de G~

Rappelons que « (=) est I’ensemble des zéros de la partie principale de P.

Démonstration. — En effet, P elliptique veut dire que a(E)nFL={o],
ot F=Rr donc Tz (F)=E =G dou, par la proposition 3.3,

0z (U) = Tu@ (U).

COROLLAIRE 5.3. — Si U est un ensemble ouvert convexe dans E, alors
toute solution holomorphe de P(D)u = o dans U se prolonge en une fonction
holomorphe dans Toz)(U).

Démonstration. — Si U est ouvert, I'yz)(U) est a fortiori ouvert,
donc 0z (U) = Iyx) (U).

L’ensemble @z (U) est le plus grand ensemble convexe relativement
ouvert auqel on puisse prolonger toutes les solutions de P(D)u = o
dans U. Avant de montrer ceci, il nous faudra étudier l'unicité du
prolongement.
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TarorEME 5.4, — Avec les notations du théoréme 5.1, supposons
que G soit un sous-espace vectoriel réel de E contenant F, et que V soil un
ouverl convexe de G contenant U. Si VT, o, . .1(U) dlors toute solution

vedt(V) de P(D)v = o, qui s’annule dans U, est identiquement nulle,

Démonstration. — Soient z = (z,, ..., zx) des coordonnées complexes
dans GNniG et (z,x) = (21, ..y Zts Tirts - .., X)) (0 Lk <n) des coor-
données dans G. Pour tout xeR"*, on considére la fonction holomorphe
v, définie dans V,={ze€C*; (z, x) € V| par v.(z) = v(z, x) et s’annulant
dans U,={ze€C¢ (z,x)eU}. Ici V, est ouvert et convexe dans un
translaté de Gni G, U, l'est dans un translaté de Fn GniG = FniG.
Or (FniG) +i(FniG)= GniG d’aprés le lemme 5.5 ci-dessous, ce
qui montre que v, est nulle dés que U, est non vide. Donc v est nulle
dans 'ensemble

W={(z,x)e V; (z,x)e U pour un z'e Gt }.

Je dis que W est ouvert dans V. En effet W est ouvert dans (Gni G) + F,
et ce dernier espace est égal a G, d’aprés le lemme 5.5. L’opérateur
diftérentiel P(0/0z,, ..., d/dz,) peut se réaliser, par exemple, comme
P(0|dxy, ..., 0/0x,) dans G. Un vecteur (i, ..., Zus ™5 ..., ;) dans G*
est caractéristique par rapport au dernier opérateur si et seulement si
iy « . .5 En)€a(Z). Nous allons utiliser le théoréme d’unicité de Holmgren
(voir HorMANDER [2], théoréme 5.3.3) selon lequel il suffit de montrer
que chaque hyperplan caractéristique réel dans G quirencontre V coupe W,
en d’autres termes (proposition 3.2) que

HV(Ef_— iY)‘l’ ) Ek'—inka £k+1, ey Ell)
éHIV(ii'—inh DY Ek'_in/u £k+1’ LY En)

pour tout vecteur réel (¢4, ..., En mis ..., ni) caractéristique par rapport
a P(d/dx,, ..., d/ox,). 11 suffit méme de le faire en supposant U maximal.
Alors U = W; comme

H(}ni(;(zl_—inh e ey El'_inl” Ek+19 ceey g/l) = +OO,

sauf si §=...=&=n=...=m=o0, il suffit de vérifier que
HV(O’ eees Oy £k+1’ ---;Zn)éH{/(o’ v ey Oy £k+1’ . "Ell)

pour les vecteurs (o, ..., 0, Ekres ..., En)€TGL qui sont dans a(Z).
C’est précisément la condition VcT', &) At (O).

Au cours de cette démonstration, nous avons utilisé le lemme suivant
qui nous servira aussi au paragraphe 6.

LemME 5.5. — Soient E un espace vectoriel complexe de dimension
finie, F et G deux sous-espaces vectoriels réels de E avec Fc G, F -+ iF = E.
Ennotant Gy= GniG,onaalors G=F + Gyet Go=(Fn G)) +i(Fn G,).
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Démonstration. — Il est clairque GO F + G, et G,> (F n Go) + i(F n Gy).
Pour montrer les inclusions opposées, on se raméne d’abord au cas ou
FniF ={o}. Alors on peut supposer que F =R", E=C" et que G

soit défini par des équations ImszC’;i= o, k=1, ..., m. Par consé-
quent G, sera défini par

Nzth=0  (k=1,...,m).

La condition F c G montre que les zj‘i sont réels. Si alors ze G, on écrit

z=xz-+1iy avec = et y réels, donc ze F etZiij’;=iIm2z,~C’;=o,
d’ou iye G,, et on a Gc F + G,.
D’autre part, si ze G, et z==x 4 iy avec = et y réels, on a

0 =X ztf =285 + Xyt
donc Z‘x,cﬁ? =2iy,~ ¢k =0 comme les ¢4 sont réels. Cela montre que ,
y€ Gy, donc que G,c(Fn G+ i(Fn Gy).
LeMME 5.6. — Dans tout demi-espace
D={zeE;Re{z,{><o},

ot tex(Z) il existe une solution ues(D) de P(D)u=o lelle que
| u(z) |+ o lorsque z—o en restant dans un céne |z|-=A(—Re{z (D),
z # o, A étant un nombre stricfement positif arbifraire.

Démonsiration. — Soient {,e€Z, keN, tels que |[{x|—>+ o et
i/ ¢k | —¢ lorsque k—+ co; on pourra méme supposer que |{i| =k
si k est assez grand. Posons

u(z) = Z e i, zeD,
reN

Soit (K,);en une suite fondamentale de compacts convexes de D. On a
Hg,(§) = —2¢;< o0 et Hy,(9)=r;|0], beE’,
pour des nombres réels ¢; et r;. Si z€ K, on obtient donc

Re(z, Ck>=|CkfRe<Z’C>+Re<z’ G— 8| >
Z—ag; |G|+ ] G ] —C

En choisissant k; tel que k> k; entraine r;|%/|{r|—¢|<¢; on a

Re(z, §k>é——-8l‘lck{, k}_k,’, ZGK]'.
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Cela montre que 2exp<z, &> converge uniformément sur K;, donc

que uese(D) si |¢:| tend vers infini assez vite (par exemple || = k
pour k grand). Evidemment, P(D)u = o.

Pour étudier le comportement de u(z) lorsque z->o, nous allons
utiliser I'inégalité

Zwk ?w’*

kEN kEN

&

=i =Tw =

si |wr—w|<Ley,  (w] <1—-.

En posant w = =%, w;= e 4/b>, ceci donne

() — I P (2)

1— &5 0 | 7 (1— eRecs, Hr—g(2))?

sous I’hypothése
@) | en U/ —ent | eRetan D g (2).

Il suffit évidemment de prendre c¢(z)=ed|z]| si |z]=1, Re{z,{> <o
et |Li/k—C| <01, car

| e S/l 3 0> | < eRe<ss O [z, Cilk—1> | el<s /=51 < ed lz].

Donc

| 1 ed|z|
—_— -
u(@) 1— e 0| T (1— ekets D—ed] z|)?

si|z]Z1, eresD<y—ed|z] et |[4fk—¢]<0<1. Compte tenu
de l'inégalité |z| < A(-——Re {z,¢>), cela donne

T . . I edA .
il;l(l)( Re \Z, §>) u(Z) &b | = (I_esA)g
si edA < 1. D’autre part
. —Re{z > 1
T —ean| Al
donc
edA

hm(—-RE<Z,C>)Iu(Z)I>AlC‘ ([-—-66A)2>0

si 0 est suffisamment petit. (Bien entendu z reste dans le cdne en question
en tendant vers lorigine.) Enfin, I'hypothése | ¢ /k— | d devient
vraie en changeant un nombre fini des ¢;, c’est-a-dire en ajoutant une
fonction entiére a u. Le lemme est démontré.

LemMme 5.7. — Si dans la situation décrite dans le théoréme 5.1 le.
prolongement de U a un convexe relativement ouvert V est foujours possible,
alors VcTaz@nivt (U).
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Démonstration. — Posons W = T’y z)n: 0L (U), et notons D: , le demi-
espace ouvert {z€ E; Re{z—a, {>< o}. Vu la proposition 3.2, W est
Iintersection des demi-espaces Dy, , avec ¢ € a(Z) n iU qui le contiennent.
On voit aisément que, pour chaque point a€dW, il existe e a(Z)niUL
tel que Dy, contienne W. Je dis que Dy, , contient W. En effet dans le
cas contraire, on aurait WcdDy,,, c’est-a-dire Re {z—a, {)> = o pour
tout ze W, en particulier pour tout ze U. Or i€ UL, donc Re{z, i{> =0
pour tout ze U. L’inclusion WcoD;, entrainerait donc que U est
contenu dans I'hyperplan complexe défini par {z, {>=Re {a, 7>, ce qui
contredit I’hypothése F + iF = E.

Cela dit, supposons que V ne soit pas contenu dans W et que le pro-
longement de U & V soit toujours possible. En choisissant ae VnoW
et un demi-espace ouvert D correspondant contenant W mais non pas a,
nous pouvons trouver, d’aprés le lemme 5.6, une solution ue#¢(D)
telle que sa restriction & W ne soit pas bornée prés de a. D’autre part,
la restriction de u & U est prolongeable en une solution ves¢(V) par
hypothése. La différence u — v est alors définie dans D n V, nulle dans U,
donc, d’aprés le théoréme 5.4, nulle dans

Dn an‘a(zmiyl (U)DDH an‘a(g)myl (U) =WnV.

La fonction » serait donc non bornée au voisinage de a, contradiction
qui démontre bien le lemme.
Finalement, nous pouvons montrer la réciproque du théoreme 5.1.
THEOREME 5.8. — Nous garderons les notations du théoréme 5.1. Si

toute solution ue #¢(U) de P(D) u = o se prolonge en une solution v € 5¢(V)
de P(D)v=o0, ot1 V est convexe et relativement ouvert, alors Vc 0z (U).

Démonstration. — Le lemme 5.7 montre que
VcTaznivt (U)cTa@nirt (U),

donc, d’apres le théoréme 5.4, le prolongement est unique. Par consé-
quent, la restriction
R: QCP(V)—} gep(U)

est une bijection. Comme elle est continue, R—' est elle aussi continue
d’aprés le théoréme de Banach. En particulier, pour tout compact L
de V, il existe un compact K de U, et deux nombres C et N, tels que

sup |v(2)| < C sup sule D*u(z) |, veIp(V).
s€L [a|=N z€

En prenant v(z) = =%, {€E, on obtient avec une constante b,

©.1) Hy(5) <Hk(@) +blog(> +[¢]), (€&,
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c’est-a-dire la condition (4.1) que nous avons utilisée pour montrer le
théoréme 5.1. Il serait naturellement possible d’étudier une -classe
d’applications enveloppantes en partant de cette condition, cependant,
E étant algébrique, le théoréme de Tarski-Seidenberg nous permettra
de la remplacer par la condition définissant I'opération Oz.

En effet, soit L, un compact donné de V. Il existe alors un ensemble
fini de V dont I’enveloppe convexe L contient L,. Donc il existe K compact
de U tel que (5.1) soit vérifiée. Nous pouvons évidemment supposer K
d’intérieur non-vide par rapport a U, et aussi, aprés avoir effectué, si
nécessaire, une translation du systéme des coordonnées, que oe K-

Prenons une intersection finie K0={ \B,- de boules fermées dans U

(par rapport a une structure euclidienne arbitraire) qui contient K.
Evidemment, ianB; >. Hy,. D’autre part, il existe une constante 2
telle que 2Hy,>infH,, et on peut toujours trouver une famille finie

de boules telle que K c K, = (\B,c1K,c U et a la fois A Hy,> inf Hy,.
Cela étant, nous avons

(5.2) H;, () — Hyx,(€) < Hi () —inf Hy (Y)
. 7
ZH, Q) —Hg(&)<=blog(>+1[¢])
pour tout {e€Z, en particulier

(3.3) Hy () —infHy (D) < blog(a +£]),  (eE.
7

Nous allons montrer que (5.3) implique que H,— infHj est bornée
supérieurement dans =, donc d’aprés (5.2) que H;— H, est bornée
supérieurement. Cela montrera notre assertion, car L, est un compact.
quelconque de V, et 4 K, est compact dans U.

En introduisant des coordonnées z, ...,z dans FniF, z, ..., Z,
Ziss « .. X, dans F, z,, ..., 2z, dans E et &y, ..., 5, iy ..., 0, dans E',

nous pouvons écrire
H,(%) =supReda®, ¢>,
i

inf Hy (2) = inf (Re { bU/), £ - 1y (52 .o A E2F 13 ..+ m)?)
7

car £ (3 4...+2+ni+...+np)* est la fonction d’appui de la.
boule unité de F. Donc (5.3) s’écrit
supsup sup Reda?—b), ¢>—rjoblog(2 + 1),
(G oEM,

ou M est I'ensemble semi-algébrique des (¢, o) € R**+! tels que P(¢) = o,
B4+t ni+. . ni—o*=o0 et |{|?—1>=Lo0. Appelons F(z)
le membre de gauche de cette inégalité; c’est une fonction de reR qui
admet, d’aprés le théoréme de Tarski-Seidenberg (voir HoRMANDER [2],.
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lemme 2.1; le fait que M- soit défini par trois polynomes est sans impor-
tance) une formule asymptotique

F(z) = A7 (1 + o(1)), T—> + w0,

donc A0 ou a~o, c’est-ad-dire F est bornée supéricurement. Le
théoréme 5.8 est démontré.

6. Cas des solutions distributions.

Il est peu étonnant que le théoréme de prolongement reste valable
si on admet des distributions comme solutions, ce que nous nous proposons
de montrer dans ce paragraphe. Nous appellerons ici 9¢(U, ®@') I’espace
de toutes les distributions ue®’(U) telles que dyu = o, U étant un
ensemble ouvert dans un sous-espace vectoriel réel F d’un espace vectoriel
complexe E.

Notons d’abord que la restriction d’une distribution est toujours
bien définie dans les cas dont il s’agit dans le théoréme de prolongement.
Soient U un ouvert dans F, F + iF = E, et V un ouvert dans le sous-
espace vectoriel réel G de E tel que Uc V. Tout élément vese(V, @)
admet alors une restriction v [y€ 8¢(U, @) qui généralise la restriction
des fonctions. Pour montrer ceci, nous pourrons supposer, grice au
lemme 5.5, que

F=CxR+7=CxRI—7?X R+
et
G =C7xR7=Crx CQi—» X R

ou R7—7 est considéré comme sous-espace de C7—7. En effet, soient
(e1, ..., ¢,) une base complexe de FniF et (e, ...,e,le, ..., 1e,)
une base réelle de FniG. Alors

(e, ..., €506, ..., 1¢) engendre (FNiG) 4 i(FNiG)
et c’est méme une base, car
FniG)ni(FniG) = FniF,

c’est-a-dire l'intersection des deux espaces est égale a I'espace engendré
par les éléments communs dans les deux bases. Or

(FniG) + i(FniG) = GniG,

d’aprés le lemme 5.5. On peut trouver des nouveaux vecteurs e,,, ..., €,
tels que (e, ..., en i€, ...,0¢,) soit une base dans F. Donc
(e1s ...5 € i, ...,176;) engendre F 4 (GNiG) et c’est une base
puisque Fn(GniG) = FniG. Toujours d’aprés le lemme 5.5,
F + (GniG) = G. Cela veut dire que dans le systéme de coordonnées
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que nous venons de construire, G est défini par you=...=yg.=o
et F par y,pu=...=Yy,=o.

Soit ¥ € @(C) une fonction qui vaut 1 prés de l'origine. On sait que,
pour ve#(C),

6.1) v(x) = v(x) Y (o) =fv(z’) be(@ —2) dA(2),
c

ol dA est la mesure de Lebesgue dans G, et

o= (-2
On notera que

= (560 ()00

Pour ve#e(V, @), nous posons

u(p) = v(9e), p€@(U),
ou
(Ps(zh LICEE] Z,7, xl]+1, LECIEE Y xn)

:f Q(Z1s v es Zps Thyiys + o os Tgs Ty - v o5 Tn)
RI—P

X Ge@yes—2ps1) - - - be (@, —2p) d,, ... A2,

¢ > o étant choisi de fagon que ¢, €@ (V). Cette définition ne dépend
pas de ¢, car
o936 2 DV £ ...+ L D(V)
0Zp1 0z,

si &, 0 > o sont assez petits; donc v(p.— 93) = o; u est évidemment
une distribution partiellement holomorphe dans U. Enfin, vu (6.1),
il est clair que u = v |y si v est une fonction partiellement holomorphe.
Il est aussi évident que, si v;— ved¢(V, @’) au sens faible par exemple,
alors les restrictions des v; tendent vers la restriction de v.

Désormais, nous noterons £ = (zi, . . ., Zp Lp415 - - -5 Tn) les coordonnées
de F, et (x,y) = (21, .. .» Zg» Lgr1» - . ., Tp) celles de G. Si P est un poly-
nome tel que G = 0z (F), E étant les zéros de P, tout élément de 4¢'(V),
ou V = 0z(U) peut s’écrire, d’aprés le théoréme 4.1, sous la forme
P(—D)T + R'(S), ou Teu'(V), Seu'(U), et ou R:5(V)— #(U)
est la restriction, R’ son adjointe. En particulier, si (a, y)e V et J.,
est la restriction a4 4¢(V) de la mesure de Dirac placée en (a, y), on a

aﬁw‘) = P(_D) Tay + R'(Say)’
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Szy et T,y étant des fonctionnelles sur s¢(U) et s¢(V) respectivement.
Soit p,,€&'(U) un prolongement de S,,. On a

v(a, §) = pay(R@)) si vese(V) et P(D)v = o,
car P(D) peut se réaliser comme un opérateur différentiel dans F, d’ou

2@ Y) = (Buarkitay) (R())

si z est prés de a. En notant par {,, la fonction z > ¢(a + z, ), on
aura donc

6.2) fF b(, §) % (@, y) dz = fF D(, 0) (Yay K hay) (@) d

pour toute b e®(V) & support dans un petit voisinage de (a, y), plus
précisément si d,yKkpay€®@(U).

Soit maintenant ue 3¢(U, ®’) une solution distribution de P(D)u = o.
Il existe des régularisations u;= ux¢,;€9¢(U;) qui tendent vers u
fortement dans ®'(U), la suite d’ouverts convexes U, dans F étant
croissante et ayant U comme réunion. Toute fonction u; se prolonge,
d’aprés le théoreme 5.1, en une fonction v;€¢(0=(U))), et les Oz (U;)
recouvrent 0z (U) grace a la concavité de I'opération Oz. Il suffira donc
de montrer que v; tend faiblement vers une distribution ve ®'(0z(U))
lorsque j-+ -+ o, et. méme que f v;(x, y)d(x, y)drdy est une suite

G

de Cauchy pour toute $e€®(0=z(U)) ayant son support dans un petit
voisinage d’un point donné (a, b) de Oz(U). Or, vu (6.2), on a

[ @b de = [1,@ Gokinn) @ de
F F

qui est évidemment une suite de Cauchy pour y fixé, mais aussi une
suite de Cauchy uniformément lorsque y varie prés de b, ceci griace au
théoréme 4.1 qui montre que Y,,% ey appartient 4 un ensemble borné
dans @ (U) si y est voisin de b, et grace au fait que u; tend vers u unifor-

mément sur les bornés de @ (U). Donc f v;(x, y) Y(z, y)drdy est une
G

suite de Cauchy, sa limite ve 3¢(0z(U), ®') ayant comme restriction u.
Nous avons finalement montré le théoréme suivant.

TutorEME 6.1. — Le théoréme 5.1 reste valable si I'on remplace les
espaces de fonctions 3¢(U), 9€(0=z(U)) par les espaces de distributions
correspondants 3¢(U, ®@"), #(0=z(U), ®).

Nous n’aborderons pas ici la question de savoir si @z (U) est le plus
grand convexe relativement ouvert ayant cette propriété.

BULL, SOC. MATH, — T. 97, FASC. 4. 23
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7. Exemples.
Regardons d’abord le prolongement des fonctions harmoniques.

Soit P(%) =2§§-, n> 2. On a pour tout UcR?,

n i

0z (U) =Tz(U) ={zeC"; Re{z ¢ > = Hy(%) dés que 2g;= o

{z+iyeC; {x,t)—<y m><LHy() pour |E|=|n|,E L n}
={z+igeC;{x, >+ |y NE|ZHy(Z) pour toutt},

ol |y A £| est la norme euclidienne du produit extérieur y A, y, L€ R
Si par exemple U est défini par un nombre fini d’inégalités {x, az> << bz,
k=1, ...,m, alors Og(U) est évidemment défini par

<x,ak>—|—|y/\ak|<bk (k=1,...,m);
en particulier I’enveloppe du cube |x:| < bi, k =1, ..., n est définie par
1/2
|xk|+<2y;> <b (k=1 ..., n).
jk

Si d’autre part U est la boule unité dans R”?, nous pouvons choisir
une base orthonormale telle que x et y donnés satisfont ;=...=z,= o,
Yp=...=Yyp=o0, donc = + iy€Oz(U) si et seulement si

[ |2+ [ 2| G-+ [y [ (JEP—ED)2 <|E], pour tout £~ o,
ou encore
[2 |8+ (2] + 1Y) (1—2)7 <1 pour tout &, [&[=1.
Cela équivaut a |, >+ (|22 + |y |)? <1, c’est-a-dire
le+igP+ ezl lyl=lz+iyP+e|lz Ay =<2zt [z \Z|<1

Notons que 0z (U) est contenu dans la boule unité de G* et que ces
deux ensembles ont méme trace sur le cone z A Z = o qui contient R~

Sin=2¢et UcR? on a
0z(U) = {z€C*; Re (a1 &= iz,) oo — Im (2 = izo) m = Hy (5, 5 i)}
Cela signifie que (z;, 2;)€0z(U) si et seulement si
zn+inelU et z—inelU'={zeR’ (@, —x)elU],

z, -+ iz, désignant les points de R* qu’on obtient en identifiant R2
avec C. Ce résultat est naturellement classique, toute u harmonique
dans U étant de la forme u(x;, x.) = f(x, 4 ix.) + g(x,— ix,) ou [ est
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holomorphe dans U, g dans U*; le prolongement est donné par
@+ iz) + g(zi— iz,).
Considérons maintenant le polynéme non elliptique

P(C) = Cn"“Q(Cu ey Cn—i)

ol Q est homogéne de degré au moins deux (n>.2). Si U est un convexe
de la forme U'XU,cCG+'xC on obtient T'yz(U) =TIz (U)X U,
ol «(Z) est 'ensemble des zéros dans C* de Q (%, ..., {n—y) =0, &' sa
projection sur G*—. Siparexemple Q est elliptique, et U c R, alors I'y =) (U)
est ouvert dans I'hyperplan y,= o. D’autre part, on a dans ce cas
0z (U) =Tz,(U) o E,=a(E 4+ GL), G=T,z(R") =C—'xR. Donc
si U=UXU,cR'XR,
0z (U) =Tz, (U) =Tz (U) xU,,

n—1

ot Z|={{'eCG1;ReQ()=o0}. Si par exemple Q) = iZc;
(équation de Schriodinger), on obtient '

Iy (U) = [’ +iy'eC (2, ) —Y, 0" ) =Ho @) si & L'} =V
n—1
c’est-a-dire aucun prolongement n’est possible. D’autre part, si Q(¢') = 2 ¢
1
(équation de la chaleur), 0z (U) est de méme dimension que I'yz, (U),
mais strictement contenu dans cet ensemble; si par exemple U’ est la
boule unité dans R, on aura

0z(U) = Tz (U") X U= (' + iy’ €G3 &' | + |y | <1]X Un
et (d’aprés 'exemple plus haut) :
Tug(U) = (@ + iy’ €G3 2|2/ A y' | + |2 + iy [* <1} X U

Enfin si P est hyperbolique, il faut distinguer deux cas. Si P est un
opérateur ordinaire, opérant dans un espace FCR” de dimension 1,
alors Oz (U) = I'y z)(U) = U + F + iF pour tout ouvert convexe U c R
Si P n’est pas ordinaire, on montre que sa partie principale n’est pas
ordinaire non plus, et que 0z (U) =TIz (U)nR* ou =, est I'ensemble
des directions réelles par rapport auxquelles P n’est pas hyperbolique.
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