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PROLONGEMENT DES SOLUTIONS
D'UNE ÉQUATION AUX DÉRIVÉES PARTIELLES

A COEFFICIENTS CONSTANTS

CHRISTER 0. KISELMAN
[Nice et Uppsala].

0. Introduction.

Il est bien connu que toute fonction harmonique dans un ouvert
de R" peut se prolonger en une fonction holomorphe dans un ouvert
de C^, que toute solution de l'équation de la chaleur

au lai == à2 u/àx[ +... + à2 u/àx^

est analytique par rapport aux variables Xi, ..., Xn, et que toute solution
de l'équation des ondes

à2 u/àt2 = à2 u/àx^ + . . . + à2 u/àx^

dans le demi-espace t < o se prolonge dans tout l'espace des variables
réelles ty x^y . . . y Xn.»

Nous nous proposons ici de déterminer le plus grand domaine convexe
dans lequel on peut prolonger toutes les solutions indéfiniment déri-
vables d'une équation aux dérivées partielles à coefficients constants
définies dans un convexe donné. Il s'agit donc des fonctions qui sont
holomorphes par rapport à certaines variables; nous les appellerons
partiellement holomorphes. Si P(D) est un opérateur différentiel dans G",
et si U est un ouvert dans un sous-espace vectoriel réel F de C^ (par
exemple F = R" ou jF^C^xR) il faut donner un sens à l'expres-
sion P(D) u quand u est définie dans U et holomorphe par rapport aux
« variables complexes dans -F », c'est-à-dire par rapport aux variables
dans Fr\iF. C'est ce que nous ferons au paragraphe 1. Le paragraphe 2
est consacré à l'étude de quelques propriétés des fonctions partielle-
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ment holomorphes qui sont bien connues pour les fonctions holomorphes.
Le prolongement d'une solution u dans U existe dans un ensemble @p(U)
où Qp est une « application enveloppante ». Il paraît utile d'étudier les
propriétés formelles d'une telle application; nous l'avons fait au para-
graphe 3. Le théorème de prolongement (théorème 5.1) est formulé
au paragraphe 5 et démontré au même paragraphe à l'aide de « l'algo-
rithme de division » du paragraphe 4. Cet algorithme est le cœur de la
démonstration et utilise la technique de l'opérateur à de HÔRMANDER.
Le paragraphe 5 contient aussi la réciproque du théorème 5.1
(théorème 5.8) et un théorème d'unicité (théorème 5.4). Les solutions
distributions se prolongent (au moins) aussi loin que les solutions indé-
finiment dérivables : cette propriété est démontrée dans le paragraphe 6.
Enfin, nous donnerons quelques exemples au paragraphe 7. Bien que le
cadre naturel de ces résultats soit les espaces affines complexes de
dimension finie, l'introduction d'une origine est commode, même dans
les énoncés.

Quelques cas particuliers du théorème de prolongement sont déjà
connus. Si U est un ouvert de C'1, le domaine @p(U) où le prolongement
existe ne dépend que des zéros de la partie principale du polynôme P
(corollaire 5.3) et le prolongement dans ce cas a été établi par SCHAPIRA [7]
et BENGEL (non publié). D'autre part, ZERNER [8] a montré qu'un ouvert
convexe V de C^ est un domaine d'holomorphie pour les solutions de
P(D) u = o si, et seulement si, Qp(V) == Y. Ce cas ne nécessite pas la
^-cohomologie. Un autre cas particulier, celui des équations elliptiques
(corollaire 5.2), a été démontré par l'auteur en 1965 (non publié) à
l'aide de la présente méthode.

D'autre part, si P est hyperbolique et non ordinaire, et î/cR^n^a),
^p(U) est un ouvert réel qu'on trouve facilement en utilisant des pro-
priétés classiques des opérateurs hyperboliques.

NOTATIONS. — Si £ est un espace vectoriel réel, on notera HA la fonction
d'appui d'une partie A de E :

^(0=sup<rr,Ç>, ^eEV
XÇ.A

E' étant le dual de E et <( x, 'E, )> la valeur de la forme linéaire ^ au point x.
Si E est un espace vectoriel complexe, HA sera définie dans le dual E'
de £ par la formule

J^(Ç)=supRe<z,Ç>, ^ç.E'.
Z ç A

Si A est une partie d'un espace vectoriel réel ou complexe, on
notera AS et appellera intérieur relatif de A, l'intérieur de A par rapport
à l'espace affine réel qu'elle engendre. Si A = AS on dira que A est
relativement ouvert,
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La norme | Ç | d'une forme linéaire sur un espace vectoriel de dimen-
sion finie E est toujours arbitraire, sauf dans quelques démonstrations

et exemples, où E est R" ou 0, et où il faut utiliser la norme (Y | S/ I2)1 •
Les applications enveloppantes Ts et 63 sont définies au para-

graphe 3.

1. Opérateurs différentiels à coefficients constants dans un
espace vectoriel complexe de dimension finie.

Soient E un espace vectoriel complexe de dimension finie n, et E '
(resp. £*) l'espace de toutes les formes C-linéaires (resp. R-linéaires)
de valeurs complexes définies dans E. Donc E' (resp. £"*) est un espace
vectoriel complexe de dimension n (resp. 2 n) sur G. Si Ce F* 3 F7 et zçE,
on écrira <( z, Ç > pour la valeur de Ç au point 2.

Les opérateurs différentiels à coefficients constants sur E s'identifient
aux polynômes sur F* à l'aide de l'équation

(l.i) P(Z))e<^>=P(Ç)e<^>, zçE, ÇeF\

Si F est un sous-espace réel de E, alors F* est isomorphe à F^/F1, où

F i = i Ç e F * ; Ç ^ = o i .

Donc P(-D) opère sur les fonctions définies dans F si, et seulement si,
P(Ç + 0) == P(Ç) pour tout 6 e F1 et tout Ç € F*.

Les fonctions holomorphes dans E sont caractérisées par l'équation
ÔEVL = o, où 6^ est l'opérateur différentiel du premier ordre et à valeurs
vectorielles dont le polynôme correspondant Q est la projection

F^F'eF^F^;

ici on a noté E" l'espace des formes C-antilinéaires sur E. On note que
KerÇ^F7; naturellement n'importe quelle application linéaire
jR : F*— G avec KerjR = E' définit les fonctions holomorphes, la
fonction exponentielle Z[->e<^-^> étant holomorphe si, et seulement si,
Ce F'. Si F est un sous-espace complexe de E, on a (^(F^cF1, donc Q
induit une application

FyFi-^FVFinF^

qui, moyennant les isomorphismes F*/F1 ̂  F\ E^/F1 n E" ̂  F", n'est
autre que le polynôme correspondant à l'opérateur àp. Nous poserons
àp== àp^iF (considéré comme un opérateur différentiel dans F) si F est
un sous-espace réel de E; puis Q€(U) [resp. ^€(U, dD')] désignera l'espace
des fonctions uç.ô(U) [resp. distributions uç.(D'{U)} qui satisfont
à ôpU == o, U étant un ouvert de F.



332 CHR. 0. KISELMAN.

Cela dit, il est évident que la restriction aux fonctions holomorphes
d'un opérateur différentiel s'identifie à un polynôme dans £', la corres-
pondance étant donnée par (l.i) avec zçE, Çe£'. Si F est un sous-
espace réel de E, et P(D) un opérateur différentiel, la question se pose
si la restriction de P(D) aux fonctions holomorphes peut se réaliser
comme un opérateur différentiel opérant dans F. Cela est toujours
possible si F + iF == £. En effet, on pose
(1.2) J?(Ç+0)=P(Ç) g! Çç^ Qçj71,

ce qui est une bonne définition si £"nl71 = { o { , condition qui équivaut
à F + iF = £. Si E' + Fl = E^ (c'est-à-dire si Fn iF == { o j), alors (1. s)
définit de façon unique le polynôme R dans E\ correspondant à un
opérateur différentiel dans F. Si E' + Fl ̂  £* d'autre part, on prolonge
le polynôme obtenu par (1.2) en un polynôme dans E\ La réalisation
de l'opérateur P(D) [^(^ comme opérateur différentiel dans F n'est donc
pas toujours unique. Cependant, la restriction à ^C(F) de l'opérateur
obtenu est ^uniquement déterminée, car pour calculer P(D)u s'il est
connu que àpii == o, on n'utilise que des formes R-linéaires dans F qui
sont C-linéaires dans Fni'F, or ce sont précisément les restrictions à F
des éléments de l'espace

(F | JFV- Ef - El ~ ̂ L .̂v ' ) -^^(F+LF)! ~ E ' r \ F ^ = Fi 5

donc le polynôme R, donné par (1. i) sur E' + Fl, suffira. Un système
d'équations différentielles

P(û)u=o,
6^U==0, Uçê(U) [OU UÇ^ÇU)}

a donc toujours un sens si U est ouvert dans F, sous-espace vectoriel
réel de E, tel que F + iF ==. E.

Plus généralement, si
P(Ç+0)=P(0 pour ÇeE', Oe^nF^,

on voit, avec le même raisonnement, que P définit un opérateur
Pp(D) : !f€(F)—^^€(F), uniquement déterminé par la condition

P^(D) (u ^) == (P(û) u) \,, u e ̂ e(£).

2. Fonctions partiellement holomorphes.

Soient E un espace vectoriel complexe de dimension finie, et F un
sous-espace réel de E tel que F + iF = E (si cette hypothèse n'est pas
satisfaite, on pourra remplacer E par F + iF). Si U est une partie
ouverte de F, l'espace

W)=[uçê(U); ̂ u=o},
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dont les éléments seront appelés fonctions partiellement holomorphes,
a été défini au paragraphe 1. Si FniF = j o } , c'est évidemment ê(£7);
si F = E, ce sont les fonctions holomorphes dans U au sens ordinaire.
Nous munirons cet espace de la topologie induite par ê(U); c'est donc
un espace de Fréchet avec les semi-normes

pAw(")==sup sup {D^uÇz)
ZÇ.K \y.\i=N

où K est un compact de U, N e N. Si Ç est une forme C-linéaire sur E,
il est clair que la fonction exponentielle U^z^->e<z^> est élément
de S€(U). Nous définissons la transformée de Laplace T d'une fonction-
nelle Tç^(U) (faut-il l'appeler fonctionnelle partiellement analytique?)
en posant

T(Ç)=T(î/3Zh>e<^>), Ç€Ê'.

La fonctionnelle T est déterminée par î si U est convexe.

THÉORÈME 2.1. — Soient F un sous-espace vectoriel réel de E, espace
vectoriel complexe de dimension finie, et U un ouvert convexe de F. Les
fonctions exponentielles
(2.i) U3z^->e<^>, Çe£y,

forment un ensemble total dans ^€(U).

Démonstration. — Dans les cas extrêmes F r \ i F = { o } et F == E,
c'est le théorème d'approximation de Weierstrass, respectivement le
théorème de Runge. Le cas général est naturellement une conséquence
du principe fondamental d'Ehrenpreis (EHRENPREIS [l], MALGRANGE [5],
HÔRMANDER [3], PALAMODOV [6]). Or, on peut montrer le théorème,
de façon élémentaire, en utilisant les deux cas extrêmes, plus précisé-
ment avec la méthode des polynômes de Bernstein.

En effet, soient z = (zi, . . . , z/c) des coordonnées complexes dans F r\iF,

(z, x) == (zj, . . . , z/,, rc/.+i, . . . , Xn)

des coordonnées dans F. Si uç^€(U) et K, compact de U, sont donnés,
il existe ô > o tel que K§, l'ensemble des points (z, x) de F dont la dis-
tance à K est au plus égale à ô, soit contenu dans U. Pour tout s > o
et tout .rçR7^, il existe, d'après le théorème de Runge, un polynôme
analytique z \-> Qs, (z, x) tel que

(2.2) \Q^(z,x)—u(z,x)\^s, dès que (z,x)çKa.

Un raisonnement de compacticité montre même qu'il suffit de prendre
un nombre fini de polynômes pour chaque s. On peut supposer en parti-
culier que 0e est borné sur tout compact de jF. Pour simplifier l'écriture,
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nous supposerons que (z,x)çK entraîne \z\^i et xç (o, i)71-^ donc
on aura, pour une constante M,

(2.3) \Q^z,x)\^M si |z|^i, ^€(0,1)^.

Nous rappelons que les polynômes de Bernstein P^f d'une fonction f
définie dans (o, i)71-^ sont définis par

Pv^)=^(^f(a/.)^((i, ..., i)-^-W-^a )^^
a^v

où a et ^ sont des multi-ordres, et où l'on a utilisé les conventions usuelles,
par exemple a/y = (a/:+i/^+i, ..., a^). Un calcul classique montre que

\^f(y)—f(^\^^+A\y—x\2+^A(I|^+.^+I|^)

si \f(y)—f(x)\^:^+A y—x\2 pour tout ï/e[o, i]^ et un ^ fixé;
en particulier,

(2.4) IW)-^)1^+^(^+...+^)

si \f(y)—f(^)\^:^ dès que [y—a; |^ô et si [ f(y) ^M pour tout
y e [ o, i ]n-k. Nous supposons maintenant que ô > o est choisi de façon
que \u(z,x)—u(z,y)\^e si \x—y ^ et (z, x), (z, y) e KQ. Cela
donne avec (2. a) :

ies(^^)—es(^y)]^;3£ si \x—y ̂  et (z, x), (z, y) e ̂ 0.

Tenant compte de (2.3), nous obtenons de (2.4) l'inégalité

(2.5) jlp^(^)-^^)1^3s+^(^+...+^)^^^-LJ- .1
2Ô2^^ " • • • ^

(z,x)çK

si v^-n, . . . , v , î sont assez grands; ici PvÇe, qui est le résultat
d'appliquer Py à la fonction X[-> Q^(z, x), z étant paramètre, est un
polynôme en (z, x), analytique en z. Enfin (2.2) et (2.5) donnent

\P.Q^ x)—u(z, x) |^5s, (z, x)çK.

Cela montre que u peut être rapprochée uniformément sur K par des
polynômes partiellement holomorphes, et un raisonnement classique
montre alors que l'approximation a lieu aussi dans la topologie de ê(î7).
Enfin, les polynômes partiellement holomorphes sont tous dans l'espace
fermé engendré par les fonctions exponentielles (2.i). Le théorème est
démontré.
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Évidemment T est une fonction entière de type exponentiel dans E ' .
Plus précisément, on a T\^CpKN pour une seminorme ?KN et une
constante C, donc avec une nouvelle constante C,

(2.6) | T(Ç) | ̂  C(i + | Ç 1)^^ ÇeE',

où Ç i->- | Ç est une norme dans E ' , et HK est la fonction d'appui de K,
Réciproquement, on a le théorème suivant dont le théorème de Paley-
Wiener et le théorème de Martineau-Ehrenpreis sont des cas particuliers
(à savoir si Fn iF == { o }, respectivement F = £).

THÉORÈME 2.2. — Une fonctionnelle T ^ ^ ' ( F ) est restriction d'une
fonctionnelle dans U, ouvert convexe de F, si et seulement s'il existe un
compact K de U et des constantes C et N tels que (2.6) soit satisfaite.

Démonstration. — La démontration de HÔRMANDER [3] du théorème
de Martineau-Ehrenpreis se généralise facilement. En effet, il s'agit
de prolonger T ç S € ' ( F ) en une distribution ^eê^F) à support compact
dans U. Cela équivaut à prolonger t, définie dans £', dans F*, en respec-
tant sa croissance, car la transformée de Laplace de ^ est déûnie dans F\
dont E' peut être considéré comme sous-espace grâce à l'isomorphisme
F * ^ E r Q ) ( F r ^ i F ) a . Soient (^i, . . . ,^) des coordonnées complexes
dans Fr\iF, z = (zi, . . . , Z n ) des coordonnées dans F, où z/c+i, ...,^
sont maintenant des nombres réels. Nous posons

/ / ' ' \\pL(Ç,0)=^(F9^exp^z,Ç,+^zy9,) ), ÇeC-, 6eC^
\ \ i i //

ce qui impose la condition

pl(î,o)=t(0, Ce G-,

car î" est définie par
/ |/ " \ \

T(Ç) = r( F32H.exp( ^^Ç; ) \, ÇeC".
\ 'V i //

Enfin le théorème de Paley-Wiener montre que le support de ^ est
contenu dans un compact convexe K si et seulement s'il existe des
constantes C et N telles que

(2.7) [A(Ç,e)|^C(I+|Ç|+|9|) ;vexp(^(ç+9)), ÇeC-, 6eC^,

o ù 0 = (61, ..., 0^, o, ..., o^G". Si t satisfait à (2.6), le théorème 4.4.3
de HÔRMANDER [3] nous donne un prolongement p. de î qui satisfait
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à (2.7), avec le même compact K, mais d'autres constantes C et N.
Cela montre le théorème 2.2.

Enfin, nous aurons besoin du résultat suivant :

THÉORÈME 2.3. — Soit P(D) un opérateur différentiel à coefficients
constants dans E, espace vectoriel complexe de dimension finie. Si F est
un sous-espace réel de E tel que F + iF == E, et U un ouvert convexe de F,
alors les polynômes exponentiels solutions de

P(D)u=o, ue^C([7),

forment un ensemble total dans l'espace de toutes les solutions dans ^€(U)
de cette équation.

Ici P(D) u == o a le sens expliqué au paragraphe 1. Un polynôme expo-
nentiel est une fonction F^z^ Q(z)e<^^>, où Ç€J?', et où Q est un
polynôme partiellement holomorphe dans F.

Si Fn iF == { o }, ce théorème est un théorème classique de MALGRANGE.
Grâce au théorème 2.2, sa démonstration est presque littéralement la
même dans le cas général. (Naturellement c'est aussi une conséquence
du principe fondamental d'Ehrenpreis.)

3. Applications enveloppantes.

GÉNÉRALITÉS. — Soient T un ensemble ordonné, et S une partie de T.
Une application g : S — T sera dite enveloppante si elle satisfait

(3.1) a^g(a), açS,

et

(3.2) ci^g(b) entraîne g(a)^g(b), a, bçS.

Il s'ensuit que g est croissante et que g(g(a)) = g(a), si g(a)çS; en parti-
culier, g est idempotente si S = T. Réciproquement, g : T —^ T est une
application enveloppante si elle est croissante, idempotente et plus
grande que l'identité. Il est vrai que toute application enveloppante
g : S -> T peut se prolonger en une application enveloppante
<7i : Suïïïig—^ Suïmg en posant gi(a) = a si açïmg, donc on
peut se réduire au cas où S = T. Néanmoins, il sera utile d'admettre
S 7^ T dans les applications.

Si E est un espace vectoriel réel de dimension finie, nous nous intéres-
sons aux ensembles ^(£), e(E), J<:(£), ^(E) et Ot(£), ordonnés par
inclusion. Ici ^(£) désigne l'ensemble de toutes les parties de E, e(E)
l'ensemble de toutes les parties convexes de E. Enfin, AeX(E) [resp.
Aç^(E), resp. AçU(E)] si et seulement si Aç€(E), et A est compact
(resp. fermé, resp. relativement ouvert). Ces ensembles sont des inf-
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demi-treillis complets, donc des treillis, puisque tout ensemble fini est
majoré, les bornes inférieures étant données par l'intersection sauf les
bornes inférieures infinies dans ll(-E'), où on a la formule

/\u-=( P\ î/aV, U^U(Ey,
a \ x /

ici A1 désigne l'intérieur relatif de A.
Les applications enveloppantes 01 (£) -^ U (£) sont en correspon-

dance biunivoque avec_celles de ^(E) dans lui-même. En effet, U == (U)i
si UçU(E), et F=(F1) si Fç^(E), ce qui permet d'associer l'appli-
cation

g j : ^(E)3F->~g^)ç^(E)
à

^: U(E)-^U(E),

etc. On peut donc se restreindre à étudier par exemple U(E),

PROPOSITION 3.1. — Soit g:^C(E)->e(E) une application envelop-
pante et posons

(3.3) g\U) = ̂ J (g(K); KeX(E), Kc U), UçU(E).

Si g est « concave » c'est-à-dire si
(3.4) g ( K + ^ L ) ^ g ( K ) + À^(L), K, Lç^(E), ^ > o,

alors g" est une application enveloppante concave qui applique ^(E) dans
lui-même.

On remarquera que (3.4) entraîne que g est invariante par trans-
lations et par homothéties.

Démonstration. — Pour montrer que g^(U) est relativement ouvert,
il suffira de montrer que

9\U) = Ĵ (g(Ky; KeJ€(£), Kc U).

Prenons LeJC(£) voisinage de l'origine dans l'espace vectoriel engendré
par U — x où x ç. 17. Alors

g ( K + e L ) ^ g ( K ) + . g ( L ) si s>o,

ce qui montre que g(K + zL) est un voisinage de g ( K ) dans g\U),
car g(L) et g\U) ont même dimension. Pour tout K compact de U, il
existe s^> o tel que'K + ̂ Lc U, donc on a

^W 3 U ̂  + SAL)^ {J g(K) == g\U\
K K

d'où g\U) est relativement ouvert.
BULL. SOC. MATH. — T. 97, FASO. 4. 22
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La vérification de (3.i) pour g " étant triviale, il suffit de montrer
que g'(U)cg\V) si Ucg\V). Si K est un compact contenu dans
Uc g\V), il existe un compact L dans V tel que Kc g(L\ car

^ (K\g(Ly)
L

est vide comme nous l'avons déjà constaté. Or g étant enveloppante,
Kc g(L) entraîne g(K) c g(L) ce qui montre bien l'inclusion g\U) c ̂ (V).
La concavité de ^ étant facile, cela termine la démonstration.

On voit facilement que g\U) === g{U)1 si U est relativement ouvert et
borné. En effet, g\U) -.= \^J (g(K); Kc U)cg{U), donc g\U)cg{U)1 ;

d'autre part si xç. U alors À U + (i—À):r est compact dans î7 pour
tout À < i, donc

d'où
^([/)+(i—À)^=^(À[/+(i—À).r)c^(£7),

^-U^^+^-^^w
Cela entraîne aussi que g^(K) = g(K) pour K compact, où g^ est l'appli-
cation dans ^(E) correspondant à ^*. Or ceci n'est pas forcément vrai
pour des ensembles fermés non bornés si g est initialement définie
dans ^(E).

Applications enveloppantes de type T. — Soit SI une partie de l'espace
dual E' de £'. Nous allons définir une certaine application enveloppante
concave FE : U(E) -> U(E). Soit

(3.5) Y3(^) = (^ { x ç E ; <rc, Ç>^J^(Oj, K€JC(E),
çe.^

application enveloppante évidemment concave. Alors FE est y^, l'appli-
cation dans "U (£') associée à ys par la formule (3.3). Toute application TE,
£ c Ê7, sera dite de type T. Les cas extrêmes sont Tç^ (U) = E et r^/ (L7)= [7,
[/€^t(£). On remarquera que 2 et le cône fermé engendré par S défi-
nissent la même application. La proposition suivante nous fournit une
description plus concrète de Is.

PROPOSITION 3.2. — Soient E un espace vectoriel réel, et Sc-EY un
cône fermé. Alors

(3.6) T^(U)=( (^{xçE;^x,'^^Hu(Q}\\ UçU(E).
\ ^eS /

Supposons que — £ == S.
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Si U, VçU(E) alors VcTz(U) si et seulement si :
(3.7) Tout hyperplan réel affine, dont la normale est dans E, et qui
rencontre V, coupe aussi U.
D'autre part, si E est un espace vectoriel complexe, et Eç.Ef est un cône
fermé satisfaisant CEcE, alors Vcrs([7), où U, VçU(E) si et seule-
ment si :
(3.8) Tout hyperplan complexe affine, dont la normale est dans E, et
qui rencontre V, coupe aussi U.

(Cette proposition est vraie aussi dans le cas peu intéressant S == { o }
si nous considérons l'ensemble \xç.E',^x,î^ = t } comme un hyper-
plan de normale \ même pour Ç == o.)

Démonstration. — Si K est compact dans U, on a HK^HU, donc

ïsWc ̂  {xçE-, <rr, Q^JMD}.
^e3

ce qui montre que le membre de droite de (3.6) contient T^(U). D'autre
part, si x^T^(U), il existe s > o tel que les ensembles compacts

{ S e S ; ; [ = i et <^>;^^0+.j, Kç^(E), KcU

sont tous non vides; leur intersection

i^eS; ^ ] = i et <^>^J^(Ç)+£J

est alors elle aussi non vide, donc x n'appartient pas au membre de
droite de (3.6). Comme les deux ensembles dans (3.6) sont relativement
ouverts, cela montre l'égalité en question.

Si b ç V et b ̂ T^(U), il existe, vu (3.6), un \ ç E tel que < b, î, > > ̂ (O.
Donc l'hyperplan
(3.9) {xçE',^x—b,^=o},

qui contient b, ne coupe pas [7. Dans le cas complexe, il existe ^€S
tel que Re ̂ b, Ç)> > HuÇ)', alors l'hyperplan complexe (3.9) qui est
contenu dans l'hyperplan réel

{ r c ç = £ ; R e < ; r — & , Ç > - o j

ne coupe pas U non plus. Donc (3.7), respectivement (3.8), entraîne
Vcrs(^).

Réciproquement, supposons que V C FE (U) et que F={xçE;<^X,î,')=t}
soit un hyperplan réel de normale ^eS qui rencontre V, donc T^(U),
donc YE (K), pour un compact convexe K de U. Si x ç. F n ys (K), on a

HK(S)^X, Ç> = t et HK(—Î)^^X, — ^ > = - f.
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Or il existe y et z dans K tels que <(y, Ç) == H\ (;), <^, —0 = ^/<(—£)»
par conséquent, on aura

< s y + ( i — s ) ^ , Ç > = ^ pour un S€[o, i].

Comme s y + ( i — s ) z ç K c U , cela montre que P rencontre [7, donc
que Vcrs([7) entraîne (3.7).

Enfin, si E est un espace vectoriel complexe, et s'il existe un hyper-
plan complexe H passant par b, dont la normale est dans S et qui ne
rencontre pas U, il existe aussi un hyperplan réel Hi qui est disjoint
de U et contient H. Si H est défini par ^(x — b) = o, alors Hi est défini
par une équation 'n(^(x— b)) == o où Y] : G —^R est une forme R-linéaire,
donc la normale de Hi est un multiple complexe de ^. Si G £ c S, il s'ensuit
que (3.7) entraîne (3.8), et la démonstration est achevée.

Les applications enveloppantes de type r sont celles qui admettent
« suffisamment » de demi-espaces convexes, plus précisément une appli-
cation enveloppante ^ : 1L(jE) -> UÇE), où g : JC(£) ->e(E) est concave,
est de type T avec Z cône fermé, si et seulement si (f(U) est l'inter-
section de tous les demi-espaces DD U qui satisfont g^(D) == D.

On peut construire des applications « de type r mixte » en faisant
varier l'ensemble S avec U. Par exemple si un ensemble E(F)cEf est
donné pour tout sous-espace vectoriel réel F de £ on peut poser

g(K)=^(K)

si F est le sous-espace vectoriel réel engendré par K—x, où x € K. Évidem-
ment, g : JC(E) -> ̂ (E) n'est en général pas enveloppante. Cependant,
c'est le cas si

;(F)=^J(<Ï)(G); Gça, G^F),

où CL est un ensemble non vide donné de sous-espaces vectoriels de E,
<D : 0. -> ̂  (E7) une application telle que (0 (F) n F1)1 == F pour tout F e <3L.
Les applications de type 0 que nous allons étudier maintenant s'obtiennent
ainsi à partir des applications de type r.

Applications enveloppantes de type 0. — Soit comme tout à l'heure S
une partie de E ' , dual de E espace vectoriel réel. Posons

^r(K)==(^{xçE;^x,^^H^)+r}, X€X(E), r^o,
^eS

et

Qa(K) = \^J Qsr(K), Kç^C(E).
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Évidemment, VE== ôso^ÔEr^ôs. Notons aussi que

^r^(K+^L)^^r(K)+~k^.(L);

en particulier 63^ est invariante par translations et

9a,(ÀJÏ)=À93.^(^).

Cela entraîne que 63 : X(E) ->- ̂ (£) est concave. D'autre part, 63 est
enveloppante. La relation Kc^z(K) étant triviale, nous supposons
que K c 63 (L), et nous allons montrer que 63 (K) 063 (L). Or si K c 63 (L),
il s'ensuit que tout compact dans K1 est contenu dans un 63,, (L), ces
derniers ensembles étant tous fermés et convexes. En particulier, si o e K1,
alors, pour tout À avec o < 7 < i, il existe r tel que ^Kc^SrÇL). Donc

63.(^)c63,(63.(L))c63,^.(L)c63(L).

Par conséquent,
À63(X) = 63(^)063(2.)

et on a bien

63(^)0 (^ ^63(L) = §3(L) == 63(L).
o<"X<i

Comme toutes les applications sont invariantes par translations, l'hypo-
thèse oç.K.1 peut s'éliminer. Nous appellerons application enveloppante
de type 0 l'application ©3 = 63 : OL(E)-^(£) associée à 63. Si 2 est
un cône, on a évidemment 63,,=y3, d'où ©3 = T^. Toute application
de type r est donc de type 0.

Comme y3^63, on a toujours TZ^QZ. Mais 63 ne dépend que
du germe de S à l'infini, donc Fs^^^s pour tout r^o, où
^ '(^^^SîlÇl^r}. D'autre part, en notant a (S) le cône engendré
par l'origine et l'ensemble des valeurs d'adhérence des suites E// |£/|
où Ç/eS, | Çy| -> + oo (« le cône asymptotique de S »), on a ©3^ Fa (3)
si S 7^0. En général, 63^ Fa (3)» cependant toute application 63 est
« localement » de type r, c'est-à-dire que sa restriction aux ensembles
ouverts par rapport à un sous-espace fixé est de type T :

PROPOSITION 3.3. — Si ©3 ; ̂ (E) —^^(E) est une application enve-
loppante de type 0, et F un sous-espace vectoriel réel donné de E, alors
il existe un ensemble ^L(F)ç.Ef tel que

WJ)^T^(U)

pour tout UçU(F) qui est ouvert dans F [et donc pour tout UçU(E)
tel que U—x ait cette propriété pour un xçU]. En effet, si 2=0, on
prend E (F) == 0, sinon on peut prendre

;S(F)=a(a+(ïl),
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où G=OE(F) ou, encore mieux, G = Ta (E) (F) 3 ©s (F). En particulier,
on a

©EW=ra(E)<T7) SI ra(S)(F)=F.

Démonstration. — Soient [7 ouvert dans F et G = Fa (E) (F) =(a (S) n F1')^.
On note d'abord que G est l'espace vectoriel engendré par T^^)(U).
Il est clair que

QE,.(K)= ̂  i;reG;<rr,yî>^^(ïî)+r}
•/! e ̂  (S)

= ^ {xçE^x,^^H^)+r}, K€X(F),
^€7t-l(7T(E))

où TT : E'-^ G' est la surjection naturelle et HK désigne la fonction
d'appui dans G' aussi bien que dans E ' . Donc ©s(^) == ^'K(S)(U), où
cette dernière application s'entend comme application dans 11 (G).
Il suffira donc de regarder le cas G = E [ c'est-à-dire a (S) n F-L = j o j ] et
il s'agira alors de montrer que ©s (U) == To, (E) (<7) pour tout Î7 € 11 (E) d'in-
térieur non vide par rapport à F. Nous avons déjà constaté que ©s^ F^S).

D'autre part, soit K un compact convexe d'intérieur non vide dans F.
On pourra supposer que l'origine appartient à l'intérieur de K; en d'autres
termes que tK est un voisinage dans F de K pour tout À > i. Soit provi-
soirement À > i fixé. Il existe alors ô > o tel que, pour x e K,

Çea(S) et 1 ^ — ï i ^ Ô | Y Î
entraînent

^(E—ï0+<^ïî—0^—i)^(y0

[car a(S)nF1 == { o } |, et par conséquent

Çea(S), <^>^JfA-(£) et | ç — y î ] ^ | ^ |
entraînent

<a;,ïi>^^(ïî)+^e—yî)+<.r,ïî—Ç>^7f^(ïî).

En notant a (S, ô) l'ensemble de tous les ^ ç E ' , tels qu'il existe ^ea(S)
satisfaisant [ Ç — YÎ ^ ô | Y] , cette dernière implication peut s'écrire

^eya(E)W entraîne a;eya(S,§)(^).

Or il existe r ̂  o tel que \ e S et | ^ | ̂  r impliquent Ç e a (3, ô) ; on a,
avec un tel r,

Ta (E, ô) 0 ̂ ) C TS (,.) (^ ̂ C) C Os (À 7Î) = À9s (̂ ),

où S(r) = { Ç e S ; | Ç | ^ r j . En faisant finalement varier À, on obtient

ïa;S)WcF^es(K)=9aW.
).>!
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Enfin, cela montre que ra(E)(<7)c©s(î7). La proposition est démontrée.
Dans le théorème de prolongement, E sera un espace vectoriel com-

plexe et S sera l'ensemble des zéros d'un polynôme P défini dans E ' .
Alors a (S) est l'ensemble des vecteurs caractéristiques complexes de P,
c'est-à-dire les zéros de la partie principale de P. La proposition que
nous venons de démontrer permet d'affirmer que l'enveloppe 0^(U) est
en fait dans certaines circonstances déterminée par les vecteurs
caractéristiques.

4. Un algorithme de division.

Dans ce paragraphe, nous montrerons le théorème suivant qui contient
la partie essentielle du théorème de prolongement.

THÉORÈME 4.1. — Soient E un espace vectoriel complexe, Er son dual,
P un polynôme dans E\ Si K et L sont deux compacts de E tels que pour
une constante b,
(4. i) H^) ̂  HK{Ç) + b log(2 + [ Ç ) lorsque P(Ç) = o,

alors toute fonction f i Ç S € ( E ' ) telle que

(4.2) log f, (Ç)I^^(O +a,log (2 + | Ç ), ÇeE',

peut s'écrire
(4.3) f,=Pf,+f,,

où fï et f^ sont entières,

(4.4) log[/^(0|^^z(0+a,log(2+ Ç ), Çe^,
et
(4.5) log|f3(Ç)|^^(Ç)+a3log(2+ Ç | ) , ÇeE'.

Ici a.2, Û3 dépendent de P, K, L, ai et b, mais non pas de fi.

Démonstration. — Nous utiliserons les méthodes de HÔRMANDER [3].
Posons

/•2=(fi(i—?°P)/P)+y,
f.=f.(^P)-Pv,

où cp e CQ (G) est telle que o ^_ o ̂  i, cp (r) = i si j T | ̂  - 5 cp (r) == o si | T ^ i,

et où il reste à déterminer vç.ô(E'). Évidemment f^, f^ç.&(E') et
Pfî + fs = fi- Pour que f^ soit holomorphe, il faut et il suffit que

-„ f^°^ , ^op)()p -,o =àf^=—' v VT —^ +^y==——-—p——— -h^y.
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Il s'agit donc de résoudre l'équation

^o?__

àu^f.—p-àP,

dont le membre de droite est une forme w, ̂ -fermée, de type (o, i), à coeffi-
cients indéfiniment dérivables. En remarquant que ôP \ ̂  C(i + | S | )m--l

si m est le degré de P, et que [P(Ç)[^- dans le support de ^(cpoP),
on obtient

[^(ç) ^^co+lçD^lfi^Isup ̂

Mais en changeant la valeur de b, l'inégalité (4.i) reste valable dès que
|-P(0|±^i (car alors la distance de Ç aux zéros de P est bornée). Donc,
comme w(Ç) == o si ]P(Ç)| > i, on a, avec une constante c,

log|w(0|^^(0+clog(2+[Ç|), ÇeE'.

Le théorème 4.4.2 de HÔRMANDER [3] nous donne une solution vç.&(E')
de l'équation ôv == w telle que

log|^(0|^^(0+Cilog(2+|Ç ), ÇeE7,

pour une constante Ci. Cela montre immédiatement les inégalités
désirées (4.4) et (4.5).

5. Le théorème de prolongement.
Nous allons maintenant démontrer le théorème de prolongement

des solutions partiellement holomorphes.

THÉORÈME 5.1. — Soient E un espace vectoriel complexe de dimension
finie et E' son dual, P un polynôme dans E ' et £ l'ensemble des zéros de P.
Si F est un sous-espace vectoriel réel de E avec F + iF = E, et U un
ouvert convexe de F, alors toute solution uç^€(U) de l'équation P(D)u == o
se prolonge en une solution vç^€(^z(U)) de P(D)v = o.

Remarque. — Dans certains cas, le théorème reste vrai même
si F + i F ^ E ; alors il faut poser P(û)u==o pour toute uç^C(U).
En effet, dans [4] nous avons démontré que, si F est un hyperplan
complexe non caractéristique, alors toute fonction u e S€(U) se prolonge en
une solution vç^C(0s(U)) == !î€(T^(U)) de P(D)v = o (et le problème
de Cauchy est même résoluble).

Démonstration. — Soit ^€p(U) l'espace des solutions uçSC(U) de
P(D)u == o muni de la topologie induite, et notons V = 63 (î/). Il s'agit
de montrer que la restriction

R: S€p(V)->^p(U)
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est surjective. Pour cela, il suffit de montrer que îmR est dense dans
^€p(U) et que l'application adjointe R : ̂ p(U) -> ^€p(V) est surjec-
tive (donc d'image faiblement fermée). (On peut remarquer que ce cas
particulier du « théorème de Fépimorphisme » peut se démontrer plus
facilement que le théorème général.) Le théorème 2.3 montre que ÎmR
est dense. Soient Te^Cp(V) et Tiê^^V) un prolongement de T. Alors

log| ti(0 |^^(Ç) + a, log(2 + | Ç | ), ÇeE',

pour un compact L de V et une constante Or Comme V == Os([7) est
la réunion des 63 (^ où K est un compact convexe contenu dans U,
il existe un tel K avec Lc6a(Ky. Or 6s (K)1 est l'intérieur relatif de
U 63 r(K), donc il existe r^ o tel que Lc6sr(^). Cela veut dire que
r^o

la condition (4.i) est satisfaite. Les deux fonctions f^ et fs, fournies
par le théorème 4.1, sont les transformées de Laplace de deux fonction-
nelles T2€^(V) et T^ç.Q€'(U). On a aussi

T,(v)=T^P(D)u)+T,(v\u)

pour toute pe^e(V). Soit Sçff€p(U) la restriction de Ï3 à S€p(U).
Alors R(S) = T, car

R(S) (u) = S(R(u)) = T,(v \u) = Ti(i0 = T(y)

si ye^Cp(V). Le théorème est démontré.

COROLLAIRE 5.2. — Soient U un ouvert convexe de R^, et P(D) un
opérateur elliptique à coefficients constants dans R". Alors toute solution
uç.ô(U) de P(D)u=o se prolonge en une fonction u holomorphe dans
l'ouvert ra(E)(U) de G".

Rappelons que a (S) est l'ensemble des zéros de la partie principale de P.

Démonstration. — En effet, P elliptique veut dire que a(2)n^1 = { o },
où F == R", donc Ty,^)(F) = E == G", d'où, par la proposition 3.3,

QaW^ra^W.

COROLLAIRE 5.3. — Si U est un ensemble ouvert convexe dans E, alors
toute solution holomorphe de P(D)u == o dans U se prolonge en une fonction
holomorphe dans ra(E)(U).

Démonstration. — Si U est ouvert, Ty.^(U) est a fortiori ouvert,
donc esW==ra(E)(ï7).

L'ensemble 0s(î7) est le plus grand ensemble convexe relativement
ouvert auqel on puisse prolonger toutes les solutions de P(D)u=o
dans U. Avant de montrer ceci, il nous faudra étudier l'unicité du
prolongement.
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THÉORÈME 5.4. — Avec les notations du théorème 5.1, supposons
que G soit un sous-espace vectoriel réel de E contenant F, et que V soit un
ouvert convexe de G contenant U. Si ^cl\^^i([7) alors toute solution
vç3€(V) de P(D)v =-- o, qui s'annule dans U, est identiquement nulle.

Démonstration. — Soient z = (zi, . . . , z/c) des coordonnées complexes
dans G ni G et (z, x) = (zi, . . . , ̂ , r^+i, . . . , Xn) (o^k^n) des coor-
données dans G. Pour tout x e R^-^, on considère la fonction holomorphe
v^ définie dans Y^== {zçCk; (z, x ) e V } par v^(z) = v(z, x) et s'annulant
dans U^== { z e C ^ ; (z, x)ç. U}. Ici Y^ est ouvert et convexe dans un
translaté de Gn i G, U^ l'est dans un translaté de Fn Gn i G = Fn i G.
Or (F ni G) + i(Fni'G)=== G n i G d'après le lemme 5.5 ci-dessous, ce
qui montre que v.^ est nulle dès que U^ est non vide. Donc v est nulle
dans l'ensemble

W == ; (z, .r) e V; (2', rr) e U pour un ^ e 0 j.

Je dis que W est ouvert dans Y. En effet W est ouvert dans (Gn i G) + F,
et ce dernier espace est égal à G, d'après le lemme 5.5. L'opérateur
différentiel P(^Zi, .. ., à\àz^ peut se réaliser, par exemple, comme
P(à\àx^ . . . , à\àx^ dans G. Un vecteur (^i, . . . , ^, -/îj, . . . , 7 .̂) dans G*
est caractéristique par rapport au dernier opérateur si et seulement si
<^i, . . . , ̂ )e a(S). Nous allons utiliser le théorème d'unicité de Holmgren
(voir HÔRMANDER [2], théorème 5.3.3) selon lequel il suffit de montrer
que chaque hyperplan caractéristique réel dans G qui rencontre V coupe W,
en d'autres termes (proposition 3.2) que

1î/-(Çi— lïîi, . . . , ^— im, î,k+i, ..., S/i)
^H^(^——l'Yîi, . . ., ^——l'Y^, ^4-1, . . . , )̂

pour tout vecteur réel (^i, . . . , Ç,,, ri i, . . . , YU-) caractéristique par rapport
à P(âlâXi,..., àlàXn). Il suffit même de le faire en supposant U maximal.
Alors U == W; comme

HG^iG^ï—i'Ui, . . ., î,k—irik, î,k+^ . .., ̂ ) = +00»

sauf si Ci = . . . = = ^- := yîi = = . . . = = ̂  === o, il suffit de vérifier que
H^(o, . . . , o, ^-+.i, . .., î,n)^Hff(o, . . . , o, ^4-1, . . . , Ç,,)

pour les vecteurs (o, . . . , o, ^4-1, ..., ̂ )e i G1 qui sont dans a(S).
C'est précisément la condition Ver -, ./,i(î7).

Au cours de cette démonstration, nous avons utilisé le lemme suivant
qui nous servira aussi au paragraphe 6.

LEMME 5.5. — Soient E un espace vectoriel complexe de dimension
finie, F et G deux sous-espaces vectoriels réels de E avec F c G, F + iF = E.
En notant Go = Gn i G, on a alors G = F + Go et Go = (Fn Go) + i(Fn Go).
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Démonstration. — II est clair que G 3 F + Go et Go 3 (F n Go) + i (F n Go).
Pour montrer les inclusions opposées, on se ramène d'abord au cas où
Fr\ iF = } o }. Alors on peut supposer que F == R'S E == C71 et que G

soit défini par des équations ImVz;Ç)==o, k==i, . . . ,m. Par consé-
quent Go sera défini par

^z;^=o (À:=I, ...,m).

La condition Fc G montre que les Ç^ sont réels. Si alors ze G, on écrit

z=x-\-iy avec rr et y réels, donc xç.F e tVi ï /y^==iImV^^==o,
d'où iyç. Go, et on a GC-F+ Go.

D'autre part, si zç. Go et z == x + l'y avec a; et y réels, on a

o-s^^-s^-^+s1^^
doncVrCyÇ^==Viy /Ç)== o comme les Ç) sont réels. Cela montre que x,

ye Go, donc que GoC(-Fn Go) + i(F r\ Go).

LEMME 5.6. — Dans tout demi-espace

D=={ze=E;Re<2, 0 < o ^

où Ce a (S) i7 existe une solution U€X(D) de P(D)u=o ^//e gué
]u(^[_^-^oo lorsque z->o en restant dans un cône z\^A(—Re<(^, Ç»,
z 7^ o, A e7anf un nombre strictement positif arbitraire,

Démonstration. — Soient ^ e S, À: e N, tels que | ̂ -\ -> + ̂  et
Ç^.^ ̂  | -̂ . Ç lorsque k -> + oo ; on pourra même supposer que | ̂  [ = À:
si À- est assez grand. Posons

(z)=^e<z^\ zçD,U(Z

Â-€N

Soit (K;)/ÇN une ^to fondamentale de compacts convexes de D. On a

H^.(Ç) = — 2 £ y < o et ^.(e)^ry 1 6 |, 6e£',

pour des nombres réels £/ et ry. Si z ç K ^ , on obtient donc

Re<2, Ç,> = 1 ^ 1 Re<2, ;> + Re<z, Ç,—|S, ;>
^ — — 2 S y | Ç , + r y | Ç , | . | ^ / | Ç , | — — Ç .

En choisissant Â*y tel que k ̂  À-y entraîne rj \ Ç^/| ̂  — S | ̂  s/» on a

R e < ^ , Ç , > ^ — — £ y | ^ | , À-^Â-y, 2€Ky.
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Cela montre que ^exp<z,^> converge uniformément sur Kj, donc

que uç^€(D) si |j^[ tend vers infini assez vite (par exemple |^[ == k
pour k grand). Évidemment, P(û)iz=o.

Pour étudier le comportement de u(z) lorsque z-^o, nous allons
utiliser l'inégalité

^wî-^wk ^.——————, si \w,-w\^
kçjfS kçN

En posant w = e<^ ^>, wj, = e<z) ^/Â•>, ceci donne

£(;0"00- i — e<^> | — (i — e^<^ ^— s(z))2

\W\ < I — — £ .

sous l'hypothèse
£(z) ̂  [ e '̂ r^>— e<^ ̂  [, e^^'t> < i — s(z).

Il suffit évidemment de prendre s (z )=eô |z [ si [z ]^ i , R e < 2 , Ç > < o
et | ^ / A - — ç | ^ ô ^ i , car

g<^ W/,>_ g<^, r> [ ̂  gRe<.-, ç> ̂ ^ ^/A:— ç> ] el<- ̂ -^l ̂  eô [ z |.

Donc
eo zu(z)- ^ ^ | — (i — e1^^' ->— e ô | z | )2

si \z\^i, eRG<z)1:><ï—e^ z\ et | t^k— Ç |^^ ̂ i. Compte tenu
de l'inégalité | z \ ̂  A (— Re < z, Ç », cela donne

eôA
i im(—Re<2,Ç>)^)— ( i—e^A)2i—e<^>5>0

si eôA < i. D'autre part

lim-1^^e<^.î>| ^ A I Ç ]^7^0

donc
eôA^(-Re<z,0)|u(z)|^^--^-^>o

si ô est suffisamment petit. (Bien entendu z reste dans le cône en question
en tendant vers l'origine.) Enfin, l'hypothèse | ^ / A - — Ç | ^ ô devient
vraie en changeant un nombre fini des Ç^, c'est-à-dire en ajoutant une
fonction entière à u. Le lemme est démontré.

LEMME 5.7. — Si dans la situation décrite dans le théorème 5.1 le.
prolongement de U à un convexe relativement ouvert V est toujours possible,
alors Vc=ra(3)rv<7l(U).
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Démonstration. — Posons W = ra^n^i (U), et notons £):,, le demi-
espace ouvert [ z ç E ; Re<z-^, ç>< o }. Vu la proposition 3.2, W est
l'intersection des demi-espaces Dr,, avec Ç e a (£) n i U^ qui le contiennent.
On voit aisément que, pour chaque point açàW, il existe Çea(S)nf£/-L
tel que D^a contienne W. Je dis que D:,^ contient W. En effet dans le
cas contraire, on aurait WcàD:^, c'est-à-dire R e < z — a , Ç > = o pour
tout zç W, en particulier pour tout zç. U. Or l'Ç e £/l, donc Re<^, i 'Ç>=o
pour tout zçU. L'inclusion WcàD^a entraînerait donc que U est
contenu dans l'hyperplan complexe défini par <z, Ç>=Re<a , Ç>, ce qui
contredit l'hypothèse F + fF = E.

Cela dit, supposons que V ne soit pas contenu dans W et que le pro-
longement de U à V soit toujours possible. En choisissant aeVrWW
et un demi-espace ouvert D correspondant contenant W mais non pas a,
nous pouvons trouver, d'après le lemme 5.6, une solution uç^€(D)
telle que sa restriction à W ne soit pas bornée près de a. D'autre part,
la restriction de u à U est prolongeable en une solution ye^e(V) par
hypothèse. La différence u — u est alors définie dans Dr\ V, nulle dans U,
donc, d'après le théorème 5.4, nulle dans

Dr\ Vnraoyn^i (î7)DDn Vur^n^i (U) = Wn V.

La fonction u serait donc non bornée au voisinage de a, contradiction
qui démontre bien le lemme.

Finalement, nous pouvons montrer la réciproque du théorème 5.1.

THÉORÈME 5.8. — Nous garderons les notations du théorème 5.1. Si
toute solution u e ̂ C(U) de P(D) u = o se prolonge en une solution u e S€(V)
de P(D)u==o, où V est convexe et relativement ouvert, alors Vc0a(î7).

Démonstration. — Le lemme 5.7 montre que

Vcra(S)n^i(U)cra(3)n^i(U),

donc, d'après le théorème 5.4, le prolongement est unique. Par consé-
quent, la restriction

Jî: ^p(V)->^€p(U)

est une bijection. Comme elle est continue, R-1 est elle aussi continue
d'après le théorème de Banach. En particulier, pour tout compact L
de V, il existe un compact K de U, et deux nombres C et N, tels que

sup^(z)|^C sup supljD^OOl, vç^Cp(V).

En prenant v (z) == e<^>, Çç£, on obtient avec une constante b,

(5. i) H^) ̂  H^) + Hog(2 + | S | ), ÇeS,
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c'est-à-dire la condition (4.i) que nous avons utilisée pour montrer le
théorème 5.1. Il serait naturellement possible d'étudier une classe
d'applications enveloppantes en partant de cette condition, cependant,
S étant algébrique, le théorème de Tarski-Seidenberg nous permettra
de la remplacer par la condition définissant l'opération 63.

En efîet, soit Lo un compact donné de Y. Il existe alors un ensemble
fini de V dont l'enveloppe convexe L contient Lo. Donc il existe K compact
de U tel que (5.i) soit vérifiée. Nous pouvons évidemment supposer K
d'intérieur non-vide par rapport à U, et aussi, après avoir effectué, si
nécessaire, une translation du système des coordonnées, que oç.K\
Prenons une intersection finie Ko == /^\ Bj de boules fermées dans U
(par rapport à une structure euclidienne arbitraire) qui contient K.
Évidemment, infJÏ^.^Tî^. D'autre part, il existe une constante À
telle que ÀJ^A^infiï^., et on peut toujours trouver une famille finie
de boules telle que Kc Ko === (^\ Bj c ̂ Ko c U et à la fois ̂ H^^ infJZ^
Cela étant, nous avons
(5.2) ^(0—^^(0^^(0—inf^.(0

^J^(0—J^(0^1og(2+|Ç|)

pour tout Ce 2, en particulier

(5.3) H^) — inf7^.(0 ̂  Mog(2 + | Ç | ), Ç e £.

Nous allons montrer que (5.3) implique que HL—infiï^. est bornée-
supérieurement dans S, donc d'après (5.2) que H^—H\K^ est bornée
supérieurement. Cela montrera notre assertion, car Lo est un compact
quelconque de V, et À Ko est compact dans U.

En introduisant des coordonnées Zi, . . . , z / c dans FnfF, Zi, ...,^,,
Xk+i, . . . , Xn dans F, Zi, . . . , Zn dans E et ti, . . . , ^, -/ii, . . . , -fïn dans E',.
nous pouvons écrire

J^(0=supRe<^),Ç>,

infJ^.(Ç) = inf(Re<^), Ç> + r,^ +... + £^+ ̂  +... + ^l)172)

car Ç \-> (^ +.. . + ̂  + Y]\ +.. . + Y}^)172 est la fonction d'appui de la
boule unité de F. Donc (5.3) s'écrit

supsup sup Re^a^—b^'\ Ç^>—ryo-^Mog(2 + r),
i i (^ <7) e M\

où M^ est l'ensemble semi-algébrique des (Ç, o^eR2^1 tels que P(Ç) == o,
^ + • . . + ^ + ^ - + . . . + ^ — ^ = = o et Çp—T^o . Appelons F(T>
le membre de gauche de cette inégalité; c'est une fonction de reR qui
admet, d'après le théorème de Tarski-Seidenberg (voir HÔRMANDER [2],,
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lemme 2.1; le fait que M^ soit défini par trois polynômes est sans impor-
tance) une formule asymptotique

F(ï) = AT^I + O(l)), T-> + 00,

donc A ̂  o ou a ̂  o, c'est-à-dire F est bornée supérieurement. Le
théorème 5.8 est démontré.

6. Cas des solutions distributions.

Il est peu étonnant que le théorème de prolongement reste valable
si on admet des distributions comme solutions, ce que nous nous proposons
de montrer dans ce paragraphe., Nous appellerons_ici S€(U, ( ^ ' } l'espace
de toutes les distributions uç(^'(U) telles que ôpU = o, U étant un
ensemble ouvert dans un sous-espace vectoriel réel F d'un espace vectoriel
complexe E.

Notons d'abord que la restriction d'une distribution est toujours
bien définie dans les cas dont il s'agit dans le théorème de prolongement.
Soient U un ouvert dans F, F + iF === E, et Y un ouvert dans le sous-
espace vectoriel réel G de E tel que Uc Y. Tout élément uçS€(V, ( J ^ ' )
admet alors une restriction v \uç.^(U, ( ^ ' ) qui généralise la restriction
des fonctions. Pour montrer ceci, nous pourrons supposer, grâce au
lemme 5.5, que

F = CP x T^-P = CP x B^-P X R"-y
et

G = C^ x R^ = 0 x C^-P x R^

où T{^~P est considéré comme sous-espace de CV~P. En effet, soient
(êi, ..., êp) une base complexe de FniF et (êj, . . . , Cy, ici, ..., iêp)
une base réelle de Fr\iG. Alors

(ei, . . . , e/p lêi, . . . , ie^) engendre (F n i G) + i(FnfG)

et c'est même une base, car

(FniG)ni(FniG) =FniF,

c'est-à-dire l'intersection des deux espaces est égale à l'espace engendré
par les éléments communs dans les deux bases. Or

(FniG) + r:(Fni'G) == GnfG,

d'après le lemme 5.5. On peut trouver des nouveaux vecteurs êy+i, ..., en
tels que (e^ . . . , Cn, ie^ . . . , iep) soit une base dans F. Donc
(d, ..., en, iei, . . . , ie-q) engendre F + (G n i G) et c'est une base
puisque Fn(GniG) == FniG. Toujours d'après le lemme 5.5,
F + (G n i G) == G. Cela veut dire que dans le système de coordonnées
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que nous venons de construire, G est défini par z/y-n = = . . . = = y^ == o
et F par y^+i = . . .== y,, = o.

Soit ^e^(C) une fonction qui vaut i près de l'origine. On sait que,
pour y€^e(C),

(6.1) v(x) == u(x)^(o) = fv(z')^{x—z')dt(z'\
^c

où dÀ est la mesure de Lebesgue dans G, et

! / \ à ( ï 1 ̂ \\^(z) == -. — —^ - •T v / ÔZ \ 7T2 ' \ £ / /

On notera que

t-f^-^^œ-^o))^^
Pour uç.S€(V, ̂ /), nous posons

"(?) := ^(Pe)» ?€^([7),
où

cpg^i, . . . , Zy, a;y+i, . . . , Xn)

=== / 9(^l» • • • » ^» ^p+l9 • • • ? ^y» ^y+l» • • • î Xn)
^R?—/'

X ^£(^4-1—^+1) . . . ̂ «—^) ̂ +1 • • • dx^

s >o étant choisi de façon que CP£€^)(V). Cette définition ne dépend
pas de s, car

^-r^—^(y)+'"+—co(v)OZp^-\ OZq

si £, ô > o sont assez petits; donc v(^^—cpo) == o; u est évidemment
une distribution partiellement holomorphe dans U. Enfin, vu (6.1),
il est clair que u = u \u si u est une fonction partiellement holomorphe.
Il est aussi évident que, si Vj-> ye^€(V, (Q') au sens faible par exemple,
alors les restrictions des Vj tendent vers la restriction de y.

Désormais, nous noterons x = (^i, . . . , Zp, Xp+i, ..., Xn) les coordonnées
de F, et (x, y) === (zi, ..., 2y, x^, . . . , Xn) celles de G. Si P est un poly-
nôme tel que G = €^3 (F), S étant les zéros de P, tout élément de ^C'(V),
où V = ©s(î7) peut s'écrire, d'après le théorème 4.1, sous la forme
PÇ—DyT+R^S), où re^(V), Se^(E/), et où R : ̂ (V)-^([/)
est la restriction, jR7 son adjointe. En particulier, si (a,y)eV et ô(a,r)
est la restriction à ^C(V) de la mesure de Dirac placée en (a, y), on a

^,y)=P(-D)T^+Rf(S^),
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Sar et Tay étant des fonctionnelles sur 2€(U) et ^C(V) respectivement.
Soit ^ay^^(U) un prolongement de Say. On a

y(^ y) = ^ay(R(u)) si ye^(V) et P(D)v = o,

car P(D) peut se réaliser comme un opérateur différentiel dans F, d'où

U(X,V) ==(Ô^a-k^ay)(R(u))

si .r est près de a. En notant par ^ay la fonction a; i-> ^ (a + rr, y), on
aura donc

(6.2) j v (x, y) ̂  (x, y) dx == 1 v (x, o) (^ay-k^ay) (x) dx
t7y *-/F

pour toute ^e^(V) à support dans un petit voisinage de (a, y), plus
précisément si ^ay^k[^ay^<^(U)-

Soit maintenant uç3€(U, c^') une solution distribution de P(D)u = o.
Il existe des régularisations Uy=u^îp/e^C(l7y) qui tendent vers u
fortement dans ^(U), la suite d'ouverts convexes U/ dans F étant
croissante et ayant U comme réunion. Toute fonction Uj se prolonge,
d'après le théorème 5.1, en une fonction y/e^e (0:3(^7)), et les ©3(^7)
recouvrent 0s(U) grâce à la concavité de l'opération ©s- II suffira donc
de montrer que Vj tend faiblement vers une distribution vç.(D'(@^(U))
lorsque j — ^ + o o , et même que j u/ (x, y) ̂  (x, y) dx dy est une suite

JG
de Cauchy pour toute ^€<^(Q3(U)) ayant son support dans un petit
voisinage d'un point donné (a, b) de ©s(^). Or, vu (6.2), on a

j Vj (x, y) ̂  (x, y) dx = \ Uj (x) (^or*^r) (x) dx
J F J F

qui est évidemment une suite de Cauchy pour y fixé, mais aussi une
suite de Cauchy uniformément lorsque y varie près de b, ceci grâce au
théorème 4.1 qui montre que ^ay-k^ay appartient à un ensemble borné
dans (^)(U) si y est voisin de b, et grâce au fait que Uj tend vers u unifor-

mément sur les bornés de cO(U). Donc ^ Uj {x, y) ̂  (x, y) dx dy est une
JG

suite de Cauchy, sa limite uç3€(Q^(U), CD') ayant comme restriction u.
Nous avons finalement montré le théorème suivant.

THÉORÈME 6.1. — Le théorème 5.1 reste valable si Von remplace les
espaces de fonctions S€(U), ^(6a(î7)) par les espaces de distributions
correspondants S€(U, ̂ /), ^(0a(î7), ^/).

Nous n'aborderons pas ici la question de savoir si ©3 (U) est le plus
grand convexe relativement ouvert ayant cette propriété.

BULL. SOC. MATH. — T. 97, FASC. 4. 23
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7. Exemples.

Regardons d'abord le prolongement des fonctions harmoniques,
n

Soit P(Ç) ==YÇ}, n^2. On a pour tout î/cR^
i

\ z

©s([7) =rs(U) = zeC71; Re<z, Ç>^^(Ç) dès que ]^}== o[
i )

= j a ;+ iyeC^<^>—<y,ïî>^Jîc7(0 pour | S 1=1^1^-1-^
=={x+iyçCn'^x,^+\y A E 1 ̂ ^(0 pour tout E js

où [ y A ^ 1 es^ la norme euclidienne du produit extérieur y /\ Ê, y , ^ € R\
Si par exemple L^ est défini par un nombre fini d'inégalités ^x, dky<bk9
k = i, . . . , m, alors ©s(î7) est évidemment défini par

<rr, ÛÀ>+ | y A ÛÂ:| <^ (A- =i, . . . ,m);

en particulier l'enveloppe du cube [ Xk \ < b^ k = i, ..., n est définie par
.1/-2

+fI>}y/2<^ (/c=i,...,n).\Xk

\/^^ /

Si d'autre part U est la boule unité dans R", nous pouvons choisir
une base orthonormale telle que x et y donnés satisfont x^ = = . . . = = Xn == o,
1/2 ==. . .==y^= o, donc a; + iye©s(î7) si et seulement si

^i+l^l^-HyKm2—^)1^!^ pour tout ç^o,
ou encore

| ^ i | Ç i + ( | ^ 2 + |y ) ( I—SD 1 / 2 < I Pour tout ^ , |Ê i | ^T .

Cela équivaut à [ Xi [2 --1- ( | x^ \ + y | )2 < i, c'est-à-dire

|a; + ly |2+ 2 [^ | . [ y = ^ + ly |2+ 2^ A y ] = < ^ ^ > 2 + 2 A ^ | < i .
Notons que ©s(ï7) est contenu dans la boule unité de C71 et que ces

deux ensembles ont même trace sur le cône z /\ z == o qui contient R71.
Si n = 2 et [7cR2, on a

0s (Î7) = { z e G2 ; Re (z, ± iz,) ̂  — Im (z, ± iz^) n, ̂  Hu(^, =i= ïîi) y.

Cela signifie que (^i, Zî)ç@s(U) si et seulement si

Zi + iz2 e (7 et z,— iZa € ^*= {xç. R2; (a;i, —^2) € U } ,

Zi ± iZî désignant les points de R2 qu'on obtient en identifiant R2

avec G. Ce résultat est naturellement classique, toute u harmonique
dans U étant de la forme u(xi, x^) = f(xi + 1^2) + g(Xi— ix^) où f est
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holomorphe dans U, g dans [/*; le prolongement est donné par
f(zi + 1^2) + g(zi— ^2).

Considérons maintenant le polynôme non elliptique
p(o=ç,—e(ç,, ...,ç,^)

où Ç es^ homogène de degré au moins deux (n ̂  2). Si U est un convexe
de la forme U'xUnCC^xC on obtient T^^(U) ==Ts,(U')xUn
où a (S) est l'ensemble des zéros dans 0 de Ç(Çi, . . . , Ç/î-i) = o, S7 sa
projection sur G"-1. Si par exemple Q est elliptique, et U c R71, alors Fa (E) (Î7)
est ouvert dans l'hyperplan yn = o. D'autre part, on a dans ce cas
©s (U) = T^(U) où Si = a (S + Gi), G = r^s^R^) = C71-1 xR. Donc
si U = î/ 'xt^cR^xR,

©sW^rs^^rs^7) xu., / î—i
où Si = { Ç' € G"-1 ; Re 0(0 = o j. Si par exemple Ç(Ç') == i ̂  Ç}

1
(équation de Schrôdinger), on obtient

Is^) = {.r ' + iVeC^; <n;/, Ç / > — < ^ / / , ïî'>^2î^(0 si ̂ ^ ' Y ^ U '
n—l

c'est-à-dire aucun prolongement n'est possible. D'autre part, si Q (Ç7) = V Çj.
i

(équation de la chaleur), ©a (£7) est de même dimension que T^^)(U),
mais strictement contenu dans cet ensemble; si par exemple U1 est la
boule unité dans R7'-1, on aura

@s(U)=Ts[(Uf) X Un=^ [ x ' + lyeC71-1;]^! +1^ <i)x[/.,

et (d'après l'exemple plus haut) :
T^(U)=={xr + iVeC71-1; 2 | ^Ay ' l + 1^+ ̂ l^ii xî/..

Enfin si P est hyperbolique, il faut distinguer deux cas. Si P est un
opérateur ordinaire, opérant dans un espace FcR72 de dimension i,
alors ©s (U) == To,^(U) = U + F + iF pour tout ouvert convexe [7cR^.
Si P n'est pas ordinaire, on montre que sa partie principale n'est pas
ordinaire non plus, et que ©s(ï7) = ra^L^nR" où Si est l'ensemble
des directions réelles par rapport auxquelles P n'est pas hyperbolique.
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