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APPROXIMATION STOCHASTIQUE
DANS UNE ALGEBRE NORMEE NON COMMUTATIVE

PAR

Jean-Pavr. BENZECRI.

Nous avons proposé, pour l'analyse des correspondances (1), une
méthode d’approximation stochastique. Nous voulons ici donner une
justification théorique de cette méthode : nous montrerons que, sous
des hypothéses assez générales, le processus d’approximation converge
vers le résultat cherché; quant a la rapidité de la convergence, les premiers
résultats des calculs numériques, dus a J.-P. Fénelon, indiquent qu’elle
est satisfaisante (le programme de calcul, non publié, sera communiqué
aux chercheurs qui nous écriront).

Nos démonstrations reposent sur des calculs de majorations dans
les algébres normées; c’est pourquoi nous commencerons par des rappels
relatifs & ces algébres.

1. Algebres normsées.

Soit E un espace vectoriel normé; I'espace L(E, E) des applications
linéaires de E dans lui-méme est muni d’une norme ainsi définie :

Si le L(E, E), on pose

l|| = su ()]

= swp @]
Ainsi, L(E, E) est muni d’une structure d’algébre normée, i.e. d’une
structure d’espace vectoriel normé, et d’'une multiplication associative
(la composition des applications linéaires) compatible avec la norme
au sens suivant :

LB Z XL )

(*) Cf. e. g., notre article dans les Methodologics of Pattern Recognition, Edited
by M. S. WaraNaBe. — New York, Academic Press, 1969.

BULL. SOC. MATH, — T. 97, FASC. 3. 15



226 J.~P. BENZECRI.

Par exemple, si E est R?, muni de la norme L,, somme des modules
des coordonnées :
el =Y 12,

L(E, E) est I'espace des matrices carrées nxn, avec pour norme :
lal =sgp<21a} l>-

On sait que sont équivalentes toutes les normes dont peut étre muni
un espace vectoriel de dimension finie sur R : en particulier, quelle
que soit la norme || || dont est muni L(R», R") (ou toute autre algébre &
de dimension finie), on peut trouver une forme quadratique définie
positive Q et une constante k < 1, telles que

VieL: kQLH=|IP=0QD;

[on notera encore ||l||;, le produit scalaire Q(l, I) de I par elle-méme].

Soit & une algebre normée compléte (& est nécessairement compléte
si elle est de dimension finie); soient Ae@ et S(X) une série formelle
a coefficients réels de rayon de convergence supérieur a {| A |. On peut
définir S(A) comme somme d’une série convergente. Si S est une série
a termes positifs, on a de plus || S(4) || < S(|] A ||). En particulier, quel
que soit A, on peut calculer exp (A), et on a

[l exp(A) | Zexp([|All).

Supposons I'espace vectoriel de dimension finie E munie d’une norme
quadratique || z|j;= Q(z, ). Soit le L(E, E), une application linéaire
de E dans lui-méme, symétrique relativement a (, i. e. telle que

Va,yeE: Q@ 1Y) = Q@) y)

On sait que E admet une base orthonormée pour Q, formée de vecteurs
propres de I. On en déduit que, pour la norme sur L(E, E) associée
alanorme|| [|,sur E, lanorme de In’est autre que le maximum | 2. (7) |
du module des valeurs propres des . Si on suppose de plus (ce qui sera
le cas en analyse factorielle des correspondances) que les valeurs propres
de I sont toutes positives [i. e. ¥V x: Q(z, I(T)) > o], on aura

[[exp(@)[| = exp | Amux (D) | = exp ([/1]])-

[Si I admettait des valeurs propres négatives, on aurait, plus généra-
lement, pour norme de exp(l), I'exponentielle de la plus grande valeur
propre de L]

Ces rappels faits, nous pouvons énoncer, et démontrer, un théoréme
sur la convergence de certains produits aléatoires dans les algébres
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normées. C’est ce théoréme que nous appliquerons a la recherche des
vecteurs propres par approximation stochastique, et en particulier
4 l’analyse des correspondances.

2. Produits d’éléments aléatoires d’'une algébre normée.

THEOREME 1. — Soit { A (i) } une suite d’éléments aléatoires indépendants,
indicés par Uentier naturel i€ N, distribués suivant la méme loi p. dans
une algébre normée unitaire de dimension finie @ (aufrement dit, { A (i)!
est un élément aléatoire de I'espace 2 = A~, muni de la mesure de proba-
bilité V). Notons E(A) Uespérance mathématique de A pour la loi p.
Soit v un nombre positif, 56 < y = 1.

Supposons, de plus, que, pour la loi p, ait une espérance mathé-
matique la variable aléatoire || A (|7, oit p désigne un nombre réel donné
supérieur a 4/(3y — 9).

Alors, pour tout ¢, il existe un entier N (c) et une partie Q(c) de Q, felle
que la mesure de (c) soit supérieure & 1 —z¢, et que si { A(i) | € (),

Y n, n,> N(e) :

” ]]<1+ Al—(j)> ——exp< du ><E(A) “

< sxexp<”E(A) ”an,%)

1

Dans cette formule, comme dans tout ce qui suit, un produit ordonné
d’éléments d’une algébre associative mais non commutative sera noté :

ny

&) =X X(—1) ... X(nu+1)

(produit égal 4 1 si n,=n,, non défini si n,<<n, ...). Dans les
sommes 2, comme dans les produits, on appliquera la convention que

la borne inférieure est exclue, tandis que la borne supérieure est incluse.
Donnons d’abord un lemme qui nous permettra de comparer des
produits d’éléments d’une algébre normée non commutative.

LemME 0. — Soit { V;}, { v; | deux suiles finies d’éléments de @, indi-
cées par i = 1, ..., q (q quelconque). Notons :

TTV) =V Vo V= [ (V0;

TL+0)=Vo+0) .. Vit o) =[ [(Vi+ 0.
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Supposons que, quel que soit i, on ait 1/2 || V;||; et que, de plus :

AT =Ty
Alors on a
ITT @ =TT 0| =[Tavinx (s i)
Preuve du lemme. — Quels que soient les V; et les v;, on a I'inégalité
HT =11 v+ey | <L Vel + e =TT Vel

En effet, en bref, le membre de droite est une somme de termes positifs
dont chacun majore la norme d’un terme de ’expression droite. On peut

encore écrite :
H TT—Tv+w | =TTV % [_]] ( + |'|' f;j|'|>—1];

d’olt en tenant compte de I’hypothése que || V;|| est supérieur a 1/2 :
HII(W%—[]OG+DJFé[](ﬂ%ﬂ)x[ll(r+zumuy—l}

D’autre part, quel que soit p€ (o, 1), on a l'inégalité

1+p=exp(p) =1+ 2p.

D’oli, pour le produit, en utilisant la majoration de la somme des || ;|| :

TIGa+21 mﬂ)éexp(aﬁnviu)ér + 4 (vl

L’inégalité annoncée en découle immédiatement.
Notre propos est de comparer les deux produits

ny

11+ %)

ny

72 VAN
Hexp(f Z—? X E(A)> :exp([
i—1 “n

et

g du \
memv.

1

Pour cela, on groupera en paquets les termes des produits, les paquets
étant choisis assez pelits pour que 'on puisse assimiler

H(I-i- él—gl—)> et 1-{-2‘41,_(;)



APPROXIMATION STOCHASTIQUE. 229

(donc calculer & I'intérieur de chaque paquet comme si ’algébre & était
commutative), mais aussi, assez grands, pour que la loi des grands nombres
nous permette d’assimiler

YA« (Zi)xE@.

Afin de s’assurer que la loi des grands nombres joue, avec une proba-
bilité arbitrairement grande indépendamment des bornes n,, n,, il sera
commode d’utiliser toujours une méme division en paquets des nombres
entiers positifs. Pour cela on construira, une fois pour toutes, une fonc-
tion N (¢), entiére positive, de variable entiére positive, satisfaisant aux
conditions suivantes :

Vi: NO+N@O < NE+1)=N©O+ 2000,

Iexposant positif 0 étant choisi dans I'intervalle o, 1(, tel qu’il satis-
fasse a des conditions qui apparaitront dans la suite. ‘
Ainsi un produit de n, & n, sera décomposé en produits partiels suivant

la formule
g N(t+1) N (ty+1)
[1x:= HX>[][HX] HXZ,

N(tg+1) N (t)
les bornes ¢, et £, étant définies par les inégalités

N(t) < n =Nt +1),
N(t,+1)=n, < N(t, + 2).

Dans nos majorations, les termes non regroupés en paquets [i.e. les
termes de rang inférieur ou égal a N (¢, + 1), et ceux de rang supérieur
a N(t,+ 1)] ne joueront quun réle mineur; en revanche, les paquets,
dont le nombre peut étre arbitrairement grand, seront l'objet d’éva-
luations que nous n’avons pas su faire simplement !

En vue d’appliquer le lemme 0, convenons de noter

V= exp< QE ><E(A)>

V—}—Dl—l—l—A(l)

]] V—exp<f %xE(A))

V (£-+1)

W+ w, = l] (Vi+v). .
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Pour que le lemme 0 s’applique, il faut que || W, || soit bornée inférieu-
rement par 1/2 : ceci sera assuré, 4 partir d’'une certaine valeur de ¢,
si on a W, S c’est bien le cas si 0 est strictement inférieur a v, car

%4

X+2X0du I
ek 1—y 0—1y1—y __ ~ H—y
fX ut = s X Xy ] v X0
Dans la suite, nous supposerons donc que 6 < y; de plus, nous note-
rons N, un entier tel que, si N(f) > N,, || W | > 1/2.

Ceci posé, on peut énoncer une proposition, qui nous donnera le plan
de la démonstration du théoréme 1 :

ProrposiTioN 1. — Supposons que N, < n, << n,, et que, de plus

ng ty N(t1+1)
A= N (ull+Y w4+ Y (ol <)
N (tg+1) t, ny
alors on aura
1wl zsa T arvp.

La proposition 1 est une conséquence immédiate du lemme 0.

Posons
N(t+1

)
w= Y (o,

N(1)

le théoréme 1 sera démontré, si on établit que, sous les hypothéses du
théoréme 1, u, tend presque sirement vers zéro et EH w, || converge
presque stirement. Plus précisément, on démontrera la proposition 2 :

ProposiTiON 2. — Sous les hypothéses du théoréme 1, quel que soit e,
il existe une partie Q(¢) de &, de mesure supérieure a 1 — ¢, telle que pour
les suites | A(i) |€Q(:), u, tende uniformément vers zéro quand t— o,

et Z [|w,|| converge uniformément.

11 est clair que le théoréme 1 résulte facilement de la proposition 2 :
car, soit N un entier satisfaisant aux conditions suivantes :

No< N  (cf. supra),
V{A(G) e : N<N({E+2)=u< %
ViA@|eeE: Y o< -

NIN()
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On aura bien, avec une probabilité supérieure & 1 — ¢ [ce sera vrai pour
les suites de Q(¢)], pour tout n,, n,> N :
ng

II(V +"1)“H(V) AEH(HV ll)éoexp<llE(A)il><fmi—§l>;

car, alors, le A de la proposition 1 sera majoré par 3 1_5 =:.

4

Pour achever de démontrer le théoréme 1, il ne nous reste plus qu’a
construire une partie Q(¢) satisfaisant aux conditions de la propo-
sition 2. Pour cela, nous construisons d’abord une partie Q,(c), de
mesure > (1— ¢/2), sur laquelle soit satisfaite une certaine majoration
des || A (i) ||. Nous utiliserons le lemme suivant :

LEmMME 1. — Pour que || A(n)||/n® (3 > o), fende vers zéro presque
strement, il suffit que, pour la loi ., || A || admette un moment c,, d’ordre p,
tel que pf > 1.

En effet, on a

Prob { || A(n)||> hn?) éhl’ = h(n);

h(n) est le terme général d’une série convergente; donc la probabilité

Prob{Vn>N:[|A@)| <hn®|=1— ¥ h(n)
n>N
tend vers 1 quand N tend vers l'infini.

En particulier, étant donné ¢ positif arbitrairement petit, et 3 (dont
le choix sera précisé par la suite), on peut trouver un entier N, (¢) et un
domaine ,(¢) de mesure supérieure a 1 — ¢f2, tels que

[AM1e@; M@ <n = [|A@)]<nt.

Pour assurer la convergence uniforme de la série des || w, ||, nous devrons
restreindre €, (), mais on peut déja vérifier que, si B + 0 < v, u, tend
uniformément vers zéro pour les suites de £,(¢). En effet, on a

=

A (i) " du
) D

P SR TR

N()

N(t+1)

On a vu plus haut que W, [qui ne dépend pas de la suite { A (i) }, mais
seulement de E(A) et de {] tend vers 1 : il nous reste donc a véri-
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fier (ce qui est clair) que, sur Q,(c), tend uniformément vers zéro la
somme
N{(t+1) -+1)

> - ‘A(l)' = Z i1 a N (t)+5-

N(¢t) N(t)
[car il y a au plus 2N (f)’ termes, chacun inférieur & N (£)3-7].

Reste maintenant 4 étudier la série des ||w,|| : pour cela, nous inter-
calerons entre W, et W,+4 w, plusieurs intermédiaires. Nous poserons

(t+1)
Wo— W[—exp(f du E(A))
N(t+1) dll
Wi =1+ ><E(A)
N ()
N(t-+1)

Wi=1+ l‘ x E(A),
N{(¢)
/(£-+1)

—— 2 210}

N ()

V (E+1)

= Wik = n (++40)

Posons encore, pour s = 1, 2, 3, 4,

w; =W, — W;';

il est clair que I'on a
w,=w,+w}+ w+ w;.

Pour démontrer la proposition 2, donc le théoréme 1, il nous suffira de
restreindre ,(c) en un domaine Q(z), de mesure > 1 — ¢, sur lequel les
quatre séries de forme générale w; (s =1, 2, 3, 4) convergent unifor-
mément et absolument.

Pour les termes w;, nous obtiendrons des majorations en fonction,
non de ¢, mais de N (f); nous utiliserons alors le lemme suivant :

LemMme 2. — Soit une série, dont le terme général x, satisfait a l'iné-
galité o = 2, N ({)=r; la série converge absolument si 0 4 o >1 (8 éfant
le paramétre introduit pour définir la taille des paquets de termes).

Pour prouver le lemme on va majorer

Y= Z Xy

- . an < N (t) <L 2r+1
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\

cette somme comprend au plus 27¢—9% termes (les entiers de 2% & 27+
forment au plus 2”*—9% paquets dont chacun comprend plus de 2" entiers),
chacun inférieur 4 2—¢; on a donc

Yo oni=b-p);
d’ot1, puisque 0 4 p > 1, majoration par une série géométrique convergente.
Les termes w, et w; ne dépendent pas de la suite { A (i) |; il est facile

de voir que moyennant certaines conditions imposées a 0 et v, la série
des w; et celle des w;} convergent absolument. On a

(1) . A N (E41)
exp<f du ><E(A)>-—1— du E(A)H
N o uy

N (1)

lwe [ =

Or l'intégrale est un O (N ({)*-Y); de plus, on a
oZLuLr = (exp(U)—1—u) < u’;

d’ol, pour [|w} |, une majoration par un o (N(f) 2*-*Y); i.e., pour ¢
supérieur a un #, convenable,

|w/ || < KN @,
ol K est une constante; la convergence de la série des || w, || en résulte,
d’aprés le lemme 2, si on a
' 27—20 40 =2y—0>1.

Passons au terme w}, on a

N+ MHHI
nwnénEMMX[j" LN ﬁ]
N() g

N ()

ou [car, avec les conventions posées pour ‘les sommes, le terme de
rang N () est exclu] :
wi || <[ ECA) [ N@;

la convergence de la série des || w;
sionaf -4 y>1.

Passons au terme w; : nous allons voir que, moyennant certaines condi-
tions sur v, 3, 0, il y a convergence uniforme de la série des || w/ || sur le
domaine £,(z). On a

N (t-41) N(t+1)
[l < A(l)> L Z A
l.

N(t)

d’ou la majoration :

Nit+

nwéﬂ@g%m>lzwwn

N
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ou, si N(f) > N,(c) et si { A(Q) € Q.(c) (cf. lemme 1),

N(t+1) N(t+1)
lwt = I ¢+itn—1— 2 8-
N(t)

on peut encore écrire

N(t+1) N(t+1)
| w/ HéeXp< Z iﬁ—T>——1— Z if-1;
N ()

N
| w} || < exp(2N(t + 1)*+B=1) —1—a N (t + 1)*+B-%.

On sait que, si o Zu <1, exp(u) —1—u < u; dou, si H+38<y,
une majoration de [|w; || par un O(N (¢ + 1)20+28—27); d’ou la conver-
gence absolue uniforme dans &, (¢) de la série des w; si on a (cf. lemme 2) :

2y >1+42840

(inégalité qui implique 6 4 8 < v, puisque ¥ <1).

Reste le terme w;. Nous aurons achevé la preuve de la proposition 2,
donc du théoréme 1, si nous construisons un domaine £,(c), de
mesure >1 —¢f2, et tel que, pour { A(i) |€Q,(c), et pour ¢ supérieur
a un certain entier #,(c), on ait

N(t+

¥y "AG —E@)|_

N (t)

I

N@Y

wi || =

ol A désigne un nombre réel positif satisfaisant a 1'inégalité du lemme 2
(9 + A >1), et 4 d’autres conditions qui apparaitront dans la suite.
En effet, sur Q,(c), || w; || sera uniformément convergent; et donc, d’apres
ce qui a été dit de w;, w?, w}, w;, sur () = Q;(c) N Q. (¢) (intersection
qui est de mesure > 1—¢), la série des w, sera absolument et unifor-
mément convergente.

Ici, afin d’utiliser le fait que la variance d’une somme de variables
aléatoires indépendantes est égale & la somme des variances de ces
variables, nous supposerons l’algébre @ munie d’une norme quadra-
tique || [|o, équivalente & la norme || || et de plus supérieure a celle-ci.
Posons

Do(4) = E(| A—E(A) 9);

/N (t+1) N (t+1)
( 2 A(l)>=Do<A)>< 3 & =Do(4) x 2N (@O,

N N()
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d’out Ton déduit, par l'inégalité de CebySev-Bienaymé :

Prob(!l w} [lo> ) x N~ < 2Do(4). N (1),

NGy

Prob (H w? || > > < aDg(A).N(t)P—21+2,

I
N(@)*
C’est 1a le terme général d’une série convergente si on a (cf. lemme 2) :

2y —2h—0+4+0>1,

A cette condition, on pourra déterminer £,(z) tel que

Prob<3|t>tz | w? || > < 2Dg(4) ¥, N(tf—1+2h < Z

(>t

N@’ (t) >
Le domaine, de mesure > 1 — :/2, ensemble des suites { A (i) }, telles que

Vit w < N(t)'

sera un £2,(z) convenable.

La démonstration du théoréme est maintenant achevée, a ceci prés
qu’il nous faut collationner les inégalités imposées a vy, 9, 3, 2. D’abord 2
doit satisfaire aux deux inégalités

04+2>1; v—A>1fa,

Iexistence d’'un 2 convenable sera donc assurée si on a 1— 0 <y —1/2
(il suffira de prendre un 2 entre ces deux bornes). Il nous reste donc,
entre 3, v, 9, deux inégalités

2<Y+0?i 1+ 0428 <oy,

Comme {3 est nécessairement positif, on a, pour 6,
3
oY < 0<oy—r,

inégalité qui ne peut étre satisfaite que si v > 5/6. Pour plus petit que
I'on prenne  dans les limites permises, 3 sera inférieur a (6y— 5)/4,
quantité dont il pourra étre arbitrairement voisin. On voit pourquoi
nous avons besoin de l'existence d’'un moment ¢, avec 4 < p(67
c’est pour que l'on puisse avoir (cf. lemme 1) p3 > 1.

Pour étudier la convergence du processus de recherche des facteurs,
nous utiliserons une généralisation du théoréme 1.
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TutoreME 2. — Soif { A(i), B(i)} une suite aléatoire de couples d’élé-
ments de I'algébre normée Q. Sur la loi de cette suite [cette loi est une mesure
de probabilité sur Q= (A*)"] faisons deux hypothéses :

1° La suite { A(i)} est distribuée conformément aux hypothéses du
théoréme 1.

20 Chacun des || B(i) || a une loi (mesure sur R) qui posséde un moment
d’ordre q donné, inférieur ou égal a une constante donnée os,. Notons 6 un

nombre réel tel que (6 —1) > (5] .
Alors, pour tout ¢, il existe un entier N (z) tel que soit supérieure a 1 — ¢

la probabilité que

Vn,n>N():

A . B " du
TT(+ 50+ %) = [ < E@

<conp(|B@] x [ 5.

~
uy
v n

La démonstration du théoréme 2 est analogue a celle du théoréme 1 :
outre les majorations déja faites, on doit s’assurer que la série de terme
général (|| B(i)||i%) est uniformément convergente. Grice a !'existence
d’un moment d’ordre ¢ pour || B(i)||, on peut, d’aprés le lemme 1, pour
tout » trouver un N(v) tel que soit supérieure a (1 — ) la proba-
bilité que

Vi>N(): [B@)<i?

ot B’ est un nombre inférieur & 6 — 1. Il en résulte aussitdot que la série
des || B(i)])/i°® converge uniformément avec une probabilité arbitrai-
rement grande; d’oll le théoréme 2.

3. Application a l'analyse factorielle.

On suppose maintenant que ¢ est l'algébre L (E, E) des endo-
morphismes d’un espace vectoriel E, de dimension finie. L’espace E est
muni d’une norme quadratique |z||3= Q(x, x); L(E, E) est muni
de la norme correspondante (¢f. § 1). On considére une suite aléa-
atoire { A(i)} d’éléments indépendants distribués suivant la méme
loi p.; de ’espérance mathématique E(A) (qui est une application linéaire
de E dans lui-méme), on suppose qu’elle est symétrique relativement
a Q, et a toutes ses valeurs positives ou nulles; on note 4, 4,, ..., la suite,
rangée dans I'ordre strictement décroissant, des valeurs propres de E(4);
on note F,, F,, ..., la suite des sous-espaces propres (deux a deux
orthogonaux) relatifs a ces valeurs propres; on note S, le supplémentaire
orthogonal de F, (S, est somme directe de F,, F;, ...); on note F,(x)
la projection orthogonale sur F, d’'un vecteur x€ E.
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A partir d'un vecteur, ou condition initiale, X € E, on construit le
processus

X (o) = X; X(n)=]]<1—|— ‘%9> % X.

On escompte que, quand n tend vers I'infini, la direction de X(n) tende
vers une demi-droite de F;, et, de plus, le rapport || X(2n)||/|| X(n)]|
tende vers exp (A;.Ln 2) cela est, en effet, le cas si A (i) est certain et
égal 4 E(A), pourvu que X (o) n’appartienne pas a S;, .... [Un processus
analogue, mais comportant orthogonalisation, doit de méme fournir les
p premiers vecteurs de E(A): nous y reviendrons a la fin de ce para-
graphe.] Nous allons démontrer le théoréme de convergence suivant :

TutoriME 3. — Supposons satisfaites les conditions du théoréme;
supposons, de plus, que quels que soient Uentier i et Uhyperplan H c E, soit
nulle la probabilité que X (i)e H; alors X(n) converge presque stirement
en direction, vers Fi; ef, si v =1, le rapport [|X(2n)]/|| X(n)| tend
presque stirement vers exp (,.Ln 2).

Avant toute démonstration, une remarque sur la condition que
Vi,H : P(X({)eH)=o. Si on fait choix d’une loi de probabilité
pour la condition initiale X (o), les lois de X(1); X(2), ... sont déter-
minées par la loi u. de A. Sous des hypothéses trés générales relativement
a ., on sera assuré que, si la loi de X (o) a une densité (ou méme sans
cela...), il en sera de méme de la loi de X (i), pour tout i; d’ou résulte
immédiatement que Vi, H: P(X({)e H) = o; et le théoréme 3 assure
le succes de I'approximation stochastique.

Dans la démonstration, afin de calculer sur des vecteurs bornés, on posera

Y() = exp<——).1fiz—l;\) x X(i),

et on donnera des conditions pour que, quand i tend vers linfini,
Y (i) tende vers un vecteur non nul de F,.

Le théoréme 3 résulte immédiatement de la proposition suivante :

ProrosiTiON 3. — Reprenons les hypothéses et les notations du théoréme 1;
notons, de plus,

Q@ ) = [\ R/,

out k est une constante supérieure @ 1 [on sait alors que Q(z, k) est de mesure
supérieure & 1— (ke/(k—1))]; soif n, entier > N(z); alors, quel que
soit { A (i) € Q(z, k), Uapplication linéaire

L(m) = exp(—hffﬁ—if) x []< +20)
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tend vers une limite quand m tend vers Uinfini; cette application limite [
est une surjection de E sur F,; de plus, le noyau de 1 [ensemble des x tels
que l(z) = o] est un supplémentaire S, de Fy; tout vecteur x de S; fait avec F,
un angle dont le cosinus est inférieur a ¢, auirement dit,

VzeS : |[F@|z| <=

Pour déduire le théoréme 3 de la proposition 3, il suffit de remarquer
que si tout hyperplan (donc a fortiori pour toute sous-variété linéaire S,
strictement incluse dans E) est de mesure nulle pour la loi de X(n)
[donc pour celle de Y (n)], Y (i) converge vers un vecteur non nul de F,
avec une probabilité supérieure & 1— (ke¢/(k —1)); or ¢ peut étre choisi
arbitrairement petit, et k arbitrairement grand.

La proposition 3 va résulter des deux lemmes suivants :

LeEmMME 3. — Soit n > N(c); Y€ E; ¢’ > . On peut trouver m(Y, n, ¢')
tel que si Y(n) =Y :

V{A@{)}€QE), Vi>m: [|[YO—F.(Y)| <] Y]

Preuve du lemme 3. -— Notons, pour i > n,
. ‘du
F(i) = exp< f o x (E(A)—)\Q) Y

[ici, E(A) — A, désigne l’application linéaire somme de E(A) et de
I'homothétie de rapport — 2,]. D’apres le théoreme 1, on a

Vizn: [[YO—=F@O|<e[Y][;

d’autre part, quand i tend vers l'infini, F (i) tend vers F;(Y); le lemme 3
en résulte immédiatement.

LemMme 4. — Soienf n > N(¢), k >1 quelconque, Y€E ftel que
IF(Y)|| /|| Y|| > &; alors, si { A@Q) }€Q(c, k), et si Y(n) =Y, Y (i) tend,
quand i tend vers Uinfini, vers un vecteur non nul de F,.

Preuve du lemme 4. — Soit ¢’ > ¢, et tel que

¢ Y] Fi(¥) | =sind <1

(un tel &' existe par hypothése). Il résulte du lemme 3 que, pour
i>m(Y,n,¢), Y(i) a une norme supérieure a || Y || (1— sin0), et fait
avec F,(Y), donc avec F,, un angle inférieur a 0. Soit p un entier assez
grand pour que (¢/k”) soit inférieur a cosf; soit n’ supéreur a N (¢/k?)
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et am (Y, n, ¢') : il résulte du lemme 3 que, pour i > m(Y (n’), n’, 2’ [k»),
le vecteur Y (i) fait avec F, (Y (r')), donc a fortiori avec le sous-espace F,
un angle dont le sinus est inférieur a

ey s Y @) ] ¢’ cos 0/k?
('[k”) X TF (Y @)] < &' cosO/kr.

Le lemme 4 résulte de ce que p peut étre pris arbitrairement grand.

On peut maintenant achever de démontrer la proposition 3. Choisissons
une base de E formée de vecteurs { s} tels que [|F,(s:)|]/|] sx| soit
supérieur a ¢. D’aprés le lemme 4, les images par L(m) des vecteurs
de cette base tendent, quand m tend vers I'infini, vers des limites (non
nulles) appartenant a F, : ceci montre déja que L(m) tend vers une
application linéaire limite /, et que I[(E)c F,. Pour montrer que 'image
de [l est F, tout entier, il suffit de remarquer que la restriction de [ 4 F,
est automorphisme de F,, car (d’apres le lemme 4) I(x) ne peut étre nul
pour aucun vecteur x de F,. Que tout vecteur du noyau & (J) fasse avec F,
un angle dont le cosinus est inférieur a ¢ résulte aussi, immédiatement
du lemme 4.

Pour finir, traitons briévement de la détermination simultanée de
plusieurs directions propres (ou sous-espaces propres) de E(A).

A partir d’un p-uple de vecteurs, { X }| ={ X,, ..., X, ..., X, |€E»,
on construit le processus

[ X))} ={Xi(0), .., X,(0) | ={ Xy (0) },

(X () =:[[ (1+ %)Xm},
{ X(n)| = orthogonalisé de { X'(n) |,

Porthogonalisation étant faite au sens de Schmidt-Hilbert, sans norma-
lisation [i.e. X,(n) = X|(n), ..., X,;(n) = X, (n) + une combinaison
des X,(n), h < q]. Si, par exemple, les p premieres valeurs propres
de E(A) sont simples, on escompte que les X,(n) tendent en direction
vers la g¢i*me direction principale de E(A) et que les quotients
|| X;(2n) ||/|| X4 (n) || tendent vers exp (A;.Ln2).

La convergence de l'algorithme va résulter des théorémes 2 et 3,
grace a des considérations d’algeébre extérieure.

A toute application linéaire B de E dans lui-méme est associée une
application linéaire ” /\B de ” /\E dans lui-méme; on pose

"\B@ A Az,)=B@)A... A B@);
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A()
i

i P
~~» on peut écrire /\B, comme une somme

. . ] r . A
d’applications linéaires de /\E, dans lui-méme :

3.0

7=1

ou les 7 7A se calculent en fonction de A seulement; par exemple, on a

/’"A(xl/\.../\x;l/\.../\x,,)=2x1/\.../\Ax/l/\.../\x,,;

h
et »7A n’est autre que ” / \A.

Supposons A diagonalisable avec pour vecteurs propres les x;, relatifs
aux valeurs propres A; /\A sera diagonalisable avec, pour vecteurs
propres, les produits p a p des z; (i. e. les

TN AN NN T,
o ji<...<j,<...<jp) et, pour valeurs propres, les produits
Dy Xooo e X X oo X By

L’application linéaire »'B a mémes vecteurs propres que ’ /\B,

avec pour valeurs propres 4;, + ...+ 4;. Les deux applications linéaires

(de r /\E dans 1ui-méme>
exp (»'B), p/\exp(l + B)
sont égales, ayant encore les mémes vecteurs propres avec, pour valeurs

propres, les exp (A;,+...+ ;).
Associons maintenant, a4 une suite { A(i) } d’endomorphismes de E,

une suite d’endomorphismes de d / \E :

NG+ AD) A | A AW,

2 ' (7%

Soit { A(i) } aléatoire et satisfaisant aux conditions du théoréme 1;
g p/\<1 +—~—Ai§l)>§ satisfait aux conditions du théoréme 2 si on
i)ose o=o2a7y et

B@) _ 7*A(@) rrA (D)

T T oot iy

Il en"résulte que (sous des hypothéses de non-concentration sur un
hyperplan analogues a celles du théoréme 3) la suite des p-vecteurs »X (i),
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définis par
7X(0) =Xi(0) A .. A\ Xp(0),

pxay=r/\<p+ﬁ@>rxa—o
=X A A X0

converge presque strement vers une direction propre relative a la plus
grande valeur propre de

E(rA) =r1E(A)

[i. e. si, par exemple, les valeurs propres de E(A) sont toutes simples,
vers la direction de ” / \E définie par le produit extérieur des p premiers

vecteurs propres de E(A)] et, de plus, le quotient

17X ) Il X () ||

(la norme de E s’étend a 7E) tend vers exp (Ln2.(%, 4. ..+ 2,)) [i. e. vers
Iexponentielle du produit par Ln 2 de la plus grande valeur propre
de 7'E(A)].

Revenons enfin a la suite des p-uples de vecteurs X (i). Soit ¢ =< p;
le sous-espace linéaire engendré par les g premiers vecteurs X, (i), ..., X, (i)
du p-uple est complétement caractérisé par le produit extérieur 7X(i)
de ces ¢ vecteurs; il résulte de ce qu’on vient de voir que (pour ¢ = p,
et plus généralement pour tout g p), le sous-espace engendré par
les X, (i), ..., X, (i) tend presque siirement vers le sous-espace engendré
par les ¢ premiéres directions propres de E(A) et que, de plus, le rapport
de volumes

LIxenlz. 21601 5o
IXi@Te. = X,m] 7X@

tend presque slGrement vers exp (Ln2.(2,+...+4 2;)). Ceci suffit
a établir pour l'algorithme d’approximation stochastique toutes les
propriétés de convergence désirées.

(Texte recu le 4 février 1969.)
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