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6 S. DELACHE.

Introduction.

L’objet de ce travail est d’expliciter les solutions élémentaires de
certains opérateurs différentiels linéaires, strictement hyperboliques,
a coefficients variables, et de décrire leur prolongement analytique.

Ces opérateurs appartiennent au type général de Tricomi : les coeffi-
cients principaux sont affines, les coefficients sous-principaux sont
constants, les autres coefficients sont nuls. Ils sont entiérement carac-

térisés, s’ils sont auto-adjoints, par leur partie principale g( £>, et

/ -
Jd . Jd . 0 J . l+m—1
a(l‘, (’)}>——k1n<%> ‘{"‘ ledz + aJk”l__1<d——x~>y a = ——2——,
_ =1

k. (¢), k,._.(t) sont des polyndémes homogénes, de degré m et m—i,
a coefficients réels constants. Nous étudierons le cas un peu plus général
olt o est un entier ou un demi entier.

L’équation des surfaces caractéristiques est du type de Clairaut :
ces surfaces sont donc des hyperplans ou des enveloppes de ces hyper-
plans. Le conoide caractéristique K (y) est confondu avec le cdne bicarac-
téristique C(y), comme pour les opérateurs a coefficients constants.

La méthode utilisée pour calculer la solution élémentaire E(z, y)
est rappelée au chapitre I, 3. On en déduit une formule trés simple
pour E(x, y), si m>1 et |x—y| petit [formule (II.38) de la propo-
sition 7].

La formule (II.38) permet de montrer des relations de récurrence
[voir (I11.12) et (I1I.12,)], utiles pour le prolongement analytique.

Notons X ’ensemble des x€ R’ tels que la variété G*(x)[g (z, n) = 0]
ait un point singulier réel, puis & une ‘composante connexe de R/'— X,
ol l'opérateur est strictement hyperbolique (théoréme 1).

Si « est un entier n, & partir de (II.38), particuliérement simple dans
ce cas, on montre que E(z, y) coincide pour ze&+(y)—K(y)
[6+ (y) émission de y] avec une fonction de (x, y) prolongeable analyti-
quement dans un ouvert de R! X R/, variant avec les positions relatives
de I, n, m (voir proposition 10 et tableau final).

s’écrivent :

Si « est un demi-enlier, « =n— -21-, on transforme l’intégrale (II.38)

en la somme de deux intégrales, si [ est pair (proposition 12), en une
autre intégrale, si [ est impair (proposition 13). Ces intégrales ne se prétant
pas encore a l’étude du prolongement analytique, on les transforme
a nouveau en introduisant deux variables d’intégration supplémentaires
[formules (III.43), (III.57), (II1.58)]. Le résultat obtenu est le suivant
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(voir propositions 14 et 15, et tableau final) : E(z, y) coincide pour
€&+ (y)— K(y) avec une fonction de (z, y) prolongeable analytique-
ment 14 ou le segment [xy] est contenu dans Q et x¢ K (y), (avec toutefois
une réserve si [ est impair).

Nous obtenons méme, dans certains cas, la nature des singularités
du prolongement sur X (voir tableau final).

CHAPITRE I,

Les opérateurs strictement hyperboliques
et leurs solutions élémentaires (rappels et compléments).

1. Opérateurs strictement hyperboliques.

1° Hyperbolicité. Domaine d’hyperbolicité. — Soit £ un ouvert de R/,
de coordonnées (z;, T», ..., ;), =! I'espace vectoriel sur C des formes
linéaires complexes sur R/, de coordonnées (£, &, ..., &), =%!~! I’espace
projectif complexe quotient de (2/{— o) par le groupe de ses homothéties
de centre O.

Soit a<x, %) un opérateur différentiel dans £, linéaire, d’ordre m

exactement en tout point de @, dont la partie principale g(x, d%c > est

a coefficients réels. Au polyndme caractéristique g¢(z, ), on associe
le cone caractéristique G(x) de =/ d’équation

g, £) = o,

et la variété algébrique projective G*(z).

Rappelons la définition d’un opérateur strictement hyperbolique
(voir [7], p. 132 & 137).

DEFINITION 1. — a<x, ()ix > est strictement hyperbolique au point xe (2

s'ill existe NeReZ/, non nul, ayant la propriété P.: y:e€ReZ’, non
parallele 4 N, le polyndme en 7, g(z, 2 +7N) a m racines réelles et
distinctes.

La variété G*(z) est alors sans singularité réelle. On montre que
si G*(x) est sans singularité réelle, une condition suffisante pour que
Iopérateur soit strictement hyperbolique au point x est qu’il existe
N eReZ!, non nul, ayant la propriété P, : g(x, N)# o et y:eReZ,
non paralléle & N, le polyndme en 7, g(x, £ + tN), a toutes ses racines
réelles.



8 S. DELACHE.

Supposons l'opérateur strictement hyperbolique au point z et
notons A(x) I'ensemble des vecteurs N non nuls de ReZ! ayant la
propriété P,, et A*(z) son image projective. On montre que A(z) est la
réunion de deux cdnes convexes ouverts, privés de leur sommet O et
symétriques par rapport a O; sa frontiére est une nappe de G(z) appelée
nappe interne; A*(z) est donc un ouvert convexe de Re =" ! et sa frontiére
est la nappe interne de G*(z).

TukorEME 1. — Supposons Q connexre, G*(x) sans singularité
réelle yy € L, les coefficients de la partie principale de l'opérateur continus
dans Q. Alors 'ensemble 3¢ des points de Q ou Uopérateur est strictement
hyperbolique, s’il n’est pas vide, coincide avec Q.

Prouvons que € est ouvert et fermé dans Q. Nous utiliserons le lemme
suivant :

LeMmME 1. — Sous les hypothéses du théoréme 1, la variété Re G*(x) reste
homéomorphe a elle-méme quand x décrit Q.

Pour démontrer ce lemme, utilisons des hypothéses différentes, puis
ramenons-nous a ces hypothéses. Indiquons la méthode.

(a) Soient Q* et S deux variétés C= sur R, Q* étant connexe, S étant
compacte. Soit f = f(p, ») une application C~ de "X S dans R telle que,
pour chaque p fixé € Q" la différentielle par rapport a », d,f, soit non
nulle. Notons alors :

VxS, la variété C= d’équation f(p, n) = o;

V,c S, la variété C= d’équation f(p, n) =o, p fixé;

7, la projection de V sur Q*, n(p, n) =p.

Les hypothéses : S compacte et d«nf o, V pe Q" entrainent que = est
une submersion propre de V sur Q* Ceci, joint au fait que £* est connexe,
entraine : ¥V p, p'eQ’, V, et V, sont difféomorphes. En effet, on le
démontre au voisinage de tout point de Q* en relevant un champ de
vecteurs de Q*, dans V (voir par exemple [14]); puis globalement dans £*
en utilisant la relation d’équivalence, dont les classes sont ouvertes :
p équivalent a p” équivaut & V, difféomorphe a V.

(b) Prenons maintenant les hypotheses du théoréme 1. S désigne
alors la sphére unité de R‘. Considérons I'application continue P de £
dans la variété des polynomes en n de degré < m, a coefficients reels,
qui 4 zeQ fait correspondre le polyndéme g(x, n). Notons Q* I'image
connexe P(Q) et définissons f(Q* xS R) par

f(ps m) =g, n), ou zeP'(p);

alors V,c S coincide avec Re G*(x) [oui xe P—'(p)]. De (a), on déduit
que V, et V, sont difféomorphes, V¥ p, p’ € 2*; il en est donc de méme
pour Re G*(x) et Re G*(z'), V z, 2’ € Q.
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3¢ est ouvert. — Notons, pour N non nul e ReZ’:
sy={reQ|NeA ()}

Comme 3¢ = U ¥y, il nous suffit de montrer que chaque 4C est ouvert.
N
Soit donc ye ¥ty et montrons que, pour x voisin de y, N posséde la
propriété P,. Tout d’abord comme ¢(y, N)= o, on a aussi g(z, N)+# o
pour x voisin de y.

Considérons un hyperplan Il de ReZ! passant par O ne contenant pas N
et montrons que, pour z voisin de y, et pour tout £€llnS (S, sphére
unité de ReZ!), le polyndome en 7, g(x, £ +7N) a toutes ses racines
réelles. En effet, il existerait sinon, dans Q une suite x, de points tendant
vers y, et dans II n S une suite £, telles que le polynoéme en 7, g(x,, &, + TN)
n’ait pas toutes ses racines réelles. De la suite ,, on peut extraire une
suite convergeant vers £.

En reprenant les mémes notations pour les deux suites extraites
correspondantes, on obtient ceci : le polyndéme g(x,, 7.+ 7.N) tend
vers le polyndme ¢(y, £+ tN) qui, lui, a toutes ses racines réelles et
distinctes, ce qui est absurde.

Considérons maintenant £ € Re=/ non paralléle & N, et décomposons-le
sur IIn S et N.

t=aN + bZ,, a, beR, b+ o, t,ellnS.

Comme on a
g(x’ i + TN) — bmg<x’ ;él _[_ a——ll)—TN>’

le polynéme en 7, g(z, £ + tN), a aussi toutes ses racines réelles pour x
voisin de y,
C. Q. F. D.

3¢ est fermé dans Q. — Utilisons ici le lemme 1. Comme Re G*(z) reste
homéomorphe a elle-méme quand x décrit L, on peut définir sa nappe
interne, V¥ x€ Q2. Notons A*(x) celui des deux ouverts de ReE*/~! qui a
pour frontiére cette nappe interne et qui ne contient aucun point de
Re G*(x).

Soit maintenant xe s, A*(xr), défini comme ci-dessus, et NeA(z).
Il existe donc une suite x, de points de #¢ tendant vers x, une suite N,
de points de ReZ!, N,eA(z,), tendant vers N. Pour tout n, N, a la
propriété P, , donc N a la propriété P, et xese.

C. Q. F. D.

20 Emission d’un opérateur strictement hyperbolique. — Voici quelques
définitions classiques (voir [11]), et utiles pour la suite. Nous supposons

ceci : les coefficients de I'opérateur a<x, 5050 > sont analytiques dans £,
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a<x, dﬁx > est hyperbolique strict en tout point de £, les deux cones A+(z)

et A—(x) de ReZ’ [dont I'image dans ReZ*!~' est A*(x)], d’adhérence
I'+ (x) et I'—(x), peuvent étre choisis variant I'un et 'autre contintiment
avec r€ L.

On peut définir, en tout point x€Q, le cone bicaractéristique C(z),
dual du coéne caractéristique réel Re G(x). Ses génératrices sont les
droites D(£) de R’ [ fixé € Re G(x)] :

D) ={reR!|x;=x;+ 4 g;(x,E), AeR, j=1, ..., I}

Sa nappe externe est celle qui est duale de la nappe interne de Re G(x).

Le cone d’émission d+(x), de frontiére C+(z), est, par définition,
le cone convexe fermé dual de I'+(x), c’est-a-dire l’ensemble des
points ' € R’ tels que

@-—2x).E>o0, Viel+(z).

Les surfaces caractéristiques de D'opérateur, d’équation s(r) =o,
sont obtenues en résolvant I’équation de Jacobi :

5% ) =0
N\ *oz) =
Une bande bicaractéristique est le lieu du point (z(f), £(f)) € L X ReZ’
tel que

dx; 5 dc; .
d_t/ = ¢:,(, 2); —dgt—’ =—g.,(z, 1); g(x, &) =o =1 ...,0D.

Une courbe bicaractéristique est la projection sur £ d’'une bande
bicaractéristique. Le lieu des courbes bicaractéristiques d’origine z
est une surface caractéristique K (x), appelée conoide caractéristique,
dont z est un point conique et C(x) le cone des tangentes en x. K+(z) est,
par définition, la partie de K (x) dont le cone des tangentes en x est C+(x).

On prouve qu’il existe des courbes dans £, appelées courbes-temps,
telles que leur demi-tangente en tout point x € appartienne a @+ (x).
La réunion des courbes-temps d’origine les points de A (A cQ), est
Iémission de A, &+(A). Supposons que, V (z, y)€ 2 X, la réunion des
courbes-temps d’origine x et d’extrémité y soit compacte. On montre
alors les propriétés suivantes : la frontiere de &+(A) est une surface
caractéristique; si A est compact, &+(A) est fermé; si A est un domaine,
&+(A) est un domaine.

Si A ={z}, la frontiére de &+(x) est la nappe externe de K+(x).
On a des définitions analogues en remplacant partout + par — et

TEET(Y) < yes& ().



OPERATEURS DE TRICOMI-CLAIRAUT. 11

Une partie A de Q est dite compacte vers le passési, V € 2, A n&—(x)
est compact. A est nécessairement fermé. Si A est compact vers le passé,
&+(A) T'est aussi, et si B est une partie compacte de 2, An&—(B) et
&+(A)n &—(B) sont compacts.

30 Théoréme d’existence et d’unicité pour un opérateur strictement hyper-

boligue. — Nous faisons les hypothéses de 2°. L’opérateur adjoint
a*xi deaxd est défini i:
s < » 57 ) est défini par ceci :

Si a<x,%> = 2 a.(x )dm’ fe C” (),

|a|<m

*< dx)f_ Z (0! P [aa(x)f(x)]

|| <ZLm

On montre le théoréme suivant :

En particulier :

THEOREME 2. — ¥V F partie de & compacte vers le passé, ¥ 'V distribution
dans Q a support dans F, il existe une distribution dans & unique U,

telle que
alz, 2\u=v
’().’L‘ - H

support U c &+ (support V).
La restriction de U a tout domaine Dc L ne dépend que des resirictions

dea(,()()>etVa€ (D).

On peut considérer a* au lieu de a, &+ au lieu de &—, d’olt des théoremes
analogues. On peut aussi, plus généralement, prendre V a support
dans &+(F). Si V appartient a un espace de Sobolev de type local Hj,.(€2),
Ue Hiyi™=1 (R) (s entier < o).

2. Noyaux élémentaires. Solutions élémentaires.

1° Rappel sur les noyaux (voir [15], p. 138 et suiv.). — Un noyau K
sur Q est une distribution sur £ X . Nous noterons x (resp. y), la variable
du premier facteur Q (resp. deuxiéme facteur ), du produit  x Q.
Soient v € @ (L2,), beP(Q,), ¢.K la distribution appartenant a @' (2,)
définie par ¢.K () = K(9¢), L l'application linéaire continue de @ (L2.)
dans @' (L,) définie par L(¢) =¢.K. On définit de méme K.l e ®' (Q.)
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et ‘L lapplication linéaire continue de ®(R,) dans @'(Q,), transposée
de L.

K est dit semi-régulier a droite si L(®(R.)c&(R,), (notations
de [15]); alors Le £e(@(R.), 6(2,)) et ‘L se prolonge en une application
linéaire continue de &(Q,) dans ®'(RQ,) par ‘LV(9) = V(L9g), ou
Ve&(Q,) et 0e®d(Q,). Soient yeQ, ¢e®(Q.), 9.K(y), la valeur
au point y de la fonction ¢.K. k,, distribution appartenant a @'(%,),
définie par k, (¢) = 9. K (y), est appelée restriction de K 4 Q.. xy.

On définit de facon analogue un noyau semi-régulier & gauche et ses
restrictions k, a x X Q,.

Un noyau est régulier s’il est semi-régulier a gauche et a droite. Un
exemple en est le noyau de Dirac A :

A(®) :fﬂm(x, Dydy, Bed(@xQ).

Ses restrictions & £ X y et £ X © sont les mesures de Dirac d, et ¢..

20 Définition et existence du noyau élémentaire d’un opérateur strictement
hyperbolique (voir [11]). — Nous faisons les hypothéses énoncées dans
le paragraphe 1, 20. On a le théoréme ci-apres :

TukorEME 3. — A I'émission &+ est associé un noyau élémentaire EZ,,
et un seul, ayant les propriétés :

(a) son support est contenu dans { (x, y) | x€ &+ (y) |
(b) E£, est régulier. Ses restrictions e, ef e, a Q.,xy el xXxQ, vérifient

0 R .
a<x, d—x> e, =20,, support e, c 8+ (y),
a*<y, (%}) €r = Og, support e, C &—(x).

e, el e, sont donc solutions élémentaires en y et x de Uopérateur et de son
adjoint.

En remplacant &+ par -, on obtient un noyau élémentaire E;, qui
a des propriétés analogues.

3o Application au calcul de la solution U de a(x,d—dx> U=V (voir

théoréme 2). — Ef, sera noté E+, quand aucune confusion n’est a craindre.
Soit g€ @(£2;), on sait que ¢.E+€&(Ry); montrons que le support
de ¢.E+ est contenu dans & (support ¢). En effet soit y ¢ 6— (support ¢),
donc &+(y) n (support ¢) =, d’ou

ey(9) =0 =¢.E*(y).
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On a donc : (support V)n(support ¢.E+) est compact, (puisque
support V est compact vers le passé). On peut alors définir la distri-
bution E+.V par

E+.V(9) =V(¢.E"), Voed(Q)
Son support est contenu dans &+ (support V) : en effet, si

(support ¢) n &+(support V) =4,

alors
&~ (support ¢) n (support V) =4,

donc E+.V(9) =o.
D’autre part, elle vérifie
a(x, 92 ) B~V =V.
ox

En effet, soit ce®(Q,) :
[a(x, %:>E+.V](cp) =E+.V<a*<x, (%)cp>
= V(a* (x, dix> cp.E+> = V(qa.a(x, d—dx>E+>

= V(5.8) = V(9.

D’ou la proposition suivante :

ProposritioN 1. — E+.V est la solution de a<xl, 0% > U=V a support
contenu dans &+(support V). De méme, V.E+ est la solution de
a*<y, a%) U =V, a support contenu dans &— (support V), si V est compact
vers le futur. On peut aussi considérer E=.V et V.E—.

4o Propriétés de symétrie. — Nous supposons I'opérateur autoadjoint

Soit S la symétrie par rapport a la diagonale dans X Q et SE+ la
transformée de E+ par S. On a

SE+ = (—1)" E-~.

0N\ 0
S<a<x, d_x)E > = a<y, d_y> SE+,

En effet, on a
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puisqueS <a < > +> s
(o5 2)8°) 0.0 ) )
(s{o(o ) =55 )

E
<< %>8E+>cp(x,y), Voed(@xQ).

x,

I
%l% %l%

Si opérateur est autoadjoint, on a de plus

d "+ — m d -+ —
a<x%>E —(—1) a(y,@>E —A.

La symétrie S donne alors
a(y, d—dy> SE+ = (—r1)" a(x, %) SE+=SA =A.

Mais on a
support SE+— S(support E+) = support E—,
puisque z € &+ (y) = ye€ & ().
Du théoréme 3, on déduit donc
SE+=(—1)"E~.
Plus généralement, on vérifie facilement que
SE; = EZ.
ProposiTioN 2. — Enlre les noyaux élémentaires E7, de a<x, d%;) et E

de a*<x, J >, on a la relation de symétrie

ox
(I1.1) SE; = E;..

3. Une méthode pour calculer les solutions élémentaires d’un
opérateur strictement hyperbolique.

Pour ce qui suit, voir [7], [8], [9], [10].

1° Uniformisation. — L’opérateur est supposé a coefficients analytiques
dans £, mais pas nécessairement hyperbolique. Cette théorie s’étend & des
opérateurs non linéaires (voir [3]).



OPERATEURS DE TRICOMI-CLAIRAUT. 15

Soit Z¢+!, de coordonnées (g, ..., £), espace vectoriel sur C des
fonctions complexes affines définies sur R‘. La valeur de f au point z
est notée :

Fx =t 452 +...+ .

Notons :

SE) ={yeL|i.y=ol.

Soient u(g, y) une fonction complexe de (%, y), holomorphe en au
moins un point (v, y) ot 7.y =o, £({, v, y) une fonction, & valeur
dans =41, de (f, n, y) € G X E/+1 X Q ol 1.y = o, holomorphe pour ¢ petit,
et telle que £(o, v, y) =v. Notons uof la fonction composée de u(t, y)
et £(t, n, y).

DEFINITION 2. — %(f, n, y) uniformise u(z, y) si uo? est une fonction
de (¢, n, y) holomorphe pour t petit.

Considérons la solution unitaire U*(f, y) de l'opérateur a*<x, (;)_x>’

c’est-a-dire la solution du probleme de Cauchy dans L :

@y | (v 53) UG o) =1,

( U*(¢, y) s’annule m fois sur S¢) ={yel|t.y =o0}.

On sait qu’au voisinage de chaque point ye S(t), non caractéristique,
gy, £) # o, il existe une solution et une seule de (I.2) holomorphe
de (%, y); c’est le théoréme de Cauchy-Kowalewski. Le probléme est de
compenser ’annulation du polyndme caractéristique aux points carac-
téristiques de S(¢) par un changement de variable, donné par le théoréme
d’uniformisation suivant (voir [6]).

TutoreME 4. — U*(t, y) et toules ses dérivées d’ordre —m —1, sont
uniformisables quand on choisit Z(t, n, y) comme suit. % (t, n, y), x(, 7, Y))
est la solution, holomorphe, pour t petit, du systéme différentiel

dx; . d:; . .
g, G =—g,@) (=10,

(I.3)

l
d: N . .
7; =zx/' g-lf;(x’ 5.) g(x’ Q)’

\ j=1
telle que
x(o, n, Y) =Y, £(o, m, y) =m, ne I, n.J =o.
On a les propriétés d’homogénéité (0 € C) :
(1.4) 2Ot 0n, ) =2 ny) O, 0n, ) =i(, 0, ).
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Nous utiliserons aussi U, (%, y) définie par

(1.5) Ut =(— 5 ) Uy,

U, ( y) n’est pas uniformisée par £(f, », y) mais U,*,l=% e 1s
=0

ot Uy, (, y) est uniformisée par £(f, 0, y).
De la proposition 5.2 de [10], on déduit que la forme différentielle
sur ', UG, y) déo A ... AdE, est uniformisée par £(Z, n, y); ceci

signifie que
x D IEEREEY)
Um(i (t, 7, y), y)D—(th;“—’E—’zl)

est une fonction holomorphe de (¢, n, y). Notons :

!
0@ =X (—1ydi A Ad AN dE

(1.6) w(t, i) =(—m)tdn \ ...\ do—di A o (v),

!
w'(n) =X (=1)tn;dn A Adoj AL A don

Jj=1

De la relation

1.7 DGl ) = gt o, ),

on déduit que la forme différentielle sur =+, de degré I, U, (¢, y) o* (),
est aussi uniformisée par £ (¢, =, y).

20 Calcul des solutions élémentaires. — Supposons ceci : 'opérateur est
strictement hyperbolique par rapport & N =(z1, o, ..., o) en tout point
de 2, et son ordre m est supérieur ou égal a la dimension [ de R'.

Notations :

Q= {({tn)|teCn=(n, ..., )EE'};
® = quotient de la partie de ® ol v < o par le groupe de transformations :

0, n)= (01, On), 6 € C;
\F:{ t, n)ed | [ t].]n|m <Cte’5, ¥ son image dans ®;
l
2 =l m)eW|5@, y)-o =h+ D Ex =0,z et y fixés ),

j=1

(1.8)

Les formules d’homogénéité (I.4) montrent que Z est un sous-ensemble
analytique de W'. On montre aussi que le conoide K (y) associé a la projec-
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tion £ (f, n, y), ¢’est-d-dire le licu des points x tels que % ait une singularité
réelle, coincide avec le conoide caractéristique de l’opérateur, défini
au paragraphe 1, 20 (voir [10]).

A tout polyndme de dérivation en z, homogéne de degré m—I,

P, <d—dx >, associons la forme différentielle, de degré [—1 :

Pt @t 0, g)UnE 0, 9), Yo €t n,9) | |
I Ilm— t" s Ly ;P/n— = Z(E( Y

(19} Wi, 2,83 Pn) a7 3).2) :
IL,._; est définie et holomorphe sur la partie réguliére de %.

On définit d’autre part sur &, pour x voisin de y, une classe d’homologie
compacte h, de dimension [ — 1, relative a la sous-variété Zny*(y* : t = o)
pour la définition de h, voir [10], n° 41, et pour la construction de cycles
appartenant a h, voir la proposition 8.2.

Notons E (z, ), la solution élémentaire au point y, a support dans &+(y),

dea < (;) > (notée e, au paragraphe 2, 1°). Toute dérivée P,, ; ( > E(z,y)

s’obtient comme suit. Pour chaque y fixé, I'intégrale

Hm—l(t, N, X, Y5 Pmrl)
h=nh (?:.", y*)

définit une distribution en x, au voisinage de y et 14 ou x, > y,. Plus préci-
sément, si x¢ K+(y), cette intégrale définit une fonction holomorphe
de x (théoreme 3 de[10]); en étudiant sa partie singuliérelorsque x € K+ (y),
on montre qu'il existe une distribution, définie au voisinage de y et 1a
ol z, > Yy, coincidant, hors de K+(y), avec elle. On a alors la proposition
suivante :
ProrosiTioN 3. — La distribution définie pour x voisin de y par
. . . I I
(L.10) { la distribution > Gr fhll,”_g(t, 0y Ly Y3 Pim_i), > Ui,
0,

si =y,

est P,n_z<;}%:> E(x, y) (voir les formules (12.4), p. 60; (10.3), p. 54;

(10.1),, p. 53 de [10]).
Pour expliciter h = h(%, y*), il nous sera utile de considérer des cycles
construits dans I’espace projectif complexe P,

4. Une construction de cycles dans1’espace projectif complexe P,
Notons n = (v, ..., n;) les coordonnées homogénes d’un point de P!,

A la partie principale de I'opérateur, g<x, (% >, nous avons associé la
variété G*(x), d’équation ¢(x, ) =o.

BULL. S0C. MATH. — T. 97, FASC. 1. 2
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Supposons maintenant que le polynome en 7 se décompose en le produit
de deux polyndmes :

g @@, n) = go(n) g: (2, n),

g, étant indépendant de x et ¢, a coefficients continus de x. Tous les
coefficients sont supposés réels.

Supposons que, pour x=y, G*(r) soit sans singularité réelle. En
particulier Gi[gi(n)=0], Gi(y) [9.(y, n) =o0] sont sans singularité
réelle et n’ont pas de point réel commun.

Supposons donné d’autre part un hyperplan =*(x) dans P!, dépen-
dant contintiment de x, Re 7*(z) étant en position générale par rapport
a ReG*(y) pour z voisin de y.

La construction qui suit s’inspire de celle du « cobord » si [ est pair
(voir [9], p. 107 & 110), de celle « d’'un cycle détourné » si [ est impair
(voir [10], p. 92 & g4).

1° Construction d’un fibré W* de base Re G*(y). — 1l existe dans Re P/~
des structures riemaniennes C=. Re G*(y) et Rell’(z) étant en position
générale, on peut en construire une, telle que ces deux surfaces soient
orthogonales : on le fait localement, puis globalement 4 I'aide d’une
partition de I'unité. On construit ainsi, en chaque point e Re G*(y),
une direction réelle, ¢-(y, t), orthogonale a Re G*(y), donc tangente
a Rell*(z) si re Rell*(x). La droite projective complexe d*(z), passant
par 7, ayant la direction réelle g.(y, ), dépend contintiment de (z, x).
Quand t décrit Re G*(y), les droites d*(r) sont deux a4 deux disjointes
au voisinage de Re G*(y). Leur réunion, 1a ou elles sont disjointes, est
un espace fibré W*, de dimension réelle /, de base Re G*(y), dont la fibre
est un disque contenu dans une droite projective complexe; la fibre est
donc une variété analytique complexe et elle a une orientation naturelle.

Comme Re G;nRe G; (y) =9, on a
W=W;,uWj, WinW; =g,
W, et W; étant deux fibrés de base Re G} et Re G| (y), dépendant de x.

20 Construction d’une coupure D} dans W;. — Re W/ est un voisinage
dans Re P! de Re G; (y). Notons, pour x fixé :

Di={neReP~"| g, (x, 1) ¢.(y, 1) <o)

Pour |x —y | petit, D] c ReW]. Sinon, il existerait une suite {x,},en
de points de R! tendant vers y, et une suite {n,),eyx de points de

[RePi—'— W] telles que [01‘1 W, = U fo]

9@y n0) 9(U, n2) < 0.
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Puisque [Re P~'— W] est compact, on peut supposer (en considérant
des suites extraites, bien str) qu’il existe ne€ [ReP!~'— W] tel que
lim 0, = .
n> o

On aurait donc ¢(y, n) = o, ce qui est absurde.
Supposons maintenant | x — y | assez petit pour que

D; ,cReWj ..
En particulier :
Re G} (x)c ReW; .;

et par tout point L€ Re G} (r) passe une fibre, et une seule, d’origine
7e€Re G} (y). Inversement, toute fibre d*(z), issue de r, coupe G;(x) en
un point, et un seul, Z voisin de = : en effet, G} (z) est une hypersurface
voisine de Gj(y), et G} (y) coupe d*(r) en 7 et est en position générale
par rapport a d*(r). En particulier, ¢ est réel, donc e Re G} (z). Les
segments réels [t%], d’origine re€Re G](y), d’extrémité :eRe G} (z),
fibrent D} coupure réelle, de dimension réelle [—1, construite dans W;.

30 Construction de cycles y (voir fig. 1).

Supposons 1 pair : Dans chaque fibre d*(r) de W*, munie de son orien-
tation naturelle, tracons un « contour » y(7) orienté dans le sens direct,
autour de 7, si re Re G}, autour du segment réel [7Z], si v€Re G; (y),
ce contour dépendant continiment de 7. Supposons Re G*(y) munie
d’une orientation changeant sur II*(x), et notons h(G*(y), II*(z)) sa classe
d’homologie. Lorsque = décrit Re G*(y) ainsi orientée, y(r) engendre 7.
v est situé hors de G*(y) et donc de G*(x), pour |x—y| petit, d’apres la
construction faite. Sa classe d’homologie h(P—'— G*(y), II*(x)) vérifie

h(P='— G*(y), I"(2)) = oh(G* (y), " (x)).
On peut évidemment décomposer vy en la somme de deux cycles :
T=yW)+y(WD),  y(WHcWi,  v(W)Hc Wi

Supposons | impair : Supposons ReP—' munie d’une orientation
changeant sur II*(z). Orientons la partie réelle de la fibre de W* de facon
naturelle, orientons enfin la base Re G*(y) de W* de sorte que le produit
de ces deux orientations, avec la convention

(I.11) orientation fibre X orientation base,

soit I'orientation donnée 4 Re P!,

Dans chaque fibre d*(r) de W*, tracons un « détour » y(r), obtenu
en détournant « deux fois sa partie réelle » de 7, si reReG;, du
segment [r£], si e Re G| (y), ce détour dépendant contintiment de r.
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Quand © décrit Re G*(y) orienté, y(r) engendre y(W*) situé hors de
G*(y)v G*(x), pour | x — y | petit. Définissons ¥ comme suit :

Hors de W', v=y®P—"'—W" est deux fois ReP! orientée
comme ci-dessus. Dans W* y=+v(W*) qui vient d’étre construit. La

classe d’homologie h(P-—'— G*(y), II*(z))'de y est donc celle de 2 Re P!~
orientée et détournée de G*(y).

On peut aussi décomposer y(W*) en la somme de deux chaines :
YWY =y(W)+y(W), v(WocWs,  y(W)HcWi.
4o Construction d’une famille de cycles y(s). — Faisons dépendre 7,

et plus précisément y(W7), d’'un paramétre ¢ > o petit. Utilisons dans
chaque fibre de W7 la métrique riemanienne introduite au début.

1 v (<) ) TERe6}(y)
pair @
TEReGY - longueur[Tt&]>2€ longueur[t §]¢2€
t€Re6; (y)

impair T € Reby longueur [TE]>2€

longueur [t E]K2E
TE€Re G;*(y) queur [<E1S
Figure 1.

0}

Si 1 est pair, dans chaque fibre d*(z) de W, le contour y(7) = (s, )
est la somme de deux arcs de cercles orientés (centrés en < et
de rayon ¢ > o, de sorte que tous les points de I'un des arcs soient & une
distance >.: du centre de I'autre arc), et de deux segments réels situés
sur les deux bords du segment [<Z]. Notons y.(W;) la chaine de W}
engendrée par v (r, ¢) quand = décrit Re G; (y).

Si 1 est impair, dans chaque fibre d*(z) de W7, le détour y(c) =y (7, ¢)
est aussi la somme de deux arcs de cercles orientés (construits comme

AN
“
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précédemment) et de segments réels situés sur la partie réelle de la fibre.
Notons v.(W7) la chaine de W] engendrée par v(r, ¢) quand = décrit
Re G (y). Dans tout ce qui précéde, nous avons conservé les mémes
conventions d’orientation qu’au paragraphe précédent.

Posons ensuite :
(I 12) % "{(E) = Y(Wvg) + Ye(W;), sil est pair;
' 1) =y®P—W)+y(W))+ 1. (W]), sil est impair.

Evidemment, la classe d’homologie h(P—'— G*(y), II'(x)) de Y(c)
est celle :

du cobord de Re G*(y) orientée, si [ est pair;
de 2 fois Re P/~' orienté et détourné de G*(y), si [ est impair.

CuariTRE II.

Les opérateurs de Tricomi-Clairaut. Propriétés.
Calcul, pour « voisin de y, des solutions élémentaires £ (z, y)
de certains de ces opérateurs.

1. Définition. Propriétés de l'ensemble des opérateurs de
Tricomi-Clairaut.

1° Définition. — Un opérateur de Tricomi généralisé est un opérateur
x —
* oz

o(o ) =0 (5)+ S0 ()

la partie sous-principale ¢’ <B%c ) est a coefficients constants, les coefficients

dont la partie principale g< 0 > est & coefficients affines :

des termes de dérivation d’ordre inférieur sont nuls.
Pour de tels opérateurs, la projection £ (¢, n, y) est telle que [voir (I.3)] :

d&]=—g/ i)dt (j:O, I, ...,l),
II.
( I) % 2(O’ 1, y) =1, n.Jy =o.

D’autre part, en utilisant le théoréme de réciprocité énoncé dans la

proposition 13.3 de [10], on peut calculer explicitement U, (¢, , y), y).
En effet, posons

AL2)  Valon ) =—Us Gl ) ppoeb).
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Des formules (13.22) et (13.23), p. 65 de [10], on déduit
(13  SlogVu=—g@. Viemp=1 ny=o

Simplifions encore la résolution de (II.1) en choisissant
g/(g) =£/'km—1 (é) (j=I, ey l),

k,.—: (£) polyndme homogéne de degré m —1.

DEFINITION 3. — Appelons opérateur de Tricomi-Clairauf, un opérateur

de Tricomi généralisé a<x, i) :
ox

1.4, a<% ,%>=9<x’b%>+gl<f%c>’

-Ol > vaut

dont la partie principale ¢ <x, prs

Ji -
0 0 0 J
(II-[I‘.') g<x5 a}) = km <%> + [Zx/ %; km—i <5—x>’

k. (2), ki1 (£), ¢' () sont des polyndmes homogénes de degré m et m — 1.
Nous admettrons que k, et k,_, puissent avoir un facteur commun;
dans ce cas, nous poserons

0 0 J
wor o) -aed)e(2)

o g, (t) est homogene de degré m— p, ol g, (x, £) s’écrit :

!
(IL5) (= 'a>=k,,<>:_>+[Xxja/]k,,_l(‘a), kp1 % o,

k,() et k,,(f) étant homogénes de degré p et p—1 et sans facteur
commun.

On vérifie que 'opérateur (II.4) est autoadjoint si et seulement si

(IL.6) §Q) =k, i), a=EMI

2

Un opérateur de Tricomi-Clairaut autoadjoint est donc entiérement
déterminé par sa partie principale.
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20 Quelques propriétés de Uensemble des opérateurs de Tricomi. —
Notons @;,., BC;m, ©CA;,,, l'’ensemble des opérateurs de Tricomi,
de Tricomi-Clairaut, ou de Tricomi-Clairaut autoadjoints, et ¢,
I’ensemble des opérateurs homogenes a coefficients constants, a [ variables
et d’ordre m. Tous ces ensembles sont stables par changement de coor-
données affine et I’on a

%Z,m D ‘Z‘Sel,m o] %eal,m o] gcl,m-

Si ae%;,n bEB,,, en général ab& T, ., sauf si un des deux
opérateurs est homogéne a coefficients constants. Considérons alors
bede ,; on a

ae %l,m = ab € %l,m-!—m
ae ‘(“sel,m = ab € ‘Gel,m—y—n’
mais
ae @@(ﬁ.[, m > ab (S %ec‘tl,mqwu
[voir 1a formule (II.6)].

Remarquons aussi que %;, BC;, ¥CA,; (on ne précise plus l'ordre,
qui est quelconque), sont stables par l'opération crochet. En effet, si
on a

!/ {
a=g+¥;0;+9, b=h+ Xk +H,

!

o oh,
I1.7) ab—ba= “'[h._;__ __]
(1) 2 oz Y

1

N\ dg ; R
—I—Sx, |hk -‘705 |+Z[’dﬁ g/@_'
j=1 k=1
2. Propriétés géométriques des opérateurs de Tricomi-Clairaut.

10 Surfaces caractéristiques. — Les surfaces caractéristiques de 1’opé-
rateur, d’équation s(x) = o, sont les solutions de I’équation de Jacobi :

gs\ Js Js\
(IIS) g(\x,d—x>::gi<m,%>go<d—x>—0.

!

Tout hyperplan de R/, d’équation 0,4 anxj = o, est une solution

de (II.8) quand le paramétre  vérifie

90(7}19 L] /)1) =0 ou kp(nh AN T/l) = ‘/)okp—1(‘/)1, L] 7”)-
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Cette famille d’hyperplans, dépendant de [ paramétres homogénes,
est donc une intégrale compléte de (I1.8), équation dite du type de Clairaut.
Toute solution de (II.8) est donc une enveloppe de ces hyperplans
(voir [16], t. 1, p. 534 & 538).

29 Domaine d’hyperbolicité. — Nous supposons I'opérateur strictement
hyperbolique en au moins un point y et nous utilisons le théoréme 1.
Cherchons donc a quelle condition G*(x), g(z, n) = o, a un point singulier
réel. D’aprés I’hypothése faite, G;, ¢,() = o, est sans singularité réelle.
Donc tout point singulier réel sur G*(r) correspond soit & un point
commun a Re G; (z) et Re Gy, soit & un point singulier réel sur G;(x)-
Notons donc

(IL.0) Yy={zeR|ReG;(x)nRe G; 20 |,
9 2, ={xeR/| G](x) a au moins un point singulier réel }

On peut caractériser les points de X, ou X, par ceci :

r€eX, < 3dn réel tel que
o+ X0y =k (1) — 1ok s (n) = go () = o,
1

r€l, <& dAn réel tel que

Ko () + (2] s () = O 2 o [, 1""P—'

(J:I, o D)

3, est une réunion d’hyperplans caractéristiques; sauf si [ = 2, ce n’est
pas une hypersurface de R! : c’est un fermé qui peut avoir des points
intérieurs. Quant & X,, c’est I’enveloppe des hyperplans caractéristiques :

+ x/ p—1 (77) =0,

o —I—Z‘n,- xj=o, tels que Kk, (n) = nok,—1(n).

C’est donc une surface caractéristique, réunion de I’hypersurface

[Rys () 0] -

1 [k _ k() Ok _1@)] . ;
R YO Tl e b U=t
et des hyperplans caractéristiques, s’ils existent :
!
Ny = - _d_’fﬁ_. Okpr _
Mo +A1,W/x/ 0, kp () =kp—1(n) n; “lo dn; o

(=1,..,D
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[Ces hyperplans existent si les hypersurfaces K;, k,(n)=o, K, ,,
k,_1(n) = o, de P! ont un point de contact réel.]
Notons :

(IT.10) X2=3,UZ, Q(y) la composante connexe >y de R'— X,
Du théoréme 1, on déduit la proposition suivante :

ProrosiTiON 4. — L’opérateur de Tricomi-Clairaut, de partie principale

0 - d 0\ . .
X, — |= T, — | gy ( = ) est sirictement hyperbolique dans < (y).
g( d:c> gl< dx> g <ox)’ yperboliq ®

30 Conoide caractéristique K (y). — K (y) est I'’enveloppe’ des hyperplans
caractéristiques >y; leur équation est

l

o +277jxj =0,
1

7 réel, avec les relations

!

l
o —}—En;y;:go(n):o ou m—i—Z'n,-y/=k,)(v))~—nokp_1(‘a) =o.
1 1

Notons :
!
0@ —y) =, @—y)
1

En éliminant v, entre les relations ci-dessus, on obtient
n(@x—y)=o0, = réel, avec go(n)=o0 ou 9:(y, n) =o.

L’une des deux derniéres conditions exclut I’autre, puisque I'opérateur
étant strictement hyperbolique en y, on a

Re G;nRe G (y) = 4.

K(y) est donc lenveloppe des hyperplans d’équation #(x—y)=o
ol gy(n)=o0 ou ¢;(y, n)=o0 (n réel); pour que re K(y), il faut et il
suffit qu’il existe ne ReZ! et 1€ R tels que :

a@—p)=o,

go(n) =o [resp. ¢.(y,m) = o],

(II.11) g, (n)

x,'—y,-=7\ d'ﬂj resp. xj——y/=).

(G=1,...,0D.

d¢: (Y, m) J
dn J
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Soit II'(x—y) l'hyperplan de P! d’équation n(x—y)=o.
(IT. 11) exprime que II*(x —y) et G; [resp. G; (y)] ont un point de contact
réel ». Mais la relation

(I1.12) 91(x, n) = 9.y, m) + [n(@—1Yy)] kp—i (n),

entraine qu’un point de contact entre II*(x — y) et G} (y) est un point
de contact entre II*(x — y), G;(y), G;(x). D’autre part, d’aprés (II.11),
si ze K (y), la droite xy est contenue dans K (y). K (y) est donc un cone :
c’est C(y); Les courbes bicaractéristiques issues de y sont les génératrices
de C(y), puisque le long de ces droites, les hyperplans caractéristiques
touchent leur enveloppe K(y). L’émission &(y) est donc confondue
avec le cone d’émission @ (y).

ProrposiTiOoN 5. — Supposons Uopérateur de Tricomi-Clairaut strictement
hyperbolique en y. Pour que x € K (y), il faut et il suffit que les hypersurfaces
de P, I'@—y) [n(x—y) =o] e Gi[gi(n)=o] ou II'(x—y)
et G; () [9.(@, n) = o], aient un point de contact réel. Le conoide carac-
téristique K (y) est confondu avec le cone bicaractéristique C (y).

3. Calcul des dérivées d’ordre m — [ en x (m > [) des solutions
élémentaires E (z, y) d’opérateurs de Tricomi-Clairaut, pour x
voisin de y.

Nous appliquons ici les résultats rappelés dans I, § 3, 20.

1° Equation de la variété T et calcul de la forme différentielle a intégrer
sur . — Déterminons donc (£(t, 7, y), V. (L, m, y)) la solution du systéme
différentiel
ey _dy _ _ dy _d[logVu] =—di,
km (E) E,l km-—l(E) o E,.l km—l (a) g, (i)

(IL.13,) l
fomy)=m <n'y=")0+2m9/‘= °>’ Va0, n, 4) =1
\ 1

/

[voir les formules (II.1), (I1.2) et (II.3)].

Utilisons, pour le résoudre, les relations

Y_B gen
o o k,j=1,...,10,

que nous écrivons

z.
(I1.13,) =;_'n ot E=Cu .. f) et m= (04 ..., 0).
J
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On obtient ainsi, en utilisant 'homogénéité des polynomes :

k. (5) ki (n)
R
== E/ m--1 ( ) 5= 771' km,—l (77)

IO g LD g
[LOg V"L] - hj m 1 (E) de;/ é m—1 (f)) dh:/.

d'f)j,

En fonction de £;, on a

- km 1 N\
o= w7 km-(:)('fl) (E,'—‘ﬂj)—z ﬁk Uiy
(IL.14) L= ,,1_11(11)[ -g(x, 1)— 9 (¥, ,,)J
]Ln 7 (n)
) 3, n—1 (1)
(I1. 15) V’”_lm]

Si k1 (n) =0, 0on a
I1.16 fex=n@=y)
(-x6) | V.= exp(—g'(0)0)

Dans le cas général, on peut aussi donner les expressions de >.z et V,,
en fonction de (v, #). En effet,

‘E,Z - m——1 (7))
(II‘ 171) E/(z - .nljn 1 dt
(IT. 175) gr=mn;[ 1+ (m—1) kp_y () {]7,

la détermination du radical valant 1 pour { = o. % est le lieu des points (¢, 7))
ol t.x=o, x et y étant fixés [voir (I.8)]. D’aprés (II.17), une équation
de Z 1a ol k,,_1(n)£ o est

(I1.18) [1+(m—1)kyi(n) t]“;“g(x, n)—g(y, n) =o,

et d’apres (I1. 16), intersection de & avecla variété d’équation k,,—, (v)) = o,
a pour équations

kn—i(n)=n(®—y)=o.

11 est facile de vérifier, en utilisant (II.18), que pour que Z ait un point
singulier réel (f, n), il faut et il suffit que x€ K(y) : on retrouve en effet
les conditions énoncées dans la proposition 5.

Sur la partie de Z ou gg - 7; reste voisin de 1 pour x voisin de y, par
exemple 1a ou b
g, 1)

—i1|<k=Z1,

9@, )
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on peut calculer explicitement ¢{ comme suit. Utilisons (II.18) et la
relation

(IL.1g) g(@, 1)— g(@, 1) =[n@—y)] kn (n)-
On obtient

le polyndme en k,_,(n) au second membre étant divisible par k,,_.(n),
on a

(I1.20) t= Y}g(fy, n‘l)J) [I +P < Og(:(vy, !)1) ks (77)>]

ot P(u, v) est un polynoéme de degré m — 2 en u et v.

Pour calculer la forme différentielle sur %, on utilise (I.7) et (II.2) :
U5 G, 1), §) 0*EE 0, ) =— Vil 0, ) (A 7).
Supposons maintenant », =1. Donc
w(t, n)=—diNdn A\ ... \Ndu [voir (1.6)],
Pot €t 0, y) |, =E1 " Pus(n) |

8’ (1)
gy —]
: e

Vm. (t, 1, y) o0

[voir (I1.13,)],

[voir (II.15)].

Pour avoir, dans I'expression de V,, un exposant indépendant de v,
nous choisissons : ¢’ (n) = ak,—(n), €R.

DerINtTION 4. — La classe des opérateurs de Tricomi-Clairaut que nous
étudierons maintenant est définie par

(o) a(n )= (2)+ [z% +y] AL

Cette classe d’opérateurs est stable par multiplication & droite par un
opérateur homogéne a coefficients constants et par I’opération crochet
[voir (I1.7)]. Et on a

. 0 0>
aa<x,(—)—g-v>=a@<x,(—)—:i)y a+B=m-+1—1.

/

Poursuivons le calcul pour ces opérateurs :

Vm(ts T, y) .=

.
~

x
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Mais, d’aprés (II.14), sur la partie de % ou -ggi;z; reste voisin de 1,
pour z voisin de y, on a o
£ = 90y, 77).
g(x, m)

D’ou, (voir formule (2.3), p. 83 de [9]) :

- Nm—I+o B
"m—J (t’ 1y, X, ys Pm—l) = l gEZ: :)7; Pm—l(ﬁ) d_led/\__M
’ ot ¢.x)

~
x

Or, d’aprés (II.13) (x et y sont fixes) :

d . m - : g(y’ 7)) m
d—i(gx) g_ gl g(.’l,', 7])— [g(x’ 7))] g(x’ 77).
D’ou
. — 9@, "’)'ltld‘fiz/\.../\dm‘
Hm—l (t9 N, %, Y, Pm—-l) = Pm—-l (‘f)) [ g(x, -,)) ] g(x’ n) :

et en revenant aux coordonnées homogénes n =(ny, ..., m),

o—l (’J’(Y)) ,
g(x, n)

(IL.22) I, (, 0, 2, Y5 Pus) = Pni(n) [ Zg: Z;]
g(y, m)
g(, n)

mination du radical valant 1 pour z=y.

sur la partie de & ou reste voisin de 1 pour |z —y| petit, la déter-

20 Ezxpression des dérivées en x, d’ordre m —1, de E(z, y), pour |x—Y |
petit. — Rappelons que y* est la sous-variété : t =o de T et que ¢*(y)
est la sous-variété { = g(y, n) = o de y*. Identifions y* a P! et ¢*(y)
a G*(y). Soit %, la partie de % ou

9@, )
g@, )

1| <1,

Sur #,, II,,_; a I'expression (II.22). D’autre part, la formule (II.20)
montre que, lorsque = tend vers y le long d’une droite non contenue
dans C(y), %, devient voisine de P—'— G*(y).

Reprenons la construction des cycles y (voir I, §3, 39, en
remplacant II*(x) par II*(x—y); elle est valable pourvu que x& K(y)
(voir prop. 5).

Si I est pair, donnons 4 Re G*(y) I'orientation, hors de II*(x —y) :

99 (y, m) o' (1)
(II.23) ony [n(@x—y)]—dgy, n)

> 0.
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Si [ est impair, donnons & ReP/~! I'orientation, hors de II'(x —y) :

' ' (1) o
(IT-24) fE@—nl ~

Soit h(P~'— G*(y), I*(x—y)) la classe d’homologie de -. Il

existe des applications ®, de [P—'— G*(y)] dans Z%,, telles que
®.(h(P—— G*(y), I*(x —y)) = h(Z, y*), (voir prop. 8.2, p. 51 de[10]).
Donc ®.(y)eh(Z, y*). Or, pour ®,, on peut prendre I’application qui a
ne[P—'— G*(y)] fait correspondre le point (f, n)eZ,, la valeur de ¢
étant donnée par la formule (II. 20). Notons alors

Szm——.! (719 z, y); PnL—Z) - (I);‘ (Hm—l);

Q,,; a donc la méme expression (II.22) que II,,_;. De

Hm—l =f9m—1,
Do (v) Y

nous déduisons [voir (I.10)], si x est voisin de y et €&+ (y)—K(©) :
Pt 2VE@ ) =2 —— [ @i 7, g5 Pr)
m—I d—x (x9 y - ; (2 TCZ.)/_I \/v‘ m—1(Ns Ty Y5 Lm—1),

ProrosiTioN 6. — Supposons U'opérateur de Tricomi-Clairaut (1I.21),
de partie principale g <a:, d_(; >, d’ordre m .1, strictement hyperbolique

en y. Les dérivées d’ordre m — [ en x de sa solution élémentaire E(z, y) au
point y sont les fonctions de z, 1a ou xe€ &+(y)— K (y) est voisin de y,
définies par les intégrales

o pe)sen =3 i (1o 3T 5

v est un cycle compact de P!, relatif & II'(x —y), situé hors de
G*(z)u G*(y), dont la classe d’homologie h(P—'— G*(y), II'(x—y))
est celle :

— du cobord de Re G*(y), orienté par (II.23), si [ est pair;
(I1.26) { — de 2ReP' orienté par (II.24) et détourné de G*(y),
si [ est impair.

Remarque. — Nous avons supposé ’opérateur strictement hyperbolique
par rapport 4 N =(1, o, ..., o) au voisinage de y, mais nous constatons
que Dorientation de ReP'—!, quand [ est impair, est indépendante de
ce choix des axes.
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3° Une remarque sur I'orientation de Re G*(y), sil est pair. — On suppose
donc que (1, o, ..., 0)€A+(y). Calculons la forme différentielle résidu :

99 (y, m) w' () )
dn. [n(@—y)]~" dg(y, n)

Supposons 7; =1. Elle s’écrit :

(~_1)1_1 dg(y, 77) d'fh /\ N /\ d'fll_1 — d'f)g /\ e /\ df”_l’
dn. [n(@—y)|~dg(y, m) [n@—y]~

(d’apres la formule (2.3) de [9]).
Revenons, aux coordonnées homogeénes. Elle vaut

2(—1)“)/ dns )\ - Aév\z/ Ao N dn
[ﬂ(x—y)]“

j=2

Or le produit intérieur gauche du 1-vecteur N, N = (1, 0, ..., 0),
de Z/, par la (I —1)-forme o' (n) sur Z/ est la ({ — 2)-forme

N
N _Jo'(n) =——2(——1)/n, dos N Ndog NN dog,
i—2
(voir [2], chap. III, § 8, n° 4).
L’orientation de Re G*(y) en dehors de II'(x —y) est

N _|o'(n)
(I1.27) (1@ —I—

Sous cette forme, elle est indépendante du choix particulier des axes
fait au début.

>0,  NeA+(y).

4. Calcul des solutions élémentaires E (z, y) d’opérateurs de
Tricomi-Clairaut (|x — y | est petit, m >. ).

Sim=1, de (IL.25) on déduit

_1 9@ ) |7 '(n)
(I1.28) E(z, y) = (gﬁl')l~1£[g(y, n)J 9(y, )

Si m >, nous allons intégrer (m — [) fois par rapport & x I'intégrale
figurant au second membre de (II.25).

19 Méthode d’intégration. — Nous supposons y fixe, |x—y| petit,
z¢ K (y). Plus précisément, x varie au voisinage de y a Uintérieur d’un
cone étranger a K (y). A chaque intégration, nous utiliserons le résultat :
E(z, y) et toutes ses dérivées d’ordre -~ m—1I[—1 s’annulent pourx =y
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(théoréme 4 a, p. 66 de [10]). Nous utiliserons aussi la formule suivante,
« dérivation sous le signe somme ».

Soit £ (7, x) une forme différentielle de degré [ —1 en =, holomorphe
de (n, ) pour n voisin de y et x voisin de y, dont les coefficients sont
nuls sur II*(x —y); puisque dycIl*(x—y), on a

d 7}
(I1.2g) 7 [ et = 00 ),
(voir formule (16.3), p. 69 de [10]).
Posons
1 [ p|e—i+t 1
(I1.30) Fo(,0)=1 [a] S

F,._.(u, v) est donc une fonction homogéne de (u, v) de degré (—1),

holomorphe pour uv;# o et ; voisin de 1. D’aprés (II.25), on a donc

(I1.31) Py (%) E(z, y)

I I

TN [Pm—l('n) Fm——l (g(x’ 7))3 g(y’ ’7)) wl (7)).

BEXCEIENA

Notre but est d’expliciter E(x, y) par une formule du méme type
que celle-ci. Pour le faire, nous allons montrer qu’il existe F,(u, v),
o~ p=m—1, fonction homogéne de (u, v) de degré (—1), holomorphe

pour uv o et 11)_1 voisin de 1, telle que, V P, ((% > polynéme homogene

de dérivation d’ordre p, on ait
9N
(IL32) P, (d_x) E(z, y)
1 1 ,
= Gy | Pr Fa9@ ), 9@, o) [n@— p)—7a/ (o).

Les propriétés de F,(u, v) entrainent que la forme différentielle est
holomorphe au voisinage de vy, qu’elle s’annule pour x=y et pour
n(@—y)=o, dés que p>1. D’aprés (II.29) une condition suffisante
pour F, est donc '

Ja (L8 @D Fy (g ), 90, 1)

=n;[n(@—y""""Fpis (9@, 1), (Y, 7))-
Orona

9@, n)— gy, n)

0
a};g(x, 0) =0 kn_s(n) =, LAl
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En divisant par n;[n(x—y)}»—7—', on obtient donc
(u—v)dﬁu Fo(u, )+ (n—1—p)F, (1, ) =F,.. (4, v),
ce qui peut s’écrire :
(1.33) 2 (@ — ) F (, 0)) = (a— )"~ Fps (u, 0.

Cette relation détermine entierement F,(u,v), o=Zp~=m—1I. En
effet, pour p=m—1, F,(u, v) est déterminé par (II.30). Suppo-
sons F,.,(u, v) déterminé, holomorphe pour u=v et uv o, homogéne
de degré (—ri). (II.33) détermine F,(u, v) unique, ayant les mémes
propriétés : (u — vy"——7F,(u, v) est la primitive en u, nulle pour u =y,
de (u —v)y"—-rF,.(u, ).

20 Calcul de E(x, y). — D’apres (I1.32), on a donc besoin de F,(u, v),
qui, d’apres (II.33) vérifie

d/n—l 1 v" a—{+1
e (@ — 0=t B, 0) = Fo it ) = 5 2]
on sait aussi que (u—v)"'F,(u, v) s’annule (m—1) fois pour u=v.
On a ainsi, en général :
v.’x——l um—o—1 ro (H, l))
(u — v)m-—l )
I

=) (—2t) .. A—atm—I—1)

Fy(u, v) =cq,

(I1.34y)

Q«(u, v) est un polyndme d’intégration en u de degré m—I—ri.
Etant nécessairement homogéne de degré m —I—1 en (u, v), c’est aussi
un polyndéme en v. La formule (II.34,) vaut sauf s’il existe un entier k

tel que
—1=Zk=Zm—1-—>» et l—a+k=—1,

c’est-a-dire lorsque « est un entier n tel que
lZ=a=nZm—1.
On obtient alors
pr—lun—r=ilog [% ] —Qu(u, v)
(u— vy ’

C"=(n—l>x(_<r—nl)]—biz—1>! <l°g[%] =o pour; =‘>

ou, pour les mémes raisons que précédemment, Q,(u, v) est un polynéome
homogéne de degré m — [ —1 en (u, v), parfaitement déterminé. Précisons
BULL. SOC. MATH, — T. 97, FASC. 1. 3

F,(u, v) =c,

(I1.34:)
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comment on peut obtenir ces polynomes. Posons 7\=:)—1 dans les
formules (II.34). Nous obtenons au second membre :

Coc )\Ill—a—1_Qa()\ I)

Fy(u, v) = E—r

ou
Z Am——11ogh — Qu (3, 1)

Fy(u, v)= O —1)

Qu(2, 1) [resp. Q.(%, 1)], est la somme des (m—1I) premiers termes
du développement de Taylor autour du point 2=1 de Am——t
(resp. A—7—1]og}). De I’homogénéité de F, (u, v), on déduit

w measa ()= in(l)
Posons
_ 9@ )
I1.36
(11.36) 9. )
Au voisinage de v, A est voisin de 1 et vaut 9 Ex’ Z;
(I1.37) FO)=F,(, 1) = %F(,(I, %)
De (II.32), (I1.35), (I1.36) et (II.37), nous déduisons
et @' (1)
E@ 9=} tmm lme[n(x—y)] et

ProposiTiON 7. — Supposons l'opérateur

(i) = [+ (B += ) (2 | o)

d
de partie principale g <x o% > =0 < J > 9o <(%c> s d’ordre m>.1, strictement

hyperbolique au point y. Sa solution elementaire au point y, E(z, y), est la
fonction de x, pour x € &+ (y)— K (y), définie pour x voisin de y par

w'(n)
9@, )

(11.38)  E(x, y)=§ r_m)l_ fF(R)[n(x—y)]""

o) = (z, 1) est voisin de 1 sur v (y cycle construit comme dans la propo-

9: (Y, 1)
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sition 6), ot F(2) est holomorphe au voisinage de 4 =1 et est donnée par
les formules

| F(h) = pa—, si m=1l;

F() =c, et — Qa (4, I)'_

(}\ _ I)//z—l
1
Ca = ) si 1
(I1.39) (—a)y—a+1)...(m—a—1) m>
et o n’est pas un entier appartenant a [[, m—1];
Am—n—1 10g7\ — Qn (7\, I) (_ I)n—l

FQ)=c, Cn=

(—1)m ~ (n—D! (m—n—1)!
si m>1 et « est un entier ne[l, m—i];

Qu (%, 1) [resp. Q. (%, 1)], est le polynéme en 4, de degré m —1—1, somme
des m — [ premiers termes du développement de Taylor pour % =1 de Am—%—1,
(resp. Am——1log 1), celte fonction valant 1 (resp. o), pour i =1.

CuariTreE III.

Propriétés des solutions élémentaires d’opérateurs
de Tricomi-Clairaut.
Prolongement analytique de ces solutions élémentaires.

1. Propriétés des solutions élémentaires.

19 Opérateurs homogénes & coefficients constants (m>x1). — Ecrivons
la formule (II.25) :

Pyt (%) E@ Y=} Gry= f( Pyi(n) [M]“—’“ o' (n)

\ g(x, ) 9@, »’

avec

_ 9@y, ) _

gy, n)=go(r),  donc gy
Les calculs d’intégration sont valables & condition de poser
Fri(, v) = g, a=l—1.
D’out
I
F, (ll, U) = (ITITI)!T),

F)=F()= (mITz)z
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Choisissons y a I'origine; la forme différentielle

' (n)

Lo 21" 5

étant holomorphe hors de Gg, on peut I'intégrer sur la classe d’homologie
h(P—'— G, II*(x)) de ~.
Si I est pair, utilisons la formule du résidu (théoréme 1, p. 88 de [9]) :

ami [n.x]™ () = [n. x]m—lm (‘n)
" ' dg,(n) > (Pl 9o (”7)
(S, T1* () Gh (@t — G}, IT* (x)

. Jd N .
ProrosriTion 8. — L’opérateur g, (d—x » homogéne a coefficients constants,

d’ordre m > 1, strictement hyperbolique, a pour solution élémentaire E (z) la
fonction valant pour x€ &+(0) — C(o) :

I [71 x]m_ ,(Y’)
(II1.1) ‘E(x) = > th(az,ﬂ*( (m—1I)! dgo(n)

si [ est pair, h(G;, II'(x)) étant la classe d’homologie compacte de Re G,

orientée en dehors de II*(x) par [—, 2T E') o, olt Ne A+(o0);

_ f [n.2]" o' (n)

1
— T )
2 (2mi)—t R(PI— — it TI* (@) (m D! go(n)

(Ill.2) E@=

si I est impair, h(P—'—G;, II*(x)) étant la classe d’homologie
w'(n)
[n.x]

compacte de 2ReP!—', orientée en dehors de II*(x) par

> o, el
détournée de G,.

Comparons ces formules a celles d’HERGLOTZ si [ est pair, a celles de
PeTrOWSKY si [ est impair (voir [11]). La formule (III. 1) est, & la notation
pres, celle ’HErGLOTZ (théorémes 43.1 et 44.1, p. 82-83 de [11]). Si I est
impair, la formule de PETROwWsKy (théoréme 46.1, p. 87 de [11]) fait
aussi intervenir la forme résidu

[a.2]"t o'(n)
m—D1 dg.(n)

Prouvons que h est aussi un cobord dans ce cas. En effet, on a
He (P, ' (x)) = He (G =o.
Soit i, 'immersion de (P'—t— G;) dans P*—, On a donc
ihe Ho (P, II*(2)) = o.
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Ceci est une condition suffisante pour que h soit un cobord (voir[9], p. 85).
Il existe donc h, € Hc(G,, II*(x)) tel que h = dh,. PETROWSKY construit
des cycles appartenant 4 h,, dont la définition n’est pas trés simple.
Il peut étre intéressant d’avoir comme dans (III.2) une intégrale supplé-
mentaire et un cycle plus simple.

E(x) est une fonction analytique de z pour ze€&*+(0)— C(o)
(théoréme 3, p. g7 de [9]).

20 Opérateurs oi1 o est un entier n (m > [l). — Considérons les opérateurs :

!l
0 0 0 0
an<%> =k’"<(ﬂ> +|:ijd—x] +n]km—1<d—x>a
j=1

notons E,(z, y) leur solution élémentaire.
Distinguons deux cas :
(a) nn’appartient pas a Uintervalle (I, m —1) (lequel est vide si m = I).
Si neZl—1, posons n=1—1—k, k entier > o. D’aprés (I1.39),
on a

)\m—lJrk_ Qn ()\’ I) .
[

Fo()=cs

F,(}) est donc un polyndme en i de degré k, que nous notons Pi(2).

Pour k=0, on a P,(A) = *__. La forme différentielle

(m—1)!
g1 (x, 1) T ()
P"(m(y, n))“’(x QLTS

est holomorphe hors de G*(y), ou elle a une singularité polaire [d’ordre 1
sur G;, d’ordre k41 sur G;(y)], et on peut l'intégrer sur la classe
d’homologie h(P—'— G*(y), II'(x — y)) de y. D’ou

o s~ e (33 e

ou h est la classe d’homologie :

— du cobord de Re G*(y), orienté en dehors de II'(x—y) par
N_Jo'(n)
[nx—y]~

— de 2ReP~, orienté en dehors de II*(x—y) par

> o, si Ne€ A+ (y) et si l est pair,

o’ (1) =
) , e [n(@—y)]
et détourné de G*(y), si l est impair.

Si n>.m, posons n=m -+ k, k entier > o. D’aprés (11.3g), on a

AE () = ¢ rk(x__x?)n(i, 1) =c,,<%>’n<—+ _‘>Q:‘_<zl %>
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Comme 2 F, (%) est holomorphe au voisinage de 2 =1, comme Q, <1, ;)
est un polynéme en l de degré m—I—i1, 1F,(}) est un polyndéme

de degré k en - , notons-le P} < ;\> Evidemment, pour une méme valeur

1

de k, P; et P; sont proportionnels. En particulier pour k = o, P, = w=ni’

g1 (y’ ') n— wl(n)
P (g ) tne—) C)

étant holomorphe hors de G*(z), ou elle a une singularité polaire, on peut
I'intégrer sur la classe d’homologie h(P—'— G*(z), II*(x—y)) de 7>
et I'on obtient

: g:(y, ) et (1)
(IL.4)  Epale, y) =, Wfp <g1(x n)>[ ="

La forme

ou h est la classe d’homologie :

— du cobord de Re G*(z), orienté en dehors de II'(x—y) par
N_]w'(n)
[n@@—y]—

— de 2ReP', orienté en dehors de II'(x—y) par

> o, si Ne A+ (x) et si l est pair;

o' (1)

[ne—pT ~ °

et détourné de G*(x), si l est impair.
(b) n appartient a Uintervalle (I, m—1), donc m> 1+ 1.

D’apres (I1.3g), F,(2) contient logi. L’expression de E(z, y) ne sera
donc pas commode en particulier pour I’étude du prolongement analy-
tique, mais nous allons démontrer que des dérivées d’un certain ordre
de E(z, y) auront des expressions simples. I1 y a évidemment les dérivées
d’ordre m—1 [formule (II.25)]; mais considérons aussi les dérivées
d’ordre m — n, et montrons que

I
Frnnlw0) = o—pa
En effet, d’aprés (II.30) et (I1.33), on a

dn—l u l—n
e (@ Foea () = Faa(t ) = 5 ()

l—n
et une primitive d’ordre n—1 en u de 111< %1) » s’annulant (n —I) fois

pour 5 =1, est évidemment (w—o~ De (II.32), on déduit

m—Dlu

_ [n@—y)I! ')
(I11.5) Pm_n< >E @ y) = (Ml)l 1 f Pyn(n) n—D! g@ )
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h étant défini comme dans (III.4). (III.5) peut s’écrire d’une autre fagon :
‘12 . . \ . J

considérons l'opérateur homogéne a coefficients constants g <x, 51) )

ou x est un parameétre et f la variable, et sa solution élémentaire en O, E..(f).
On a

Jd 7]
Pm—n <5§:> En (ﬂ?, y) = Pm—-n (5‘t> E.l (t)

l=x—Yy

30 Relations de syméirie. Relations de récurrence. — Nous supposons ky,
et k,_, fixés.

(a) Relations de symétrie : Nous avons vu que si

De (I.1), nous déduisons donc
(1I1.6) E;(x, y) =(—1)"E3(y, x), a+B=1l+m—r;

(II1.6) est vraie sans hypothése sur [ et m, et on la vérifie facilement
4 partir des formules (II.39) pour m>.1 et |x —y| petit.

(b) Relations de récurrence : Nous allons démontrer ceci[voir (IIT.12)] :

- l
(—2)Ea(t,y)=| m—a2—Y <x,-—y,~>5%] Esi (2, 3)-

Nous supposons d’abord : m>.1l, xe&+(y)—K(y), |z—y| petit,
2 et « —1 ne sont pas des entiers appartenant a (I, m—1), donc o n’est
pas un entier appartenant a (I, m). Posons

)\m——a 1 Qm ()\ I)
( —1 ) m—{

D’ou, en utilisant les formules (II.38) et (II.39) :

B @ p=di [#0)ne—pi

E,, (.1', y) = da—i/ Foa ()\) [n (x y)]m—l g(;](nzz)

1 1
2 (2mi)—t

dy=

Fo(h) = Car

(I11.7)
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Cherchons une relation entre 7, () et F4_,(2). Sim>1, on a
Q(h, )= 1+(Mm—a—1)Q—1)+...

m—oa—i1)(m—a—2)...(

(
+ m—T—)!
Qua( )= 14+M—a)y(A—1)+...

(m—a)y(m—oa—r1)...(l

—a+1) (O — 1)t

—a+ 2) m—l—1
+ m—T—0) =)=,
D’ott la relation, évidemment valable sim =1 (Qu=Qy_1=o0) :
—1 0Qu1(2, I)

(I11.8) Qaai(?, 1) —Qu (2, 1)— — N

Ecrivons

- A (4 A —1) — Qai (A, 1)
I a—q (;\) = ()L — I)m—l
Ca AT (A —1) + Qa (A, 1) — Qi (A, 1)
=F.(}) r—1)~ :
De (II1.8), on déduit
(m—ayin-scs 90 )

(III'Q) 3-‘0“1 (}\) =37°‘(}\) + m—a (;\__I)m—l—l

Démontrons

. _
d
(II1.10) [ Z(x/-yj) JEJ Ea.(z, y)
J=1
(m . (Z) Am—a—1__ dQ““ (x’ I)
=dus | A ln@—ppt 2
=, (G —ym—= D)

D’apres (I1I.g), cette forme différentielle est holomorphe au voisinage
de 7.

Remarquons que
i
J |,
(ITL. 11) [2<xf——y/>;,;j]|_n<x—y>1=n<x—y>.

Dans I'expression (III.7) de E,_,, on peut dériver sous le signe somme
par rapport 4 z : en effet, si m > [, 1a forme différentielle s’annule sur a7,
puisque 7 (x —y) =o et sim =1, on utilise (III.11) et la formule (16.3)
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de [9]. On obtient ainsi

l
[Z @—y)) %] E. (@, y)
{
B 0F 51 () o
= "°°—1fY { o [ 2@—y) dx,]

1

J— 7 J— m— _L(n)_’
+(m l)ffaﬂ(l)}[n(x LT
avec
a1 9Qu

- (m._.a))\m a—1___ o

Tt = G—n! !
l l

O N ke () _ 0@ — D ks () _
21@’ ) oz, 21'@’ AT 9@y, m) (.

Dot la formule (III.10). De (III.7), (III.g) et (III.10), on déduit
_ . .
(I11.12) (I—a) Eu(x, y) = [mm—a—Z(xj—y/)-deJ E...(@, y).
1

Si o et o—1 sont entiers et appartiennent a (I, m—1), c’est-a-dire
si « est un entier appartenant & (/4 1, m—1), la démonstration
de (III.12) est analogue, la relation entre Q,(2, 1) et Q, (2, 1) étant

(m— 1) [Qu—1s (s )—Qu(, V)] =<x_l)[fLQn_—5§%__l> _xm_n_l]_

Restent les cas ou o =l ou o == m. Dans le premier cas, on a

(II1.13)  Eia(x, y)= é (Qﬂ.2)1—1£[nii1:y3)];l_ gﬁ()yfnn)).

D’ou la relation
. i
0
(II1. 14) [E(xj—y,-) EJ Ei (2, y)=(m—0) E (%, §);
1

c’est une relation d’homogénéité : pour y fixé, d’aprés (II1.13) E,_, (x. y)
est une fonction de (x — y) homogéne de degré m — 1.
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Si o =m, on a

11 [n@—y]"~" '(n)
(II1.15) E,(z, y)= 2 (2 mi)— j; (m—1)! g(x,nn),

Em—1 (x y) = E I (—1)'"—1—-—1
s 2 (Zﬂi)l—i (m—'l—l)[

IOg A— Qm—1 0‘ I) . (77)

[ CEDEEE ly(y )’

tYm—I
puisque gm ()\) — ( ;) -, gm_1 (}\) _ 10g7\( Q;n)::_(lx I)

m—/ m—I—1 — d Qm—1 ()\, I)
Qm(}w I) _I" (—I) ()\ ——I) =1 — ——d;\ .

D’ou, par des calculs analogues :

l
(I111.16) (m—DE,(z, y) = [E(x,-—y,-)%i] Epi(z, y)-

1

Supposons maintenant m < l. Multiplions I'opérateur a, <x, Ed:i > par un

opérateur b<%> » homogene, a coefficients constants, strictement hyper-

bolique, de sorte que a,b soit strictement hyperbolique au point y et
d’ordre m'>.l. Entre E;, ,(,y), solution élémentaire en y de a,b,
et E, (z, y), solution élémentaire en y de a,, on a la relation

E.(z, y) _b< >E (@ Y)»

puisque la distribution (en x) au second membre a son support dans &} (y)

et vérifie
oN [,/ 0
(o 53) [ () B 0] =2

On a donc, d’aprés (IIT.12) :
, Jd
(I—a) Eq,a5(x, §) = [m —a— @ —Y,) 596—1] Eo s, a(, Y)-

Faisons opérer b(%:) sur les deux membres de cette relation, en

utilisant la relation

b(%)i@’ y,)___[ﬁ@,_y/)%]b((%)+$a,-ba(§)5>
[i(x,»—y,')% + m'_m] b<t%:>
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On obtient exactement (III.12) :

’ 0
(—2) Ea@, ) = [m—a—Z (x;—y;)d—@] Eor (@, y)-

1

En utilisant la relation de symétrie (III.6) dans (III.12), on obtient

l
7
(IL.12)) (n—2)Ear (@, y) = [z_a_;(x,—y,)d_w] E.(@, y).

(ITT. 12) et (III. 12,) sont deux relations différentielles entre E, et E,,_,,
sauf si o« =1 ou « = m. Résumons les résultats.

ProrosiTiOoN 9. — Soif la famille des opérateurs de Tricomi-Clairauf :

!
0 0 0 0
aq<l', %) zkm(%) —I_ I:Zx/d—x] +1:| km—1 <%>’

/

de partie principale g(x, d%c > Supposons ki, k,,—, fixés et a réel variant.

Entre les solutions élémentaires hyperboliques E, (x, y) de ces opéraleurs,
on a les relations

Ei(t y) =(—1)"Eg @9, @), a+p8=I1+m—1;

(l—2)Ex (x,y)= [m—a 42@1‘"‘!]})5%} E.a(z, y);

(m—o) Exy(z, y) = [l —a —Z(x/—y/)EZ—jJ E.(z, y).

Pour o = [ (resp. « = m), la deuxiéme formule (resp. troisiéme formule)
est une formule d’homogénéité. Si m>. [, on a d’ailleurs

» m—l !
N P f [n@E—=yI"* o'(n)
1Y) 2 (2mi)-t hP—t—Gr(y), TT* (e — 1) (m—1D! 9@, T‘)’

. . m—{ /
En (ty) =" _‘_/ [n@—yI"~ o'(n)
( y) 2 (2 T l)l_l h (P — G* (x), TI* (e—1)) (m - l) ! g(x’ Yj)

Si n est un entier appartenant a (I, m— 1), on a

—_ n—{ !
% PN L) O
h (Pt —G*(x), II* (2 —y) ( ) (n _l)l g(x: "))
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2. Prolongement analytique des solutions élémentaires, si o est
un entier n,

Soit Q une composante connexe de R’— X ou 'opérateur est strictement
hyperbolique (théoréme 1). Lorsque ze€&+(y)— K(y), la valeur de la
solution élémentaire E, (z, y) est donnée par une intégrale. Nous étudions
le prolongement analytique de cette intégrale.

1° n < l—1.— Pour m>.1, l'intégrale figurant au second membre de
la formule (III.3) est prolongeable analytiquement en tout point (z, y)
tel que ye Q et re R‘*— K (y). En effet, en un tel point, Re G*(y) est sans
singularité, Re G*(y) et Rell'(x—y) sont en position générale; ceci
reste vrai pour les variétés complexes correspondantes au voisinage de
leur partie réelle (nous utiliserons souvent ceci par la suite). Le théo-
réme 3, p. 97 de [9] prouve que, dans ces conditions, I'intégrale (III.3)
est une fonction holomorphe dans un voisinage complexe de 'un de ces
points (z, y), d’ou le résultat.

Pour m < 1, la solution élémentaire est aussi égale, pour x € &+ (y)— K (y)
4 une fonction prolongeable analytiquement dans le méme domaine réel.

En effet, multiplions 'opérateur a( , ?%: > par b<d—d—x >a homogéne a coeffi-
cients constants, de sorte que ab soit strictement hyperbolique en y et

ox
produit d’opérateurs hyperboliques d’ordre 2. Calculons, pour

d’ordre m'=1, ou m'==1-+41 : c’est possible en choisissant b<i>

reé+(y)— K(y), E.(x,y)=> ( 5% > E"” (x, y) comme suit, en suppo-

sanf n =1—1 ou n =m— 1 : Panalyticité du prolongement pour
ces deux valeurs de n et la relation de récurrence (III.12,) montrent
alors l'analyticité du prolongement pour toute valeur de n<I[—r.
Supposons aussi que m' =1 : aprés une dérivation, si m'=10+1, les
calculs sont les mémes. D’apres (II1.3), on a

B 5 ) — Cte f o)
(—t,ab ( ) h(PI— —G* (y)uB* 1I*(x, y) 9> ) b(‘ﬂ),
9: (@, Yi)> w' (1)
9@, m) b(n)

P, ,,(3) étant un polyndéme de degré !—m, B* ayant pour équa-
tion b(n) = o. Utilisons les formules de dérivation (16.3), p. 69 de [10],
et (10.6), p. o7 de [9]. P, <9‘3’£> étant de degré 1, on a

0 a P,(n) w'(n)
P, <_d§) Er 1 a@ y) = Cte‘/‘;h 7@, 1) b@) d[n(x——y)]’

Eps a(x, §) =Cte f

Pl—m(
AP —G*(y) U B, TT*(z, 3) 91, )
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9. _ Pi()kyi(n) dPi_,, ' (n)

Pu(55) Ensan@ 9) = Cte | s 5 b6
P, (Y)) Pl—m(l) (OI(TI) .
o 9@ 1) b(n) d[n(@—y)]

b< (—%> étant homogéne de degré [ — m, on obtient finalement

+ Cte

(I11.17)) E., (z,y) = b<d-a:> Ei s, (%, Y) = Ctefgﬁ d[n(x—g;!)]izj}zz, )

(II1.17,)  Ens(x, y)

_ b<o%;> Ens (@, 9)
= o[G0 0

o' (n)

+ Ctef,m{ 9@ Ddln@—1)]
" () N0
”’Ag(y,n)]+,,,+‘” [g(y,-n)]z_

dls@—pF dln@—yI—"

b(n) a disparu de toutes ces intégrales, qui sont prolongeables analyti-
quement pour yeQ et xreR/'— K(y), d’aprés le méme théoréme 3,
p- 97 de [9], C. Q. F. D.

22 n > m. — Utilisons alors la relation de symétrie (III.6) et le résultat
précédent : E,(z, y) coincide pour xe &+(y)— K(y) avec une fonction
prolongeable analytiquement en tous les points (z, y) tels que yeR!
et te 2— K (y). Ce qui précéde est valable sans hypothése sur [ et m.

Supposons maintenant : m <<l et m=n-<Il—1. On a un résultat
" plus fort dans ce cas : la formule (III.17,) montre que, pour n =1—1,
Pintégrale se prolonge analytiquement en tout point (z, y) tel que z& K(y);
la relation de récurrence (III.12,) montre qu’il en est ainsi pour tout
ne(m,l—i).

3o ne(l,m—i1) e m>.l+41. — Considérons d’abord n =1I1. On
rappelle que

.

0 1 1 w'(%)
Pm— <—"> E xr, = - TR f Pm~ v
"\ ox 1@ y) 2 (ami)—t, h (Pt — G* (), IT* 2 —y) ) 9(@, 1)

E,(x, y) est solution d’un systéme différentiel & coefficients constants,
dont les seconds membres sont des fonctions analytiques de (z, y)
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pour yeR’ et reQ — K(y). Les conditions d’intégrabilité d'un tel
systéme sont (voir [13]) :

(I11.18) 5%_ f 14 Pr11(1) Czac(ﬂr))) po f 0 Pt (1) (;(nr),)

pour j=k, P,_,.(n) étant un polyndme arbitraire homogene de
degré m —1I—1. Or (III.18) est vrai pour xe€ Q voisin de y et ¢ K(y),
la valeur commune des deux termes étant

_f N Nk Kt (1) Pru—i—1 (1) o' () + NNk Proi—y () o (n)’
f Ly, n)]* on 9@ n)d[n(x—1y)]

fonction analytique de (z, y). Donc (IIL.18) reste vrai quand x décrit
tout segment d’origine y, contenu dans 2 — K(y); il existe une forme
différentielle w(z) de degré 1 en z a coefficients analytiques de (z, y)

telle que :
() ac
Pm_,'_1 <5§> E[ (.’L', y) =[ ® (Z).

Pm_1‘1<%> E;(z, y) est donc une fonction analytique de (z, y), et

I'on poursuit les intégrations; E;(z, y), donc E,(x, y), pour n€ ([, m—1),
[en utilisant (III.12)], coincide pour x € &*+(y)— K(y) avec une fonction
prolongeable analytiquement en tous les points (z, y) tels que le
segment [xy] soit contenu dans Q et x & K (y).

4° Singularités de la solution élémentaire sur X. — Nous allons préciser
la nature des singularités, lorsqu’elles existent, sur %,—2,, des prolon-
gements obtenus précédemment pour la solution élémentaire. Nous suppo-
sons d’abord m > I. Nous utiliserons le théoréme 4, p. 98 de [9].

(a) Singularitéde E;_, (x, y) pour y € %, (m>1) : Nous supposons x fixe,
ye tendant vers X,-—3,; G;(y) a donc un point singulier réel
lorsque y € X,. Nous supposons qu’il est quadratique et qu’il n’appartient
pas a II'(x — y). Rappelons que [voir (II1.3)] :

_: (la@—yl! ')
Era(@,y) = (mri)"i./h (m—0n! g, )’

mais nous savons que k(P—'— G*(y), I"(x—y)) est un cobord : h =dh,
(voir 11, § 1, 1°). Ecrivons donc

- (2 — )=t 2 ()
E,_, (x’ y) = Cte h,[ 1(13 y)] ldg(y n)
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Avec les hypotheses faites, le théoréme rappelé [appliqué pour ¢ =1,
p =o, degré »'(n) =1—1], s’applique & cette intégrale, et I'on obtient

E._,(z, y) =Hol(y) + Hol(y) log s(y) (si I est impair),
[—3

= Hol(y) + Holy)[s(y)] * (si I est pair),

s(y) étant une équation locale de X,, Hol(y) désignant une fonction
holomorphe de y.

Remarque. — On vérifie facilement que si le point singulier de
G; (y) e II*(x — y), cela entraine, en général ye K (z). En effet, s’il existe n
réel tel que

ok,

Ok,
9. 1) =n@—y) = 5" +Inyl-5

+yk,1=o0 (G=1,...,D

d‘f)j
cela entraine, si k,_, (1) 32 o,
Jdk ) ok,_
gi(x, n) =n(®x—y) = (772;; +[n.z] d:)ji +xikps+ Y —2x)) kp—s =0
G=1,...,D.

C’est 1a condition x € K, (y) (voir prop. 5).

Si k,—s (n) = o, m est aussi singulier sur Re G} (x) et x€ X,. Nous avons
donc & écarter aussi le cas olt x et y appartiennent 4 un des hyperplans
dont peut étre constitué 2X,, hyperplan correspondant aux points de
contact réels, s’ils existent, entre K, et K, _,.

(b) Singularité de E,(z, y) pour x ou yeZ, n¢(l, m—i1) (m>1):
Utilisons (III.12,) et (II1.6). D’ol1 (k entier > o), si ye X,— 2, — K(x):

E;_i_i(z, y) =Hol(y) logs(y) + Hol(y) [s@)I* (I impair),

(IIT.194) =3 _,
= Hol(y) + Hol(®) [s(y) * (¢ pair);
size2,— 2, —K(®y):
E,..x(x, y) = Hol(x) log s(x) + Hol(z) [s(x)]* (I impair),
(I1I.19y) { (=3
= Hol(x) + Hol(x)[s(z)] 2 (I pair).

(¢) Singularité de E,(z, y) pour ne (I, n—1) (m>1+1) : Utilisons
: d TN Ay o
Pm_-n( «)70) En(x, y) et (I11.6). Dou :
—siyeZ,

Poipy <di> E.(z, y) =Hol(y) + Hol(y)logs(y) (! impair),
(I11. 20,) y

[—3
=Hol(y) + Hol(y)[s@)] * (! pair);
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— sizel,

P <5"5> E.(x, y) = Hol(x) + Hol(@) logs(@)  ( impair),

—3

= Hol(x) + Hol(z) [s(x)] ® ({ pair).

(I11. 20,)

(d) Cas oit m<l:Sine(m,l—1), nous savons que le prolongement
de E, n’est pas singulier sur X,. Sinon, étudions d’abord le cas n =m —1,
en utilisant la formule explicite (III.17,). Seule la premiére intégrale
est singuliére; la forme différentielle étant cohomologue a des formes
ayant sur G*(y) une singularité polaire d’ordre 1, on a, siye 2, :

E,1(z, y) = Hol(y) + Hol(y)logs(y) (I impair),

[—3

= Hol(y) + Hol(y)[s@)] * (I pair).

Utilisons les relations de récurrence et symétrie. Pour k entier ™. o,
on a:

— sigel;:
(I1L.21) E,—1x(x, y) =Hol(y) log s(y) + Hol (,EJZES ®I™*  (impair),
= Hol(y) + Hol(y) [s(@)] * ( pair);
—sizel, :
s E.;r (z, y) =Hol(z) log s(x) + Hol(x)[s(x)] * (! impair),
(-2 | — Hol(z) -+ Hol(@) [s@)] * ( pair).

On obtient ces formules a partir des formules (III.19) en échangeant [
et m.

Remarques. — 1° Si | =2, X, est une réunion finie de droites de R?
et les résultats précédents s’appliquent lorsque x ou ye X,— X,.

.o . . . l+m—1 .
20 L’indice o des opérateurs auto-adjoints, « = %, est entier

si m et [ sont de parité différente. On a alors : si m<1—1, le prolon-
gement de E(x, y) est analytique pour z¢ K(y), si m>1[+1,il est
analytique pour [zy]c L et x¢ K (y), et singulier pour x ou ye X.

ProrositioN 10. — Les solutions élémentaires E,(x, y) des opérateurs
de Tricomi-Clairaut (n entier positif ou négatif) :

l
0 0 J d
an<x, 55) =k"’<()—x> ‘I" I:Exl-d-fi; +n] k,n_1 <EC>’
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sont égales pour x€ &+ (y) — K (y) a des fonctions de (z, y), prolongeables
analytiquement dans les ouverts suivants (&2, composante connexe
de R‘— X, ol l'opérateur est strictement hyperbolique) :

(@) ye &, xeR'— K(y), si nZinf(l, m) —r1;

(b) yeR!, x€ Q — K(y), si n>sup(l, m);

() ¢ K(y),sim<=nL1—1;

(d) segment xyc Q, x& K(y), sil<=nm—1.

Quand m et [ sont de parité différente, tous les opérateurs autoadjoints
correspondants sont du type (c) ou (d). Les singularités du prolongement,
lorsqu’elles existent, sont données, pour x ou yeZX,, par les
formules (II1.19), (III.20), (III.21).

Remarque. — A la fin du paragraphe 4 suivant, nous étudierons le
probléme du prolongement a travers X (au sens des distributions).

3. Transformation des intégrales en vue de leur prolongement
analytique, lorsque o« n’est pas entier (m>. ).

19 Position du probléme. — L’intégrale (I1.38) définit une fonction
analytique de (x, y) pour x voisin de y et x& K(y), d’aprés le théo-
réme 3, p. g7 de [9]. Mais, sauf si « est entier ou si I’opérateur est homogéne
a coefficients constants, nous ne pouvons conclure que pour x voisin de y.
On peut alors penser utiliser le théoréme de Nilsson-Leray (voir [12]) :
sa conclusion serait que I'intégrale définit une fonction analytique de (x, y)
hors d’une hypersurface algébrique. Malheureusement, on ne peut
T'appliquer dans ce cas; en effet, supposons par exemple y fixe, et soit Q
un voisinage de y dans R’. Il est possible que

Vr,eQ, (x| xI'@—yc x P
s’appuie sur la sous-variété de & x P,
(@ )] g1 1) = 9@y, ) = o}

qui fait partie du support singulier de la forme différentielle : il peut en
effet exister, Vx,€ 2, n réel tel que »(x,—y) = ¢, (%o, n) = o, alors on a
aussi ¢;(y, n) =oetdeplus (j =1, ...,1):

J )
g 91@0 )= 5 910 1) + Ko () @y — 1)

Puisque nous ne pouvons pas appliquer le théoréme cité, nous allons
transformer l'intégrale (IL.38) en vue de son prolongement analytique.

20 Efude de limites d’intégrales. — Intégrons, dans (II.38), sur
n’importe quel cycle y (¢) construit comme au chapitre I, paragraphe 4, 4°.
BULL. SOC. MATH. — T. 97, PASC. 1. 4
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Notons v:(W;) la partie de y.(W;) engendrée, lorsque < décrit Re G; (y)
orientée, par la somme v'(z, ¢) des deux arcs de cercles de la fibre d*(7),
centrés en 7 et £ et de rayon ¢, orientés de facon convenable. Posons

10=[, FOhe—yr o

Nous allons démontrer que, si l— - ZaLm— —, on a lim I(c) = o.
>0
En effet, choisissons comme coordonnees locales reelles d’un point ne W}

(i, ..., Ti—s, Rez, Imz), olt (7))12s2:—» est un systéme de coordonnées
locales réelles de t€Re G;(y), ou z=g¢g(y, n) est Taffixe du point x
dans la fibre d*(), aprés avoir choisi un des n; égal 4 1. Les ({—1) autres
coordonnées (n;) du point » sont donc des fonctions complexes différen-
tiables de (74, ..., Ti_s, 2). De plus, pour tout (v, ..., 7,) fixé, ce sont
des fonctions holomorphes de z puisque toute fibre d*(r) est une sous-
variété analytique complexe de dimension 1 de l'espace projectif
complexe P—!, dans laquelle on peut prendre z comme coordonnée
d’un point. Donc [7(x—y)]"*w'(n) (aprés avoir choisi un des v; égal
a 1) s’écrit :

[n@—y]" o' (1) =iz, 2) \ 012 (7)s
o, (7, 2) étant une forme différentielle en z, holomorphe, & coefficients
continus de 7; w; () s’écrivant :
W (7)) =dr, A\ .. A dris.

 est une fonction continue de (7, z), holomorphe en z pour chaque = fixé,
sur y'(z, €).

Posons [en utilisant (I1.35) et (II.37)] :

1

F@)y PF®) )

(e Y7800 T e g ot

3 +
ott 2% =1 et [¢(x, n) g, W)IF = g(y, ) pour x =y.
I(¢) s’écrit donc

I() = w2 (7). / | JA(T, 2) o (5, 2).

Re GY(r)
Notons z,(7), la valeur réelle de g(y, ») au point £ ou d*(r) coupe G} (z).
1
De (I11.22), nous déduisons, si A* F (%) est borné :
| dz|

(I11.23) |I(s)1.4(:te/ . )lw,_o(*)lf( )I(—W
Re G} (> 59 | 2(z—2(7)) |*
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[01‘1 f |w;_»(7)| désigne lintégrale du module du coefficient
Re GY (y)
de w;—»(7), quand on a orienté Re G} (y) par w,—;(t) > o].

1

Considérons les expressions (II.3g) de F(2). A* F(1) est holomorphe
sauf au voisinage de o ou co. I1 suffit donc qu’elle soit bornée au voisinage
de ces points, c’est-a-dire que

<£—|—m——a-——1>§o et (G+m—a—i1—m+ 1) =o;

2
c’est-a-dire

(I11.24) I—.

l\

a-Zm

[SREC
L\)Ih—t

Nous supposons cette condition réalisée, donc nous avons l'inéga-
lité (I1I.23). Nous allons démontrer que

(a) f el - = (Cte (indépendante de 7, ¢);
fme) IZ(Z—Zo(T))I
(b) lim |4z ; =o pour presque tout teReGi(y).
>0 | 2(z— 20 (7)) [F
Le théoréme de Lebesgue montre que l'intégrale au second membre
de (III.23) tend vers zéro, donc il en est de méme pour I(c).

Démonstration de (a). — La construction de y(r, ¢) a été faite de telle
sorte que, sur y'(, ¢), on ait

| z| > Ctee, | z—z,(7) | > Ctee (Cte indépendante de =, ¢).

Donc sur y'(7, €), on a
1 Cte

2e—a@)

Comme f | dz| < Ctes, le résultat (a) est acquis.
(58

Démonstration de (b). — Fixons 7, supposons 2z,(7) 7% o, c’est-a-dire
g G; (x). Pour ¢ assez petit, nous avons, par construction sur l'arc de
cercle centré en 7 :

| z| > Ctee et | z—z,(7) | > Cte,

donc sur v/ (x, ), nous avons
1 Cte
e—a@ Ve

(Cte peut étre fonction de ),
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f L ey
3 | 2(z—2 () [

Or l'ensemble des points € Re G;(y) ol z(r) =o est de mesure
nulle sur Re G; (y), puisque Gj () et G;(y) n’ont pas de nappe réelle
commune. Ceci démontre (b).

d’olt

=

PropositioN 11, — Si [— é éaém—é, on a
lim FON[n (x— gyt 20
lm | FOIE—pl 76 =

1:(W}) étant la chaine de W} engendrée par la somme des deux arcs de
cercle orientés, de rayon e, cenirés aux extrémités de la coupure D} dans W7.

Précisons les déterminations de la forme différentielle.

30 Déterminations de la forme différentielle sur les bords de la coupure Dj.
— Notons [F()]s et [F(2)]— les déterminations de F(2) sur les bords
supérieur et inférieur de la coupure Dj. Dans une fibre d*(z) ou z,(7)

; 9@, 1) .
est > o, on a, puisque A =
° psd 9. )
[)\111_1—1 ]+ — | A lm—oc—1 e iﬂ(m—oc—n’
[)\171--0(——1]74 — | A ‘m—a—l e—im (m—x—~1),

D’ou, si z,(7) > o0 :
] A lm-a 1 eiT (m—a—1) _ Q(}\ I)

[FM))=ca G —1)nt
(I11.25) et i
. ')‘Im %—1 p—I T (m—a— 1) Q(;\ I)
( [F(;‘)]— = Ca (7\ —I)”‘_

si z,(t) < o, nous devons échanger ces valeurs de [F (2)]. et [F(2)]-.

On en déduit
(IL26) [FOLAFOL= (iyrs o 2 0m 00D,

. ) |m—a—1
(L2 [FOL—IFOL =i aie, L0,
le signe étant -+ si z,(r) > o et —si z,(7) < o. '
4o Supposons 1 pair. — Par construction, lim[y:(W;)—vy:(W})] est
E>0

la somme de deux chaines de W7} : chacune d’elles est fibrée par le segment
réel [7f] orienté, et a pour base Re Gj(y). Précisons les orientations.
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Celle de Re Gy (y) est donnée par (II.23) que nous pouvons écrire aussi :

d9:(y, n) o' ()
(I11. 28) 0 [nE@—ydg. ks

La fibre de la premiére chaine est le bord supérieur de la coupure,
orienté par dz < o, la fibre de la deuxiéme chaine est le bord inférieur
de la coupure, orienté par dz>o [z=¢(y, n), un des n; valant 1].
Notons D}* (resp. D}), la chaine de W fibrée par les segments [7Z] tels
que z,(t) <o [resp. z,(r) <<o], orientés par dz<<o, ReG;(y), étant
orientée par (III.28). De la proposition 11, on déduit que, lorsque ¢ — o,
la limite de

/ FO)[n@—y)l— 20

DL OrD 9@y, )

existe et vaut

(I11.29) f o FOL—FOL @ —yl ;2;’@)).

Précisons I'orientation de D" et D" (fig. 2).

+ - - +

*———e *— - ——o

T pr* % E pre T
Fig. 2.

Si sur D", on a

Ml_d_(nﬂ’_l’) £ o, son orientation est
1

(I11.30) 99:(y, 1) v’ (1)

o E—pl—n@ ) =

d’aprés la regle d’orientation 2.9, p. 84 de [9]. Nous allons montrer que
c’est vrai pour z voisin de y. En effet, l’hyperbolicité au point y par

rapport & N = (1, 0, ..., 0) entraine g(y, ") “o pour ¢y, n)=o

et v réel non nul. Or sur Re G;(y), on a

dg(y’ 77) = gy (1) dg (y’ 77) done

9 ¢1(y, m)
o, 7 *

Il existe par suite un voisinage réel ¥; de Re G;(y) dans Re P’
tel que

* d ¢:(y, m)
NEV;, = T¢O.
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11 suffit de prendre |x—y | assez petit pour avoir D} c%]. L’orien-
tation de D" étant I'opposée de celle définie par (II1.30), D} =D} —D"}
a lorientation (III.30). De (III.27) et (IIL.29), on déduit

~

lim FO) i @—p)lr— 20
lin [ o POl
. . m—o—1 ® (f,)
= (—1)" 2ic, sinTu T — )]
( ) S ()\ I)m—/ [7)( y)] g(y’ 77)

. I I .
Nous avons donc obtenu, si l—-g éaém—g, d’aprés la propo-

sition 11 :
m— (77)
jY‘E(W:)F(A)[n(x 2 lg(y )
iy nicesi [ s ns B0
= (—1)™ aic, sin ma o B — l)’"“[n( Y lg(y,nﬂ).

Rappelons que v =7(c ) a une partie v(W;) dans W;, dont la classe
d’homologie h(P—t— Gj, II* (x—1y)) est celle du cobord de ReG;

orienté par [ni\(%i_—(f)y)(]#jzl > 0. On a donc
!
F@)[n(x— met 200 m'[ F) [ (x— )] o' (1)
[, FOE—u ety —ani | FOmE—p ot
la forme différentielle est holomorphe sur Re G; puisque A = g ‘g’ Z;
1 ’

est # o, co sur Re G;.
De (I1.38) et de ce qui précede, on déduit la proposition suivante :

ProrositioN 12. — L’opérateur de Tricomi-Clairaut :

(o) = (1o (35) #| Sordy =[5 ()]o(2):

L J Jd 7] , .
de partie principale g<x, %> =q <x, 553) 9o <(_)3c> y d’ordre m>.1, 1 étant

pair, | — é ZaZm— -é, a non entier, strictement hyperbolique en y par

rapport a N = (1, o, ..., o), a pour solution élémentaire E(x, y) la fonction
définie pour x voisin de y et x€ 8+(y) — K (y) par

E(z, y) = Eo(z, y) + E:i(z, y),

(IL.31) Eo(@p) =} o f FO)n@—yl d;)&)’
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Re G; étant orienté, en dehors de II*(x—y), par [/fv(gﬂ_’__%;]’?__l = o,
F (%) étant donné par (11.39), avec A = 9: (@, ).
9:(y, n)’
_ (=0~ 1 sinma
(UL32) By y) =" vty

|3 e ey ' (2)
> D ()\ I)'"_ [Y) (x y)] lg(y, ‘{})’

Di={neReP|gi(x, 1) g:(y, ) <o},

onté par 291U> ) w’ () , '
orient X tant d II.39).
rienté par =5 T E—T 0@ ™) << 0, ¢y étant donné par (11.39)
Remarques. — 1° Si I'opérateur est homogene a coefficients constants,

D; est vide, donc E,(z, y) = o. C’est la formule d’Herglotz.

20 Si « est un entier n compris entre [ et m—1, on peut aussi
décomposer E(z, y) comme précédemment, avec

Ei@y) = o | Gyl ey

2 (27rl)1 9@, )

: 7:(WI
est la somme de trois chaines réelles de W;. L’une est fibrée par la partie
réelle de la fibre extérieure au segment [z], les deux autres sont fibrées
par les deux bords du segment [Z] : rappelons que la partie réelle de
chaque fibre a 'orientation naturelle de la fibre et que la base ReG](y)

' ()

est orientée de telle sorte que I'orientation produit soit W > o.

50 Supposons 1 impair.

Notons :

(I11.33) D} = {neReP~|gi(x, n) 9. (¥, 1) <o,

Al ={neReP'~|gi(x, 1) g:(y, n) > o},
ces deux ouverts ayant [’orientation, en dehors de II'(x—y),

_w'(n)
[n@—y)I

; > o. Comme

lim [ (W3) —ve (W] =2(Ain W3) + D1+ Dy~

de la proposition 11, on déduit, si l — 1 ZoZm— L

et _® (ﬂ)
1[{S(W:)F(k)[n(x y)] 9@ .
R 8 St ' (n
_lalg 1) — MW*)F(X)[Y)@ 2 lg(y )

- met 9 (1)
oo FOL A FOL @yl o,
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ou
(I11.34) ( [F(A)]-+[F(*)]-=2F(2) est donné par (II.39) si n€A],
) | [F(M)]- -+ [F(2)]- est donné par (II1.26) si € D;.
Comme 7y =7() =7.(W;) + y(W;) + 2Re (P'—'— W*), et comme
Y(W;) + 2Re(P—'— W*) coincide, hors de W;, avec des cycles dont

la classe d’homologie h(P!—'— G;, II'(x — y)) est celle de « 2A}, détourné
de G; », nous écrirons :

(I11.35) f
AN F 4+ DY+ (W E)+2Re (PI—1— I77¥)

S AF@M s+ [FO)} [1@@— )] —L "(n)

9, 1)

= TE (2 " F()]! xr— m—I ® (n)

e A s G:z[ W+ FO @ =" 5 =5
ProposiTioN 13. — L’opérateur de Tricomi-Clairaut :

(o i) = o) | Sy | () (30)

de partie principale g(x, j > = g1< i> o <dix> y d’ordrem>-1, limpair,

1 I . . iy .
l—;éaém——a, a non entier, a pour solution élémentaire E(z, y),

la fonction définie pour x voisin de y, et x€ &+(y) — K (y) par

111.36) E(z,y)= ——I.—~f
( ) ( y) 2 (‘2'7”')[*1 D* + A% détourné de G}

< A [FOW+ [FO]-} [n@—y)l™ zgozy(nzl)

Uintégrale ayant le sens de (111.35), la valeur de [F(2)]. 4+ [F(2)]- étant
donnée par (I11.34), la définition de D}, A} étant donnée par (III.33).

Remarque. — Pour un opérateur homogéne a coefficients constants,
D7 est vide et AT = Re P/~ : c’est la formule de PETROWSKY.

4. Prolongement analytique des solutions élémentaires lorsque [

est pairet « =n — ; » n entier positif ou négatif.

Utilisons donc la décomposition de E(z,y) donnée dans la
proposition 11.
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19 Prolongement analytique de E,(z, y). — Notons , une composante
connexe de R/—2Z,. Quand z et y varient dans £, on sait que
ReGi(x)nRe G; et ReG;(y)nRe G; sont vides. Donc dans l'inté-
grale (II1.31), 4 reste > o, oo sur Re G;. Elle définit donc une fonction
analytique de (z, y) pourvu que Re G; et Rell*(x — y) soient en position
générale, c’est-a-dire x¢ K,(y), (théoréme 3, p. 97 de [9]).

20 Etude de lintégrale donnant E,(x,y). — (II1.32) est 'intégrale
réelle, convergente, sur un ouvert de ReP~!, d’une forme différentielle
singuliére au bord, ceci ne se prétant pas de facon commode a I'étude
de son prolongement analytique, nous allons la transformer en l'intégrale
d’une forme diftérentielle holomorphe sur un cycle compact.

(a) Transformation de Uintégrale J (x, y) (x voisin de y) : Posons donc,

si l—iéaém——lz
2 2

(—o)» 1 sinTa

E, (x’ y) = (27”')1-2 Ca J( y)

2

/ £ A
Soit D* T'ouvert de St Ksphére unité de ReZ! :Zyﬁ-—l :o>,

o g(x, m)g(y, n) <o, orienté par dgd(z ’1 ) o (x_;)](ln)l G, n)
D’ou
aws) @y = [ P me—pr o

Introduisons deux variables supplémentaires; dans le produit Pt x G+,
de coordonnées (¢, w, ), considérons la variété V(z, y) :

!

(I11.38) tw— g(z, 1) =w +1g(y, n) = ¥, 15—1=o.

Posons
dt \dw N\ dog N\ ...\ dog

d[tw — g(z, n)] A d[w +1g(y, n)] \ dl Em

(I11.3g) = (t, w, n) =

Vix,y)
qui, on le vérifie, vaut

(I11. 40) o(l, w, 1) = %g?)

® (I, w, n) est holomorphe sur la partie réguliére de V(z, y). Sur la partie
de V(z,y), o =z est réel et g(z, ) gy, n)<<o, on a, puisque
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2 g (x’ Y‘)

t =—m =——}, t etwréels, | ll =1fet
Y e _, 0'(n)
III m—t
( 41) ( I)’”—l [n(x—y)] 9y, )

t-(m —0—1) t ! n
’_(—I)m—lu (P—!—I)"‘_Z [ﬂ(x——y)]m_l (‘)uff)

~(C XX s @ — Pt w, ),

ou 2im——1 3 le signe de {.

Notons : I'(z, y) la partie de Re V(z, y) ou ne D*(z, y), orientée par

99(y, ) w'(n) _
(11T 42) = =yl s >

IT'+(z, y), [resp. I'~(x, y)], la partie de I'(z, y) ol t> o (resp. t<< o),
p la projection :

pt, w, n) =mn.

On a done

p(C+(@ y) =D* et  p(I~(zy)=—D"
D’ou
tz (m—a)—1

Te =0 el e v

a condition que l'intégrale ait un sens. Nous allons choisir : « =n— é )
n entier appartenant a (/, m), de facon a avoir une forme différentielle
holomorphe sur la partie réguliére de V(x, y), puis nous allons démontrer
que I'(z, y) est un cycle & support compact de ReV(zx, y), qu’on peut
décomposer en la somme de p cycles disjoints I'; (x, y), chacun d’eux étant
relatif a la sous-variété de V(x, y) out n(x—y) =o; que Re V(z, y) est
en général sans singularité ainsi que sa sous-variété ou vn(r—y) =o.
Supposant ceci démontré, on aura
J @ y) =X,J;@ y)
(I11.43) f2(m—n)
—(—— 7 )1 — m~—[

7@ D) =y [ el et v, ),

chaque J;(z, y) ayant la forme désirée.
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(b) Le support S(I') de T est compact. En effet pour que ({, w, n)e S(T),
il faut et il suffit que

neﬁf*’
w? ==—g(, 1) §(Y, 1),
[ R — g(x’ 7)),

9@, m)

Donc la projection de S(I') sur ReZ!, prp,z: S(I'), est compacte,
sa projection sur R (coordonnée w), I’est donc aussi, puisque c’est la
réunion des deux compacts images de D™ par les deux applications
continues sur D* :

1 1
1~ [—g@ ) g@ O et u~>—[—g(@ n)g@ ).
ST)cReP! x projzS(I') X projrez: S(I')

est fermé dans un compact, donc compact.

(¢) Décomposition de I' pour | x—y| petit. — Décomposons D*. Nous
supposons l'opérateur strictement hyperbolique en y par rapport a
N=(,0,...,0). Pour chaque % =(n, ..., ) réel non nul,
g, n) =g, n, ) a m racines réelles distinctes en =, wu;(y, 9),
1=j<m (que nous supposons par exemple croissantes avec j). De
plus ¢.,(y, n1, #) a, pour # réel non nul, (n—1) racines réelles en
séparant les 7,;(y, 7). Les racines en n, de ¢g(, n;, %) dépendant conti-

niment de (z, 7)) V 9, réel, (%) > o tel que
[z —y|<<e(ho) et |1—o| < e(iho)
=> les (m —1) racines réelles enn, de g, (Y, m:, 7)) séparent les m racines
réelles n,; (x, 7)) de g(x, n1, 7).

On en déduit :

il existe e > o tel que les (m —1) racines réelles en v, de ¢, (Y, n1, 7)
séparent les m racines réelles =,;(x, 9) de g(x, n, %) pour |[x—y| <.
En effet, 4 cause de I'homogénéité en n» de g(x, n), il suffit de

supposer %€ S~2 Du recouvrement de S par les ouverts

[ 91—l <<e(o), To€S—?, extrayons un recouvrement fini (%), et

prenons ¢ =infe(%}). Ceci entraine, pour |x-—y| petit, sur chaque

droite @ (%) réelle (n1 varie, 9 est réel fixé), la situation suivante (fig. 3) :

A

: e — : ——D(n)
My (M) ) g (59) Makly,A) (1 vorie)
Fig. 3.

unzéro de ¢gfl1 ()’;171/6)
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Les intervalles (n,;(y, %), n1,;(x, %)) sont deux & deux disjoints, ils
peuvent étre réduits & des points, en particulier quand 7,;(y, %) est

racine de g, (n,, ). Sur chacun de ces intervalles, on a ¢g(z, n) ¢y, n) < o,
g..(y, n) ne s’annule pas et a un signe fixe. En dehors de la réunion de
ces intervalles, on a g(, n) g(y, n) > o. Précisons le signe de g.,(y, 71, 7)
sur le premier intervalle (. (y, %), 711 (2, 7)). De la relation

9@, n) =[n—nu@, 7)) 90, W, 111, %) +- ..,

on déduit que le signe cherché est I'opposé du signe qu’a ¢(y, ») lorsque
m << (Y, %), c’est-a-dire 'opposé du signe de ¢(y, n) lorsque n,——o0
sur @ (). D’out

Signe g‘fn(y’ Th’ ?)) sur [‘f)n(y, ﬁ)’ 7711(13, ﬁ)]
=—signe ¢(y, —1, 0, ..., 0)
=(—1)™*' signe ¢(y, 1, 0, ..., 0)
=(—1)™+! signe ¢(y, N) ou NeA+(y).
Plus généralement, on a
(IIL.44)  signe gy, (y, 1) sur[ni; @, %), n1; (@, 7)] = (—1)"+/ signe g(y, N).
Notons alors (pour x voisin de y) :
D;(x, y) = {neReZ|n&]n,, %), n1; (@ D[}

(I11.45) D} (x, y) sa trace sur la sphérez‘ni—l =o.
B

Il y a autant de cones D, (x, y) que de nappes a Re G, (), c’est-a-dire p.
Remarquons que

(I11. 46) Dj(x, y) =4;(y)ui;@)—A3,;yni; @),
(IIL47)  B;(@) ={neReZ|n <n;@ )},
(AI1.47.)  0A;(x) = G;(@) = {neReZ!|n, =1, (x, 7).

On a les propriétés

N€Dy ;1 (@, y) < —neD;g(x,y),
D;* (@ y)nDi (@, y) =0, si jAk
Dj* (@ y)n G/ = 0, si jAL
neD” < 3, tel que neD}"(z, y),

(I11.48)

94.(y, 1) 7 o sur D}"(z, y), et son signe est (—1)/+ signe g (y, N).
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On a donc décomposé D* =ZD;* (z, y), Porientation de D}" (x, y) étant
i

o' (n)

g, 1)

(—1)/~m signe ¢(y, N)[n(x—y)] > o.

Ona donc décomposé I' (z, y) =2 T (x, y), de tellesorte queI'; n T =4,

i
pour j # k, et lorientation de I'; (z, y) sur V(z, y) est
(IL.4g)  (—1)/+m signe g(y, N)[n(x—p)]=(t, w, 1) > o,
d’apres (III.40) et (III.42).

(d) Régularité de Re V(x, y) : Un point ({, w, n) réel est singulier
sur V (z, y) si, et seulement si, il existe «, 3, 7 réels non tous nuls tels que

tw— g, 1) =w +1g(y, 1) = ¥, 13 —1 =0,

1

ad[tw—g(x, n)] + Bd[w + gy, n)] + y[1dn] =o,

si t n’est pas voisin de Uinfini <n0us notons ndn la forme différen-

:
tiellez n;dn ,->. On en déduit :

j=1

aw + gy, n) =al+ 5 =-—adg(r, n) + 5tdg(y, n) + y[ndn] =o.

Des deux premiéres équations, on déduit :

w—1g(y, 1) = o,
puis en tenant compte des équations de V(z, y) :
w = g(x, n) =19y, n) =o.
Premier cas : t # o.
w =g 1) =gy, n) =—=[dg(x, n) + £ dgy, n)] + y[2dn] =o.

z 4ty
1+ 8

g(z, 1) =—a(1+ ) dg(z, n) + y[ndn] =o.

Le point z = est réel et appartient 4 )z, y(. On a donc

On en déduit dg'(z, n) = o.
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En effet, multiplions la forme — a (1 + £2)dg (z, ) + ¥[n dn] par le
vecteur n, et utilisons 'homogénéité en n de g(z, v), puis ¢(z, n) = o;
on obtient

yn.ndn=v=o0 (puisquezy,; =1>.

D’ou «dg(z, n) = o; o ne pouvant étre aussi nul, on a le résultat.

Remarque. — Nous utiliserons plusieurs fois par la suite ce raison-
nement; nous le mentionnerons comme ceci : tel terme (ici y[n dn]) est
supprimé par produit intérieur par le vecteur .

Résumons : Pour que (¢, w, v) soit un point singulier réel sur Re V(z, y),
1 o, », il faut et il suffit qu’ilj existe ze )z, y( tel que G*(z) ait le point
singulier réel »; le point (f, 0, n), ou (14 )z ==z + 2y, est alors
singulier sur Re V(z, y). Une condition nécessaire et suffisante pour que
cela ait lieu est que )z, y( coupe 2.

Deuzxiéme cas: t = o.
w=g( ) =t=—adg(@, n) + y[nda] =o.
D’ou (par produit intérieur par ) : dg(x, n) = o. Cela équivaut a re 2.

Au voisinage de t =<, nous prendrons pour équations de V(z, y) :
l

w—Ltg(x, n) =wt 4 g(y, ) =2n§———1 =o.
1

Les calculs sont analogues aux précédents, a condition d’échanger x
et y, remarque que nous utiliserons fréquemment par la suite.

On a donc obtenu ceci : pour que V(x, y) ait un point singulier réel,
il faut et il suffit que le segment fermé (z, y) coupe X en z. G*(2) a alors
un point singulier réel v;; si z # x et y, on en déduit deux points singuliers
distincts sur V(z, y), (¢, o, n) et (—{, o, ). Si z ==, le point singulier
correspondant sur V(z, y) est (o, o, n); si z =y, c’est (w0, 0, 7).

Pour le moment, nous supposons I'opérateur strictement hyperbolique
au voisinage de y: (x, y) ne coupe pas X et Re V(x, y) est donc sans
singularité.

(e) Réqularité de Re P(z, y). — Notons P(x,y), la sous-variété
de V(z, y) out n(x—y) == o. [Chaque T'; est relatif & P(x, y), mais comme
T, est réel il nous suffit de considérer Re P(x, y)]. Un point ({, w, n)
de Re P(z, y) est singulier, s’il existe a, 38, v, ¢ réels non tous nuls tels que

l

w=g(, ) =g 1) =n@E—y) =Y 13—1=0,

ad[tw—g(z, n)] + B d[w + tg(@, )] + v[(x—y) da] + d[n dn] =o.
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D’out
a[tdw —dg(x, n)] + Bldw + Ldg(y, )] + y[(@€—y) dn] + d[adn] =o.
Soit at + 3 = o, et de la relation

dg(z, n) =dg(y, n) + kn—1(n) [(x—y) dn],
on déduit

—a(1+£)dg(@, n) +1y —akn-a(n)][ndn] 4 d[ndn]=o

Le dernier terme est supprimé par produit intérieur par =, et la condi-
tion écrite exprime ceci : Re G*(y) et ReIl*(rx—y) ne sont pas en
position générale, c’est-a-dire xe K (y).

Le calcul précédent suppose { non voisin de I'infini. Sinon, d’aprés la
remarque faite, on échange x et y et la conclusion ze€ K (y) est la méme.

Remarque. — T'; est en fait relatif a la nappe de Re P(z, y) ou
l

w=g;(@ 1) =g;@g, W) =n@—y) =X, Mi—1=0,
1

qui est sans singularité si x¢ K;(y), nappe de K(y) associée a la
nappe G;(y) de G(y)-

Conclusion. — Les intégrales J;(x, y) [définies par (III.43)], ont un
sens; elles définissent des fonctions analytiques de (z, y) pour x voisin
de y et x¢ K;(y) (théoréme 3, p. g7 de [9]); J(z, y) [donc E, (z, y)], est
donc une fonction analytique de (x, y) pour « voisin de y et x n’appartenant
pas a la partie de K (y) associée a la variété G; (y).

30 Prolongement analytique de E,(x, y). — Nous allons prolonger la
définition de I'(x, y). Supposons d’abord y fixe et x variant dans Q(y),
réunion des segments [z, y] qui ne coupent pas 2. Q(y) est étoilé par
rapport a y, donc simplement connexe et contenu dans £ composante
connexe de R'— 2 >y.

D’aprés le lemme 1, on peut définir, pour tout xe€ Q(y), m nappes G, (z),
disjointes (hors de o), de G (x) et mdomaines A, (r) de ReZ, de bord G, (z),
coincidant au voisinage de y avec ceux définis au n° 2 précédent. Définis-
sons alors D,(z,y), pour x€Q(y), par (III.46). De la relation
9@, 1) — (g, 7) = [1@— )] kns (), on déduit

GENIE—y) = GEHnIEz—y).
G(x)nII(x —y) est donc indépendant de x, quand x décrit un segment
d’origine y. On a donec, VxeQ(y) :
G;@n@-—y) = G; G nlz—y),

(I11.50) A @) nll(x-—y) =A;@m)nT(x—y).
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Montrons que ‘cela entraine G;(x)n Gi(y)={o}, sijZk et xeQ(y).

Supposons en effet qu’il existe n*o0 € G;(@)n Gi(y). Ou bien
7(T—Yy) = o, et (II1.50) entraine n € G;(y) n Gi(y); ce qui est impossible.
Ou bien ky_i(n)=k.(n)=o0, et € G(x) Vxe(y), donc ne Gi(x),
c’est aussi impossible.

Par suite, on a, puisque A;(x) dépend continiment de x, son bord
étant G;(x) :

(I11.51) (R,@cioludi(y), A;(m)ciojuli(@),
( VzeQ(y), Vj<k.

D’ou
Dy’ (@ y)nDi* (@, y) =0, Vze(y), Vj=k
En effet, supposons j 7 k. De (II1.46), on déduit
Di(x, y) < M @)U Ar () — Au(x) n e (y),
D;( y)cA;@ui; @) —A;@)nd; @)
D’ou, d’apres (II1.51) :

D;(x, y)c{o}udi(@)nAc().

C.Q.F.D.
De facon analogue, on a

Dy @ yn Gy =0, VzeQ@), Vj#lL
Conclusion. — La décomposition de D™ = ED;*, faite au 20 précédent

7

<d0nc la décomposition de T =EI‘,—>, est valable Vxe Q(y). On peut
aussi la prolonger en faisant varier y, de sorte que le segment (x, y) soit
contenu dans Q. L’intégrale (II1I.43) ou T, (x, y) a I'orientation (III.49),
définit un prolongement de J; (z, y). L’étude faite dans les paragraphes (d)
et (e) précédents montrent I’analyticité du prolongement en tous les
points (z, y) tels que (z.y)c L, z¢ K;(y), ReV(x, y) étant sans singu-
larité, Re P (x, y) étant une sous-variété réguliére de V(z, y).

Remarques. — 1° Dans P! X G+, on peut aussi introduire V,(zx, y) :

!

tw— g, (z, 1) =W +1g:(y, ) =Y\ mj—1 =0,
1
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puis m,(f, w. n), obtenue en remplacant ¢(z, n) et g(y, n) par ¢, (z, n)
et ¢,(y, n) dans w(t, w, ), puis de facon analogue I';. D’oul

tz(nz—n) © (t, w, 77)
IIT. 43 E y =(Ct — J— m—! Pt
( 4 ) ! (x y) € r, (tz: _|_ I)/n——l [Y) (x y)] 9 (71)

g, ne s’annulant pas sur I, si x et ye Q.

20 Si o est un entier appartenant & (I, m—1), m>1[+1, on peut
démontrer de facon analogue la décomposition de E,(x, y) en somme
de p fonctions analytiques pour z ¢ K, (y).

30 J’ignore si 'on peut appliquer aux intégrales (III.43) le théoréme
de Nilsson-Leray (voir [12]) déja cité, en le modifiant puisque la forme
différentielle n’est pas définie sur un espace projectif. Pour (z, y) réel,
le support singulier de la forme différentielle Ss [w] est vide. Mais pour (z, y)
complexe, Ss[w] contient les deux hyperplans {+i=o0, {—i=o0;
ce sont des surfaces développables. La proposition 3 de [13] ne peut étre
utilisée et ’on n’a que des conditions suffisantes d’appui. Ceci est génant
pour savoir si le théoréme est effectivement applicable.

4° Prolongement analytique des solutions élémentaires. — Notons donc
Q une composante connexe de R/— X ou l'opérateur est strictement
hyperbolique (théoréme 1).

(@) Si m>x1, utilisons les résultats des nos 1° et 3° précédents, par
exemple pour o =1— é La somme des deux intégrales E,(x, y), (I11.31),

et E,(z, y), (III.32), se prolonge analytiquement en tout point (z, y) tel
que (x.y) c et x¢ K(y). Les relations de récurrence (III.12) et (III.12,)

montrent qu'on a la méme conclusion pour o =n— é, n entier positif
ou négatif.
. - d\ Jd "
(b) Si m < I, multiplions a. <x, oz ) par b<(~)} > homogene, de sorte
que a, b soit strictement hyperbolique en y, et d’ordre m' > l. Supposons
o =1— é et m' =L D’aprés (I11.31) et (I11.43,), on a

[gl(x, n)

II.52) E , = Ctef 9: ﬂ)l ' (n)
( 2 t=gyab w(G, * (2 —17) 91y, m) b(n) dgy(n)

G (x’ ﬂ)]_%
‘ | 9:1(y, 1) ' (1)
Ct
* / o Wetoyy 9@ ) g0 (2) db(n)
dt Ndw N\ do, A... )\ doy
+ Cte f/ s { b(n) go () d[fw — g, (z, D] | ' .
A dlw 419, (y, )] N dZa3§ |r,

BULL. SOC. MATH. — T. 97, FASC. 1. b

a5

B*
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d
Jx
les formules (16.3), p. 69 de [10] et (10.6), p. 97 de [9]. Nous obtenons,
en dérivant la premiere intégrale, la somme d’une intégrale sur h et d’une
intégrale sur oh de classes de formes différentielles ou b () ne figure plus;
en dérivant la deuxiéme intégrale, o; en dérivant la troisiéme intégrale,
une intégrale dans laquelle b(x) ne figure plus. Ces intégrales se prolongent
donc analytiquement en tout point (z, y) tel que (ay)cQ et z¢ K(y).

Calculons maintenant El (T, y) = b( )Ez 1 €n utilisant
—3 —y e

On obtient la méme conclusion que pour m>. et pour tout « =n — é

50 Singularités du prolongement sur X.
(a) Si m>.1l, supposons d’abord I— é éaém—; et utilisons la

décomposition de E(z, y). D’aprés (III.31), le prolongement de l'inté-
grale E,(z, y) n’est pas singulier si z ou y& 2,— 2,. Etudions donc les
singularités du prolongement de E, (z, y). Supposons que le point singulier
réel de G; (x), pour € 24, est quadratique. Pour nous ramener exactement
aux hypothéses du théoréme 4, p. 98 de [9], nous considérons dans

P x G+, V(y) @ w-+1tg.(y, n) :Zn;'-—l =o0, qui est sans point

singulier réel, puis V,(z, y) sous variété de ¥,(y) ol fw— ¢, (x, ) = o.
On vérifie que le point singulier (o, o, 7) sur V,(z, y), si x€ X, est alors
quadratique aussi, si et seulement si g,(y, n) 2 o, c’est-a-dire pour x
n’appartenant pas a la partie de X, constituée des hyperplans carac-
téristiques, s’ils existent, correspondant aux points de contact réels
de K, et K, , (voir II, §2, 2°). Faisons cette hypothése. Nous avons
donc, en posant

= [p@—y)]—t dt A dw A\ dog AN doy
e+t gt dw 19y, 0)] A dZ05] v

nt, w, n) =
. n(t, w, 1)

B@p=ce| gut il

MY

Appliquons & cette intégrale le théoreme cité (avec ¢ =1, p =o,
degré de la forme différentielle = [ pair). Nous obtenons ceci, aprés avoir
aussi utilisé les relations de récurrence.

Sia:n—é,ne[l,m],

‘ E

.(z, y)=Hol(z) + Hol(z) logs(x), ze€ZX,—2,—K(y)
(I11.53,) ? "3

==Hol(y) + Hol(y) logs(y), yeX,—2—K(y);
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Sio=1I— é —k, k entier > o,
E, {_k(x, y) = Hol(x) + Hol () logs(x), €,

= Hol(y) logs(y) + Hol() [s@)]~*, yeii;

(111.53,)

Sia=m—§ ~+ k, k entier >.o0 :

k(x, y) = Hol(x) logs(x) + Hol(x)[s(x)]*, zel,

E
(II1.53;) { TRt
= Hol(y) 4+ Hol(y) logs(y), yel,.

(b) Si m <, reprenons le calcul de Elj_(x, y) a laide de (II1.52);

seule la derniére intégrale est singuliére, si x€ 2, et I'on se raméne a une
forme différentielle a singularité polaire d’ordre 1 la ot tw — ¢,(x, n) = o.
On obtient donc des résultats analogues aux précédents que nous précisons

. I . g , . . .
comme suit; posons « =n— o n entier positif ou négatif. Si n est compris

entre [ et m, E(x, y) a une singularité logarithmique si z ou yeZ,;
si n =inf(l, m) —k, k entier > o, E(x, y) a une singularité logarithmique
size X, et logarithmique et polaire d’ordre ksiye 2,; sin = sup(l, m) + k,
k entier > o, E(x, y) a une singularité logarithmique si ye Z, et loga-
rithmique et polaire d’ordre k si x€ 2.

Remarques. -— 1° Les opérateurs autoadjoints concernés par cette étude
sont nécessairement d’ordre m pair, et « =n —é est tel que ne (1, m).
20 Si [ =2, on peut aussi avoir la nature de la singularité du prolon-
gement pour z ou ye€X,— ;. Supposons a:n———é, ne (2, m); on

décompose E = E, + E,. Pour E,, ce qui précéde s’applique a condition
d’intégrer sur V(z, y), le polynéme en 0, g(x, 0), ayant une racine double
pour z€ X, 0,. Pour E,, il suffit de faire un calcul explicite, en utilisant
la formule du résidu. D’ou

1
m—n—-

E, = Hol(x) 4 Hol(x)[g:(x, 0,)] 2,
Or ¢, (z, 9,) = o est I'équation de X, au voisinage de x. D’ou
1

(I11.54) E(x, y) =Hol(zx) + Hol(x) logs(x) + Hol(z) [s(x)] %, ze 3.

Pour les autres valeurs de o, on utilisera les relations de récurrence.
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ProposiTioN 14. — Les solutions élémentaires E, (x, y) des opérateurs
de Tricomi-Clairaut (I pair) :

()= () | S e oo (3

I . . P
2=n—_.n entier, de partie principale :

AN 0
g '95:‘1; —91 ,-dTlI go<d—x b}

sont des fonctions de (x, y), coincidant pour xe&+(y)— K(y), (y point
out 'opérateur est hyperbolique), avec des fonctions prolongeables analyti-
quement en tous les points (z, y) tels que le segment (x, y) soif contenu dans Q
et x¢ K (y) (2 composante connexe de R'— X >y, ot Uopérateur est hyper-
bolique). Les prolongements ont des singularités si x ou ye€ X. La nature
des singularités pour x ou y€ X,— X, est donnée par les formules (I11.53).

Lorsque l-~n—~m, on a la décomposition E=E,+ E,, E, étant
défini par lintégrale (I1I.31), E, par lintégrale (III.43,) fonctions
analytiques de (z, y) pour [2y] c Q et x ¢ K (y)).

60 Etude du prolongement a travers X,. — Nous supposons le prolon-
gement singulier sur X,. Montrons qu’on peut définir au voisinage de X,
une distribution prolongeant Iintégrale, annulée par 1’opérateur.
Supposons que si z€ X, — 2,— K (y), on ait

E, (z, y) = Hol(x) logs(x) + Hol(%).

Supposons aussi [ = 2, pour simplifier, et choisissons en un point de X,
des coordonnées locales (u, v) telles que u = s(x), v = {(z),

Jd 0" 02 02 Jd 0
“(” Y G’ dv) _”W+W+H<ﬁ’%’“’”>’

H étant un opérateur différentiel du premier ordre, a coefficients analy-
tiques de (u, v). Pour u> o, on a

E,(u, v) = a(u, v)logu + 3(u, v),
a(u, v) et B(u, v) étant analytiques. Considérons un prolongement
analytique quelconque E, de E, pour u < o. Comme les coefficients de a
sont analytiques, on a aussi aE,= o pour u < o. Or

2(u, v) (log | u| = i) + B(u, v),
sont deux telles solutions, donc aussi

a(u, v)log|u| + B(u, v),
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puisque les coefficients de a sont réels. Définissons, au voisinage de u = o, la
distribution T parlafonction localement sommable « (1, v) log | u| + 8 (u, v).
T est un prolongement de E,. Montrons que T annule a. De

IT _ 0a L, 0B
-()—u—— d—u]0g|u|+dpfa+()—u7

*T  da.1 | P« 1 0?3
2T 0« 0*f3

g = o o8IU T G

upf<l> =1, qu<é> =Pf<3->,
u u- u

aT = o, (, 0) + 9 (1, v)log | u| + o (1, v)Pf<%>a

on déduit

les o, (u, v) étant analytiques. Or pour u > o ou pour u << o, on a
aT = 61(u, v) + 92 (u, V) log | u| + ;4 (1, v),
ce qui est nul d’apres le début du paragraphe. D’ou
91, 0) + 9 (D) log | u] =— ELED, gz,

La fonction au premier membre étant localement sommable au voisinage
de u= o, la fonction au second membre 'est aussi et o,(u, v) a néces-
sairement, pour chaque v, un ordreen u >1:

93 (u, v) = uy,(u, v), 9, (u, v) analytique.
D’ou
aT = o;(u, v) + 0, (u, v)log|ul.

Comme @; (1, v) =—,(u, v) log| u|, u% o, les ordres en u, de g; et g,,
pour v fixé, ne peuvent étre ni égaux ni différents s’ils sont finis. On a donc

(?5=(P__,::O et aT=O,
C. Q. F. D.

Remarque. — Le raisonnement précédent se généralise au cas ou la
dimension [ est plus grande que 2, 'ordre m est quelconque et aux types
de singularités rencontrés.
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5. Prolongement analytique des solutions élémentaires lorsque [
est impair et « = n— é , n entier positif ou négatif.

Montrons que l'intégrale dans (III.36), [~ n-m, peut, en général,
étre décomposée aussi en la somme de deux intégrales. Notons £ une

composante connexe de R‘— X >y ou l'opérateur est strictement hyper-
bolique.

1° Etude d’une intégrale. — De (I11.26), on déduit

[FML-+[FM)]-= (1) (l_n N g) 2 <m_n — é> (xQ_(l;),Iu)_l.
Posons
E,(z, y) = % (mli)H <,__n N 5—1%’”“—"— ;)
(111.55) . (l? (XI):”)_Z - )]m_ljl()ly(,—nz),
D*=!7neReZ! Zn;—l =0, 9@, 1) 9@y, 1) < 0},
muni de Lorientation, 12 ot 7 (@ —y) o, o kx/(”)y)]l > o.

Pour montrer que 'intégrale (III.55) a un sens, nous allons la trans-
former (comme dans le cas ou [ est pair). Introduisons, dans P! X G~!,
la variété V,(zx, y),

wl— g, (@, 1) = w + g, (Y, 1) = ¥, n}—1:="0,
i
le cycle Iy compact réel de V,(z, y),
Ti(x, y) ={({ w,n)|neD"},

muni de Porientation [n(x—y)]w’ (1) > o. Sur V,(z, y), cette orien-
tation est donc définie par

wln@—y)] =t w, 1) > o,
di \ dw A\ dog )\ ...\ dny w'(n)
ditw— g, (@, )] A\ d[w + 1g,(@, )] A d[zn;] b

@l w, n) =
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T (z, y) est donc relatif & W, (x)u W, (@y)u W, (z, y),
) l

kwa(x) : t=w=g1(x,n)=2n3—‘—1:o,

1

(IIL56) ~ W.(y) : (==, w=g(y,n)=yn—1=o0,

Wi(@ y): w=g(@ n) =gy, n) =Y ni—1=o0,
\ .
7

car la sous-variété de V,(z, y) ol w=o0 est W,(x)uW,(@y)u W, (z, ),
et sur Re V,(z, ), n(x—y) == o entraine w = o. D’ou

(1L.57) E(x, )=

—1I I

(2mi)—! (l—n—l— l>...<m_n_§>

(¢, 1) (. 7).
S o e O

Remarque. — Sur T';, on a g, o.

Nous savons que Re V, (z, y) est sans singularité si (xy) c Q et x¢ K(y)
(méme étude que pour [ pair). Si ReW, (x), ReW,(y), ReW, (z, y) sont des
sous-variétés réguliéres de V,(z, y), et en position générale, (III.57) aura
un sens (théoréme 3, p. g7 de [9]).

(a) Régularité de ReW,(z) e ReW,(y) : Un point (t, w, n)€ Re W, (x)
est singulier si
t=w=g,(z, n) :“—ZT);—I =o,
et si, en ce point, les différentielles
dt, dlwt— g, (z, 7)] = dg, (@, ),
d[w + 9. (y, )] =dw + ¢:(y, n) di, ndn,
sont linéairement dépendantes. D’ol1 'on déduit
dg,(x, n) = o, soit ze X,.
Le résultat pour Re W, (y) s’obtient en échangeant x et y : Re W, (y) est
singuliére si ye ;.
(b) Régularité de ReW,(z, y) : Il est équivalent d’étudier la régularité
de Re W, (z, y),
W@ y): w=g:@ 1)=g(y n)=o, dans Vi(z,y),
Vi, y) : wl—gi(@@, n)=w +1g:@g, 1) =o

. N -
( on supprlmez n;—1= o>.

7
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(t, w, m) réel est singulier s’il existe «, 3, ¥ réels non tous nuls tels que :
W= g:(%, ) = gy, ) = 2 dw
+ B[t dw—dg, (z, )] + [dw + (g, (y, 7) = o.
D’out
a+Bl4+y=o0 et —Bdg.(x, n) +vidg.(y, n) = o.
Cette condition exprime ceci :

dAneReG:(x)nRe G, (y) et en ce point les surfaces ne sont pas en
position générale.
Ceci peut se produire dans I'un des trois cas suivants :

— i k,_,(n) % o, alors n(x—y)=o, et de
dg (x, n) = dg.(y, n) + ky—i (1) [(x —y) dn],
on déduit xe K (y);
— st ky_ () =k,(n) =0, n(x—y)Z o, de
dg (¥, n) = dk, (1) + [nx] dk, 1 (n),  dg:(y, 1) = dk, (1) + [2y] dk,_. (n),

on déduit K,[k,(n)=o0] et K, ,[k,—i(n) =o0] ont un point de contact
réel;
— si kyi(n) = ky(n) = n(z —y) = o, puisque

dg. (x, m) = dg.(y, n)-

En conclusion, ReW,(z, y) est réguliere pour (xy)c et x¢ K(y),
s’il n’existe aucun point v réel tel que k, (n) = k,—, (n) = o.

(c) Positions relatives de Re W, (x), Re W,(y), Re Wi(z, y) : Tout
d’abord, Re W, (z)nRe W, (y) = 0. Etudions Re W, (z) et Re W, (x, y).

Prenons, au voisinage d’un point ¢ = o, dans V,(z, y), les coordonnées
locales t, (I —1) coordonnées de w, v, par exemple étant déterminé par

gl(x’ Y)) + tQQI(y’ n) = o,

[ce qui est possible puisque Re Gj(x) est sans singularité], w est alors
déterminé par w =—1g,(y, ).

Une équation de W,(x) est { =o, une équation de W, (z, y) est
¢:(x, 1) — ¢, (y, v) = o. En exprimant qu'en un point appartenant
a W.@)n W.(x, y), les différentielles df et dg,(x, n) — dg. (y, n) sont
linéairement dépendantes [en utilisant les coordonnées locales précédem-
ment choisies dans V', (x, y)], on trouve les mémes conditions qu’en (b).
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En conclusion, s’il n’existe pas de point » réel tel que k, (v) = k,—, (n) = o
(II1.57) définit une fonction analytique de (z, y) si (xy) cQ et x¢ K(y).

Remarque. — Nous aurions pu utiliser V(z, y) au lieu de V,(z, y);
en effet, les points singuliers appartenant & Re W(x, y), ou les points
o Re W (z) et Re W(z, y) ne sont pas en position générale, qui corres-
pondent aux racines réelles de ¢,(n) (points communs a K,, et K, !)
ne sont pas voisins de support de I' si (xy) cQ et x¢ K(y).

20 Etude d’une deuxiéme intégrale. — Faisons, a partir de maintenant,
I’hypothese suivante : Re K,nRe K, , = @, hypothése équivalente
a celle-ci :

Re G;()nRe G;(y) non en position générale < zeK(y).

Posons
Eo (2, §) = - — I
2 (21 i) <l——n+1>...<m——n—£>
2 2
m—n—%_
Xf e
A*’ détourntdeG 3* ( __I)
(11158) « o s CL)I(Y))
[ &=yl 9@y, )

!
A*={ne Re &! Zn}—l = o, g(z, m) 9(y, n)>o},

1

. . C ' (n)
muni de Iorientation, 1a ou n(x — 0, ————>—= > C.
D=0 e
1
Rappelons qu'il s’agit de la détermination positive de 2" % Nous
allons montrer que (II1.58) a un sens en transformant, encore une fois,
Iintégrale. Considérons dans P'x G+,

Vi@ y): tw— g, (x, n) =w—1g.(y, n) =2n‘;’-—1 = o,

]

o (b, w, 1) = dt \dw N\ dny A\ dwg - =w4f:)’
d[tw— g, (@, 0)] A\ dfw — g, (g, )] \ d[}_,n‘i]
7 Vi)
L@ y) ={(t w,n)|ned™ t>> 0, détourné de la sous-variété Go

de V,(z, y) o go(n) = o | muni de l'orientation :

wln(@—yled w, 1) > o.
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T, est un cycle compact relatif a W, (@)u W, () u P, (z, y),
g W@ : {=w=g@ 1) =2n}——1=0;

7

L5 W) : =0, w= g1y, 1) =X n3—1=0;

7
P,(x,y) : sous-variété de V,(z, y) ot n(z=y)=o,

car la sous-variété de V,(z, y) ou w = o est W,(@)u W, (y)u W, (z, y),

W,(x, Y w=g(@ ) =gQ, n) =2‘I)3~—I = o,
7

mais I’hypothése faite entraine Re W, (x, y) c Re P, (z, y).
Comme sur I, on a

)\m_n~%_ Q()\’ I) m— ' (Y))_
O —1)t [n@@—y] 7@, )
— C S D ot ZEOT, i,
Ei(z, y)= 12 / 1
(I11. 60) (Ml)l_l<l_n+5>”'(m_"—5>
f2(m—n) __ tQ(t2’ I) — Gj(t, w, ﬂ)
X / E—1)y— [n(x— ]! W :

I,

Les calculs faits précédemment montrent que Re V, (z, y), Re W, (@),
Re W, (y), Re P, (z, y) sont réguliéres pour (zy) c et x¢ K (y). Etudions
la régularité de Re G, et les positions relatives de Re W, (x), Re W, (y),
Re P, (x, y), Re Go.

(a) Régularité de Re &, : Considérons G, (/ on supprimez n—1= o>
N . /
dans V.. (t, w, 7)) est singulier, sur Re G, §’il existe «, 3, v réels non tous
nuls tels que
tw — gy(x, 1) =w —1g: (Y, ) = go(n)
= ad[tw — g, (2, n)] + Bd[w—1g,(y, n)] + 1dgs(n) = o.
D’ou
at +8=aw—Bgi(y, n) =o,
puis
wt1g(y,m) =0 et w=1g(y, n) = g:(x M) = g(n) = o.
Si (xy) c L, c’est impossible car Re G} () nRe G; = J.
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Conclusion. — Re G, est réguliére si (2y) c Q.

(b) Positions de Re G,, Re W, (z), Re W, (y), Re P, (z, y) : Tout d’abord,
Re GynReW,(x) =0, Re GonReW,(y) =0, si [zy]cQ. Etudions
donc Re G, et Re P, (, y), en se ramenant 4 Re G, et Re B,. En un point
appartenant a4 Re G,nRe P,, on peut prendre les équations g,(n) = o,

n(x—y) =o (m, ..., n;) étant des coordonnées dans V.. Ces deux sur-
faces ne sont donc pas en position générale si et seulement si ze€ K, (y),
partie de K (y) associée a G;,.

En conclusion, s’il n’existe aucun point » réel tel que k, (n) =k, (n) =o,
I'intégrale (III.60) se prolonge analytiquement pour (xy) c Q et x& K (y).

30 Prolongement analytique des solutions élémentaires. — Nous supposons
ReK,nRe K, ,=@. Si m>.l, « =n— ; ne(l, m), (I11.36) a été

décomposée en la somme de deux intégrales prolongeables analytiquement
en tous les points (z, y) tels que (zy) c Q et x¢ K (y). Dans tous les autres
cas, en utilisant les mémes méthodes qu’en dimension paire, on obtient

ceci : la solution élémentaire E(x,y), « =n— 3 n entier, coincide,

pour x€ &+ (y) — K (y), avec une fonction prolongeable analytiquement
en tous les points (z, y) tels que (zy) c 2 et x¢ K (y).
ProrosiTiON 15. — Supposons [ impair, o« =n— é, n entier. Pour

Uopérateur de Tricomi-Clairaut :
p N |~ o oN| 7o
“(x%):{"f’(d—x)* 2”%*“]"#—1(5&)5-‘“(%)’
1

de partie principale g<x i')> :gi(x i> g.)(i) supposons qu’il
’ox " dx ox )’

n’existe aucun point n réel vérifiant k,(n) = k,—.(n) = o. Sa solution

élémentaire E (x, y) coincide pour xe&+(y) — K(y), avec une fonction

prolongeable analytiquement en tous les points (x, y) tels que (xy)C

el x¢ K (y), Q désignant une composante connexe de R‘'— Z, ott I'opérateur

est strictement hyperbolique.

Si de plus I < n <~ m, le prolongement se décompose,
E(z, y) = Eo(x, y) + Ei(2, y),

E,, E, étant les fonctions analytiques de (x, y) pour (zy) c Q2 et x& K(y)
définies par les intégrales (1II.58) et (II1.57).

Ces résultats sont valables pour les opérateurs de Tricomi-Clairaut
autoadjoints, si m et [ sont impairs.
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(ared 7) (fi)sSor () 1oH + () 10H
e dfi
(ared 1) (x)s8o1 () 10H + (@) 10H o (B Bz
KN
(red 1), [(6)s] () oH + (6)sSoy (A) o ‘s D (fix) of — () yur = u
bl
(red 7))  (x)sBor(2)[10H + (*)10H w 3o 1 onuo studuod u
’ ¥
(red 1) (f)ysSor(f)1oH + (i) 1oH e
&Yl TuU="r
“(aredurr 7) (@) s5o (x)10H + (¥)10H =
@ed ) @sl@on+ @or =7 (%) ~q
c—7
R EX B pz —wSu=
(areduwr 7) (f)sSor (A)1oH + (f)10H = ‘o5 (fir)

“(ared 1)

0

=7
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Remarques. — 1° La décomposition (obtenue pour [ =~ n < m), n’est
pas valable si « est entier : le logarithme intervenant dans les formules
ne peut étre uniformisé par la méthode utilisée. '

20 S'il existe n réel tel que k,(n) = k,—(n) = o, les intégrales inter-
venant dans la décomposition divergent sans doute. Peut-on trouver
une autre décomposition ?

30 Pour les singularités des intégrales (III.57) et (III.58) sur X,— =,
on se heurte a la difficulté suivante pour I'application du théoréme 4,
p. 98 de [9] : le point singulier réel qu’a V,(z, y) [ou V, (z, y)l, size 3,
vérifie toujours w = o, donc appartient 4 W,(x) [ou W,(z)], variété
a laquelle est relatif T'y, {ouT,).

4° Nous avons introduit deux variables ({, w) pour étudier les intégrales,
sia =n— é La plus « naturelle » des deux, qui intervient des le début,

est {(f2= 12, ou #=—1). On peut se demander pourquoi introduire
seulement ¢ et la variété

1291(!/, 7)) -+ !h(x, Y)) :27']?"‘“1 = 0,

7

ne suffit pas. En fait, dans ce cas, certaines variétés, relativement
auxquelles on doit intégrer, sont singuliéres; par exemple la variété
ot ¢,(x, n) = o est singuliére en les points ot { =o. Il y a des cas ou
il serait sans doute possible d’utiliser seulement f{, mais nous avons
préféré donner une démonstration plus générale.

50 Si l'indice « de I'opérateur est un nombre rationnel compris entre
l— é et m— 2, et m>> [, nous pensons qu’il est possible de faire des

transformations sur les intégrales en ajoutant deux variables. Quant
aux valeurs irrationnelles de «, la méthode n’est plus applicable : c’est
particuliérement pour ces cas qu’il serait intéressant de savoir si le
théoréme de Nilsson-Leray s’applique.

Dressons un tableau des résultats obtenus (k désigne toujours un

: \ I . .
entier > o0); et dans le cas ou o« =n— o’ | impair, nous supposons
Re K;nRe K, _, = @.
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