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Introduction.

L'objet de ce travail est d'expliciter les solutions élémentaires de
certains opérateurs différentiels linéaires, strictement hyperboliques,
à coefficients variables, et de décrire leur prolongement analytique.

Ces opérateurs appartiennent au type général de Tricomi : les coeffi-
cients principaux sont affines, les coefficients sous-principaux sont
constants, les autres coefficients sont nuls. Ils sont entièrement carac-

térisés, s'ils sont auto-adjoints, par leur partie principale g( x, -.- )? et•̂  c/x j
s'écrivent :

ô\ , / à\ , v,̂  à , |, r à \ l+m—ï( à\ , / à\ ,\ v^ à , , f ô^a :KÎ^)=Jcm(^)+ 2^^+a r-4^\'ôx)=kn\-ôx)+ ^-Sx,+^ ^-<^} a = ——2———
_ / = i J

A"/n(£)» ^//z-i(0 som; ^es polynômes homogènes, de degré m et m—i,
à coefficients réels constants. Nous étudierons le cas un peu plus général
où a est un entier ou un demi entier.

L'équation des surfaces caractéristiques est du type de Clairaut :
ces surfaces sont donc des hyperplans ou des enveloppes de ces hyper-
plans. Le conoïde caractéristique K(y) est confondu avec le cône bicarac-
téristique C(y), comme pour les opérateurs à coefficients constants.

La méthode utilisée pour calculer la solution élémentaire E(x, y)
est rappelée au chapitre I, 3. On en déduit une formule très simple
pour E(x, y), si m^l et \x—y[ petit [formule (11.38) de la propo-
sition 7].

La formule (11.38) permet de montrer des relations de récurrence
[voir (III. 12) et (III. i2j)], utiles pour le prolongement analytique.

Notons 1 l'ensemble des xçW tels que la variété G^Çx) [g (x. Y?) = o],
ait un point singulier réel, puis i2 une composante connexe de R 7 —^ ,
où l'opérateur est strictement hyperbolique (théorème 1).

Si a est un entier n, à partir de (11.38), particulièrement simple dans
ce cas, on montre que E(x, y) coïncide pour r reê^O/)—K(y)
[ê4- (y) émission de y ] avec une fonction de (x, y) prolongeable analyti-
quement dans un ouvert de T{1 x R^ variant avec les positions relatives
de Z, n, m (voir proposition 10 et tableau final).

Si a est un demi-entier, a =n—-I? on transforme l'intégrale (11.38)
2

en la somme de deux intégrales, si / est pair (proposition 12), en une
autre intégrale, si l est impair (proposition 13). Ces intégrales ne se prêtant
pas encore à l'étude du prolongement analytique, on les transforme
à nouveau en introduisant deux variables d'intégration supplémentaires
[formules (III. 43), (III. 57), (III. 58)]. Le résultat obtenu est le suivant
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{voir propositions 14 et 15, et tableau final) : E(x, y) coïncide pour
xçô-^-Çy)—K(y) avec une fonction de (x, y) prolongeable analytique-
ment là où le segment [xy] est contenu dans ̂  et x^. K(y), (avec toutefois
une réserve si Z est impair).

Nous obtenons même, dans certains cas, la nature des singularités
du prolongement sur ^ (voir tableau final).

CHAPITRE I,

Les opérateurs strictement hyperboliques
et leurs solutions élémentaires (rappels et compléments).

1. Opérateurs strictement hyperboliques.

i° Hyperbolicité. Domaine d'hyperbolicité. — Soit i2 un ouvert de R^,
de coordonnées (x^ x^ ..., Xi), E1 l'espace vectoriel sur C des formes
linéaires complexes sur R7, de coordonnées (Ci, Ço» • . . , SO, S* -̂1 l'espace
projectif complexe quotient de CE.1—o) par le groupe de ses homothéties
de centre 0.

Soit a ( x, — ) un opérateur différentiel dans ^2, linéaire, d'ordre m
\ crx ]

exactement en tout point de ^2, dont la partie principale g( x, ,- ) est
\ ox ]

à coefficients réels. Au polynôme caractéristique g(x, ^), on associe
le cône caractéristique G(x) de S/ d'équation

g(x, 0 = o,

et la variété algébrique projective G^(x).
Rappelons la définition d'un opérateur strictement hyperbolique

(voir [7], p. 182 à 137).

DÉFINITION 1. — a(x, . - ) est strictement hyperbolique au point xç. ̂
\ ox J

s'il] existe NeReE^ non nul, ayant la propriété P.r : ̂ Ï,çî{eE1, non
parallèle à N, le polynôme en T, g(x, Î . + T N ) a m racines réelles et
distinctes.

La variété G*(x) est alors sans singularité réelle. On montre que
si G^(x) est sans singularité réelle, une condition suffisante pour que
l'opérateur soit strictement hyperbolique au point x est qu'il existe
NeReS^ non nul, ayant la propriété P .̂ : g(x, N ) ^ o et vS^ReS^,
non parallèle à N, le polynôme en T, g(x, \ + rN), a toutes ses racines
réelles.
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Supposons l'opérateur strictement hyperbolique au point x et
notons ^(x) l'ensemble des vecteurs N non nuls de ReS^ ayant la
propriété Pr, et A*(.r) son image projective. On montre que ^(x) est la
réunion de deux cônes convexes ouverts, privés de leur sommet 0 et
symétriques par rapport à 0; sa frontière est une nappe de G{x) appelée
nappe interne; ̂ (x) est donc un ouvert convexe de ReS*'/-1 et sa frontière
est la nappe interne de G*(x).

THÉORÈME 1. — Supposons ^2 connexe, G*(x) sans singularité
réelle v-^e^, les coefficients de la partie principale de l'opérateur continus
dans ^2. Alors l'ensemble ^€ des points de ^ où l'opérateur est strictement
hyperbolique, s'il n'est pas vide, coïncide avec ^2.

Prouvons que ^C est ouvert et fermé dans ^. Nous utiliserons le lemme
suivant :

LEMME 1. — Sous les hypothèses du théorème 1, la variété Re G^(x) reste
homéomorphe à elle-même quand x décrit i2.

Pour démontrer ce lemme, utilisons des hypothèses différentes, puis
ramenons-nous à ces hypothèses. Indiquons la méthode.

(a) Soient ^ et S deux variétés C00 sur R, ̂  étant connexe, S étant
compacte. Soit f == f(p, y/) une application C30 de ̂  x S dans R telle que,
pour chaque p fixé e^*, la différentielle par rapport à TÎ, dr^f, soit non
nulle. Notons alors :

Vc^xS, la variété C°° d'équation f(p. Y?) == o;
V p C S , la variété C00 d'équation f(p, n) = o, p fixé;
TT, la projection de Y sur ̂ , 7r(p, y?) ==p.
Les hypothèses : S compacte et d-nf^£ o, V pe ̂ , entraînent que TT est

une submersion propre de V sur ̂ \ Ceci, joint au fait que ̂  est connexe,
entraîne : Vp, p'e^, ' V p et V p ' sont difféomorphes. En effet, on le
démontre au voisinage de tout point de ^ en relevant un champ de
vecteurs de ̂ , dans V (voir par exemple [14]); puis globalement dans ̂
en utilisant la relation d'équivalence, dont les classes sont ouvertes :
p équivalent à p' équivaut à Vp difféomorphe à V p ' .

(b) Prenons maintenant les hypothèses du théorème 1. S désigne
alors la sphère unité de R1. Considérons l'application continue P de ^
dans la variété des polynômes en Y] de degré ^m, à coefficients réels,
qui à xç^l fait correspondre le polynôme g(x, Y]). Notons ^ l'image
connexe P(I2) et définissons f^xS-^R) par

f(P, y?) == ff(^ ̂  où xçP-1 (p);

alors VpCS coïncide avec Re G\x) [où xçP-^p)]. De (à), on déduit
que Vp et V p ' sont difféomorphes, Vp, p^e^*; il en est donc de même
pour Re G\x) et Re G^Q, V x, a/e^.
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S€ est ouvert. — Notons, pour N non nul e ReS^ :

^={xç^\N^^(x)}.

Comme ^C == i j ̂ , il nous suffit de montrer que chaque X,y est ouvert.
N

Soit donc y e ^C^y ^t montrons que, pour x voisin de y, N possède la
propriété P^. Tout d'abord comme g (y, N) 7^ o, on a aussi g(x, N ) 7^ o
pour x voisin de y.

Considérons un hyperplan 11 de ReE^ passant par 0 ne contenant pas N
et montrons que, pour x voisin de y, et pour tout Ce lin-S (S, sphère
unité de ReS/), le polynôme en T, g(x, î, + rN) a toutes ses racines
réelles. En effet, il existerait sinon, dans î2 une suite Xn de points tendant
vers y , et dans II n S une suite in, telles que le polynôme en T, g(Xn, Ïn + ^N)
n'ait pas toutes ses racines réelles. De la suite ^, on peut extraire une
suite convergeant vers ^.

En reprenant les mêmes notations pour les deux suites extraites
correspondantes, on obtient ceci : le polynôme g(Xn, !n-}-^nN) tend
vers le polynôme g (y, ^+ ^ N ) qui, lui, a toutes ses racines réelles et
distinctes, ce qui est absurde.

Considérons maintenant ^eReS^ non parallèle à N, et décomposons-le
sur n n S et N.

•^=aN+b^ a, 6eR, b^o, ^eIIn-S.
Comme on a

g(x, ̂  + rN) = b^gix, ̂  + a-}— N'
\ u /

le polynôme en T, g(x, ^ + rN), a aussi toutes ses racines réelles pour x
voisin de y,

c. Q. F. D.
S€ est fermé dans î2. — Utilisons ici le lemme 1. Comme Re G\x) reste

homéomorphe à elle-même quand x décrit ^2, on peut définir sa nappe
interne, V.r€^. Notons ^(x) celui des deux ouverts de ReS*^-1 qui a
pour frontière cette nappe interne et qui ne contient aucun point de
Re G\x). _

Soit maintenant rre^C, A*(.r), défini comme ci-dessus, et Ne A (a:).
Il existe donc une suite Xn de points de S€ tendant vers x, une suite Nn
de points de ReS^, A^eA(a^), tendant vers N. Pour tout n, Nn a la
propriété P^, donc N a la propriété P'^ et xç^€.

c. Q. F. D.
2° Emission d'un opérateur strictement hyperbolique. — Voici quelques

définitions classiques (voir [11]), et utiles pour la suite. Nous supposons

ceci : les coefficients de l'opérateur a(x, .- ) sont analytiques dans i2,
\ ox /
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\ ̂  àx ) est ^P61'13011^1-16 strict en tout point de û, les deux cônes ^(x)
et A-(.r) de Re^ [dont l'image dans ReS*^-1 est A*^)], d'adhérence
T^Çx) et r-(.r), peuvent être choisis variant l'un et l'autre continûment
avec a;el2.

On peut définir, en tout point xçQ,, le cône bicaractéristique C(x),
dual du cône caractéristique réel Re G(x). Ses génératrices sont les
droites D(Q de T{1 [£ fixé eRe G(x)] :

D(0 ={xfçW x', = x,+ ^g^(x, 0, À€R,J=I , . . . , / } .

Sa nappe externe est celle qui est duale de la nappe interne de Re G(x).
Le cône d'émission ô^(x), de frontière C^(x\ est, par définition,

le cône convexe fermé dual de T^Çx), c'est-à-dire l'ensemble des
points x ' ç. W tels que

(x'—x):^o, VSeP^).

Les surfaces caractéristiques de l'opérateur, d'équation s(x)=o,
sont obtenues en résolvant l'équation de Jacobi :

/ às\q [ x , — } = o.}j\ àx)

Une bande bicaractéristique est le lieu du point (x(t), î,(t))e^xReE1

tel que

-^ == g^(x, c); -^ - — g.^(x, 0; g(x, 0 = o (j = i, ..., 0.

Une courbe bicaractéristique est la projection sur t2 d'une bande
bicaractéristique. Le lieu des courbes bicaractéristiques d'origine x
est une surface caractéristique K (x), appelée conoïde caractéristique,
dont x est un point conique et C(x) le cône des tangentes en x. K^Çx) est,
par définition, la partie de K(x) dont le cône des tangentes en x est C^rc).

On prouve qu'il existe des courbes dans ^2, appelées courbes-temps,
telles que leur demi-tangente en tout point xç^ï appartienne à ^(x).
La réunion des courbes-temps d'origine les points de A (Ac^), est
Y émission de A, ê^(A). Supposons que, V(^, y) €^2x^2, la réunion des
courbes-temps d'origine x et d'extrémité y soit compacte. On montre
alors les propriétés suivantes : la frontière de ^(A) est une surface
caractéristique; si A est compact, ^(A) est fermé; si A est un domaine,
ê^A) est un domaine.

Si A = { x } , la frontière de ^(x) est la nappe externe de K+(x).
On a des définitions analogues en remplaçant partout + par — et

xç^(y) ^ yç.ô-(x).
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Une partie A de ^2 est dite compacte vers le passé si, V xç. Î2, A n ê-(x)
est compact. A est nécessairement fermé. Si A est compact vers le passé,
<S+(A) l'est aussi, et si B est une partie compacte de ^2, Ar\&-(B) et
(^(A)^-^) sont compacts.

3° Théorème d'existence et d'unicité pour un opérateur strictement hyper-
bolique. — Nous faisons les hypothèses de 2°. L'opérateur adjoint

a^x, ,- ) de a(x, -y-) est défini par ceci :
^ OX j \. OX j

-^-s0^),,^'^^^si<x•^)=sû^),—^'^^(a)'
1 a | ̂  m

^^^S^1)1-1^^^^^)^)]-
1 a i ̂  m

En particulier :
V à \ , , / à \

^^^}==(-I)77^^^)•

On montre le théorème suivant :

THÉORÈME 2. — V F partie de ̂  compacte vers le passé, V V distribution
dans ^ à support dans F, il existe une distribution dans ^ unique U,
telle que

<^)^=v,
support [/c^ (support V).

La restriction de U à tout domaine D c t2 ne dépend que des restrictions
de a ( x , à } et V à ê-(û).

On peut considérer a" au lieu de a, ̂ + au lieu de ê-, d'où des théorèmes
analogues. On peut aussi, plus généralement, prendre V à support
dans ̂ (F). Si Y appartient à un espace de Sobolev de type local Hi\^(^),
U ç H^-^ (t2) (s entier $ o).

2. Noyaux élémentaires. Solutions élémentaires.

i° Rappel sur les noyaux (voir [15], p. i38 et suiv.). — Un noyau K
sur Î2 est une distribution sur Î2 xi2. Nous noterons x (resp. y), la variable
du premier facteur ^2 (resp. deuxième facteur ^2), du produit ^2x^.
Soient cpe^(^.), ^ç^(^), ( ^ . K la distribution appartenant à <^(^r)
définie par ^.K(^) = K(^), L l'application linéaire continue de (^(Hr)
dans ^(^r) définie par L(cp) ==^.K. On définit de même K.^çCO'(^)
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et ^L l'application linéaire continue de ^(^îy) dans <^(^), transposée
de L.

K est dit semi-régulier à droite si L(^(t^))cê(^), (notations
de [15]); alors Lç^e(CQ(^), ê(^.)) et ^L se prolonge en une application
linéaire continue de ê(^) dans ^(^) par ^LY(cp) == Y(Lîp), où
Ve^(^) et (pe^(^). Soient ye^, îp€<^(^), ?.K(y), la valeur
au point y de la fonction cp.K. À:,, distribution appartenant à ^(^.z.),
définie par k, (cp) = cp. JC(y), est appelée restriction de K à ̂  x y.

On définit de façon analogue un noyau semi-régulier à gauche et ses
restrictions k^ à x X ̂ y.

Un noyau est régulier s'il est semi-régulier à gauche et à droite. Un
exemple en est le noyau de Dirac A :

A(<D) = f^(x,x)dx, <I»e^(^x^).
^Q

Ses restrictions à ^ x y e t r r x ^ sont les mesures de Dirac or et ôz..

2° Définition et existence du noyau élémentaire d'un opérateur strictement
hyperbolique (voir [11]). — Nous faisons les hypothèses énoncées dans
le paragraphe 1, 2°. On a le théorème ci-après :

THÉORÈME 3. — A rémission ê^ est associé un noyau élémentaire E^y,
et un seul, ayant les propriétés :

(a) son support est contenu dans { (x , y) \ xç. ̂ (y) j .
(b) E-^y est régulier. Ses restrictions Cy et e.^ à U^xy et xx^y vérifient

a (x9 Tîr ) e) == ô y9 ^PP0^ ^ c ̂  (y),\ c/^/

a i y , . ) ̂  = ô.^, support ^ c ê-(rc).

ey et e,^ sont donc solutions élémentaires en y et x de l'opérateur et de son
adjoint.

En remplaçant ê^ par ê-, on obtient un noyau élémentaire E~^,. qui
a des propriétés analogues.

3° Application au calcul de la solution U de a(x, -- ) U = V (voir\ ôx )
théorème 2). — £Ç,. sera noté .E ,̂ quand aucune confusion n'est à craindre.
Soit cp<E<^(^), on sait que ^.E-^çô^y); montrons que le support
de cp.£'+ est contenu dans ê- (support cp). En effet soit y^ê- (support cp),
donc ê4-(y) n (support cp) ==0, d'où

e,(c?) =o=cp.E+(y).
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On a donc : (support Y )n( support cp .E^) est compact, (puisque
support V est compact vers le passé). On peut alors définir la distri-
bution E^. V par

E+.V(cp) = V(cp.E+), Vcp€^(^).

Son support est contenu dans ê+ (support V) : en effet, si

(support 9) nê^ (support Y) =0,
alors

ê-(support 9) n (support V) =0,

doncE-^.V^) ==o.
D'autre part, elle vérifie

^Ic)^-^-
En effet, soit q?ç^(^.) :

K^â)^]^^-^-^)Acy" • ' jw— •^" ̂ '^
=v(a*(.,^),.E-)=v(,.a(.,^

=V(q>.A)=V(9).
D'où la proposition suivante :

-y(..(.,^),.^)-vL..(,,^)^

PROPOSITION 1. — E4-. V est la solution de cn^, —)U=V à support\ dx ]
contenu dans ^+(support V). De même, V.E^ est la solution de
a* ( y , -. ) U = V, à support contenu dans ê- (support Y), si V est compact
vers le futur. On peut aussi considérer E~. V et V.E-.

4° Propriétés de symétrie. — Nous supposons l'opérateur autoadjoint

a(x -̂ l -(—î^a^x ^a\x9 àx) -( I) a^^/

Soit S la symétrie par rapport à la diagonale dans t2 x ̂  et SE4- la
transformée de E^~ par S. On a

En effet, on a
SE+=(—ï)mE-.

«a;î^)E+)=<^â)^
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puisque

s (a(a•'<â)£+)?<a•''/)

=(" {x' ̂ M ̂ ' ̂  =E+(a'(x' ̂ ) ̂ v' ̂
= E^sÇa-(y, ̂ ) cp^, y))), = SE.(a-(y, ̂ ) ,(.-, y))

- (a ( y , — ) S )̂ cp (a-, y), y ? e ̂  (a x a).
\ \ ÎJ / /

Si l'opérateur est autoadjoint, on a de plus

a(x, 4-}^ = (—Iyn ̂  4-}^ = A.Y ? ̂ / v / v^ ̂ ;
La symétrie S donne alors

"(y'^)^^-1)'"^'^)^^^^-
Mais on a

support SE^= S (support E^) = support £-,

puisque x e ̂ + (y) <=^ y e <îh- (a-).
Du théorème 3, on déduit donc

SE^^Ç—iy'Œ-.

Plus généralement, on vérifie facilement que

SE~^ === E~a*.

PROPOSITION 2. — Entre les noyaux élémentaires E~a de a ( x, .- ) et E^\ ôx J
de en x, -. ), on a la relation de symétrie\ ôx J
(I. i) SE^=E^

3. Une méthode pour calculer les solutions élémentaires d'un
opérateur strictement hyperbolique.

Pour ce qui suit, voir [7], [8], [9], [10].

i° Uniformisation. — L'opérateur est supposé à coefficients analytiques
dans 12, mais pas nécessairement hyperbolique. Cette théorie s'étend à des
opérateurs non linéaires (voir [3]).
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Soit S^1, de coordonnées (Ço, . . . , ^), l'espace vectoriel sur G des
fonctions complexes affines définies sur R^ La valeur de Ç au point x
est notée :

\.X =^+'^X,+...+^Xi.

Notons :
S(S)=={yç^\l.y==o}.

Soient u(i, y) une fonction complexe de (Ç, y), holomorphe en au
moins un point (ïî, y) où r].y==o, Ï,(t, ry, y) une fonction, à valeur
dans S^S de (t, Y], y) € G x S^1 X ^2 où TÎ .y = o, holomorphe pour f petit,
et telle que E(o, Y}, y) =Y/. Notons u o ^ la fonction composée de u(Ç, y)
et £(^, YÎ, y).

DÉFINITION 2. — ^(t, Y], y) uniformise u(^, y) si u o ^ ^ une fonction
de (t. Y], y) holomorphe pour t petit.

Considérons la solution unitaire [7*(Ç, y) de l'opérateur ûnn ' , , -^\^ o'Xi j
c'est-à-dire la solution du problème de Cauchy dans ^2 :

(i..) \ 4-â)^)-'
( L^(Ç, y) s'annule m fois sur S(^) = { ye ^2 | Ç .y = o }.

On sait qu'au voisinage de chaque point yçSÇ), non caractéristique,
^(y^^o, il existe une solution et une seule de (I.s) holomorphe
de (t, y); c'est le théorème de Cauchy-Kowalewski. Le problème est de
compenser l'annulation du polynôme caractéristique aux points carac-
téristiques de 5(Ç) par un changement de variable, donné par le théorème
d'uniformisation suivant (voir [6] ).

THÉORÈME 4. — Î^(S» y) ^ toutes ses dérivées d'ordre ^m—i, sont
uniformisables quand on choisit î,(t, -n, y) comme suit. (^ (t. Y], y), x(t, YÎ, y))
est la solution, holomorphe, pour t petit, du système différentiel

-^ = g^(x, o, -jf =—g..,(x,,) ( j= i , .... o,
(1.3) ,

d.o v^ / •r\ / ^\
-^ ==^7 ̂ (^ 0——^ 0>

/=l

^//e ^ue

x(o, r], y) =y, S(o, YÎ, y) =YÎ, YieS^1, Y ? . y = o .

On a les propriétés d'homogénéité (0 e G) :

(1.4) ^(e'—f, OTÎ, y)=^(^, r;, y) ^(6^^, 0^, y)==^(t, •n, y).
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Nous utiliserons aussi L^(E, y) définie par

(1-5) u^y)=(-àYu-(^y^
\ °^ /

L^Ê, y) n'est pas uniformisée par Ç<7, TÎ, y) mais Um == -^ ^-i»
^O

où U^-iÇ,, y) est uniformisée par î,(t, ri, y).
De la proposition 5.2 de [10], on déduit que la forme différentielle

sur S^', L^(Ç, y) d£o A • • • /\dli, est uniformisée par Ç(/, Y], y); ceci
signifie que

/7* /^ / / y, ,,\ »\ ^GO? • • ' > ^)<^mVc,v, TÎ, y;, y;,-. / , — — — — — .l̂  (/, Tîi, ..., Y//)

est une fonction holomorphe de (t, -n, y). Notons :

û'(0 =^(—I) /^oA.. .A^/A.. .A^

(1.6) 7n(/, ri)=(i—m)tdr],/\ .. .A drii—dtf\ ̂ (ïî),
/

^(^ -S^""07"1^7 ̂ lA . • . A ̂ 7 A • • • A ^z.
7=1

De la relation

(1.7) (̂̂ .,))=4 ;̂;;',̂ (̂̂ ).

on déduit que la forme différentielle sur S^, de degré /, Î7,^(Ç, y)co*(^),
est aussi uniformisée par Ï,(t, Y], y).

2° Calcul des solutions élémentaires. — Supposons ceci : l'opérateur est
strictement hyperbolique par rapport à N =(i, o, . . . , o) en tout point
de i2, et son ordre m est supérieur ou égal à la dimension Z de R^.

Notations :
^ = { ( t , rî)| <e G, Y? =(ïîi, ..., YÎ^^};
$ == quotient de la partie de C> où Y] ̂ - o par le groupe de transformations :

6(^)=(61-^, 6yî) ,6eC;
W = j ( f , Yî)€^ i | < . Yîl^-^Cte}, W son image dans $;

(1.8) 1 \
(t, rI)^W Ç(/, y?, y).rr ==Ço+^^. = o, ^ et y fixés ^.x =={(t, ri

/=i )

Les formules d'homogénéité (1.4) montrent que x est un sous-ensemble
analytique deW. On montre aussi que le conoïde K(y) associée la projec-
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tion Ï,(t, YÎ, y), c'est-à-dire le lieu des points x tels que x ait une singularité
réelle, coïncide avec le conoïde caractéristique de l'opérateur, défini
au paragraphe 1, 2° {voir [10] ).

A tout polynôme de dérivation en x, homogène de degré m — l,

P,n-i ( -. ) ? associons la forme différentielle, de degré l — i :\ax/

(î o\ n i(t -n x v'P ^- pm-1 ̂ (t9 rî9 y)) um(^(t9 r]9 ̂  ̂  ̂  € (f, ̂  y))(1.9) ^-i{t,n,x,y,P,n-i)—————————d[^t,^y).x]—————— ^

VL,n-i est définie et holomorphe sur la partie régulière de x.
On définit d'autre part sur x, pour x voisin de y , une classe d'homologie

compacte h, de dimension / — î, relative à la sous-variété x n y* (y* : t === o)
pour la définition de h, voir [10], n° 41, et pour la construction de cycles
appartenant à h, voir la proposition 8.2.

Notons £ (a;, y), la solution élémentaire au point y , à support dans ̂ (y),

de a ( x, ,- ) (notée €y au paragraphe 2, i°). Toute dérivée Pm-i ( -r } E(x, y)
\ °X j \ OX j

s'obtient comme suit. Pour chaque y fixé, l'intégrale

^ '^m-l(t, ^, X, y; Pm-l)

^/,__7,^,.^

définit une distribution en x, au voisinage de y et là où Xi > yi. Plus préci-
sément, si x^K^Çy), cette intégrale définit une fonction holomorphe
de x (théorème 3 de [10]); en étudiant sa partie singulière lorsque rcç K4-(y),
on montre qu'il existe une distribution, définie au voisinage de y et là
où Xi> yi, coïncidant, hors de ^(y), avec elle. On a alors la proposition
suivante :

PROPOSITION 3. — La distribution définie pour x voisin de y par

2 (27:̂  / "^ (t9 r]9 x9 y ; pm~^9 xl > yi9(1.10)
la distribution I j———, \ ïîm-i(t. Y], x, y; Prn-i), x,> y,

2 ^2 7T l ) J ^

o, si rci^i/i,

est P,n-i(-^}E(x,y) (voir les formules (12.4), p. 60; (10.3), p. 54;

(10.1)2, p. 53 de [10]).
Pour expliciter h = h(x, y*), il nous sera utile de considérer des cycles

construits dans l'espace projectif complexe P1-1.

4. Une construction de cycles dans l'espace projectif complexe P'~1.
Notons T] == (Tîi, . . ., -ni) les coordonnées homogènes d'un point de P7-'.

A la partie principale de l'opérateur, g ( x , -, ) î nous avons associé la\^ dx j
variété G^(x), d'équation g(x. Y]) === o.

BULL. SOC. MATH. — T. 97, FASO. 1. 2
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Supposons maintenant que le polynôme en 'n se décompose en le produit
de deux polynômes :

g(x, r])==go(^)g,(x, Y)),

go étant indépendant de x et g^ à coefficients continus de x. Tous les
coefficients sont supposés réels.

Supposons que, pour x==y, G\x) soit sans singularité réelle. En
particulier ^[^(ïi) = o], G: (y) [g,(y,r^)=o] sont sans singularité
réelle et n'ont pas de point réel commun.

Supposons donné d'autre part un hyperplan ^(x) dans P^-1, dépen-
dant continûment de x, Re^(x) étant en position générale par rapport
à ReG^(y) pour x voisin de y.

La construction qui suit s'inspire de celle du « cobord » si Z est pair
(voir [9], p. 107 à no), de celle « d'un cycle détourné » si / est impair
(voir [10], p. 92 à g4).

i° Construction d'un fibre W de base Re G\y). — II existe dans ReP7-1

des structures riemaniennes C30. Re G\y) et ReIT(^) étant en position
générale, on peut en construire une, telle que ces deux surfaces soient
orthogonales : on le fait localement, puis globalement à l'aide d'une
partition de l'unité. On construit ainsi, en chaque point reReG*(i/),
une direction réelle, g^(y, r), orthogonale à ReG'(y), donc tangente
à ReIT(;r) si TeReir(;r). La droite projective complexe d*(r), passant
par T, ayant la direction réelle g ^ ( y , t), dépend continûment de (r, x).
Quand T décrit ReG*(y), les droites d*(r) sont deux à deux disjointes
au voisinage de ReG*Q/). Leur réunion, là où elles sont disjointes, est
un espace fibre W*, de dimension réelle Z, de base Re G* (y), dont la fibre
est un disque contenu dans une droite projective complexe; la fibre est
donc une variété analytique complexe et elle a une orientation naturelle.

Comme Re G; n Re G^ (y) = 0, on a

W = W; u W;, W: n W: = 0,

W; et W^ étant deux fibres de base Re G; et Re G^ (y), dépendant de x.

2° Construction d'une coupure D^ dans Wi*. — ReW^ est un voisinage
dans ReP7-1 de Re Gi*(y). Notons, pour x fixé :

D\ = { YÎ e Re P1-1 g, (x, -n) g, (y, ïî) ̂  o j.

Pour x—y\ petit, D^cReW^. Sinon, il existerait une suite {Xn}nçN
de points de W tendant vers y, et une suite { ^ j / , e N ^e points de

[Rep^-'—w:] telles que Fou W; = M Wi^t
L n \

g(Xn, rîn)g(y, TÎ/O^O.
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Puisque [ReP7-'—W.î] est compact, on peut supposer (en considérant
des suites extraites, bien sûr) qu'il existe Yîe[ReP^- '—W.î] tel que

lim r\n = TÎ.
»->- oo

On aurait donc g (y, 7y) == o, ce qui est absurde.
Supposons maintenant | x — y assez petit pour que

D^cReW;^..
En particulier :

ReG;(:r)cReW:,,,;

et par tout point ÇeReG^) passe une fibre, et une seule, d'origine
TeReG^(y). Inversement, toute fibre d*(ï), issue de T, coupe G^(x) en
un point, et un seul, Ç voisin de T : en effet, G\ (x) est une hypersurface
voisine de G^(y), et G^(y) coupe d*(ï) en T et est en position générale
par rapport à d*(T). En particulier, Ç est réel, donc ^eReG^(rc). Les
segments réels [r^], d'origine TeReG^(y), d'extrémité ]^çî{eG^(x),
fibrentû^ coupure réelle, de dimension réelle Z — i , construite dans W.^.

3° Construction de cycles y (voir fig. i).
Supposons l pair : Dans chaque fibre d*(r) de W*, munie de son orien-

tation naturelle, traçons un « contour » y(ï) orienté dans le sens direct,
autour de T, si reReG^, autour du segment réel [r^], si TeReGÎ(y),
ce contour dépendant continûment de T. Supposons Re G* (y) munie
d'une orientation changeant sur IT(;c), et notons h(G*(y), II* (x)) sa classe
d'homologie. Lorsque T décrit ReG*(y) ainsi orientée, y(ï) engendre y.
y est situé hors de G* (y) et donc de G*(x), pour | x—y\ petit, d'après la
construction faite. Sa classe d'homologie h(P1-1—G*(y), II*(a;)) vérifie

h(P^- G-(y), IT(:r)) = <^(G*(y), ir(^)).

On peut évidemment décomposer y en la somme de deux cycles :

ï = ï(W;) + ï(W;), ï(W;)c W;, ï(W;)c W;.

Supposons l impair : Supposons ReP^1 munie d'une orientation
changeant sur II* (x). Orientons la partie réelle de la fibre de W* de façon
naturelle, orientons enfin la base Re G* (y) de W* de sorte que le produit
de ces deux orientations, avec la convention

(I.n) orientation fibre x orientation base,

soit l'orientation donnée à ReP^-1.
Dans chaque fibre d*(r) de W*, traçons un « détour » y(ï), obtenu

en détournant « deux fois sa partie réelle » de T, si rçReG^, du
segment [r^], si TeReG^(y), ce détour dépendant continûment de T.
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Quand T décrit ReG*(y) orienté, y(r) engendre y(W*) situé hors de
G*(y)u G*(rc), pour a;—y| petit. Définissons y comme suit :

Hors de W\ y^^P^-1—W*) est deux fois ReP1-1 orientée
comme ci-dessus. Dans W\ y==y(W^) qui vient d'être construit. La
classe d'homologie hÇP1-1— G* (y), IT(rr))[de y est donc celle de 2ReP^-1

orientée et détournée de G* (y).
On peut aussi décomposer y (W*) en la somme de deux chaînes :

y(W-) = y(W;) + ï(W;), y(W;)cW;, ï(W;)c W;.

4° Construction d'une famille de cycles y (s). — Faisons dépendre y,
et plus précisément y(W^), d'un paramètre s > o petit. Utilisons dans
chaque fibre de W^ la métrique riemanienne introduite au début.

7 M reRe^(y)

pair ®
TeReGcT

^^si^ Y^
longueur[rÇ]>2£ longueur[r ̂ ]428

impair
-̂ -(2)̂ -

TeReffi?
>̂ >̂ ==<i>—

longueur [T£,]> 2 £

ïeRe^(y)

-» -̂ >

longueur [r ç]^2£

Figure i.

Si l est pair, dans chaque fibre d*(ï) de W^, le contour y(r)===y(T, s)
est la somme de deux arcs de cercles orientés (centrés en T et ^,
de rayon £ > o, de sorte que tous les points de l'un des arcs soient à une
distance ̂  s du centre de l'autre arc), et de deux segments réels situés
sur les deux bords du segment [T^]. Notons y^WÎ) la chaîne de W^
engendrée par y(r, s) quand T décrit Re G^(y).

Si l est impair, dans chaque fibre d*(T) de W\, le détour y(r) = y(r, e)
est aussi la somme de deux arcs de cercles orientés (construits comme
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précédemment) et de segments réels situés sur la partie réelle de la fibre.
Notons Y£(WO la chaîne de Wî engendrée par y(ï, s) quand T décrit
^e G^ (y). Dans tout ce qui précède, nous avons conservé les mêmes
conventions d'orientation qu'au paragraphe précédent.

Posons ensuite :

,j ^ x i ï(5)=ïW)+Ts(W;), si l est pair;
lï(£)==ï(P /- l—W')+Y(W;)+ïs(WO, si l est impair.

Évidemment, la classe d'homologie h(P1-1—G* (y), IP(rc)) de y (s)
est celle :

du cobord de Re G\y) orientée, si l est pair;
de 2 fois ReP7-1 orienté et détourné de G* (y), si Z est impair.

CHAPITRE II.

Les opérateurs de Tricomi-Clairaut. Propriétés.
Calcul, pour x voisin de y, des solutions élémentaires E ( x , y )

de certains de ces opérateurs.

1. Définition. Propriétés de l'ensemble des opérateurs de
Tricomi-Clairaut.

i° Définition. — Un opérateur de Tricomi généralisé est un opérateur

dont la partie principale g ( x, -,- ) est à coefficients affines :\ dx J

l à\ [ à\ , v-i / à\
^^^)=^(^)+l^^\^>

/=i

la partie sous-principale g ' ( .- ) est à coefficients constants, les coefficients
•< C/jC !

des termes de dérivation d'ordre inférieur sont nuls.
Pour de tels opérateurs, la projection E(f, y?, y) est telle que [voir (1.3)] :

^ . {d^^-g^dt (j-o, i, . . . ,Z) ,
( S(o, r ] , y)=Yî, ^.z/=o.

D'autre part, en utilisant le théorème de réciprocité énoncé dans la
proposition 13.3 de [10], on peut calculer explicitement U^Ç,(t, r,, y), y).
En effet, posons

(11.2) V,n(t, TÎ, y) =- U^(t, •,, y), ̂ Î̂ î —L )̂.
-^V» ^îiî • • • ? fïl)
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Des formules (13.22) et (13.23), p. 65 de [10], on déduit

(IL3) ^logvm =-- gf(^9 ym(09 Yîï ̂ = I' ^y= °-
Simplifions encore la résolution de (11.1) en choisissant

^(o-s/^-ie) o'=i, ...,o,
^-i(£) polynôme homogène de degré m —i.

DÉFINITION 3. — Appelons opérateur de Tricomi-Clairaut, un opérateur
de Tricomi généralisé a [ x, .- ) :

\ 0JU j

^ <-(I•<É)=<^)^•(^)•

dont la partie principale g ( x , . ) vaut\ ôx J

<"•<-) »(t•^=t".(â)42I-i]t"-tô•
^/«(O, A-^_i(Ç), ^'(^ sont des polynômes homogènes de degré m et m— i.
Nous admettrons que k,n et k,n-i puissent avoir un facteur commun;
dans ce cas, nous poserons

/TT K \ ( à\ ( Ô\ ( Ô\(IL51) g^^)=^\x'^)^{^

où ^o(E) est homogène de degré m—p, où g^(x, E) s'écrit :

r l 1
(II. 5,) g, (x, 0 == k, €) + 2 ̂ -^- ^-1 ̂ ? ^-1 ̂  °'

L i J
ÂY,(Ç) et ^-i(0 étant homogènes de degré p et p — i et sans facteur
commun.

On vérifie que l'opérateur (11.4) est autoadjoint si et seulement si

(11.6) g ' ( ^ ==a^_,(,), a = z^^1 •

Un opérateur de Tricomi-Clairaut autoadjoint est donc entièrement
déterminé par sa partie principale.
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2° Quelques propriétés de Uensemble des opérateurs de Tricomi. —
Notons ^/^, ^Ci^n, ^^i,m, l'ensemble des opérateurs de Tricomi,
de Tricomi-Clairaut, ou de Tricomi-Clairaut autoadjoints, et ^C^
l'ensemble des opérateurs homogènes à coefficients constants, à Z variables
et d'ordre m. Tous ces ensembles sont stables par changement de coor-
données affine et l'on a

^l,m 3 ̂ l,m 3 ̂ ^l,m 3 ̂ .

Si ae^/,w, bç^i^i, en général ab^^i^n^n^ sauf si un des deux
opérateurs est homogène à coefficients constants. Considérons alors
bç^i,n', on a

a e ̂ i,m => cib e ̂ i,m+n,
aç.^ei^ =^ abç^e^n+n,

mais
a e ̂ eai^n 7^ a6 e ̂ ea/,^+^,

[yofr la formule (11.6)].
Remarquons aussi que ^/, ^, ^(Seic/ (on ne précise plus l'ordre,

qui est quelconque), sont stables par l'opération crochet. En effet, si
on a

/ /
a = ̂ o +^ X j g j + g\ b = Tîo + ̂  ̂ /^/ + ̂ /,

i i

(ii.,) ,»-»,= 2['•/|^-l"|î]
i

/ / /
, v v^ f \ ^o/ ^h-\ , v^ r, ^^ ^ ]+la;/2|_/l^-^^|+lLA/^-^^J'

/=1 k=ï l

2. Propriétés géométriques des opérateurs de Tricomi-Clairaut.

i° Surfaces caractéristiques. — Les surfaces caractéristiques de l'opé-
rateur, d'équation s(x)=o, sont les solutions de l'équation de Jacobi :

/TT 0\ ( ^ ( às\ ( ̂
(IL8) <^^)'^1^^0^)=0•

/

Tout hyperplan de IV, d'équation -/îo+ Y ^7^7 == o, est une solution
i

de (II. 8) quand le paramètre TÎ vérifie

9o (^i, ..., ïîz) == o ou kp (Yîi, ..., -/}/) = Yîo ̂ -i (yîi, .. • , ^0.
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Cette famille d'hyperplans, dépendant de Z paramètres homogènes,
est donc une intégrale complète de (11.8), équation dite du type de Clairaut.
Toute solution de (11.8) est donc une enveloppe de ces hyperplans
(voir [16], t. 1, p. 534 à 538).

2° Domaine d'hyperboïicité. — Nous supposons l'opérateur strictement
hyperbolique en au moins un point y et nous utilisons le théorème 1.
Cherchons donc à quelle condition G\x), g(x. Y]) = o, a un point singulier
réel. D'après l'hypothèse faite. G;» ^o(^)=o, est sans singularité réelle.
Donc tout point singulier réel sur G*(rc) correspond soit à un point
commun à ReG;(^) et Re G;, soit à un point singulier réel sur G^x)'
Notons donc

^ . ( ^={xç'Rl\î{eG\(x)r\ï{eG^0},
( ii = { xçW [ G^Çx) a au moins un point singulier réel {

On peut caractériser les points de îo ou 2i par ceci :

xçîo <=> 3-f] réel tel que
/

rîo +^ r } j X j = kp (ri) — 7^0 ̂ _i {ri) = g^ (ïy) == o,

xçî^ <==> 3r] réel tel que

k,(n)+ ̂ .x]k^) = ̂  + ̂ .x]^ + x^(ri)^ o,

(j=i, ...,/).

Io est une réunion d'hyperplans caractéristiques; sauf si Z== 2, ce n'est
pas une hypersurface de W : c'est un fermé qui peut avoir des points
intérieurs. Quant à ij, c'est l'enveloppe des hyperplans caractéristiques :

7ÎO ~^2 r l j 'x j == oî te[s (^ue ^ ̂  = Yîo kP~l (yî^

C'est donc une surface caractéristique, réunion de l'hypersurface
[Ây_i(r/)^o] :

I r^(^) ^) ^-l(^)1 .,. n7- k^)i ô^ k^)~ôr!~\ O-1---^)

et des hyperplans caractéristiques, s'ils existent :

x,==

^+^x,=o, k,M=k,^ri)=^—^-^ =o ,+^^,=o, k^)=k^)=^-^^ =.

C7=i, ...,0.
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[Ces hyperplans existent si les hypersurfaces JÇ, kp(r))==o, K^,
kp-i(ri) == o, de P^1 ont un point de contact réel.]

Notons :

(II. 10) i==^oU^i, ^(y) la composante connexe 3 y de IV—^.

Du théorème 1, on déduit la proposition suivante :

PROPOSITION 4. — L'opérateur de Tricomi-Clairaut, de partie principale

g ( x, .- ) = gi ( x, .- ) <7o ( -̂ - ) ? ^ strictement hyperbolique dans ^ (y).
\^ (/^c y \^ dx j \^ dx y

3° Conoïde caractéristique K(y). — K(y) est l'enveloppe des hyperplans
caractéristiques 3 y ; leur équation est

/
^o-l-Y^7^/== 0,^o+^^7^/== 0,

-/î réel, avec les relations
/ /

^o+^^;y/==go(ri)=o ou ^o+^^/y7==^(^)—Tîo^-i(^):== o.
i i

Notons :

•/î(^——y)=^ïîy(^——î/y).

En éliminant Yîo entre les relations ci-dessus, on obtient

TÎ (x — y)== o, YÎ réel, avec go (n) = o ou (/i (y, Y?) = o.

L'une des deux dernières conditions exclut l'autre, puisque l'opérateur
étant strictement hyperbolique en y , on a

ReG;nReG^(y)=0.

K(y) est donc l'enveloppe des hyperplans d'équation •n(x—y) = o
où go(r])==o ou gi(y. Y]) == o (r] réel); pour que x ç K ( y ' ) , il faut et il
suffit qu'il existe Y} e ReE/ et À e R tels que :

j 'r](x—y)=o,

\ go 00 = o ; resp. î (y, Yi) = o],

(ILI1) > ,^o(yî) r .^1(1/^)1; /y .__ ï i . — 7 'yu v / rp<in T •—— u • — 7 ^y l \ i7> •/
[ x ] y/-^-^- jresp.a;, l// - " an, J

' (j=i,...,0.
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Soit ir(rc—y) l'hyperplan de P^1 d'équation r](x—y) == o.
(II. 11) exprime que II* (x — y) et G; [ resp. G^ (y)] ont un point de contact
réel TÎ. Mais la relation

(II. 12) g, (x, y?) == ̂  (y. Y}) + [ Y} (x — y)] kp^ {n\

entraîne qu'un point de contact entre II* (x—y) et G^(y) est un point
de contact entre W(x—y), G^(y), G^(x). D'autre part, d'après (II. 11),
si xç.K(y), la droite xy est contenue dans K(y). K(y) est donc un cône :
c'est C^y); Les courbes bicaractéristiques issues de y sont les génératrices
de C(y), puisque le long de ces droites, les hyperplans caractéristiques
touchent leur enveloppe K(y). L'émission ê(y) est donc confondue
avec le cône d'émission <^(y).

PROPOSITION 5. — Supposons l'opérateur de Tricomi-Clairaut strictement
hyperbolique en y. Pour gué xç.K(y), il faut et il suffît que les hypersur faces
de P^, îl\x—y) [r^x—y)=o] et G;[^o(ïî)=o], ou ïl^x—y)
^ G^(y) [ ̂ i (y, -n) = o], aient un point de contact réel. Le conoïde carac-
téristique K(y) est confondu avec le cône bicaractéristique C(y).

3. Calcul des dérivées d'ordre m — l en x (m ̂  ï) des solutions
élémentaires E (x, y) d'opérateurs de Tricomi-Clairaut, pour x
voisin de y .

Nous appliquons ici les résultats rappelés dans I, § 3, 2°.

i° Equation de la variété x et calcul de la forme différentielle à intégrer
sur x. — Déterminons donc (Ç(/, Y], y), V,n(t, ïî, y)) la solution du système
différentiel

/ ^o __ _dS^_ _ _ d^i ^ d[\ogV,n] =—dt,
ME) -̂i(0 •" ^^_,© ^(0

(H.i30 / ï \
\ î,(o,rî,y)==-n ^ 73. ï /=^o+^yîy î / /=o ^ V,n(o,'n,y)==i
\ \ ï /

[voir les formules (II. ï), (11.2) et (11.3)].

Utilisons, pour le résoudre, les relations

ï -ï (^—••o'
que nous écrivons

(II.iSQ ^ = ^ 7 ? , où ^=(Si, . . . , £ / ) et 7 î==(^ i , . . . ,T Î / ) .
^7
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On obtient ainsi, en utilisant l'homogénéité des polynômes :

^ _ J^_^ , _ ^n(n) .^"Ey^-.e)^"^^-.^)^7'
drLoaV 1- ^(0 ^ -—^M—^a [i^og v,/j — ^-,——/^^y — ^-^——T^^'

tj Kjn-i \C,) ^j K,n-i {H)

En fonction de \j, on a
/

^m(^) ^ \ V
^--/ï^^^-^-lj^^

1

(II. i4) t.x=——--\^g(x,rf)-g(y,-^\,
Km—I (Y)) L^f J

R' (r,)
^ ,̂,,-,W)

^•J
(ii.x5) M^r"1

Si Â'^_i (•//) == o, on a

(II.16) î,.x=-n{x—y),
V.,=exp(—^(ïî)0

Dans le cas général, on peut aussi donner les expressions de i.x et V//,
en fonction de (-/}, f). En effet,

ni 17,) d^ —km=^dt\ l i ' l 7 ï } Y m —— y,7"-1 9

^j ' t j

(II. 1 72) Ey = Yîy [ 1 + (m —— l) Â^_, (Yî) /l̂ ,

la détermination du radical valant i pour t = o. x est le lieu des points (/, Y?)
où '^.x== o, x et y étant fixés [voir (1.8)]. D'après (II. 17), une équation
de x là où kjn-i (^) 7^ o est

i
(II. 18) [i + (m—i)^_,(7î) t^gÇx, ̂ )—g(y, r)) = o,

et d'après (II. 16), l'intersection de x avec la variété d'équation k,n-i (ri) === o,
a pour équations

J^_i (ïî) ==r](x — y) = o.

Il est facile de vérifier, en utilisant (II. 18), que pour que x ait un point
singulier réel (/, Yî),il faut et il suffit que xçK(y) : on retrouve en effet
les conditions énoncées dans la proposition 5.

a (x yî)Sur la partie de rc où ———- reste voisin de i pour x voisin de y , par
exemple là où

^'Yî) i <-k^i7————\" —— •*• '~^ *'• '—— 1 »9(y' ^) —



28 S. DELACHE.

on peut calculer explicitement / comme suit. Utilisons (II. 18) et la
relation
(II.ig) g(x, -n)—g(y, rî)==[rî(x—y)]k,n-i(rî).

On obtient(»,-,)^,(,)<»[,+f<^i^]--,;
le polynôme en ka-i (:n) au second membre étant divisible par k,n-i (-^),
on a

^ '-^[•^(^f-"-^)].
où P(u, u) est un polynôme de degré m — 2 en u et y.

Pour calculer la forme différentielle sur x, on utilise (1.7) et (11.2) :

U;n(^t, TÎ, y), y) ^(^(t, 7?, y)) =— V^(t, ̂  y)^(t, n).

Supposons maintenant r^i == i. Donc

^(Z, -n) ==—dt/\d^ A ... A dru [voir (1.6)],

P^(Ç(/, yî, y)) ,=Eï^-ZP^(ïî)
.i,'
1 ë'W

V,n(t,r^y)\==^-^

[voir (II.13,)],

[voir (II.15)].

Pour avoir, dans l'expression de V,n, un exposant indépendant de ~n,
nous choisissons : g ' (r)) = a Â-,,,_i (r)), a e R.

DÉFINITION 4. — La classe des opérateurs de Tricomi-Clairaut que nous
étudierons maintenant est définie par

1?^)=^(^)+ •̂̂ l̂  ^-
L i J

(II.21) a^[x, à_
.ÔX y

Cette classe d'opérateurs est stable par multiplication à droite par un
opérateur homogène à coefficients constants et par l'opération crochet
[yoir(II.7)]. Et on a

^[^àx )=^\x- àx. a+6=m+^—i .

Poursuivons le calcul pour ces opérateurs :

y^^y)\==^
x \x
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Mais, d'après (II. 14), sur la partie de % où " w — ) . reste voisin de i,. g v^î '^î}
pour x voisin de y , on a

, _ ^Q/, Y})
^~ g(x,ri)'

D'où, (yozr formule (2.3), p. 83 de [9]) :

fi ^ ( t ' n x u - P ^- F g ( y 9 ̂ T1"^ p ,.d^A__A^.11^_/^, ^J, X, y , fm-l) ——— / \ l^,n-l\n) ——,—————————
L î/ v^ 7^ J u (r /y.\^-)

Or, d'après (II. i3) (x et y sont fixes) :

^fê..),=-^^.)=-[^]m^.).
D'où

n ,f( -n x u - P ,)-P ,(^\3(y^)Y-ld^^.../\dr^11,,._, (t, -n, x, y , P,,.-i) - P,n-i {ri) ̂  ̂  ̂  ̂  j ^ ̂  ̂  ,

et en revenant aux coordonnées homogènes ri =(^1, ..., ru),

(II...) n^«, ., ̂  y; ?,_„)= ?„_,(,) [^j^^,

sur la partie de x où y9 rî/ reste voisin de i pour | x—y \ petit, la déter"(){x, rï)
mination du radical valant i pour x == y.

2° Expression des dérivées en x, d'ordre m—l, de E(x, y), pour \x—y\
petit. — Rappelons que y* est la sous-variété : t == o de W et que g* (y)
est la sous-variété t==g(y. Y)) = o de y\ Identifions ^ à P1-1 et g\y)
à G* (y). Soit Xi la partie de 'x où

9 (y, ̂ )
g(x, ri) i <i.

Sur Xi, ^m-i a l'expression (11.22). D'autre part, la formule (II. 20)
montre que, lorsque x tend vers y le long d'une droite non contenue
dans C(y), %i devient voisine de P7-1— G'(y).

Reprenons la construction des cycles y (voir I, § 3, 3°), en
remplaçant II* (x) par II* (x—y); elle est valable pourvu que x^.K(y)
(voir prop. 5).

Si l est pair, donnons à ReG*(y) l'orientation, hors de II* (x—y) :

m o^ àg(y9 rl) ^(r]) -> n( ) î [r^x-y)}^dg(y, ̂ > 0-
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Si l est impair, donnons à ReP^1 l'orientation, hors de ÏF(x—y) :

(11.24) ^-7f^n——>o'v / h(^—y)r
Soit 7^(P/-J—G*(^/),^*(a;—^/)) la classe d'homologie de y. Il

existe des applications ^ de [P1-1—G\y)] dans x^, telles que
^(h(P1-1— G^y), V(x—y))=h(x, ̂ ), (voir prop. 8.2, p. 5i de [10]).
Donc e^(y)€/î(^, y*). Or, pour <3>^, on peut prendre l'application qui à
r]ç[P1-1—G* (y)] fait correspondre le point (/, ïi)e^i, la valeur de /
étant donnée par la formule (II. 20). Notons alors

^_,(YÎ, x, y); P^-i) = <I).^.1 (n,,_,);

^w-/ a donc la même expression (II. 22) que II^_y. De

f îï-m-l = I ^-in-l^
^^xW ^T

nous déduisons [voir (I.io)], si x est voisin de y et ^^(y)—^(y) ^

pm-1 (à) £:(a;î y) = \ (2^ /ti2m-/(YÎÎ ^ y; Jpm-/)î

PROPOSITION 6. — Supposons l'opérateur de Tricomi-Clairaut ( I I .2 i )y

de partie principale g ( x, , ) ? d'ordre m^l, strictement hyperbolique
\ (/cK/

en y. Les dérivées d'ordre m — Z en rc de sa solution élémentaire E(x, y) au
point y sont les fonctions de x, là où ^eê^t/)—^C(y) est voisin de y^
définies par les intégrales

m ̂  p . ( °\E(X ^-ï ï Cp .^r^^T"'ct)/(y}) •(11.25) P^^^^y)-^-^^^P^(r^^^^ ^^,

y est un cycle compact de P^1, relatif à W(x—y), situé hors de
G'(x)u G\y), dont la classe d'homologie ^(P^1— G\y), ÏT(x—y))
est celle :

— du cobord de ReG*(y), orienté par (11.23), si l est pair;
(11.26) — de 2ReP/-l orienté par (11.24) et détourné de G\y),

si / est impair.

Remarque. — Nous avons supposé l'opérateur strictement hyperbolique
par rapport à N==(i, o, . . . , o) au voisinage de y, mais nous constatons
que l'orientation de ReP^-S quand / est impair, est indépendante de
ce choix des axes.
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3° Une remarque sur U orientation de Re G* (y), si l est pair. — On suppose
donc que (i, o, ..., c^eA-^y)., Calculons la forme différentielle résidu :

à g {y, r j ) w'(r))_____^
àr], [Y) (x — y)]1-1 dg(y, -n) '

Supposons Y Î / = I . Elle s'écrit :

/ ^àg(y,n) dïh A — A d-n^ __ dr}, A . . . A ̂ -i
v î [^(x—y^dg^r]) [^(x—y)}^ î

(d'après la formule (2.3) de [9]).
Revenons, aux coordonnées homogènes. Elle vaut

i /\
_V (— i)7'^/ dr}. /\... /\drï^ /\. . . /\dr]j
^ [r^(x—y)}^

Or le produit intérieur gauche du i-vecteur N, N == (i, o, . . . , o),
de E1, par la (Z —i)-forme w ' ( r ] ) sur E1 est la (Z— 2)-forme

i

N J c^(y}) =—^ (— i)/^. d^ A • • . A ̂ 7 A • • • A ̂
/=2

(yoir [2], chap. III, § 8, n° 4).
L'orientation de Re G* (y) en dehors de II* (x—y) est

/TT \ N | ClL/(ï]) —— . , .^•^ b^-,,)]^0' ^^'(y)-
Sous cette forme, elle est indépendante du choix particulier des axes

fait au début.

4. Calcul des solutions élémentaires E (x, y) d'opérateurs de
Tricomi-Clairaut ( | x — y \ est petit, m ̂  Z).

Si m = Z, de (II. 2 5) on déduit

ai 28) E(X v) -I —L- rr^^T---1 ^)(11.28) ^ ( x , y ) - ^ (,^y-^J ̂ ^)| ^^)-

Si m > Z, nous allons intégrer (m — Z) fois par rapport à x l'intégrale
figurant au second membre de (11.25).

i° Méthode d'intégration. — Nous supposons y fixe, \x—y\ petit,
x^K(y). Plus précisément, x varie au voisinage de y à l'intérieur d'un
cône étranger à K(y). A chaque intégration, nous utiliserons le résultat :
E(x, y) et toutes ses dérivées d'ordre ^m—Z—i s'annulent pourrc = y
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(théorème 4 a, p. 66 de [10]). Nous utiliserons aussi la formule suivante,
« dérivation sous le signe somme ».

Soit ^(ïî, x) une forme différentielle de degré l—i en Y}, holomorphe
de (ïî, rc) pour ri voisin de y et a; voisin de y, dont les coefficients sont
nuls sur n* (x—y); puisque à^cVÇx—y), on a

(11-9) ^J^x)=f^^^

(voir formule (16.3), p. 69 de [10]).
Posons

(II.3o) F^u,u)=^y\ F^(u,v)=^

Fm-i(u, v) est donc une fonction homogène de (u, v) de degré (—i),

holomorphe pour uv^. o et - voisin de i. D'après (II. 25), on a donc

(II. 31) P^Ç^E^y)

== \ (^y-1 l Pm-i(-n)F^i(g(x, ri), g (y, Y}))^).

Notre but est d'expliciter E(x, y) par une formule du même type
que celle-ci. Pour le faire, nous allons montrer qu'il existe Fp(u, v),
o^p^m—Z, fonction homogène de (u, v) de degré (—i), holomorphe

pour uv^- o et - voisin de i, telle que, \fPp ( ,- ) polynôme homogène
u \^ 0yc /

de dérivation d'ordre p, on ait

(II .32)Pj '^)£(^,y)
\tA^/

= ̂  (^y^y^^)^^^ ̂  9(y. ̂ [^(x—y)^-1-?^^).

Les propriétés de Fp(u, u) entraînent que la forme différentielle est
holomorphe au voisinage de y, qu'elle s'annule pour x==y et pour
T}(X—y)==o, dès que p^i. D'après (11.29) une condition suffisante
pour Fp est donc

-^-([^(x—y^-pFpÇgfx, -n), g(y, -n)))

^^(x—y^-i-P-^F^^g^ -n),g(y, -n)).
Or on a

0 a(x ^--n k ^-D ^(^^)—^(j/> ^)^ g(x, n) - ̂ /c^(rî) - ̂  ——^_^——• .
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En divisant par •n^DÇx—y)^-1-?-1, on obtient donc

{u—v)^Fp(u, u)+(m—l—p)Fp(u, v)=F^(u, v\

ce qui peut s'écrire :

<IL33) ^((u—vy^-PFp{u, U))=(U—V)^-P-^F^(U, v\

Cette relation détermine entièrement Fp (u, u), o ̂  p ̂  m — Z. En
effet, pour p==m—Z, Fp(u, u) est déterminé par (II. 3o). Suppo-
sons Fp^(u, v) déterminé, holomorphe pour u == v et uu^ o, homogène
de degré (—i). (11.33) détermine Fp(u, v) unique, ayant les mêmes
propriétés : (u — v^^-PFpÇu, v) est la primitive en u, nulle pour u= u,
de (u—vy^-P-^Fp^v).

2° Calcul de E(x, y). — D'après (11.32), on a donc besoin de Fo(u, u),
qui, d'après (11.33) vérifie

^s ((" - ̂ -^o(". Y)) = F^(U, v) = ̂  [y^
on sait aussi que (u—uY^Fo^u, u) s'annule (m—t) fois pour u = u.
On a ainsi, en général :

(il.340
/ Ça

,. / . ya-/u//^-a-l—Ça(", ̂
^(^ ^ == c- — — — — ^ _ _ ^ v > -

1

( Z — a ) ( Z — a + i ) . . . ( Z — a + m — Z — i ) '

Ça(", ^ est un polynôme d'intégration en u de degré m—l—i.
Étant nécessairement homogène de degré m — l — i en (u, u), c'est aussi
un polynôme en u. La formule (11.3/i.i) vaut sauf s'il existe un entier k
tel que

— i ^ k ^ m — Z — 2 et Z — a + Â : = = — i ,

c'est-à-dire lorsque a est un entier n tel que

Z ^ a = = n ^ m — i .
On obtient alors

^^n-n-^g [^ 1 _ Q^, v)

(11.34.) ;FO(^==C-- (.-.)-
(-1)'-' /^r"i ^ »i r""!iog - =."M^_z)i^_^_^ ^L,)=0 P011^ -I

où, pour les mêmes raisons que précédemment, Qn (u, v) est un polynôme
homogène de degré m — l — i en (u, v), parfaitement déterminé. Précisons

BULL. SOC. MATH. — T. 97, FASC. 1. 3
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comment on peut obtenir ces polynômes. Posons À == " dans les
formules (11.34). Nous obtenons au second membre :

^••^T-;^-".
ou

f.^.)=^--^^0.(>.').

Qa(^, i) [resp. Qn(^, i)], est la somme des (m—/) premiers termes
du développement de Taylor autour du point 7 == i de y^-0'-!
(resp. ̂ -^-i logÀ). De l'homogénéité de Fo(", y), on déduit

(11.35) Fo(u,.)=-;F^,z)=^(^).

Posons

(11.36) 7=^^g(y. ^)

Au voisinage de v, À est voisin de i et vaut v ? r ] } -g^y^)

(11.37) F(À)==Fo(^, O — — F o f i ^ V/ \ //

De (11.32), (11.35), (11.36) et (11.37), nous déduisons

£(:r, y) = I--———. fF^t^^—y)]--^-^^.v î y/ 2 (27r0/-l^ v / L v ' /J ^(y, ïî)

PROPOSITION 7. — Supposons l'opérateur

de partie principale g ( a ; — ) = g^ ( x, -, ) go ( . ), d'ordre m ̂ l, strictement
\. (Jjù j \^ Cl'X/ j 'i Cf'Xi j

hyperbolique au point y. Sa solution élémentaire au point y , E(x, y), est la
fonction de x, pour xç. ̂ (y)—K(y), définie pour x voisin de y par

(11.38) E(., y)= ^ ̂ f^(.-y^^

Ct (^ Y))
où 7 = î / lv 9 7 est voisin de i sur y (y cycle construit comme dans la propo-

î j 1 \!j ^ /
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sition 6), où F (À) esZ holomorphe au voisinage de À = i eZ es/ donnée par
les formules

/ F(^)=^-a-i, ^ ^^

^m—a—i n n ,\
Fn\—r A___—Va(/> i)^ W — Ça ———n __,w_/———'

(/—l)7^

Ca^ SI 777 > l( Z — a ) ( Z — a + i ) . . . ( m — a — i )

eZ a n'esf pas un eziZier appartenant à [l, m—i];
(11.39)

_ ^——log^-Q.^i) _ (-1)^
( / ' (À--ï)^———? ^-(n-OKm-n-z)!

si m> Z eZ a esZ un enZier ne[Z, m—i];

Ça(^, i) [-resp. Ç^(À, i)], esZ le polynôme en 7, de degré m—l—i, somme
des m — l premiers termes du développement de Taylor pour 7 == i de À^-"-1,
(resp. À771-^-1 log À), cette fonction valant i (resp. o), pour ^1=1.

CHAPITRE III.

Propriétés des solutions élémentaires d'opérateurs
de Tricomi-Clairaut.

Prolongement analytique de ces solutions élémentaires.

1. Propriétés des solutions élémentaires.

i° Opérateurs homogènes à coefficients constants (m^Z). — Écrivons
la formule (11.25) :-(^^-.^^^^-(^^r^.Pm-l

avec

g(y,^==g,(r.), donc ^^^i.g(^ T])
Les calculs d'intégration sont valables à condition de poser

Frn-l (U, V) = ï î a == Z—— I.

D'où

F,(u, v)== (m—l)\ v '

FW=F(i)=
(m-Z)î'



36 S. DELACHE.

Choisissons y à l'origine; la forme différentielle

[̂ p.-̂
^o(ïî)

étant holomorphe hors de G^, on peut l'intégrer sur la classe d'homologie
^(P^—G^ir^deY.

Si l est pair, utilisons la formule du résidu (théorème 1, p. 88 de [9]) :

^i ( ^.x}^-^ = f [^x]^^
,̂11 )̂) d^ ^(P^-GUT^)) ^)

PROPOSITION 8. —L'opérateur go ( -y- ) ? homogène à coefficients constants,
\ax /

d'ordre m^l, strictement hyperbolique, a pour solution élémentaire E(x) la
fonction valant pour xç. ̂ (o) — C(o) :

(in. z) E(x)=1.—, r F^J—^v / 2 (2 7: i) - J^ ̂  ̂  (m - 0 î dg, (-n)

si l est pair, h(G^, II* (x)) étant la classe d'homologie compacte de Re G^o,
orientée en dehors de II* (x) par " > o, où NçA^o);

[ f î .X ]

(III..) £(.r)= I ,——— r [ r l •^ ' n l , ̂2 (^ly-'j.^.^n.^^-oi g.w
si Z est impair, h(P1-1—G^, II*(.r)) étant la classe d'homologie

compacte de aReP^-1, orientée en dehors de II* (x) par cx) {r]) > o, et
[ ^î 'x\

détournée de G^.

Comparons ces formules à celles d'HERGLOTz si l est pair, à celles de
PETROWSKY si l est impair (voir [11]). La formule (III. i) est, à la notation
près, celle d'HERGLOTz (théorèmes 43.1 et 44.1, p. 82-88 de [11]). Si l est
impair, la formule de PETROWSKY (théorème 46.1, p. 87 de [11]) fait
aussi intervenir la forme résidu

[ -n . x ] " 1 - 1 ^^)__
(m—l)\ dg^Y

Prouvons que h est aussi un cobord dans ce cas. En effet, on a

Hc(P1-1, U\x)) = Hc(C^) = o.

Soit i, l'immersion de (P1-1— G^) dans P1-1. On a donc

iheHc(Pl-i,îl\x))=o.



OPÉRATEURS DE TRICOMI-CLAIRAUT. 37

Ceci est une condition suffisante pour que A soit un cobord (yoir[9], p. 85).
Il existe donc h^Hc(G^ W (x)) tel que h = ôAi. PETROWSKY construit
des cycles appartenant à Ai, dont la définition n'est pas très simple.
Il peut être intéressant d'avoir comme dans (III. 2) une intégrale supplé-
mentaire et un cycle plus simple.

E(x) est une fonction analytique de x pour xç.^(o)—C(o)
(théorème 3, p. 97 de [9]).

2° Opérateurs où a est un entier n (m ̂  Z). — Considérons les opérateurs :

/ à\ , / à\ , F^ à , 1 , / à\
an[àx)=km[ôx)+\ ^^+n\km-i{^)'

L/=i J
notons En(x, y ) leur solution élémentaire.

Distinguons deux cas :
(a) n n'appartient pas à U intervalle (Z, m — i) (lequel est vide si m = Z).
Si n^l—i, posons n==l—i—k, k entier ^o. D'après (II. 89),

on a
•\m—l+k__H H ,\

F (V\—r ————^nv ' î ) -
^ W - •- - ^——,)m-l——— .

F^(À) est donc un polynôme en À de degré k, que nous notons Py^).

Pour A- = o, on a Pô (^) = .—^—x, • La forme différentielle

^mi')^-'^-^
est holomorphe hors de G* (y), où elle a une singularité polaire [d'ordre i
sur Go, d'ordre k +1 sur G^(y)], et on peut l'intégrer sur la classe
d'homologie hÇP1-^— G* (y), W(x—y)) de y. D'où

(,,,.3) .„„.(. ̂  ̂ p.(̂ ),̂ _,),.-̂ ,

où h est la classe d'homologie :
— d u cobord de ReG*(y), orienté en dehors de II* (x—y) par

N | ÛL/(7î) . — . . .

[^(x—y)Y-^ > °9 sl Ne A+(y) et sl l est palr9

— de aReP^S orienté en dehors de II* (x—y) par - ct) v^ > o[ ^î ̂  — y ) \
et détourné de G* (y), 51 / es^ impair.

Si n ̂  m, posons n==m+k, k entier ̂  o. D'après (II. 89), on a
, m—l+k

ÎF 0) - c ^-^Q^' I) , U^ ^V'^Àfnw -c» (^—i)»-/ = c- —-,—r^=i—
V ï
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Comme ^Fn(^) est holomorphe au voisinage de 1 = i, comme Ç^ ( i 1 )
\ / /

est un polynôme en - de degré m—l—i, ^FnC^) est un polynôme/
de degré 7e en - ? notons-le P\ ( -- ) • Évidemment, pour une même valeur

A \ / /

de k, Pk et P'j, sont proportionnels. En particulier pour 7e == o, Pô == , — , . . •
La forme

p^^)\^^__ y)]/^^)
^\^(:r,Yî)/1 v y / J ^(^^)

étant holomorphe hors de G*^), où elle a une singularité polaire, on peut
l'intégrer sur la classe d'homologie h(P1-1—G*(x), ir(rc—y)) de y»
et l'on obtient

(.".4) ^. ̂  ̂ JTP; (̂ )[,(,-,,),,-̂ ,

où A est la classe d'homologie :
— d u cobord de ReG^Çx), orienté en dehors de II* (x—y) par

N | ÛÛ'Cïi) . ,r . , .

[^(x—y)]1-1 > °9 sl ̂ ^^^^ et 5l z est P^'^
— de aReP^1, orienté en dehors de \Y(x—u) par r — / — x i ; >ov "/ r [yî^—y)]4

et détourné de G\x), si l est impair.
(b) n appartient à l'intervalle (Z, m—i), donc m^Z+ i.
D'après (II. 89), Fn(^) contient logÀ. L'expression de E(x, y) ne sera

donc pas commode en particulier pour l'étude du prolongement analy-
tique, mais nous allons démontrer que des dérivées d'un certain ordre
de E(x, y) auront des expressions simples. Il y a évidemment les dérivées
d'ordre m — l [formule (11.25)]; mais considérons aussi les dérivées
d'ordre m—n, et montrons que

^-"("'^-(n-^oTu-
En effet, d'après (II. 3o) et (11.33), on a

^ ((u _ vY-'F,^(u, u)) = F,,^(u, u) = ̂  ̂ V"";

1 ^U\l~~n

et une primitive d'ordre n — l en u de - ( - ) ? s'annulant (n — Z) fois
H fn __ y\n—l

pour - = i, est évidemment v / — • De (II. 3 2), on déduit

(1,1.5) P,.-.(^)&(., ,)4 ̂ J .̂.(,)l2|̂ ,̂
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h étant défini comme dans (III. 4). (III. 5) peut s'écrire d'une autre façon :

considérons l'opérateur homogène à coefficients constants g ( x, . ) ?

où ^ est un paramètre et / la variable, et sa solution élémentaire en 0, E^(t).
On a

?„_, ( ( - } En(x, y) = P^n ( c r ) E^(t)
\ C/^t / \t/l / t=x-y

3° Relations de symétrie. Relations de récurrence. — Nous supposons kn
et k,n-i fixés.

(a) Relations de symétrie : Nous avons vu que si

( ô\ i ( à \ , f V ô , 1 7 /^ ^\
a\x9 ôx) =km[ôx) + i^^ + a ^-l^^

L i J

^(^^r) =^(•r?^) î a+p=^+m—i .\ OJL/ / \ c/tL/

De (I.i), nous déduisons donc

(III.6) Eî(x, y) =(—I)m E^(y, x\ a + ̂  = / + m — i ;

(III. 6) est vraie sans hypothèse sur l et m, et on la vérifie facilement
à partir des formules (11.3g) pour m^Z et | x—y \ petit.

(&) Relations de récurrence : Nous allons démontrer ceci [voir (III. 12)] :

[ / -j

(/—a)£a(^, y)- m—a—V(^—y;)—— Ea-i(a;, y).ÀJ ^J

Nous supposons d'abord : m^Z, a;eê+(y)—K(y), \x—y\ petit,
3î et a — i ne sont pas des entiers appartenant à ( Z , m—i), donc a n'es^
pas un entier appartenant à (l, m). Posons

^ n\ ^-^—eaO, i) . _ i i ,
-M^—(^—i)^—5 ^-2 (^Triy-1

D'où, en utilisant les formules (11.38) et (II. 3g) :

£a (̂  y)=da f^Wr^^-y)]^--^»
/ T T T \ ; v y w f '
(111-7) { . /„

Ea-.̂ , y)=da-J ̂ -i^tTî^-y)]^^^.
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Cherchons une relation entre ^a (^) et ^a-i (^). Si m > Z, on a

(?a(^ i)= i + ( m — a — i ) ( À — i ) + . . .

+ ""-'——'^^.-"-^•'O-.).-..

(?._,()„ .)= i+(m— «)(»—,)+...

+ '"-^V-.- ,̂/- '̂>(*--.)-•---••

D'où la relation, évidemment valable si m == l (Qa, = Qa-i = o) :

(in. 8) Ça_,(À, i)-ç^, i)=ArzL^-^1).
/ïï — ûi (y A

Écrivons

^ /^ _ ^"-"-'(i+^—i)—^-^, i)
J a-1 (À) - ——————(7-.)'^——————

==^ ^^'""""'(^—O+e»^ l)—<?a-i(A, l)
°"- -' ' ( À — l ) ' » ^ '

De (II 1.8), on déduit

(n,-^'»——-^^-1)
(III.9) ^0)=^(,)+^—————(,_.)„.-.-. " •

Démontrons

[ / 1
(III.io) ^(x,-y,)-)-\E^(x,y)/=. dx] \

(m-a)^---^-^
T / C/A r / \i i ^ W= ̂  ——(r=^^—— [^-y)]m-/^•

D'après (III. 9), cette forme différentielle est holomorphe au voisinage
de y.

Remarquons que

[ i -[
(III.n) ^(^._^.)^ [r.(^-y)]=ri(.r-y).

Dans l'expression (III. 7) de Ea-i, on peut dériver sous le signe somme
par rapport à x : en effet, si m > Z, la forme différentielle s'annule sur ^y,
puisque -n (x — y) = o et si m == Z, on utilise (III. 11) et la formule (16.3)
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de [9]. On obtient ainsi
r i -i

Y^—yy)— £a-i(a-, y)l _ i d

^ ̂ [2>-<]

(^—yy)— £a-i(a-,y)

+(m-f)^-,W [^(.r-ff)]'»-'^^,

avec

Ht-a-i_^(?«-l(m—a)^^-0'-1—-^- ,
^a-i v / ô^ , l—m-• a—i <^À /—m .., ,^- = ——(r=7>'^—— + À^r^-1 e7z'l)î

i i
V/y ,,\^ -V^r „ ^7^-i(^) fïi(.r—Z/)]^-i(ïj)
2^-^^ -2 -̂̂ -̂ iT ==————^^)———— = À -1 -

D'où la formule (III. 10). De (III. 7), (III. 9) et (III. 10), on déduit

r l n[ / ^
(III.12) (/—a)Ea(.r,y)== m—a—y(^—y, )^£a- i ( ^y ) .

f ^J
?a (x, y) == m—a —V (a;, — y,) ,- £a-i (̂ , y).

Si Œ et ex.—i sont entiers et appartiennent à (l, m—i), c'est-à-dire
si a est un entier appartenant à ( Z + i , m — i ) , la démonstration
de (III. 12) est analogue, la relation entre Qn(^, i) et Qn-i(^, i) étant

(m-n)[Q^, i)-6.0, i)]-^-!)^^ î)-^-^

Restent les cas ou a = l ou a == m. Dans le premier cas, on a

/ T T T o\ 17 / \ : ï rr7^—y)]^ ^'(^(III. z3) .̂(., y) == ^ ̂ ^^ -Çn-Ol- ̂ )-

D'où la relation

[ / -ï

(III. i4) 2^-^^ ^-,(.r,i/)=(m-0^-i(^y);

c'est une relation d'homogénéité : pour y fixé, d'après (III. i3) Ei^ (x. y)
est une fonction de (x — y) homogène de degré m — l.
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Si a == m, on a
(III. i5) E^x, y) = 1 — — — — n^-^)]^ c^)w v î y / 2(27riy-1^ (m-Z)î ^.r^2 ^2 TTl)

1 1^•^(^t^
x pogÀ-Q^(À,i) _, ^(rî)

/ n_Tw-/ l̂  ^J /,/,, -̂(^—i)^ <7(y^)
puisaue ^ rÀ^ - ̂ Z1)"1'1 ^ n\ - log^—Qm-i^, i)pmbqLie ^/^^ — ——.——5 ^^_i^A; — ——-.——————,A ^/ — ̂ y'1 l

Q,,.(î., i) + (—i)'»-/(7—i)'»-/-i = ̂ Q^-^ 0.
(/A

D'où, par des calculs analogues :

[ i -i
(III.16) (m-Z)£^,y)= Y (x,— y,) ^ \E^ (x, y).

, ^J

Supposons maintenant m < Z. Multiplions l'opérateur ûaf^, ^ ) par un
/ ^ \

opérateur 6 ( .̂  ) ? homogène, à coefficients constants, strictement hyper-

bolique, de sorte que Oyb soit strictement hyperbolique au point y et
d'ordre m'^L Entre E^ab(x, y), solution élémentaire en y de a^b,
et £a(^, y), solution élémentaire en y de ^a, on a la relation

E^(x, y) == ^ ( . ) E^ab(x, y),
\6M/

puisque la distribution (en a;) au second membre a son support dans ^(y)
et vérifie

^(^^[X^)^"6^^]^^
On a donc, d'après (III. 12) :

(l—a)E^ab(x, y) =-- î n — ^ — ^ ( X j — y / ) 0 E^,ab(x, y).
I . ^J

Faisons opérer b ,- ) sur les deux membres de cette relation, en\ ox /
utilisant la relation

'•(f à\^
^àx)W'~

1

, à
^W= i;̂ -

i

î -
i

\ <^^)^
, à

y/)^

]•
+

( à
\àx,

m'—

)+
J

is

!•(
/^•(

^-v^a;/
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On obtient exactement (III. 12) :

r l n
(Z—a)£a(^, y) = ^—a—y^/—^)^- £a-i(^, y).L , ^J

En utilisant la relation de symétrie (III. 6) dans (III. 12), on obtient

[ i -j
(III.12,) (m-a)£a-i(^y)= Z-a-^(^-y;)—— £:a(.r,y).

(III. 12) et (III. 121) sont deux relations différentielles entre E^ et £a-i»
sauf si a = Z ou a = m. Résumons les résultats.

PROPOSITION 9. — Soit la famille des opérateurs de Tricomi-Clairaut :

( à\ i ( à \, iv à , 1 7 i à \
^Tx) -H^) + 2^ +a M^/

L i J

de partie principale g ( x , - . )• Supposons km, k,n-i fixés et a ree/ variant.\ ox f
Entre les solutions élémentaires hyperboliques Ey,(x, y) de ces opérateurs,
on a les relations

Ea^y)^—!)^ ( y , x ) , a + p = / + m — i ;

[ / 1
(/ — a) £a (x, y) == m — a -V (x~ y,) ^ £a-i (x, y) ;-J ^J

[ / -1
(;n—a)£a-i(^ y)= z — 3. —^(^—y^— E^ y)-

Pour a = l (resp. a = m), la deuxième formule (resp. troisième formule)
est une formule d'homogénéité. Si m ̂  Z, on a d'ailleurs

F (r iù - ' ' C {^(x—y)}'^ ^(ïQEl-l{x9 ̂  - -2 WW~^^^ ̂ ,, (m-l)l W^'

E (x u ) = 1 I Ç ?-y)}m-l ^)m { x 9 y ) .(^ly-1^^-^..^^,.-,)) (^-Oî 9(x^y
Si n est un entier appartenant à (l, m — i ) , on a

^"-"(^^'^(^-ï

x f P ^h^-y)]"-' ^(^)
(̂p'-.-G*,..),!!.,.-,.)) '"-nv/ ("-01 ^a-^)'
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2. Prolongement analytique des solutions élémentaires, si a est
un entier n,

Soit ̂  une composante connexe de T{1—1 où l'opérateur est strictement
hyperbolique (théorème 1). Lorsque xç^(y)—K(y), la valeur de la
solution élémentaire En (x, y) est donnée par une intégrale. Nous étudions
le prolongement analytique de cette intégrale.

i° n^l—i. —Pour m^l, l'intégrale figurant au second membre de
la formule (II 1.3) est prolongeable analytiquement en tout point (x, y)
tel que y ç^î e t r ceR^—K(y) . En effet, en un tel point, Re G* (y) est sans
singularité, Re G" (y) et Reïf(x—y) sont en position générale; ceci
reste vrai pour les variétés complexes correspondantes au voisinage de
leur partie réelle (nous utiliserons souvent ceci par la suite). Le théo-
rème 3, p. 97 de [9] prouve que, dans ces conditions, l'intégrale (III. 3)
est une fonction holomorphe dans un voisinage complexe de l'un de ces
points (x, y), d'où le résultat.

Pour m < Z, la solution élémentaire est aussi égale, pour x € ̂ + (y)—K(y)
à une fonction prolongeable analytiquement dans le même domaine réel.

En effet, multiplions l'opérateur a( x, -y- ) par b( -y- ) ? homogène à coefïi-
\ (Jjii j \. C/X j

cients constants, de sorte que ab soit strictement hyperbolique en y et

d'ordre m' = Z, ou m' == l + i : c'est possible en choisissant b [ .- )\ ôx ]
produit d'opérateurs hyperboliques d'ordre 2. Calculons, pour

^€ê+(y)—JUy), En(x, y) ==b( — } Eab(x, y) comme suit, en suppo'\ax/ .
sant n = l — i ou n = m — i : l'analyticité du prolongement pour
ces deux valeurs de n et la relation de récurrence (III. 121) montrent
alors l'analyticité du prolongement pour toute valeur de n^l—i.
Supposons aussi que m'=l : après une dérivation, si m'=l-\-i, les
calculs sont les mêmes. D'après (III. 3), on a

£/_i ab (x, y) == Cte [ , ct)/(Y?) ,,11 v ' y/ J -̂.-̂  •)u^,n^,r)) ̂  Yî) b^

E^ ^(x, y) =Cte f p,_J^^ ——^———
> ' y ^p^-G.(r)u^n^)) \^ W ff^^) b^

P/-^(À) étant un polynôme de degré Z — m , B* ayant pour équa-
tion b(rî) ==o. Utilisons les formules de dérivation (16.3), p. 69 de [10],

et (10.6), p. 97 de [9]. Pi ( -y- ) étant de degré i, on a\(/x /

P ( à \ F Cr ,,\ rtp C pl^ )̂pl^;£/-l•aè(a••'/):=cte^^(y,^6(.) dT^^y)]'
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l(Yi)^_.(ïQ (/?/_„ CO'(Y))P^-^ E ,/a. ^ - cte f^)^-^) ̂ -» ^)1 \ ^»/v. / -"w—i,^^? y } — L<LC i ——^——— ——— —-——.
V^/ Jh 9i(y^) dï g(g,-n)b(n)

, (-,,, Ç Pt(n)Pl-n.(l) M'(ïi)Cte
J.,, 9(.y'-n')b(n) d[-n(x—y)}'

^ { Ai ) etant homogène de degré l — m, on obtient finalement

-̂,,,_, F M^,
(III. 171) Ê/_i (a-, y) = ;/0-) E,_,,̂  (a;, y) = Cte f

-̂,,._, r_"^)_")
(III. -7.) -̂. (., Y) = ̂ i) ̂ ,. (., y) = Cte^-^^J,

\°"'/ ^A

(III. 17,) E^-i(a;,y)

-fê'==6(^)£;77^-l'^(:r5y)
cterr^^i^^

J/, L g (y. ^) J ^(y, ^)

+Ctef ^W

9 (y, ri)d[n(x—y)}

d\^M.~\ d^^n
ig^^] 4-^.4. bo/^)J

Jàh

, L y ^ y ^ ^j + -i-~r -jr-T^——-^ï^ l * • * ̂d[ ̂  (a; _ y)]2 d[ ri (rr — y)?—

6(yî) a disparu de toutes ces intégrales, qui sont prolongeables analyti-
quement pour z/e^ et xçW—K(y), d'après le même théorème 3,
p. 97 de [9], c. Q. F. D.

2° n ̂  m. — Utilisons alors la relation de symétrie (III. 6) et le résultat
précédent : En(x, y) coïncide pour xç:ô+{y)— K(y) avec une fonction
prolongeable analytiquement en tous les points (x, y) tels que y ç. W
et xç.^1—K(y). Ce qui précède est valable sans hypothèse sur Z et TH.

Supposons maintenant : m < Z et m^_n^l—i. On a un résultat
plus fort dans ce cas : la formule (III. 171) montre que, pour n = Z — i ,
l'intégrale se prolonge analytiquement en tout point (x, y) tel que x^K(y);
la relation de récurrence (III. 121) montre qu'il en est ainsi pour tout
nç. (m, l — i ) .

3° ne (7, m — i ) et m ^ Z + i . — Considérons d'abord n = Z. On
rappelle que

P.-<^) E^ y) = ' ———— f p^ (,) _^.
^ax/ 2 (27 :1 ) .A(p/-i-G^,II^-v)) g(X,rf)

Ei(x, y) est solution d'un système différentiel à coefficients constants,
dont les seconds membres sont des fonctions analytiques de (x, y)
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pour yeIV et xç^—K(y). Les conditions d'intégrabilité d'un tel
système sont (voir [13]) :

c"-8' ̂ f^--^ ̂ J^-'-"^-
pour j ̂  /c, Pm-i-ï (ïî) étant un polynôme arbitraire homogène de
degré m—l—i. Or (III. 18) est vrai pour xç.^1 voisin de y et x^. K(y),
la valeur commune des deux termes étant

_ C ^7 m km-i (^) Pm-l-i (-n) w' (ïj) r r]^r]kPm-l-i(r])w'(-n)
Jk [9^ ^)P 'J^ g(x, ^d[^(x—y)] '

fonction analytique de (x, y). Donc (III. 18) reste vrai quand x décrit
tout segment d'origine y , contenu dans ^ 2 — K ( y ) ; il existe une forme
différentielle w(z) de degré i en z, à coefficients analytiques de (x, y)
telle que :

Prn-^[j^E^y)=f ^(Z\

Pm-i-i( -r- )Ei(x, y) est donc une fonction analytique de (x, y), et\ax/
l'on poursuit les intégrations ; Ei (x, y), donc En (x, y), pour n ç. ( Z, m — i ),
[en utilisant (III. 12)], coïncide pourrceê^y)—K(y) avec une fonction
prolongeable analytiquement en tous les points (x, y) tels que le
segment [xy] soit contenu dans t2 et x^K(y).

4° Singularités de la solution élémentaire sur I-. — Nous allons préciser
la nature des singularités, lorsqu'elles existent, sur I<i—lo, des prolon-
gements obtenus précédemment pour la solution élémentaire. Nous suppo-
sons d'abord m ̂  /. Nous utiliserons le théorème 4, p. 98 de [9].

(a) Singularité de £7-1 (x, y) pour y ç. ii (m ̂  /) : Nous supposons x fixe,
yç^ tendant vers JSi—^o; G^(y) a donc un point singulier réel
lorsque yç. ii. Nous supposons qu'il est quadratique et qu'il n'appartient
pas à W(x—y). Rappelons que [voir (II 1.3)] :

E, (x u}-1 ï I^^—V^-1 ̂  .El-l{x9 y ) - . (^O^J, (m-/)! g(^y

mais nous savons que kÇP1-^— G" (y), II* (x—y)) est un cobord : h == ôhi
(voir II, § 1, i°). Écrivons donc

6_,(̂ )-Ct.̂ ,(.-,)).-.̂ ,
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Avec les hypothèses faites, le théorème rappelé [appliqué pour q ==i,
p == o, degré ^(n) === l—i], s'applique à cette intégrale, et l'on obtient

Ei-^(x, y ) =Hol(y) + Hol (y) log ^ (y) (si l est impair),
/-3

= Hol (y) + Hol (y) ̂ (y)?" (si Z est pair),

s (y) étant une équation locale de Zi, Hol (y) désignant une fonction
holomorphe de y.

Remarque, — On vérifie facilement que si le point singulier de
G'î(y)eir(:r—y), cela entraîne, en général yç.K(x). En efîet, s'il existe Y)
réel tel que
^(y,^=^^-y)=^+[^y]^ l+yy^-l-o (j=i, ...,Q,

cela entraîne, si A^_i (ïî) 7^ o,

gi(x, T,) ==7î(:r—y) = ̂  +|yî.^] -̂ F-1 + ̂ •^-i 4- (y/— ;r/)Â^_i = o

(j=i, . . . ,Z) .

C'est la condition xçKi(y) (voir prop. 5).
Si Ay_i(^) == o, Y] est aussi singulier sur Re G^(x) et o-çl-i. Nous avons

donc à écarter aussi le cas où x et y appartiennent à un des hyperplans
dont peut être constitué 2i, hyperplan correspondant aux points de
contact réels, s'ils existent, entre JÇ et jFÇ_i.

(b) Singularité de En(x, y) pour x ou yç.^i, n^(l,m—i) (m^ï) :
Utilisons (III. 121) et (III. 6). D'où (À: entier ̂  o), si y e Z i — Z o — K(x) :

Ei^{x, y) = Hol(y) \ogs(y) + Hol(y) [s(y)]-^ (l impair),
(III. i9i) ^_,

= Hol(y) + Hol(y) [s(y)[ - (l pair);

si r ce l i— î o—K(y) :
( E,n^k (x, y) = Hol (x) log s (x) + Hol (x) [s (x)]^ (l impair),

(III.igO ^,
( = Hol (:c) + Hol (x) [s (x)] 2 (l pair).

(c) Singularité de En(x, y) pour nç[l, m—i) (m^l + i) : Utilisons

P,,_,f^) £ ,̂ y) et (III. 6). D'où :
\ax/

— si ye2i,

( P^-/+i ( , - ) En (x, y) == Hol (y) + Hol (y) log s (y) (Z impair),
(III. 20,) { ^y/

= Hol (y) + Hol (y) [s(y)]~^ (l pair);
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— si rce^i,

P,n-n (^-} En (x, y) = Hol (x) + Hol (x) log s (x) (Z impair),
(III. 20,) • v/a7

= Hol (x) + Hol (x) [s (x)]^ (l pair).

(d) Cas où m < Z : Si H€ (m, Z — i ) , nous savons que le prolongement
de En n'est pas singulier sur l<i. Sinon, étudions d'abord le cas n = m — i,
en utilisant la formule explicite (111.172). Seule la première intégrale
est singulière; la forme différentielle étant cohomologue à des formes
ayant sur G* (y) une singularité polaire d'ordre i, on a, si ye ii :

Em-i (x, y ) = Hol (y) + Hol (y) log s (y) (l impair),

- Hol(y) + Hol (y) [s(y)]~^ (l pair).

Utilisons les relations de récurrence et symétrie. Pour k entier ̂  o,
on a :

— si y e ii :

( E/.-I-, (x, y) == Hol (y) log s (y) + Hol (y) [s (y)]-^ (/ impair),
(111.211) ^

( == Hol (y) + Hol(y) [s(y)] 2 (Z pair);

— si xç^i :

{ Ei+k (x, y) = Hol (x) log s (x) + Hol (x) [s (x)]-^ (/ impair),
(111.212) { ^

( == Hol (x) + Hol (x) [s (x)] î (l pair).

On obtient ces formules à partir des formules (III. 19) en échangeant l
et m.

Remarques. — i° Si l = 2, lo est une réunion finie de droites de R2

et les résultats précédents s'appliquent lorsque x ou y € ^ o — ^ r

2° L'indice a des opérateurs auto-adjoints, a = —————? est entier

si m et Z sont de parité différente. On a alors : si m^l—i, le prolon-
gement de E(x, y) est analytique pour x^K(y), si m ^ Z + i , i l est
analytique pour [xy]c^ et x^K(y), et singulier pour x ou yei.

PROPOSITION 10. — Les solutions élémentaires En(x, y) des opérateurs
de Tricomi-Clairaut (n entier positif ou négatif) :

/ â\ , / à\ . r^ à . 1 , [ à \
an[x9àx)=km[<^x)+[^^
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sont égales pour xç.ô^(ig)—K(y) à des fonctions de (x, y), prolongeables
analytiquement dans les ouverts suivants (i2, composante connexe
de W—1, où l'opérateur est strictement hyperbolique) :

(a) ye^, xç.W—K(y\ si n^inf(Z, m ) — i ;
(b) yç'R1, xç^—K(y), si n^sup(Z, m);
(c) x^K(y), si m ^ n ^ Z — i ;
(d) segment xyc^, x ^ K ( y ) , si l^n^m—i.

Quand m et l sont de parité différente, tous les opérateurs autoadjoints
correspondants sont du type (c) ou (d). Les singularités du prolongement,
lorsqu'elles existent, sont données, pour x ou ye^i, par les
formules (III. 19), (III.2o), (III.21).

Remarque. — A la fin du paragraphe 4 suivant, nous étudierons le
problème du prolongement à travers 1 (au sens des distributions).

3. Transformation des intégrales en vue de leur prolongement
analytique, lorsque a n'est pas entier (m ̂  Z).

i° Position du problème. — L'intégrale (11.38) définit une fonction
analytique de (x, y) pour x voisin de y et x^K(y), d'après le théo-
rème 3, p. 97 de [9]. Mais, sauf si a est entier ou si l'opérateur est homogène
à coefficients constants, nous ne pouvons conclure que pour x voisin de y.
On peut alors penser utiliser le théorème de Niïsson-Leray (voir [12]) :
sa conclusion serait que l'intégrale définit une fonction analytique de (x, y)
hors d'une hypersurface algébrique. Malheureusement, on ne peut
l'appliquer dans ce cas; en effet, supposons par exemple y fixe, et soit ^2
un voisinage de y dans R^ II est possible que

V x, e ̂ 2, { x , } x n*(a-o— y) c ̂  x P1-1

s'appuie sur la sous-variété de i^ x P^,

(x. Y}) | gi(x. Y]) == g,(y. Y)) == o}{ ^9 7^ 1 î/1^» 7^ = (/!^

qui fait partie du support singulier de la forme différentielle : il peut en
effet exister, V^o€^, T] réel tel que rî(xo—y) = gi^Xo, T]) = o, alors on a
aussi g ï ( y , -n) == o et de plus (j == i, . . . , Q :

^- 9i (x,, Yî) = ̂ - g, (y. Y}) + ̂ -i (ïî) (x^ — y,).

Puisque nous ne pouvons pas appliquer le théorème cité, nous allons
transformer l'intégrale (11.38) en vue de son prolongement analytique.

2° Étude de limites d'intégrales. — Intégrons, dans (11.38), sur
n'importe quel cycle y (s) construit comme au chapitre I, [paragraphe 4, 4°.

BULL. SOC. MATH. — T. 97, FASC. 1. 4
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Notons Y£(WÎ) la partie de ^(WQ engendrée, lorsque T décrit ReG^(y)
orientée, par la somme ^(T, s) des deux arcs de cercles de la fibre d\T),
centrés en T et Ç et de rayon s, orientés de façon convenable. Posons

J(s)=f FW^x-y)]^-^.
^(^T) v^y9 ri)

Nous allons démontrer que, si l — 1 ̂  a ̂  m — ï , on a lim J(s) == o.
2 2 £>0

En effet, choisissons comme coordonnées locales réelles d'un point ri ç W^
(TI, . . . , ï/_2, Rez, ïmz), où (^)i^^/-2 est un système de coordonnées
locales réelles de reReG^y), où z == g (y. Y]) est l'affixe du point Y}
dans la fibre d\^), après avoir choisi un des y?, égal à ï. Les ( /—ï ) autres
coordonnées (Y},) du point -n sont donc des fonctions complexes différen-
tiables de (ïi, . . . , T/_2, ^). De plus, pour tout (r-i, . . . , ̂ ^) fixé, ce sont
des fonctions holomorphes de z puisque toute fibre d*(r) est une sous-
variété analytique complexe de dimension ï de l'espace projectif
complexe P1-1, dans laquelle on peut prendre z comme coordonnée
d'un point. Donc [Y] (x — y)]"1-1 ̂  (n) (après avoir choisi un des ru égal
à ï) s'écrit :

[^——^-^(^^(T, Z) A ^/-.(T),

01 (r, z) étant une forme différentielle en z, holomorphe, à coefficients
continus de T; c»)/_2(r) s'écrivant :

co/_2(ï) =dïi/\.../\ dr .̂

^ est une fonction continue de (r, z), holomorphe en z pour chaque T fixé,
sur y^T, s).

Posons [en utilisant (11.35) et (11.37)] :

(111...) A^-^^ ^^ /
^^'^ [^,^)ff(y,ï))f

1 1
où 72 == ï et [g(x. Y]) g ( y , Yî)]2 == ^(y, Yi) pour x = y.

I(s) s'écrit donc

I^)= f ^_2(r) / A(r,z)^(T,2).
^ReG^r) ^ Y ' ^ e )

Notons 2o(T), la valeur réelle de g ( y , T ] ' ) au point ^ où d*(r) coupe G\ (x).
\_

De (111.22), nous déduisons, si V- F(y) est borné :

(III. a3) |J(e)|^Ctef |(^(T) f ———d^——,
^ReCît,) ^'(T.E) ^^__^^))|2
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[ r
où i \ c*)/_2 (r) | désigne l'intégrale du module du coefficient

^ReÇÎ(y)

de û^-2(ï), quand on a orienté Re G^(y) par co^O") > o .

Considérons les expressions (II. 89) de F (À). PF(À) est holomorphe
sauf au voisinage de o ou oo. Il suffit donc qu'elle soit bornée au voisinage
de ces points, c'est-à-dire que

( - + ^ — a — i ) ^ o et ( i+m—a—i—m]+0^o;

c'est-à-dire

(III.24) l- i i
•2 -= ' —— 2

Nous supposons cette condition réalisée, donc nous avons l'inéga-
lité (III. 23). Nous allons démontrer que

dz\(a) I ———————^ ̂  de (indépendante de T, s) ;
^Y^T.SI 1 '7 /T__T /^\\ J'2^,£) |^(^__^^))[2

(b) lim ^ ————————^ ==o pour presque tout TçReGKy).
£^ï/(^) ^^_^^))^

Le théorème de Lebesgue montre que l'intégrale au second membre
de (III. 28) tend vers zéro, donc il en est de même pour !(£).

Démonstration de (a). — La construction de y(ï, s) a été faite de telle
sorte que, sur y' (r, s), on ait

| z ^ Ctes, | z—Zo(r) [ ;̂  Ctes (Cte indépendante de T, s).

Donc sur ^(r, s), on a
i , Cte

\z(z-^))\2 £

Comme f |d^|^Ctes, le résultat (a) est acquis.
*>Y(T,£)

Démonstration de (b). — Fixons T, supposons Zo(r) ̂  o, c'est-à-dire
T^ G^(x). Pour s assez petit, nous avons, par construction sur l'arc de
cercle centré en T :

z|^Ctes et [2—Zo(^[^Cte,

donc sur y^r, s), nous avons

i Cte
^ —j=- (Cte peut être fonction de r),

\z(z-z,(^ ^
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d'où

f ———dz———^(Ws.\dz
^r(T,£) zÇz—Zo^))^

Or l'ensemble des points T e Re G^ (y) où ^o (r) = o est de mesure
nulle sur ReGi*(y), puisque G\{x) et G^(y) n'ont pas de nappe réelle
commune. Ceci démontre (b).

PROPOSITION 11. — Si l— - ̂ a ^m— -î on a
2 2

lim r F (À) [Y, (x- y)]'»-' -^ == o,lim f F(V) h (x- y)]'»-' —(ïo = o,
e-^oj-///-^*') ^V/» 'y /£-^oJ^(^) ^V/» ' ' )

ïK^Î) ^an^ Za chaîne de W^ engendrée par la somme des deux arcs de
cercle orientés, de rayon s, centrés aux extrémités de la coupure D\ dans W^.

Précisons les déterminations de la forme différentielle.

3° Déterminations de la forme différentielle sur les bords de la coupure D\.
_ Notons [F(À)]+ et [jF(À)]_ les déterminations de F (À) sur les bords
supérieur et inférieur de la coupure D\. Dans une fibre d*(r) où Zo(r)

. q(x. Y])
est > o, on a, puisque À = ! . :

[y^-a-i]^ == \ ̂  |^-a-i e ^(^-a-i)^

r^m—a—ll ^^ ^ [w—a—1 g— iu{m—^-ï)^

D'où, si ^o (';')> o :
i rz^nvi |^|^-a-ie^^-a-i)-Q(À, i)
[FOL:== ̂  —————(^_i)^—————?

(IIL25) ) r^UM . l^-a-ie-^^-a-^-Qft, i).
( [^(Â}J-—Ca————————n__j\^-Z———————"?

si ZoC=')<o» nous devons échanger ces valeurs de [F(^)]4- et [F(À)]_.
On en déduit
(III..6) [FW],+[F(7)]_= (-^-^cj^'"-^08^^^1)-

^ jm—a—l gjp ^•^

(III. 27) [FWL——[^(Â)]-=±(——l)" ^^a ^__,)^ ^

le signe étant + si Zo CO > o et — si Zo (r) < o.
4° Supposons l pair. — Par construction, lim[y£(WÎ)—Te(WÎ)] est

la somme de deux chaînes de W^ : chacune d'elles est fibrée par le segment
réel [rÇ] orienté, et a pour base ReG^(y). Précisons les orientations.
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Celle de Re G\ (y) est donnée par (11.23) que nous pouvons écrire aussi :

(m 28) àg^rf) ^(rQ ^ o
( ) à^ [-n(x-y)Y-^dg,(y, r^) >0-

La fibre de la première chaîne est le bord supérieur de la coupure,
orienté par dz <, o, la fibre de la deuxième chaîne est le bord inférieur
de la coupure, orienté par dz~> o [z == g ( y , ri), un des r\j valant i].
Notons D'^ (resp. D"^), la chaîne de W^ fibrée par les segments [T^] tels
que 2o(r)<o [resp. Zo(^)<o], orientés par dz < o, Re G\ (y)| étant
orientée par (III. 28). De la proposition 11, on déduit que, lorsque s-^o,
la limite de

f F^(x-y)}^--^-
*/y,(^)_y/^n Î/U/» 1 ] )ï.(^î)-ïK^)

existe et vaut

(III.29) f {[F(^-[FW.}[-n(x-y)}"'-'
J D ' ^ + D " ^

Précisons l'orientation de D^ et D^ (fig. 2).

^(ïi)
g(y. ̂

+ ^ ^ - +
T D^ ^ ^ D^ T

Fig. 2.

Si sur ûi*, on a ' Y}' 7'̂  o, son orientation est
Ô(}\

(m 3o) à^^) ^(^ ^.
{ ) à^ [r^x-y)]^g,(y^)<09

d'après la règle d'orientation 2.9, p. 84 de [9]. Nous allons montrer que
c'est vrai pour x voisin de y. En effet, l'hyperbolicité au point y par

rapport à N = (i, o, ..., o) entraîne w9 r]- ^ o pour g ( y , r^ = o
Ofïl

et YI réel non nul. Or sur Re G[ (y), on a

^^ g^)^^ donc ^^o.
àrîi u v / î ^1 /

II existe par suite an voisinage réel V\ de Re G', (y) dans Re P^1

tel que
^y: => ^^r!)

àrit '
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Il suffit de prendre \x—y \ assez petit pour avoir D^cV,. L'orien-
tation deû'^ étant l'opposée de celle définie par (III. 3o), D\ =D'^—D'\
a l'orientation (III. 3o). De (111.27) et (111.29), on déduit

lim / F (À) [rî (x—y)]^ ^00

^^(^-TK^Î) ff(y^)
= <-I)"l 2lca m^ iè^^-y^-1^-

Nous avons donc obtenu, si l — I ̂  a ̂  zn — ^ ? d'après la propo-
sition 11 :

f FW[r,Çx-y)]"^——^^^(/^î) y w ' ^ )
=(-:)- 2^ sin.a^çA [̂,(,_,̂

Rappelons que y =y(s) a une partie y(Wo*) dans W;, dont la classe
d'homologie h(P1-1— G;, n* (x—y)) est celle du cobord de Re G;
orienté par N^^ > o. On a donc

f F(^^(^_y)]^_^^^fr F^)^^_y)]^__C2),
^ÏC^) ^Yî) .AeG? ^(^^)

la forme différentielle est holomorphe sur Re G* puisque À == ̂ ^ ̂
(7l(ï7, Tî)

est^o.oosurJReG^. ' w /

De (11.38) et de ce qui précède, on déduit la proposition suivante :

PROPOSITION 12. —L'opérateur de Tricomi-Clairaut :

^-j^^^'M^k^ ^-^^V-^)}:
de partie principale g(x, ̂ \ == g^x, ̂ \ ga(^\ d'ordre m^l, l étant

pair, l—-^a^m— -; a non entier, strictement hyperbolique en y par
rapport à N = (i, o, . . . , o), a pour solution élémentaire E(x, y ) la fonction
définie pour x voisin de y et x ce-1- (y) — K(y) par

E(x, y) = £„ (a-, y) + E, (x, y),

^-^I^^^-^'-W^'<III•3I)E^ ̂  = I. ̂ L^^-^-1^
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C )̂ .Re Gî étant orienté, en dehors de II* (x—y), par / \^/- > °>[ïî (^ — y)J
F(À) étoî^ donne par (II. 89), avec À = ̂ lvr? rl)'v / ' v y/ g^y^y
/ T T T o \ r. / \ (—I)^ T sniTra(III. 82) E,(x,y)=^- ^^ca-^

l^'"-0'-1^ ,AÎ  "'(-^„ ^ ,n_a-i ^,/ \

^(^O^1^'-^ ^)'x
^z)î

km—/ 1

Di,={r]GÎ{ePl-ï\g,(x, r)) g,(y, r^) <o},

orienté par -^lw> r t ) .—,——^-,vv—T——\ < °» ̂  ^ûn^ donne Dar (II. 89).1 ^1 h^—y)?-1^^^) t v y/

Remarques. — i° Si l'opérateur est homogène à coefficients constants,
D\ est vide, donc Ei(x, y) == o. C'est la formule d'Herglotz.

2° Si a est un entier n compris entre l et m — i , on peut aussi
décomposer E(x, y) comme précédemment, avec

I I C ^'n—n—^ / / (^\E•<•x• ">= .(î '-^p^)^"'̂ -''"""'̂ '
5° Supposons l impair. —• Par construction, lim[Ye(W^)—^(W^)]

E-^O * t

est la somme de trois chaînes réelles de W^. L'une est fibrée par la partie
réelle de la fibre extérieure au segment [rÇ], les deux autres sont fibrées
par les deux bords du segment [ïi] : rappelons que la partie réelle de
chaque fibre a l'orientation naturelle de la fibre et que la base ReG^(y)

est orientée de telle sorte que l'orientation produit soit r — 7 — ^ , >> o.4 ' [ri(x—y)}1

Notons :
( û: = { ̂ eReP^I g,(x, -n) g,(y, ̂  < o ;,
{ A; ={^eRePZ- l|^(.r, ïî)^i(y, -n)>o},(III.33)

ces deux ouverts ayant l'orientation, en dehors de II* (x—y),
^(-n) .7—v .-, > o. Commeh(^-y)r

Um [ye(WÎ) — y^ (W;)] - a (A; n W;) + £>;+ + -D;-,
£-^0

de la proposition 11, on déduit, s iZ — -^a^m — -:

^^F(.)[.(.-,)]-̂

= l i m / FW^x-y)^-'-^î»oj^(^y_^,^^,) g ( y , ri)

= f {[F(^+ [FW]-} ̂ ^-y)]"-'—^'^Aîn^-'î+Dî 9\y' ^f
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OÙ

(III 3/,) { ̂ l-^ [F^- = ̂ W est donné P^ (IL39) si ̂ -^
' 4/ ( [^)]+ + [FW]- est donné par (III. 26) si -n e D;.

Comme y = y (s) == ̂  (WQ + ï (W;) + 2 Re (P^-1 — W*), et comme
T(W;3 + aî^P^-1—W^) coïncide, hors de Wi*, avec des cycles dont
la classe d'homologie hçp1-1— G^ W(x—y)) est celle de « ^ A ^ , détourné
de G^ », nous écrirons :

(III.35) f
J\-AÎH^Î 4- Dî + y <^î)+ 2 Rc (P^—i — /r*)

X { [F(À):k+ [F(À)]_j [yî^-y)]/^^^

= f !^WL+ [FWl-ih^-y)]^—^^ W\-^-^ -g^y
•^7^-4-A* rininnrnfi rip. <;* 9'^» Yî-^Î+AÎ détourné de G^

PROPOSITION 13. — L'opérateur de Tricomi-Clairaut :

()\ \ j f à \ . [ ^ à . 1 , / ^ \ ) / à \;î^)=i^(^}+[2^^+^a x.

de partie principale g ( x , - . ) == g^(x, - ^ ) 9 o ( - ^ - ) î d'ordre m ̂  Z, l impair,
\. CfX j \^ (/X y \^uX j

l—-^or^rn—-5 a non entier, a pour solution élémentaire E(x,y),
2 2

Zû fonction définie pour x voisin de y , et xç. ̂ (y) — ^C(y) pû^

(III. 36) E ( x , y ) = ^ , - — — — ( '
2. ^2, H l; t/jDÎ+Aî détourné de Gî

x { [FW]-. + [FW]- } [-n (x - y)]^ ̂ ^,

l'intégrale ayant le sens de (III. 35), la valeur de [F(À)]++[F(À)]_ étant
donnée par (III. 34), la définition de D^, A^ étant donnée par (III. 33).

Remarque. — Pour un opérateur homogène à coefficients constants,
D^ est vide et A^ = Re P^1 : c'est la formule de PETROWSKY.

4. Prolongement analytique des solutions élémentaires lorsque Z

est pair et a = n — - î n entier positif ou négatif.
2

Utilisons donc la décomposition de E(x, y) donnée dans la
proposition 11.
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i° Prolongement analytique de Eo(x, y). — Notons i2o une composante
connexe de W—Io. Quand x et y varient dans ^o, on sait que
Re Gi* (x) n Re G; et Re G', (y) n Re G; sont vides. Donc dans l'inté-
grale (III. 31), À reste -^ o, oo sur Re G;. Elle définit donc une fonction
analytique de (x, y) pourvu que Re G^ et ReIT(:r—y) soient en position
générale, c'est-à-dire x^Ko(y), (théorème 3, p. 97 de [9]).

2° Étude de l'intégrale donnant Ei(x, y). — (III. 82) est l'intégrale
réelle, convergente, sur un ouvert de ReP^-S d'une forme différentielle
singulière au bord, ceci ne se prêtant pas de façon commode à l'étude
de son prolongement analytique, nous allons la transformer en l'intégrale
d'une forme différentielle holomorphe sur un cycle compact.

(a) Transformation de F intégrale J ( x , y) (x voisin de y) : Posons donc,

si l — - ̂  a ̂  m — I:
2 — — 2

r- / \ (—O7'1 I shiTra -, .£. (x, y) = 4^ ̂ ^ c. ̂  J(x, y).

/ / \
Soit D^ l'ouvert de S1-1 i sphère unité de Re£^ : VY}}—! ==o ),

\ i /

où g(x,^g(y,-n)<o, orienté par ̂ ^ ̂ ^M^^ > <,.

D'où(m•37> ^ ') = u-^ '̂1^1- '̂̂ '
Introduisons deux variables supplémentaires; dans le produit P1 x C^4-1,

de coordonnées (/, w. Y}), considérons la variété V(x, y) :
i

7Î 2 -——I = 0.(111.38) tw—g(x,rï)=w+tg(y,rî)==^^.—i=o.
i

Posons
dt A dw A dr^ A . • • A d-ni(111.39) ^(t,w,-n)==

d[tw—g(x, ïî)] A d[w+tg(y, ^)] A d\ ̂ ^

qui, on le vérifie, vaut

(in.4o) ^y;,^^.

y{.v,y)

CT (t, w, rî) est holomorphe sur la partie régulière de V(x, y). Sur la partie
de V(x, y), où n est réel et g(x, -n) g (y, -n) < o, on a, puisque
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t^— ^-'—^ =—U et w réels, À | = ^ e t

(III.4i)
7 '"-a-i .-< "'^)^-/h(a;—y)]'"(7-1)'»-' 9'(y. ^)

/2(m—a—l) 4,J /.,A

=(-om-/-(^o^^<;c-t/)]'"-^
== (-1)'"-1 x 4 x ^7)^[rl (a; - l/)]"l~/ ro (t' w' ^'

où ^(w-a)-i a ie signe de f.

Notons : T(x, y) la partie de Re V(x, y) où YiçD*"(x, y), orientée par

(III.42) l̂̂ -̂ -.
^(^ y)> [fesp. r-(a;, y)], la partie de T(x, y) où t>o (resp. ^<o),
p la projection :

P(t, W, f]) =7}.

On a donc

p(r^(x, y)) -û" et p(r-(^, y)) =—D".

D'où

J(^ y) = (-1)"^ f ———^^(^-y)]..-^^ ̂  ̂
^r^.DV +1^

à condition que l'intégrale ait un sens. Nous allons choisir : a == n — ̂
2

n entier appartenant à (Z, m), de façon à avoir une forme différentielle
holomorphe sur la partie régulière de V(x, y), puis nous allons démontrer
que T(x, y) est un cycle à support compact de ReV(.r, y), qu'on peut
décomposer en la somme de p cycles disjoints r/(rc, y), chacun d'eux étant
relatif à la sous-variété de V(x, y) où r](x—y) = o; que Re V(a;, y) est
en général sans singularité ainsi que sa sous-variété où ^(x — y) == o.
Supposant ceci démontré, on aura

J (^y)=^J/(^y^
Jf{^ y) -(-i)7"-1^ ^^L^^-y)}'^1^^ ̂  ̂

(III.43)

[^^^-^J^i^^

chaque Jj(x, y) ayant la forme désirée.
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(b) Le support S(T) de T est compact. En effet pour que (t, w, Yî)e S(T),
il faut et il suffit que

ïîeË^,
^-^—g(x, rî)g(y,^),

^-^4
g (y. ^)

Donc la projection de S(T} sur ReS7, prRe^S(r), est compacte,
sa projection sur R (coordonnée w), l'est donc aussi, puisque c'est la
réunion des deux compacts images de D** par les deux applications
continues sur û** :

y, __ [_ g^ n) g ( y , r,)]2 et TÎ -^—[— ̂ , Yî) ^(y, r;)p.

S(r)cReP1 x proj^(r)x proJReS^QT)

est fermé dans un compact, donc compact.

(c) Décomposition de T pour \x—y\ petit. — Décomposons £)'*. Nous
supposons l'opérateur strictement hyperbolique en y par rapport à
N = (i, o, ..., o). Pour chaque 9} = (v^, • . . , ru) réel non nul,
g ( y , ïi) = g ( y , y^i, ^) a m racines réelles distinctes en Tîi, ^17 (y, ^),
i^J^^î (que nous supposons par exemple croissantes avec j). De
plus g^(y, -ni, ^) a, pour ^ réel non nul, (m—i) racines réelles en -^i
séparant les ïîi/Q/, ^). Les racines en Yîi de (/(a;, •/îi, ^) dépendant conti-
nûment de (x, 9]) V^o réel, 3 £(^o) > o tel que

a;— y <s(^o) et 1 ^ — ï î o <s(Tîo)
^> les (/n — i) racines réelles en Tîi de g^(y, ̂ 1, ̂ ) séparent les m racines

réelles r]^(x, 9î) de g(x, 731, ïî).

On en déduit :

il existe s > o tel que les (m—i) racines réelles en Y?i de g^(y, ^i, ^)
séparent les m racines réelles yîi/(rc, ^) de g(x, ïîi, 7^) pour [ x—y ] < s.
En effet, à cause de l'homogénéité en YÎ de g(x, ̂ ), il suffit de

supposer 9îçS1-2. Du recouvrement de S1-2 par les ouverts
9i—9]o <£(^o), rîoçS1-2, extrayons un recouvrement fini (%), et

prenons £==in f s (^o) . Ceci entraîne, pour | x—y\ petit, sur chaque
droite ^©(^) réelle (ïîi varie, ^ est réel fixé), la situation suivante (fig. 3) :

un zéro de \g {y^

——————————————4-__________________^ ,
^y[^ ^y^ ^k ̂  ̂ (y^) (^1varie)

Fig. 3.
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Les intervalles (ï î iy(y, ^), r^j(x, ̂ )) sont deux à deux disjoints, ils
peuvent être réduits à des points, en particulier quand ^i/(y, ^) est
racine de ^0(^1, ^). Sur chacun de ces intervalles, on a (/(:K, Y}) g ( y , Y]) ̂  o,
</^0/, Tî) ne s'annule pas et a un signe fixe. En dehors de la réunion de
ces intervalles, on a g(x, -n) g (y, n) > o. Précisons le signe de gr^(y, ^i, ^)
sur le premier intervalle (ïînQ/, ^), ^îii^, ^)). De la relation

9(y. ̂  =[r]i—rîn(y, ̂ )]^(y, ïîn, ^) +...,

on déduit que le signe cherché est l'opposé du signe qu'a g (y, T]) lorsque
yîi<yîn(y, ^), c'est-à-dire l'opposé du signe de g ( y , y?) lorsque Yîi->—oo
sur ^(ïî). D'où

signe g^(y, T],, ^) sur [yîii(y, ^), Y}n(a1, ^)]
==— signe g ( y , — i, o, . . . , o)
=(_i)m+i signe g ( y , i, o, . . . , o)
=(—i)^1 signe ^(y, N) où NeA^î/).

Plus généralement, on a

(III. 44) signe ̂  (y, ^) sur [-/îiy (y, ^), YÎ^ (^ ^)] = (—1)^+7 signe ^(y, N).

Notons alors (pour x voisin de y) :

D^(x, y) =-- {ïîeRe^ ^i€]yîi / (y, ^), -n^(x, ^)[},

(III.45) û;.*(.r, y) sa trace sur la sphère^ Y^—I === o.

Il y a autant de cônes û; (x, y) que de nappes à Re Gi (x), c'est-à-dire p.
Remarquons que

(III. 46) û, (x, y) - A; (y) u A, (x) - A, (y) n A; (x),
(III.47i) ^(x)=={^çî{e^\'n,<^(x,^)},
(III.47-2) à^\x) = Gj(x) == {YîeRe^l ̂  == ̂ (x, ̂ }.

On a les propriétés

YÎ e Dm-7+i (a ,̂ y) <^> — T} e Dy g (x, y),

(III.48) (i);^,y)nûr(^y)=0, si j^k,
jû;.'(.r,z/)nG;;=0, si j^Z,

'n e û*' <^> 3; tel que ^ e D;. * (x, y),

9^(y, r^ o sur DY(X, y), et son signe est (—i)/^ signer (y, N).
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On a donc décomposée ==VD}* (x, y), l'orientation deD}* (x, y) étant
/

(— i)^- signe g (y, N) h (x—y)] —(^ > o.
y\x, r ] )

On a donc décomposé r (a-, y) ==V r; (.r, y), de telle sorte que r; n Tk = 0,
/

pourj 7^ k, et l'orientation de Tj(x, y) sur V(rc, y) est

(III.49) (—i)^ signe g ( y , N)[-n(x—y)]^(t, w, -n) > o,

d'après (III.4o) et (III. 42).

(d) Régularité de Re Y (a-, ï/) : Un point (/, w, ri) réel est singulier
sur Y (x, y) si, et seulement si, il existe a, (3, y réels non tous nuls tels que

tw — g(x, Yî) = w + ̂ (y, y?) =^ Y}}— i == o,
i

(xd[tw—g(x, Yi)] +prf[w+^(y, ̂ )]+ïh^] =o,

si f n'^ pas voisin de Uinfini ( nous notons Y] dn la forme difîéren-
/ \

tielleVYî/dTiy ) . On en déduit :
/=! /

aw+i3^(y. Y}) = = a ^ + P =—o^dg(x, r)) + ^ t d g ( y , Yî )+ ïh^] = o.

Des deux premières équations, on déduit :

w—tg(y, y?) = o,

puis en tenant compte des équations de V(x, y) :

w =g(x, 7î) ==tg(y, -n) =o.

Premier cas : t -^- o.

w = = g ( x , r î ) = g ( y , r î ) ==—o,[dg(x, •n)+t2dg(y, Tî) ]+ïh^] = o.

;̂ _L ^2 y

Le point z = — e s t réel et appartient à )x, y ( . On a donc

^(^, Y?) =—a(i + ̂ )^(^, yî) + yh dï?] = o.

On en déduit dgjÇz, T]) = o.
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En effet, multiplions la forme — a(i + t2) dg (z, Y)) + y^ d-n] par le
vecteur Y], et utilisons l'homogénéité en Y? de y(z, Y}), puis g(z, Y]) ==o;
on obtient

YYÎ . TÎ (ZYÎ = y == o ( puisque^ Y}) == i ).

D'où a d(/(z, 7î) = o; o; ne pouvant être aussi nul, on a le résultat.
Remarque. — Nous utiliserons plusieurs fois par la suite ce raison-

nement; nous le mentionnerons comme ceci : tel terme (ici ^[-ndr^]) est
supprimé par produit intérieur par le vecteur ry.

Résumons : Pour que (/, w, ry) soit un point singulier réel sur Re V(x, y),
t^ o, oo, il faut et il suffit qu'il| existe zç. )x, y( tel que G*(z) ait le point
singulier réel YÎ; le point (t, o, r^), où (i + t2) z ==x + t^y, est alors
singulier sur Re V(x, y). Une condition nécessaire et suffisante pour que
cela ait lieu est que )x, y( coupe 1-.

Deuxième cas : t = o.
w = g(x, r.) = t =— a dg(x, 7î) + Y[YÎ d-n] = o.

D'où (par produit intérieur par ri) : dg(x, T]) = o. Cela équivaut à xç î.
Au voisinage de ^ = = 0 0 , nous prendrons pour équations de V(x,y) :

i
w — tg(x. Y}) = wt + g (y, n) ==^ Yî) — i == o.

i

Les calculs sont analogues aux précédents, à condition d'échanger x
et y, remarque que nous utiliserons fréquemment par la suite.

On a donc obtenu ceci : pour que V(x, y) ait un point singulier réel,
il faut et il suffit que le segment fermé (rc, y ) coupe ^ en z. G* (z) a alors
un point singulier réel rr, si z ̂  x et y , on en déduit deux points singuliers
distincts sur V(x, y), (t, o, n) et (—t, o, ri). Si z ==rr, le point singulier
correspondant sur V(x, y) est (o, o. Y?); si z ==y, c'est (oo, o. Y)).

Pour le moment, nous supposons l'opérateur strictement hyperbolique
au voisinage de y : (x, y ) ne coupe pas JL et Re V(x, y) est donc sans
singularité.

(e) Régularité de ReP(:r,y). — Notons P(x, y), la sous-variété
de V(x, y) où ri(x—y) =•-- o. [Chaque Fy est relatif à P(x, y), mais comme
r/ est réel il nous suffit de considérer ReP(.r, y)]. Un point (t, w. Y])
de Re P(x, y) est singulier, s'il existe a, (3, y, ô réels non tous nuls tels que

/
w=g(x, y?) -=g(y. Y)) =r](x—y) =^5—1=0,

i
a d[tw— g(x, n)] + (3 d[w + tg(y, 11)] + t'K^—y) ̂ ] + ̂  ̂ ] = o.
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D'OÙ

c,[tdw—dg(x, ïî)] + ^[dw + l d g ( y , n)] + -{[(x—y) d-n] + ô^ d-n] = o.

Soit at + (3 == o, et de la relation

dg(x, ïî) = d^(ï/, rî) + k^ (ri) [(x — y) d-n],
on déduit

—a(i + t^dgÇy, y?) +|y — y.k,n^(ri)}[rï d-n] + §[rîd-n]==o

Le dernier terme est supprimé par produit intérieur par Y], et la condi-
tion écrite exprime ceci : Re G* (y) et ReIT(a:—y) ne sont pas en
position générale, c'est-à-dire xç.K(y).

Le calcul précédent suppose / non voisin de l'infini. Sinon, d'après la
remarque faite, on échange x et y et la conclusion xçK(y) est la même.

Remarque. — r/ est en fait relatif à la nappe de Re P(x, y) où
/

w = g,(x, Yî) = g,(y, ̂  == r^(x—y) =^ T}}—! == o,
i

qui est sans singularité si x ^ K ^ ( y ) , nappe de K(y) associée à la
nappe Gj (y) de G (y).

Conclusion. — Les intégrales J ^ ( x , y) [définies par (III. 43)], ont un
sens; elles définissent des fonctions analytiques de (x, y) pour x voisin
de y et x^K^y) (théorème 3, p. 97 de [9]); J ( x , y) [donc E,(x, y)], est
donc une fonction analytique de (x, y) pour x voisin de y et x n'appartenant
pas à la partie de K(y) associée à la variété G^(y).

3° Prolongement analytique de E^(x, y). — Nous allons prolonger la
définition de T(x, y). Supposons d'abord y fixe et x variant dans ^ (y),
réunion des segments [x, y] qui ne coupent pas I. ^(y) est étoile par
rapport à y , donc simplement connexe et contenu dans t2 composante
connexe de R7— ̂  9 y .

D'après le lemme 1, on peut définir, pour tout xç. ̂ (y), m nappes G/(x),
disjointes (hors de o), de G(x) et m domaines Ay (x) de ReSY, de bord Gj (x),
coïncidant au voisinage de y avec ceux définis au n° 2 précédent. Définis-
sons alors Dj(x,y\ pour ^€^(y), par (III.46). De la relation
g(x. Y)) — g (y. Y)) =[-n(x — y)] k,n-i (-n), on déduit

G(x)nn(x—y)=G(y)^(x—y).

G(x)r\ïl(x—y) est donc indépendant de x, quand x décrit un segment
d'origine y. On a donc, \fxçî^(y) :

(III 5o) ( G,(x)^(x—y)== G,(y)r}U(x—y),
( A,(^nn(:r--y)=A;(y)nII(.r—y).
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Montrons que'cela entraîne Gj(x)r\ Gk(y) = { o }, si j-^ k et xç^(y).
Supposons en efîet qu'il existe Y ] ^ O ç. Gj(x)r\ Gk(y). Ou bien

Ti(x—y) == o, et(III.5o) entraîne r^ç. 67 (y) n 67: (y); ce qui est impossible.
Ou bien km-ï (ïî) = k,n (•n) = o, et Y)eG(.r) Vrce^(y), donc riç.Gk(x),
c'est aussi impossible.

Par suite, on a, puisque Ay(a;) dépend continûment de x, son bord
étant Gj{x) :

(III 5i) ^ M^ciojuA^y), M^cîoîuA^),
( V^e^(y), Vj<^.

D'où
Û;.*(^i/)nDr^,y)=0, V.re^(y), Vj^.

En efîet, supposons j ̂  k. De (III. 46), on déduit

Dj, (x, y) c A^ (x) u A^ (y) — ̂  (x) n A/, (y),

D, (x, y) c A, (x) u A; (y) — A, (x) n A; (y).

D'où, d'après (III. 51) :

Dj (x, y) c { o j u A^ (.r) n A^: (y).
C. Q. F. D

De façon analogue, on a

D;.^,y)nG;;=0, Vrce.Q(y), VJT^.

Conclusion. — La décomposition de I)**==^D}*, faite au 2° précédent

(donc la décomposition de r =='y,ry), est valable V^e^(y). On peut

aussi la prolonger en faisant varier y, de sorte que le segment (.r, y) soit
contenu dans t^. L'intégrale (III. 43) où Tj(x, y) a l'orientation (III. 49),
définit un prolongement de Jy(.r, y). L'étude faite dans les paragraphes (d)
et (e) précédents montrent l'analyticité du prolongement en tous les
points (x, y) tels que (x.y) c^, x^K^-(y), ReV(:K, y) étant sans singu-
larité, B.eP(x, y) étant une sous-variété régulière de V(x, y).

Remarques. — i° Dans P1 x C^1, on peut aussi introduire Vi(x, y) :

tw—gi(x. Y]) =w+tgi(y. Y?) ==^^—1 =< 7i {x, Y]) =w+r^(y, n) ==7,732.—I =o,
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puis 7îTi(/, w. Y?), obtenue en remplaçant g(x. Y?) et ^(y, y?) par ^(.r, y^)
et 9i{y. ̂  dans ?n(/, w, ri), puis de façon analogue Fi. D'où

(III.43) £,(,, ,) ̂ /^ [.(.-„)]"-' "̂ .',

</o ne s'annulant pas sur ri si x et yç ^2.
2° Si a est un entier appartenant à (/, m—i), m^î+i, on peut

démontrer de façon analogue la décomposition de £1 (x, y) en somme
de p fonctions analytiques pour x^Ki(y).

3° J'ignore si l'on peut appliquer aux intégrales (III. 43) le théorème
de Niïsson-Leray (voir [12]) déjà cité, en le modifiant puisque la forme
différentielle n'est pas définie sur un espace projectif. Pour (x, y) réel,
le support singulier de la forme différentielle Ss [oo] est vide. Mais pour (x, y)
complexe, Ss [co] contient les deux hyperplans t + i == o, /— i = o;
ce sont des surfaces développables. La proposition 3 de [13] ne peut être
utilisée et l'on n'a que des conditions suffisantes d'appui. Ceci est gênant
pour savoir si le théorème est effectivement applicable.

4° Prolongement analytique des solutions élémentaires. — Notons donc
Î2 une composante connexe de W—I où l'opérateur est strictement
hyperbolique (théorème 1).

(a) Si m^l, utilisons les résultats des n03 i° et 3° précédents, par
exemple pour a = l — ï . La somme des deux intégrales £0 (x, y), (III. 31),
et E,(x, y), (III. 3s), se prolonge analytiquement en tout point (x, y) tel
que ( x . y ) c^ eix^K(y). Les relations de récurrence (III. 12) et (III. 121)
montrent qu'on a la même conclusion pour a == n — l ^ n entier positif
ou négatif.

(b) Si m<l, multiplions a,, (rr, , ) par b ( — ) homogène, de sorte\^ c/x / \ cfju i
que a^b soit strictement hyperbolique en y , et d'ordre m^Z. Supposons
a = / — 1 etm' ==l. D'après (III. 31) et (III. 43i), on a

rg , ( x , Y } ) I ^
(III.52) E , = CteC L^O/^)J ^)/-^ ab ^(^ri*(.-,)) 9i(y. ̂  b(rî) dg,(ri) ̂

r^(^)1^
+ Cte ( 1^0/>^)J ^(^)

-A(^n^-y) ^(y» ^)^(^) db(ri) n

j^ cte f dt f\dw /\ dn, A • • . A d-ni
J//(^<,^^,)) ^ b(ri)g,(ri)d[tw—g,(x^\~7// (^, f\ ̂  r)) "WQ^W^—g^ ̂  (

\/\d[w+tg,(y,n)]/\dlrî^ \,
BULL. SOC. MATH. — T. 97, FASC. 3. ^
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Calculons maintenant E i (x, y) == b ( . - ) E i , en utilisant
l—^ \dX/ l—^ab

les formules (16.3), p. 69 de [10] et (10.6), p. 97 de [9]. Nous obtenons,
en dérivant la première intégrale, la somme d'une intégrale sur h et d'une
intégrale sur àh de classes de formes différentielles où b(r]) ne figure plus;
en dérivant la deuxième intégrale, o; en dérivant la troisième intégrale,
une intégrale dans laquelle b(r)) ne figure plus. Ces intégrales se prolongent
donc analytiquement en tout point (x, y) tel que (xy) c^ï et x^:K(y).

On obtient la même conclusion que pour m ̂  l et pour tout a = n — --

5° Singularités du prolongement sur 1.

(a) Si m ̂  Z, supposons d'abord Z — - ̂  a ̂  m — - et utilisons la

décomposition de E(x, y). D'après (III. 31), le prolongement de l'inté-
grale Eo(x, y) n'est pas singulier si x ou yel- i—Io. Étudions donc les
singularités du prolongement de £1 (x, y). Supposons que le point singulier
réel de G\ (x), pour xç. I<i, est quadratique. Pour nous ramener exactement
aux hypothèses du théorème 4, p. 98 de [9], nous considérons dans

pixC^S v^(y) : w+^i(y, 7î) =VT};—1=0, qui est sans point

singulier réel, puis Vi (x, y) sous variété de Vi (y) où tw — g^ (x, •;;) == o.
On vérifie que le point singulier (o, o, -n) sur Vi(x, y), si xçîi, est alors
quadratique aussi, si et seulement si g^ (y, ri) ̂ - o, c'est-à-dire pour x
n'appartenant pas à la partie de JSi constituée des hyperplans carac-
téristiques, s'ils existent, correspondant aux points de contact réels
de K^ et K^_^ (voir II, §2, 2°). Faisons cette hypothèse. Nous avons
donc, en posant

^(m-71) [n(x—y)]'71-1 dt A dw A ^i A " ' A d-ni
T^ n . ( r } \ f î \ n i 4-M,^7- nM A ^rS^2.] ^^

_ _L_____ \.H\^—y)\~ ui /\ uw /\ t î /\ . . . /\ urîi
^ î ' n) (^+ ï)m-l ^o(ïî) d[w + tg,(y, ïi)] A d[I-n].] ^,,

n(t, w. Y})
tw—g^(x, ri)} ^y)E^y)=aef - ( t 9 w 9 r i ) „v y/ J-_ d[tw—g,(x, vî)] ,̂.)

L1 - /

Appliquons à cette intégrale le théorème cité (avec q=i, p == o,
degré de la forme différentielle = l pair). Nous obtenons ceci, après avoir
aussi utilisé les relations de récurrence.

Si a =n— -5 nç (l, m),
'2

i E i(a-, y)== Hol(a;) + Hol(a;)logs(.r), xGÎ,—î»—K(y)
(III.53,) " ï

{ -Hol(y)+Ho1(y)logs(î/), yçî,—^—K(y);
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Si a ==Z — - — k, k entier ̂  o,

(III.53Q
E i (x,y)==îîo}(x)+îîo\(x)logs(x), xçl,,

l-^-k

- Hol(y) logs(y) + Hol(y) [s(y)]-^ yç ̂  ;

Si <y = 777 — - + ^ ^ entier ^ o :2 —

£ _i ,(rc,y)-Hol(a;)logs(^)+Hol(rc)[s(a;)]-^ rc<=^,
(III.53s)

- Hol(y) + Hol(y) logs(y), yç ̂ .

(6) Si 777 <Z, reprenons le calcul de E _i(rc, y) à l'aide de (III. 52);
i

seule la dernière intégrale est singulière, si xç. l-i, et l'on se ramène à une
forme différentielle à singularité polaire d'ordre i là où tw—g^(x, T)) = o.
On obtient donc des résultats analogues aux précédents que nous précisons
comme suit; posons a = n — - 5 n entier positif ou négatif. Si n est compris

2

entre Z et m, E(x,y) a une singularité logarithmique si x ou yeli;
si n = inf(/, m) —k, k entier > o, E(x, y) a une singularité logarithmique
si x e I-i et logarithmique et polaire d'ordre k si y e ̂ i ; si n = sup (/, m) + k,
k entier > o, E(x, y) a une singularité logarithmique si y€^i et loga-
rithmique et polaire d'ordre k si x e l<r

Remarques. — i° Les opérateurs autoadjoints concernés par cette étude

sont nécessairement d'ordre 777 pair, et a =77— I est tel que nç (l, 777).
2

2° Si l == 2, on peut aussi avoir la nature de la singularité du prolon-

gement pour x ou yç^o—Ir Supposons a = 7 7 — - ' > n € ( 2 , 7 7 7 ) ; on

décompose £=£o+ -E'r Pour Ei, ce qui précède s'applique à condition
d'intégrer sur V(x, y), le polynôme en 9, g(x, 6), ayant une racine double
pour xç^o, 60. Pour Eo, il suffit de faire un calcul explicite, en utilisant
la formule du résidu. D'où

Eo = Hol(:r) + ïîol(x)[g,(x, ̂ f'k

Or gi (x, Oo) = o est l'équation de lo au voisinage de x. D'où

(III.54) E(x, y) = Hol(;c) + Hol(x)logs(x) + Hol^)^^)]"^ xçî,.

Pour les autres valeurs de a, on utilisera les relations de récurrence.
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PROPOSITION 14.— Les solutions élémentaires Ey,(x, y) des opérateurs
de Tricomi-Clairaut (l pair) :

a•(I•B)=M«y+[^4+']t••-•(;5)•
a = n — - - n entier, de partie principale :

à \ ( à\ ( à
-9ôx)=g\x9ôx)gQ ^ff(x'^)=^(x^}^(^}^

sont des fonctions de (x, y), coïncidant pour xç.ô^(y)—K(y), (y point
où l'opérateur est hyperbolique), avec des fonctions prolongeables analyti-
quement en tous les points (x, y) tels que le segment [x, y ) soit contenu dans ^î
et x^K(y) (i2 composante connexe de W—l3y, où l'opérateur est hyper-
bolique). Les prolongements ont des singularités si x ou y cl. La nature
des singularités pour x ou yçli—Io est donnée par les formules (III. 53).

Lorsque l^n^m, on a la décomposition £ = Eo + £'j, Eo étant
défini par l'intégrale (III.3i), £1 par l'intégrale (III. 43j) fonctions
analytiques de (x, y) pour [xy] c ̂  et x^. K(y).

6° Étude du prolongement à travers ii. — Nous supposons le prolon-
gement singulier sur ^i. Montrons qu'on peut définir au voisinage de 1^
une distribution prolongeant l'intégrale, annulée par l'opérateur.
Supposons que si xçl^—Io—K(y), on ait

E, (x, y) == îîo\(x) \ogs(x) + Hol(.r).

Supposons aussi l == 2, pour simplifier, et choisissons en un point de ^i
des coordonnées locales (u, v) telles que u == s(x), v = t(x),

( à à\ ^ . à-2 . - ( à à \a (u, u, ,- ? ,- =—u-^-> + -5—, + H -3-5 .-? u, u ,\ au àv ) an- àv" \àu àv )

H étant un opérateur différentiel du premier ordre, à coefficients analy-
tiques de (u, u). Pour u > o, on a

E, (u, u) == a (u, v) log u + P (u, u),

y.(u, u) et (3(u, u) étant analytiques. Considérons un prolongement
analytique quelconque Èi de E^ pour u < o. Comme les coefficients de a
sont analytiques, on a aussi aÈi = o pour u << o. Or

a(u, y ) ( l o g | u [ ± i 7 r ) + P ( u , v),

sont deux telles solutions, donc aussi

a(^, y)log|u| +f^(u, u),
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puisque les coefficients de a sont réels. Définissons, au voisinage de u = o, la
distribution T par la fonction localement sommable a (u, u) log | u | + (3 (u, y).
T est un prolongement de £1. Montrons que T annule a. De

^ Ja log|^|+aPf I+^
^u ^u & 1 ' • u au

ô^T ^a- , i , ^a, , , ^ / i \ , ^@
"3— = '-^-^Pf- + -T—10^ " — a P f — + —'-î^u2 au u ' au1 sl ' \u2/ r ^u2

^T ^a, , ^-3
-3—= -r^log u +-—?àv- au2 ° ^y2

« P f ( - ) = i , ^ P f ( ^ ) = P f ( - 1 ) ,\"7 \u2 \u

on déduit

aT==^(u,u)+^(u, y ) l og | u [ + 9:3(12, i ; )Pf(^) ,

les <p;(u, y) étant analytiques. Or pour u > o ou pour u < o, on a

aT==cpi (u , y)+ cp.,(u, p ) l o g | u [ + ^îp3(u, y),

ce qui est nul d'après le début du paragraphe. D'où

cp,(u, u) + cp,(u, y)log| u\ =— îî ), u^ o.

La fonction au premier membre étant localement sommable au voisinage
de u = o, la fonction au second membre l'est aussi et 93(17, u) a néces-
sairement, pour chaque u, un ordre en u > i :

î(u, u) = u^!,(u, u), 94(12, u) analytique.

D'où
aT==^,(u, u)+^(u, y) log u

Comme cp.,(u, u) =—cp^", y)log| u , u^o, les ordres en u, de cpg et 9-2,
pour y fixé, ne peuvent être ni égaux ni différents s'ils sont finis. On a donc

98=9•2= :o et aT==o,
C. Q. F. D.

Remarque. — Le raisonnement précédent se généralise au cas où la
dimension l est plus grande que 2, l'ordre m est quelconque et aux types
de singularités rencontrés.
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5. Prolongement analytique des solutions élémentaires lorsque l

est impair et a =: n — - -, n entier positif ou négatif.

Montrons que l'intégrale dans (III. 36), Z^n^m, peut, en général,
être décomposée aussi en la somme de deux intégrales. Notons t2 une
composante connexe de K1—1^ y où l'opérateur est strictement hyper-
bolique.

i° Étude d'une intégrale. — De (III. 26), on déduit

[F(À)]_,+[F(À)]_=(-i)-
l—n + - • • • m — n —

\ 1 \ 2

Posons

Q(^ i)
ji\ (À—i)^-^

(-!)-E,(x,y)==1 T
2 (27nV-1 /, , I\ / 1v / Z — n + - ... (m—n—-n + - ) " - [ m — n — -

12 \ 2,

(III.55) v

F e(^ I) r^fa ^n-r ^'W ^^(À-I)m-/L ( Ï/)J w^y
( / )D^==^eRe^ ^^.—i=:o, (̂n;, T/)^(y, Yî) < o ̂

muni de l'orientation, là où r](x—y) 7^ o, ct) w > o.[7î(rc—y)\

Pour montrer que l'intégrale (III. 55) a un sens, nous allons la trans-
former (comme dans le cas où l est pair). Introduisons, dans P1 x C^,
la variété Vi (x, y),

wt—g^x, rî)==w+tg,(y, r;) ==^Yî)—i :== o,
/

le cycle Fi compact réel de Vi (x, y),

T,(x,y)=={(t,w,-n) n^D^},

muni de Forientation [r}(x—^/)]c<û/(ïî)> o. Sur Vi(x, y), cette orien-
tation est donc définie par

TSJ(t, W, Tî)

w[-n(x—y)]m(t, w, 7î)>o,

dt /\ dw f\ d^/\ ... A drîi .^W

d[tw—g,(x, rî)] A d[w + tg,(y, •n)} A ̂ 2^1 ^
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I\ (x, y) est donc relatif à Wi (x) u Wi (y) u Wi (rr, y),
' /
; W^x) : t=w=g,(x,rî)=^^,—i=o,

1

(III.56) lWi(y) : ^oc, w=g,(y^)=^-i=o,
i

Wi(x, y): w = ̂ (.r, ry) = yi(y, Y}) =^y)}—i = o,
/•

car la sous-variété de Vi (x, y) où w=o est Wi (x) u Wi (y) u Wi (x, y),
et sur Re Vi(x, y), r](x—y) == o entraîne w = o. D'où

(III. 57) E,(x,y)== • ï i
(a Tri')-1 / , , i \ / i ^v / ( l — n + - • • • m — n — -

\ i ) \ 2,
-t\ l)r . x-.,,, ,^(t, W,r tQ(-t\.) ^-^^ ̂  ïî).

^(^•)^+I)m-/l(
 y)ï ~^(^~'

Remarque. — Sur ri, on a ^07^0.
Nous savons que Re Vi(x, y) est sans singularité si (xy) c 1̂  et x^K(y)

(même étude que pour Z pair). Si ReWi(^), ReWi(y), ReWi(a', y) sont des
sous-variétés régulières de Vi(x, y), et en position générale, (III. 57) aura
un sens (théorème 3, p. 97 de [9]).

(a) Régularité de ReWi(.r) et ReWi(y) : Un point (t, w, 'n)çReWi(x)
est singulier si

t=w==g,(x, Yî)=^Yî}—i ==o,

et si, en ce point, les différentielles
dt, d[wt — g, (x. Y])] = dg, (x, •n),

d[w + tgi (y. Y])] = dw + g^ (y, ri) dt, y? dy?,

sont linéairement dépendantes. D'où l'on déduit
dgi (x, n) = o, soit x e 2-r

Le résultat pour ReWi(y) s'obtient en échangeant x et y : ReWi(y) est
singulière si yç^i.

(b) Régularité de ReWi(:K, y) : II est équivalent d'étudier la régularité
deReWi(rr,y),

V î (x, y) : w = g, (x. Y)) == g, (y, y?) = o, dans Yi (x, y),
Vi(x, y) : wt—g,(x, n) ==w + tg^y, r))==o

^ on supprime V Yî) — i = o ̂ .
v / /
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(t, w. Y}) réel est singulier s'il existe a, (3, y réels non tous nuls tels que :

w = g,(x, Yy) := g,(y, y,) = a dw

+^[tdw— dg, (x, y?)] + ^[dw + t dg, (y, ri) == o.
D'où

a + ̂  + Y = o et —^dg,(x, ^) + y^(y, r,) = o.

Cette condition exprime ceci :

3yî€ReGi(r r )nReGi( i / ) et en ce point les surfaces ne sont pas en
position générale.

Ceci peut se produire dans l'un des trois cas suivants :
— si A-^-i (ry) ̂  o, alors r] (x — y) = o, et de

dgi (x, ïî) == dg, (y, y^) + k^, (^ [(x — y) dn ],

on déduit rreJC (y);

— si kp^ (ïi) = kp (ri) .= o, Y} (x — y) ̂  o, de

dg, (x, y?) = dkp (ri) +[-nx] dkp^ (ri), dg, (y, yî) = dA:/, (ïî) + [y? y] ̂ _i (̂ ),

on déduit ^[^(yî)==o] et K^[k^(r))== o] ont un point de contact-
réel;

— si À^_i (ïî) = A-/, (ïî) == Y} (;r — y) == o, puisque

dgi (x, Y}) = dg, (y, Y}).

En conclusion, ReWi(x, y) est régulière pour (xy)c^ et x^K(y),
s'il n'existe aucun point YÎ reeZ ^/ que kp (ri) = kp_^ (ri) == o.

(c) Positions relatives de Re Wi (^), Re W, (y), Re Wi (x, y) : Tout
d'abord, Re Wi(rr)nRe Wi(y) = 0. Étudions Re W,(x) et Re Wj (.r, y).
Prenons, au voisinage d'un point t = o, dans V, (x, y), les coordonnées
locales /, (l—i) coordonnées de TÎ, r;i par exemple étant déterminé par

g,(x. Y}) + ̂ yi(y, Yî) == o,

[ce qui est possible puisque Re G^ (a-) est sans singularité], w est alors
déterminé par w ==— ^/i(y, ïî).

Une équation de W, (x) est / = o, une équation de Wi (x, y) est
g , (x, r;) — g, (y, y,) = o. En exprimant qu'en un point appartenant
à W,(x)r\W,(x,y), les différentielles dt et dg, (x, -n) — dg, (y, y?) sont
linéairement dépendantes [en utilisant les coordonnées locales précédem-
ment choisies dans \\ (x, y)], on trouve les mêmes conditions qu'en (b).
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En conclusion, s'il n'existe pas de point Y] réel tel que kp (v?) = A^_i (v?) === o

(III.57) définit une fonction analytique de (x, y) si ( x y ) c ^ et ^ïJÏ(y).

Remarque. — Nous aurions pu utiliser V(x, y) au lieu de V,(x, y);
en effet, les points singuliers appartenant à Re W(x, y), ou les points
où Re W (x) et Re W(x, y) ne sont pas en position générale, qui corres-
pondent aux racines réelles de ^(ïî) (points communs à K,n et J^_, !)
ne sont pas voisins de support de r si (xy) c^ et x^K(y).

20 Étude d'une deuxième intégrale. — Faisons, à partir de maintenant,
l'hypothèse suivante : Re K;nRe K^ == 0, hypothèse équivalente
à celle-ci :

Re Gi*(rr)nRe G', (y) non en position générale 4==» xçK(y).

Posons

(III.58) <

Eo(;r,

A ^ = = = .

muni

v}- I
y/ 2 (277

-/̂̂ 'd

X [ri(x

Tîe Re^

de l'orienta

l y - l ( / -n+ I

\ 2

- //î — n —
A

étournèdcG ^* v

-v)T»-/ (0'(Ï2)
I//J g(y^)i

^ n) - i=o ,
1

" /^ h^—y)?

i

)...(/.-n-1)
/ \ 27

^-Q^ i)

tion, là où n(x- y^ ̂  ^, .————

—i)^-/

^(^ ^^(y» ^)> o ^

,A-^ cl)/^) > 0.

Rappelons qu'il s'agit de la détermination positive de //M-2. Nous
allons montrer que (III. 58) a un sens en transformant, encore une fois,
l'intégrale. Considérons dans P1 x C^',

V,(x,y): tw—g,(x^i)=w—tg,(y,^=^r)].—î=o,

Ts(t,w,rî)==
d[tw-

dt A rfw A dr), A • . •
-^(^)]A^[w—^(i/,

A d^/

^AdF^^I
L / J

w'^)
[\w

^(x,y}

î\ (^ y) = {( t , w, ri) \ Y? ç A", t > o, détourné de la sous-variété Ôo
de Vi(x, y) où ^o(ïî) = o { muni de l'orientation :

w[-n(x—y)}^(t, w, 7î)> o.
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fi est un cycle compact relatif à Wi (x) u Wi (y) u A (a-, y),

, W,(x) : t=w=g,(x,^=^].—i==o;
i

(111.59) ^(y) : ^^ ^=^(^)^^.__,=o;

f - - /

\ Pi (.r, y) : sous-variété de Vi (x, y) où Y] (x = y) = o,

car la sous-variété de Vi (x, y) où w == o est Wi (x) u Wi (y) u Wi (x, y),

Wi(;r, y) : w = ^(rr, Y]) = ̂ (y, vî) ==^y}}—i = o,
/

mais l'hypothèse faite entraîne Re W^(x, y)cRe Pï(x, y).
Comme sur fi, on a
^n-n-{__ ^

-(T^F—^^-^"^
-««Ï̂ g^ h(«-8)]"- °̂ , (,...-..-.>.),

E,, (a-, y) = —————-——————2———-,——————
(27r l•y- l(^—n+ I) . . / / n — n — 1 )

(111.60) Y a/ \ a//
^(^)-fQ(fSi) ^(t,w,-n)

xl ^-i)-' l^^-^ ^(r,) •
1 i

Les calculs faits précédemment montrent que Re Vi (x, y), Re Wi (x),
ReWi(y), RePi(rr, y) sont régulières pour (rry) c^ et x^K(y). Étudions
la régularité de Re 60 et les positions relatives de Re Wi (x), Re Wi (y),
ReA(a;,y), Re &o.

/ \
(a) Régularité de Re Go : Considérons ôo (on supprime V.^}—i = = o ^

^ . v / y/

dans Vr (/, w, T]) est singulier, sur Re Go, s'il existe a, (3, y réels non tous
nuls tels que

tw — g,(x, -n) == w — ^i(y, Yî) = yo(ïî)
= a d [tw — g, (x, Y})] + (3 d[w — tg, (y, n)] + yd^o (^) = o.

D'où
at +p =aw—|3^(y, yî) ==o,

puis
^ + ̂ i(t/» ̂  = o et w = fyi(y, y?) = ̂ (rr, Yî) = g,(ri) = o.

Si (a-y) c^, c'est impossible car Re Gi*(rc)nRe G; = 0.
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Conclusion. — Re Go est régulière si (xy) c^.

(6) Positions de Re Go, Re Wi (x), Re Wi (y), Re Pi (x, y) : Tout d'abord,
Re Go n Re Wi (x) == 0, Re Go n Re Wi (y) = 0, si [xy] c i^. Étudions
donc Re Go et RePi(:r, y), en se ramenant à Re Go et RePi. En un point
appartenant à Re GoURePi, on peut prendre les équations g^Ç-n) == o,
•n(x—y) == o (ïîi, . . ., TÎ/) étant des coordonnées dans Vi. Ces deux sur-
faces ne sont donc pas en position générale si et seulement si xçKo(y),
partie de K(y) associée à Go.

En conclusion, s'il n'existe aucun point Y] réel tel queÂ^(ïî) = kp^ (-n) == o,
l'intégrale (III. 60) se prolonge analytiquement pour [xy) c^ et x^K(y).

3° Prolongement analytique des solutions élémentaires. — Nous supposons

ReX;nRe^:;_,=0. S i m ^ Z , a - n — 1 , n e ( Z , m ) , (III.36) a été
décomposée en la somme de deux intégrales prolongeables analytiquement
en tous les points (x, y) tels que (xy) c ̂  et x^. K(y). Dans tous les autres
cas, en utilisant les mêmes méthodes qu'en dimension paire, on obtient

ceci : la solution élémentaire E(x, y), a =n—ï^ n entier, coïncide,

pour rceê-^y)—K(y), avec une fonction prolongeable analytiquement
en tous les points (x, y) tels que (xy) c ̂  et x^. K(y).

PROPOSITION 15. — Supposons l impair, a = = n — î - - , n entier. Pour
l'opérateur de Tricomi-Clairaut :

«(-^-(^^^s^^]^^)^.^).
de partie principale g (x, °J = g,(x, à-) gJ ̂ \ supposons qu'il

\^ uJL j '̂  uX j \^ OX j

n'existe aucun point Y] réel vérifiant kp(ri) == kp^(r]) == o. Sa solution
élémentaire E (x, y) coïncide pour xçê-^Çy)—K(y), avec une fonction
prolongeable analytiquement en tous les points (x, y) tels que fxy)c^
et x^K(y), ̂  désignant une composante connexe de W— 1, où l'opérateur
est strictement hyperbolique.

Si de plus l ̂  n ̂  m, le prolongement se décompose,

E(x, y) =-. E, (x, y) + E, (x, y),

Eo, Ei étant les fonctions analytiques de (x, y) pour (xy) c^ et x^K(y)
définies par les intégrales (III. 58) et (III. 57).

Ces résultats sont valables pour les opérateurs de Tricomi-Clairaut
autoadjoints, si m et l sont impairs.
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'--> î , '-̂  î^-s—^

^ s ^ 8
Sh ^ '̂ s co

^ QC •S' '30
^ 0 to 0

3 3 S S
0 0 0 0
s ffi ffi ffi
+ + + +
33 S S
'0 '3 '0 '0a ffi a s
il il il H

hî I-q

^ ^î

(̂  ^ ^ fu/ e u; s
S» "̂  H û<

cf 'S
^ ^

^^

.

S
\\

^1
i-̂ i

^ ^(^ *?3
!̂  ^

^ '̂ ^

3 S
<o co^ ^^ ^
3 S:^ ^s ï
+ +
3 g
"s ^s
^ E

f^ s^-î
u; u;
Si H

Œ ^

^^

^ w

-< | CN

1
SÏ

1 1
a

s
+-»
^>

'̂ ^
<Dî-i4->
a
0-»
VI*^̂
S
0^
c;

^ s"'c^ '23^ ^
f^ î^^

<<:
'~^
3
î0

3 S
& o1K 0

+ g
3 ^^ sQr • ^^ +
3 S^ ^

.. s s

^î
IU
Sîs ^1

W
H

^

1'
'̂ T
-̂i

^G

II
Ç

^ ^Ï*c3 '23& a
'—^» '»»»>

~^

î̂0

3 ^
co , ,
^ 0
^ S

3 +^ ^s ^
+ ^
3 8
o '3
S S

^Ï ^î
a» u/
ÏSï ^

~t;+̂
~s

'-̂
a
3
1 ;̂

II
e



78 S. DELACHE.

Remarques. — i° La décomposition (obtenue pour l^n^m), n'est
pas valable si a est entier : le logarithme intervenant dans les formules
ne peut être uniformisé par la méthode utilisée.

2° S'il existe YÎ réel tel que kpfy) = Â^-i(ry) = o, les intégrales inter-
venant dans la décomposition divergent sans doute. Peut-on trouver
une autre décomposition ?

3° Pour les singularités des intégrales (III. 57) et (III. 58) sur ii— io,
on se heurte à la difficulté suivante pour l'application du théorème 4,
p. 98 de [9] : le point singulier réel qu'a Vi(x, y) [ou Vi(x, y)], si rrçii,
vérifie toujours w = o, donc appartient à W^(x) [ou Wi(rc)1, variété
à laquelle est relatif Fi, (ou fi).

4° Nous avons introduit deux variables (t, w) pour étudier les intégrales,

si a = n — - • La plus « naturelle » des deux, qui intervient dès le début,

est t(t2 == À, ou t2 =—V). On peut se demander pourquoi introduire
seulement t et la variété

î(y, Y}) ± g,{x, ri) =^}—i = o,
/

ne suffit pas. En fait, dans ce cas, certaines variétés, relativement
auxquelles on doit intégrer, sont singulières; par exemple la variété
où gi (x, n) = o est singulière en les points où / == o. Il y a des cas où
il serait sans doute possible d'utiliser seulement t, mais nous avons
préféré donner une démonstration plus générale.

5° Si l'indice a de l'opérateur est un nombre rationnel compris entre

l — - et m — --> et m ̂  Z, nous pensons qu'il est possible de faire des

transformations sur les intégrales en ajoutant deux variables. Quant
aux valeurs irrationnelles de a, la méthode n'est plus applicable : c'est
particulièrement pour ces cas qu'il serait intéressant de savoir si le
théorème de Niïsson-Leray s'applique.

Dressons un tableau des résultats obtenus (k désigne toujours un

entier ^ o) ; et dans le cas où a === n — ï -> l impair, nous supposons
ReK;nReK;_i=0.
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