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SUR LES EQUATIONS QUASI-ELLIPTIQUES
ET LES CLASSES DE GEVREY

PAR

Tapato MATSUZAWA.

0. Introduction.

Dans un travail a paraitre [8] nous avons étudié les problémes au
bord pour les équations quasi-elliptiques,

0.1) P(x,Dyu=f dans x,>o.
(0.2) Q;(',D)=y; sur ,=o, 1=j=v,

ou P(z,D) est un .opérateur quasi-elliptique et {Q;(’,D)}’_,,
@'= (@1, ..., Tn)) est un systéme des opérateurs au bord vérifiant la
condition complémentaire & I'origine { O}. Dans [8], nous avons déduit
Iinégalité de la forme

0.3)  foll.< C<I| P (z, D)oo+ X, Q; @, D)o+ || v ([o> ;

J=1

pour ve C;(Sz), Se={|x|<9d;x,>0} (théoréme 1.1).
Puis, comme application de cette inégalité, la régularité des solutions
de (0.1) et (0.2) a été démontrée.

Le but de cette Note est de démontrer le théoréme 1.2, c’est-a-dire
que nous démontrons, dans le § 4 les estimations plus précises des
dérivées successives pour les solutions des problémes au bord (0.r)
et (0.2).

CavaLrucct [2] a étudié le méme probléme pour les opérateurs quasi-
elliptiques avec la condition au bord de Dirichlet. D’autre part,
VoLEvIC [13] a démontré la régularité et les estimations intérieures des
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dérivées successives pour les solutions des systémes quasi-elliptiques.
Pour Teffectuer, il a travaillé précisément sur les normes fractionnaires
introduites par SLoBopECK1J [12].

Nous prenons [2] pour modéle de la démonstration, mais il est néces-
saire d’utiliser quelques résultats de VoLEvi¢ [13] sur les normes frac-
tionnaires pour traiter les conditions au bord générales (0. 2).

Dans le § 1, nous rappelons la définition des opérateurs quasi-ellip-
tiques. Dans le § 2, nous énumérons les résultats de VorLeviC [13] que
nous utiliserons dans la suite. Dans le § 3, nous démontrons quelques
lemmes pour préparer la démonstration du théoréme 1.2 (dans le § 4).

Dans le § 5, nous faisons une remarque sur estimation pour I'opé-
rateur itéré.

1. Rappels sur les opérateurs quasi-elliptiques et le résultat.

Désignons par (2, y)=(Ti, ..., T, y) le point générique de R~

Les demi-espaces y>>o et y>. o sont notés par R" et par R” respecti-
vement. Nous utiliserons la notation familiére :

1 0 . 1 0 .
= i n— = = 1
D; i oz, 1<j<n—1, D, i 9y @ 1),
D=(D,, ...,D,), D*=D% .., D%,
ou z = (ay, ..., o,) est un multi-indice avec des entiers a;> o;

la|=ai+...4 o al=al. .. ol

Un opérateur différentiel d’ordre m, a coefficients constants, s’écrit
sous la forme

a.n P(D)=P(D., D,)= ¥ a.D%,

|ax}j<Lm

ou les coefficients a, sont complexes. Le polyndme caractéristique corres-
pondant s’écrit

P, n)= Z Gk = W, wER. . Gt

|x|<m |a|<m

ot =, ..., Eru)€ R, Etant donné un systéme d’entiers { m; J2_,,
nous posons
m
m=max mj, ¢=—- (=1), ¢=(q - @)
1=j2n my

et
<O(, (I> ==<11(I1+- .ot AnQn.
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DEriniTION 1.1. — Un opérateur P (D) est dit quasi-elliptique de poids q
s’il satisfait aux conditions suivantes :
(1.2) P(D)= Y, a.D~
Lo, g>=m
La partie principale de P, par rapport au poids ¢, est
PD)= Y, a.D~
X, g =m

Pour le polyndme -caractéristique P°(Z, n) =P°(s, . ooy bnayr ), (il ¥y
a une constante C (') telle que

(1.3 Y (g [nmm=C|PE )| pour tout ( m)€Re.
1=7=n—1

Désignons par £, (), ..., &m,(¢) les racines de P°(%, {) = o, a chaque
point £ =, ..., Eiuy)ER (;20). Dans le cas n> 2, nous voyons
[condition (1.3)] que le nombre v des racines a partie imaginaire posi-
tive est indépendant de f (£ o), et dans ce cas, nous appelons P(Z, n)
[et P(D)] « determined type v ». Dans le cas n = 2, nous supposons rem-
plie cette condition sur le nombre des racines de P°(t, {). Par «réarran-
gement », s’il est nécessaire, nous pouvons supposer que

(1.4) Im¢(F)>o0, 1—=k=v,
(1.5) Im&GE) <o, v<k=m,
Nous posons

v

Py=]] (- —()).
k==1
De méme, nous considérons des opérateurs au bord de la forme
(1.6) QD)= Z bgD?,  j=1,...,v, oZp;<m—{qa.
B 9>=p;
Le polyndme correspondant a chaque Q%(D) est
Qe )= X beil... b
B p=p;

DeriNtTioN 1.2 (Condition complémentaire). — Nous disons que le
systeme { Q;(D)} recouvre P(D), si Q%(¢,m) (j=1, ..., v) sont

v
j=1

(*) Dans la suite, nous utiliserons le méme symbole C pour exprimer plusieurs
constantes.
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linéairement indépendants modulo P!(§, n) comme polyndémes en n
pour chaque e R* ( o).

Soit £ un domaine dans R?, et supposons que sa frontiére contient
un ouvert w(3o0=1(o, ..., 0)) dans l’hyperplan y=o. Nous consi-
dérons les opérateurs a coefficients variables

1.9) Pz, y, D)= Z a.(z, y)D*,

KX, gr<m

ol a*(z, y)€ C* (U w) pour tout a et

(1.9) Qi@ D)= Y bs@D?
Br=p)

ou bg(xr)e C” (w) pour tout B.

Nous supposons que P(o, o, D) = 2 a, (0, 0)D* soit un opérateur

K&, gr<m

quasi-elliptique de poids ¢, du « determined type v » et que { Q; (o, D) |%_,
recouvre P (o, o, D). L

Or, désignons par Cz(R?) ’ensemble des fonctions v(x) indéfiniment
différentiables dans R? et a support compact sur R?. On désigne

par 5, y) la transformée de Fourier de v(z, y)e Cz(R?) par rapport

ax= (x“ ceey xn—i),
—(n—1)

¢, y)=(2m) * f e <52 p(x, y) dr.
Rn—t

Comme d’habitude, nous posons

Ilv|l=<ﬂRTl v(@ y) \‘ldxdy)W:(fO”flEleﬁ(a, y)Pdady)’”.

Correspondant aux opérateurs (1.2) et (1.6), nous employons les normes
a la frontiére

2

) 2p/m N y 1/2
a9 wh=((f et w06 o)
JEI<a
Alors, nous avons démontré dans [8] le théoréme suivant :

TutoreMmE 1.1. — Soient P(x, y, D) et Q;(x, D), j =1, ..., v, les
opérateurs ci-dessus, el supposons que { Q;(o, D) |%_, recouvre P (o, o, D).
Alors, il existe deux constantes C> o et Ry> o lelles que

A1) 3 IlD“UIIéC<HP(x,y,D)vH

KA, gr=m

m—pj—3
J=1 /

+ 2,10 @, D)v] 1%+nvn>,

pour tout ve Cy (Sg), ot Sp,= { (x, y)l\/ |z P+ y>< Ry, yéo}.
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DEFINITION 1.3, — Soit © le domaine ci-dessus. On dit qu’une fonc-
tion ue C*(Quw) appartient & G,(QUw) si, pour chaque compact K
de QuUuw, il y a une constante C telle que

(1.11) (| D*u, K || - C1*1+1 | o <202,
ou, de facon équivalente,
(1.12) | D*u, K ||g-<Z C1o1+1 | o [¢%7>

pour tout «, out ||w, K|z~ est le maximum de |w| dans K.
Le but de cette Note est de démontrer le théoréme suivant :

TuEorEME 1.2. — Soient P(z, y, D), Q;(x, D), j=1, ..., v, comme
au théoréme 1.1, avec les coefficients a,(x, y)€ G,(RUw) et by (x)€ Gy (»),
9 =(q, ..., qu_1). Considérons le probléme au bord.

(1.13) P(x,y, D)u=f dans Q.
(1.14) Q;(x,Dyu=g; surw, j=u1,...,,

avec f(z, y)€ G,(RQuw) et g;(x)e Gy (w), j=1, ..., v. Alors, chaque
fonction ue C*(QuUw), qui vérifie (1.13) et (1.14), est une fonction de
la classe G,(Sg) pour R,> o convenablement choisi suivant u.

2. Norme fractionnaire : Résultats de Volevié¢ [13].
Nous introduisons quelques espaces fractionnels, suivant [13]. Soit
V”=II I un rectangle dans R*, ou Ii=(—R,R), k=1, ...,
k=1

n—i1, I,=(o, R), o<RZ1. Pour 3=(B3s, ..., Br), B: entiers > o,
et pour u(x)e C*(Vg), nous posons

~ 1/2
@.1) | D%, V,;|]=<j |Dﬁu|~zdxdy> :

,

R /
Supposons que tous les composants de o = (a4, ..., @,), sauf le kitme,
soient entiers > o, alors nous pouvons l’écrire sous la forme
2.2) a =0+ Arl,

\IC/ \

ou B=(Bs, ..., B3,) ‘avec B3, entiers > o, lk=<o, R SR, 0) et

o< A< 1. Et nous posons, pour un tel «,
| D u(Z) —Dbu(3) %z
. D*u, = AdZY
@.3) | D*u, Va| <fmf1 A Ol e >

U Z=Zy .oy Za)y T = (Zr ., Zicts Ths Zicras -~ vy Zo)-
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Désignons par A, , I'ensemble des a = (4, ..., %,), dont tous les
composants sont entiers sauf au plus un, vérifiant

2.4 la,@¢>=a,q1+...+ aqn= 5.

Introduisons la semi-norme suivante :

2.5) lu, Vnuw=< >

A€ A, q

12
| Du, Vx 1]2) :

LemME 2.1 (cf. [12], [13]). — Il existe une constante C = C(s), (s> o),
telle que

@.6) € [ (Ja oot [y |86 0 ded
R

Zlw R{3 0 ZC | (JEal™d 4 n|my |8, ) [P didn
R

pour toute u(x)e Cy (R").

DEriNtTION 2.1. — Soit s réel > o. Nous désignons par W7 (V)
Iespace des fonctions ue L2(Vg) qui vérifient || u, Vg||s,q<<co. Nous
munirons W7 (V) de la norme

2.7 Iw, Va]li g =lu Veli,,+lw Vel

LemME 2.2 (cf. [13]). — Etant donnée ue W*7(Vy), il y a une exfen-
sion u, de u dans W+7(R") telle que

(2.8) ) 1[U1, R"] ls,qéC|[H, VR]|S,4/,

ot la constante C ne dépend pas de ue W*(Vy) et de R (o <R <_1) (elle ne
dépend que de s).

Ensuite, si B4, ..., B, sont entiers, nous posons pour a€ C”(Vp),
(2.9) | DB a, anzrr}’axlDBal,
R
et si « = (o, ..., 2,) est écrit sous la forme (2.2), nous posons
| DPa(Z)—DPa@)
2.10) | D*a, Vil _-anx(f P ,

oW Z=(Z, ..., Z2), ©=(Z1y ...y Zi—1y Ths Lisas - Ln)
Introduisons la semi-norme suivante :

1/2
@.11) la, V,,[S,,,=< Y |Drq, VR[2>

oceA,,q
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Lemme 2.3 (cf. [13]). — Pour ae C* (Va), ue C* (Vi) s = —>,
2my...my,

N entier > o, on a lU'inégalité suivante :

(2.12) lau, Vallo,g < CXl @ Valell u, Vi [l

k=0
avec la constante C indépendante de a, u ef de R (o<R 1), ot le
signe 2 signifie la somme pour fout nombre rationnel de la forme

k=0
r

N .
k= ————— avec N' entier enfre o et N.
2my ...m, .

LemMmE 2.4 (cf. [13]). — Soil a€ G,(Vy) (pour la définition de G,,
voir définition 1.3) et soit k, un nombre >= o quelconque. Il existe une
constante C telle que

(2.13) [ D*>a, Viglg, g C1*1+1 | o [¢20>
pour tout a = (o, ..., dp).

De l'inégalité (2.13), on obtient
@.14) 590 | Dra, Vi g = cm“(l-‘;‘.—‘)'a'

pour |a|Zj, si 6>0 et R—jd>o.

LemME 2.5 (cf. [13]). — Soit ue G,(Vx) et soit k, un nombre >~ o
quelconque. Il y a une constante C ftelle que

(2_15) ||D°‘u, Vﬂ([k.,,qéc’“'*llaI‘“"”
pour fout a.

De l'inégalité (2.15), on obtient
(2.16) s> || Dru, Va_ys

ko,qéo“”l('j_‘ly“l

pour || <j, si d>0, R—jd>o.

LemME 2.6 (cf. [13]). — Soit R, o réels, o< R, d Z1. Il y a des fonc-
tions Y =dp € Cy (Vp.3) telles que Yp3=1 sur Vp et
2.17) [r e Vrrole,g= C(k)3,

ot la constante C(k) ne dépend que de k.

3. Quelques lemmes.

Dans la suite, soient P(z, y, D) et Q;(x, D), j=1, ..., v, comme au
théoreme 1.2; nous pouvons considérer que les coefficients de
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chaque Q;(x, D) sont définis dans Vg, et VacQuUw. Ecrivons par Ug
la frontiére de Vi dans le plan y=o.

LemME 3.1. — Il existe une constante C> o, telle que

G Y v Valket=Clem | P, y, D)o, Val)
k<zm
—_— N'

+lo, Vel + 710, (x,D>v1,,l_,,,,_%%}

j=1

pour toute veCy( VrguUr), o<R-=R, (R, est donné dans le théo-
réme 1.1).

Démonstration. — Nous voyons qu’il y a une constante C’ telle que,

. N’ .
si k=m, k= Py a—— N’ entier>. o.

S"‘<Z I E/, lmj_l_ ‘ n lmn> _l__ I}
j=1

pour tout ¢>o0, o=k=m et (¢, n)€ R
Nous étendons v(z, y)€ C; (Vry Ur) dans I'espace entier R*, comme
habituellement, en posant

k

n—1 m

j=1

v(@ y), y=oi
Dy (.’L', y) = Z )\kv(x, —‘ky)’ y<o
k=1

ou 4 sont choisis de sorte que toutes les dérivées D/ v(o < j = m,—1)
soient continues en y=o. Ici, les 3x ne dépendent que de m,. Nous
voyons que, pour k-=m,

L3
(J& ™o P )04 €, m) € L2 (RY),

et, de I'inégalité (3.2), on a l'inégalité

@3 Y|

|+ v, BE|

v, R ||pek = C” a"lZHD'}”v, R
k=zm j=1
%

T 2my...m,

pour une constante C”, indépendante de ¢>o et de ve Cy (Vru Up).
Nous appliquons I'inégalité (1.10) et lemme 2.1, et nous obtenons le
lemme 3.1.
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Dans I'inégalité (3.1), nous pouvons remplacer les termes
[Q@Dw], , . par [|Q Do, o), Unl

.
1 ’
m—Pj— 3 Tmq’

et notons, ici pour ue C*(Uy),

5 \ 1/2
3.6) I, Un(lk,q'=( N iD=y, Ul
\ae/ll’(’q, /

ot ¢'=(q ..., gu), et olt A, , est I'ensemble des o= (a1, ..., %u)
analogue & Z; , défini dans le § 2.

LemMmE 3.2. — Il existe une constante C, telle que

CIINED Y N R

k=zm
N’
T 2my...my,

é Clem “ P(.’L', Y, D)ll, VR—I‘+5 ” + “ u, VII——I‘+(] “

e ¥ U Vs s
k<m
k<

T 2my...my,

v

+ 3'"2” Yr_rsQ; (x, D)yu, Up ;13

j=1

1 2
m—>Pj— s qn

ol o<r <R, R—r+48>o0, R<R, et ueC*(Vy) (N' entiers> o).
La constante C ne dépend pas de ¢, r, 6, R et de u.

Démonstration. — Prenons § = {p_, 3 introduite dans le lemme 2.6.
Nous substituons v =19 u dans l'inégalité (3.1). Alors on a

G.6) Dl Vi [t

kzm
N’

T2my...m,

Z U, Vi s et

k<m

—Clen || P@, y, D) (u), Vi ||+t Vieras |

+ Emz “ Ql (x’ D) ("‘1’. ll), L’ll—7-+5 H/n—P

1 .
=5 T q
j=1 = )
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Nous étudions d’abord le premier terme a droite. De la formule de
Leibniz,
PG, 3. D) (40) =4 PG . Dyu+ X, 5 PO @, g, Dy,
ﬁ;to
ou

" ()A dtf’n
P®(x, y, ¢, ‘n)—d;ﬁ pe P(z, y, &, n),

grace a la propriété de ¢, on a

| D3P (z, y, D), Vi, vs]|= C'6-181 || PO, y, Dyu, V5]

D’autre part, si (o, ¢> <= metsif3 < a, c’est-a-dire 3; =, (i=1, ..., n),
alors il y a une autre constante C’ telle que

m—<¢B8,q>

[E¥ BB | Z G (a4 |y |- ) ™
pour tout (¢, n)€ R",

donc, par les lemmes 2.1, 2.2, nous avons l'inégalité
| PG, y, D), Vi raa | = C"([| 0 Virrilln—ca ot [ 8 Vaorral])s
avec une constante C” indépendante de r, 9, R et de u.
D’ou
3.7 || P, y, D) (yu), Virial

~C, { | P(x, y, D)u, Va_,i3]|

+ X, Vit fcn o

<o, gyLm

avec une constante C, indépendanteder,d, R(o<r,0 <R, R—r-4d> o,
R< Ry) et de ue C* (Vg u Ug,).

Il est clair que
(3-8) ||‘-PU, V]I-1-+':

}é“ u, Vl{»r—o—’; ”'
Nous étudions maintenant le dernier terme de (3.6). On voit que

1@ D) (yw), Up—rssll, , 1, .
=[4Q; (@ D)u, Un—r+s

1
m—Pj— > qunq’

D*% Qo @, Dy, Un s

1
m—ri— 3Tmd
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Dans le deuxiéme membre de cette inégalité, nous avons les estimations
(obtenues dans [8]) :

D>
3-9) ” a—,‘” @) (x, DYu, Un_r3

1
m—pPj— 3 Tnsq’

Z G || D*Y Q¥ (x, D), Vi—rid|m—p,

P9’

ou la constante C. ne dépend pas de R, r, d (o<<r, 5, R—r +d>o,
R<R,;) et de u. En remarquant que

[’,-—<cx,q>
o ~—m
Q@ &) | = Co | 1+ < pAFIEERE |> ’
j=1

d’aprés la propriété de ¢ et en utilisant les lemmes 2.1, 2.2, 2.3, nous
avons

D*{
G.10) |5 Q@ D) Vi
a m—Pj,q
" '
éck 2‘ 8-|1|-k” u, Vll‘—r+5“m—<a,f]>—k,l]'
kém—Pi
= S,

Compte tenu de (3.7), (3.8) et (3.10), nous obtenons le lemme 3.2.
Introduisons les deux notations suivantes :

(3.11) Nin(u)= sup r*[|u, Va_r|ty ko, ueC*(Vy),
0<<r<R

’

M en@= sup rf{[¢rot, Un—rsall, , s

3= 2 ue C* (Uy).

LemMmE 3.3. — Il y a une constante C ftelle que

3.12) E Ny r(u) = C{ N, z(P(x, y, D)u)

k<m

T2my...my,

+ No,n (@) + X, My, 1(Q; (z, D))

. j=1
pour toute ue C*(Vpu Ur), o<<RZR,.

Démonstration. — Posons e¢:=y0d, y>o0 et ¢ =£ dans (3.5), et pre-
nons y assez petit, nous obtenons enfin (3.2).
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4. Démonstration du théoréme 1.2.

Par I'hypothése du théoréme et par les lemmes 2.4 et 2.5, on voit
qu’il y a une constante A telle que

o]
8<a,q> 2 sup |Doa(x, y)[éAlclH(L;I)
(4.1) <0£,1]>émV11_16
pour |o|=l, 1 entier > o,
&% sup |Dof(x, y)| = Al°I+1,
Pr_1s

(42) R—10
6<a,r/>[|Df, Vll——l&lm,qéAlc'_H, Io.l =l,
lo|
4.3) &> Z E | bs (@), Va_15lkq éAga|+1<V+|>
B.gr=p; kem

pour |o|=<1, j=1, ..., v, ol les fonctions bg(zx) sont considérées
définies sur Vi.

X 1ol
“.4) 8<c,r/>2 2 || D g; (%), Un_3 ||z, = AWH(\L‘II)

j=1 ké%'

T 2my...my,
pour |¢| <1, o,=o.

LemME 4.1. — Supposons que la fonction u vérifie (1.13) et (1.14).
Alors il y a une constante B telle que

4.5 0<% > Nk R— O-F,DGH éB‘Gl_H, gn=20
s 1ol
k<zm
A N,
T 2my...my

pour ¢ et >o vérifiant R —|o|d0>o.

Démonstration. — Nous démontrons par récurrence sur |o|. Pour
g =o0, il suffit de choisir B plus grand que le deuxiéme membre B,
de (3.12). Supposons que (4.5) soit vraie pour | o | = [ avec un certain B,
Nous allons choisir B tel que (4.5) soit vraie aussi pour | ¢ | < . De I'iné-
galité (3.12), on a

4.6) > ¥ Nya_a(D°w)
kzm
N'
:21711...)11,,

= C| 59D N,y n_13(P(@, g, D)D*u)+ 5% || Do, Va_ ]|

\

+ 6‘“’7>2Mi,m,n—15(gi (x, D)D°u) ;.

j=1
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Comme [>o, il existe un nombre i(1=i<n) et un multi-indice
tel que o—e=0 et |o|<l. Par I'hypothése de l'induction et par
les lemmes du § 2, on voit que

3% Ny, n—1515(D%u) Z| B[ 71",

et donc

— =7 _ B _

B!=B"""""> 8@ (R—|5 |8 — 1| D7u, Vi1, |
pour o<r, R—|&|0—r>o. Prenons r=R—|c|d, on obtient
@A.9) B=C0P7 || Do, Vi oz = Cad (| Do, Vajos ],
ol la constante C, ne dépend pas de [ et de o.

Ensuite, P(z, y, D)D°u s’écrit

P(z, y, D)D°=D°P(z, y, D)u— 2 <Y1>_“<Yn—1>

g1 On—1
T#0
Yi<L0;
Py 2 DYa, . D*°Yu=D°f—q.
KX, gr<Lm

Par hypothése,
R#%P Ny r_r5(D°f) L AlCl+1,

Quant a I'estimation de g, on voit

8<% PN, n_15(9) = Cs Z <$1><?{Z:> 2 Y7 sup | DY aq (x, y) |
Y #0 KA, gr=m
Yi<L0;

X 0P~ Nea, g5, r—| o—v18(D°Yu),

par la définition de N, ou C, ne dépend pas de l. Donc par ’hypothése (4.5),
nous avons

i /'o--1 Cpn—1 1 IYI >|Y|
T, q> Py = tot
350 N, n_13(g) = Co % (Y> <yn_1>A < !
Y

Yi<LO;
v N -
N }_‘ Nea, g5 n—jo—v3(D 1)
<A, grZm
4022 <‘“ ...<""—1>Am+1 %)”"Bw—wu,
- Y1 Yn—1
Y.gzg'i

En utilisant la formule

4.8) 3 <§j>---<;::j>é<‘:[>, ol=s<al,

IYl=s
Yi£L0;
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on voit que
l

(.9) 5“’"”Nm,n_za(9)écaz<i><;>5A~‘+"§1—S+1

s=1
L AN
ZGABY (%) — ChaAE,
s=1

si Pon a B> 2¢eA.
Enfin, on peut traiter de la méme maniére le troisiéme terme a droite
de (4.6). Q;(x, D)D°u s’écrit
Q;(x, D)D°u=D° Q;(x, D)u

— 3 () Y Drog.Ds+o-tu=D7g,—h;.

~

T#0 B.gr<zr
Yi<£0;

1° Par les lemmes 2.3 et 2.5,
(4.10) P M, r—15(D%g))
= &%Tsupr||W.D7g;, Ur—1%-r|

1
m— P G ¢’

Zomyor S || Dog, U

kém—[’j—;l]n
N’

“2m,...m,

1 Z G A+,
i—5qn—hq’

o la constante C; ne dépend pas de L
20 On voit que

(@.11) o, ZB,CDY bg DB+o+vu, Up_15—y ”
2

m_Pi—:',.qmq'
= C, >0 || W DY bg DB+o=Yu, Va_s5—, I]:n—P,-,q

ZCs3%7 ¥ || Dbg . DE oty Vatsor|ln—rj—kg
k<m—Pj
p= 1Y

2My.. . Np

=Co ¥ X 60 Dby, Viis -3 Nywtio,noin (D77 1)

kzm—p; k£
~C,A* B,

si B> 2eA, et ot C, ne dépend pas de [.
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Compte tenu de (4.7), (4.9), (4.10) et (4.11), nous avons le lemme 4.1,
c’est-a-dire que I'inégalité (4.5) est vraie, pour tout o, si 'on choisit &
Pavance B tel que

B> B,+2eA +2C, A2+ vC;A + m*vC, A2
Alors, du lemme 4.1 nous arrivons au lemme suivant.
LemMmE 4.2, — 11 existe deux constantes B, et K telles que
(4.12) > || D°u, Vp_|53]| <L BiI+1 Ko
pour toute ¢ =(gy,...,0,), (9,>>0), avec R—|a|d>0, 6> o0,
o< R<R,.
Démonstration. — De (4.5), on voit que
%7 (| D°u, Ve_jo13|| < B71+,  ag,=o0,
De (4.5) et si ¢ =o'+ g,e, avec o << o,< m,, on voit que
BI71+1= 649> N5, q,,r— |01 5(D7 1)
=0 || DU, Vojori—r[lougmg R—[0"|d—1>o.
Posons r =¢,.0, alors
BI7 %15 €3 5% 7| D7, Vajoa,
ou C; ne dépend pas de ¢, (0 <0,=m,), de R et de 6(R—|c|6> o,
0> o0, o< R<R,). Ainsi, nous avons l'inégalité
@.13)  §O0Dou, Va_iop| ZBEIHICE,  on=m,
avec une constante B.> B.

Maintenant nous supposons o,> m,, et posons ¢ =f3 + m,. L’équa-
tion P(x, y, D)u = f s’écrit

Dmu=f— 2 a,.Dyu.

<o, g =m
Ap <y
Donc,
o B ?m) D a, . D3+
Deu=D: f 2 Zh 2/1( > < ” h “
<o, gr=m
Ay <y
D’ol
% || D°u, Ve_yo3]|
é5<p,q>1)ﬁf Ve—igiall
1 B" B
B B 02) 3 e e
2 2 hn <a,§é”l VR_IUI,,
< my,

X O¢T—1 > “ Dx+B—"h u,

BULL, SOC. MATH. — T. 96, FASC. 3. 17
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En remarquant que (o, ¢ >><{o—h, ¢>>{a +3—a, ¢, nous avons
Ok | DEB=hu, Vg1 || < 8+8=0 | DxvB=tu, Vi_jag_is]].
Nous appliquons (4.13) et obtenons

OO+ q> ” D“‘*?"'" u, V1{*| G|d

]éBgzx\+|B[—]h[+1éBgL+1(3|/L|+1 Co,

Alors, de la méme maniére que pour la démonstration du lemme 4.1,
on voit que

a<a,q> H Dcu, VI:—IO‘I5I

éA]p‘{—m,,—i—i + C9 ABgz—-m,,—-[o‘] an—1 éB\;O'[+1 Ka,,

pour B, K assez grands, qui ne dépendent pas de ¢. Donc le lemme 4.2
est démontré. : ‘

THEOREME 4.1. — Supposons que ue C>(VgpurU) vérifie (4.12).
Alors ue G,(Vg,u Ug,) pour o<<R,<R.

Démonstration. — Prenons ¢ > o de telle sorte que R—|¢|d = R,,
alors

‘Bloi+1K0n
| D7u, Vi, | <

= ®R=Rpeon (O O=07Teer

pour C assez grande, qui ne dépend pas de o. Ainsi le théoréeme 4.1
est démontré.

Le théoréme 1.2 est une conséquence immédiate de ce théoreme 4.1.

5. Une remarque sur l'estimation pour l'opérateur itéré.
Dans la suite, soit

PD)= Y aD*

<%, gr£Lm
un opérateur quasi-elliptique a coefficients constants d’ordre m, de

poids ¢ =<—nl?, sy —@> et « determined type v » par rapport a D,,
1 n
et soit -

{Q/(D): Z bgDi, 0o =p,=m—q,, j=1,..., vl
B, gr<p; 5

un systéme d’opérateurs au bord a coefficients constants qui
recouvre P(D). (Voir définitions 1.1 et 1.2.)

Nous notons
V={(@ yeR;\VizP+ P <RZ1,y>o0| et U={x,0eR";|z|<R}

et nous désignons par P!, i =o, 1, ... le i-ieme itéré de P(D), P'u = u.
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TuEorREME 5.1. — Si ue C”(V), et s’il existe deux constantes C, et C,
telles que

[P(Dyu: V[ =C Cim)»  (i=o0,1,2...),

D 11Q; @) P(Dyu; U]

j=1

- ZC G HiF nmysHirnm o (s, i=0,1,2,...),

1
MASI—Dj~= s ]’

alors, u appartient a G,(V).

(Pour la définition de la norme |[ ]|o,4, voir définition 2.1).

Démonstration. — D’abord, nous rappelons le lemme 3.2 pour le cas
des opérateurs a coefficients constants :

LemME 3.2'. — Il existe une constante C telle que

@3.5)’ Yl Vol

k<m

N
A= —
200y, My
0 N entier

—c) e P@yu Vo + [ Vopual]

—
+ g g Z om—k ” u, V—r+6 ”m—k,(]
k<m
- N
T Yy o,

-+ Z |dr_rsQ;D)u, U_, 5]

J=1

1 ’
Mm—=pi—>quwq’

ot o<r,¢<<R, R—r+ 0> o. La constante C ne dépend pas de ¢, r, 0,
el de ue C=(V).

Dans la suite, nous employons la notation suivante :
(B.2) Jus 1+ k, Vg ==0<SB£R rlus Vo, |k g
s U4k Ulloy = sup, 1| us Uor g
1Qu; L+ k Ul,p = Oz‘igﬂﬂ Yrrre Qi (DYU3 Uiy [Jt, ¢ (r(x— L)1+
‘ (o< t<).
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Posons ¢ =y fr,  =rt avec y, ¢ suffisamment petits (déterminés plus
tard) dans (3.5)’, nous avons

Dl Vorllorg o (tr)*

k<m

< Gy )" | PO)u, Voo

i, Voo ||+ D @[ a Vorpms |

k<m

+ XWZ &y | xn—r,re Qi (D)t Uy |

1 ‘.
M—pj=—=qn q’
=1 2

Multiplions chaque coté (fr), (I> o), nous avons

Xl Vo g et st
k<m

t +m
=C ” Pu, V——]«(l—[) “ I'(I—t))l—Hn Xm(] _t>

+ " 2 [t Vs g (r(r— ) <_t— >l+k

1—1
k<m

+llus Vorpmg | e (1 —8)f < Iit>l

M ; t +m
1 B @ Urimall, o Gty () 7

j=1

Alors par la définition (5.2), nous avons

(5.3) D llusl+k Vi, x th+t

kZm

l+m
~Cly | Pusl+m, V| <I—i—t>

—~ t I+4k
o Bllus -k Vi (7
k<m

st VI ()

1—1

\'.1 t l+m
+XmZ|Qi(D)u;l—|—m,Ulm_pi_é%q( > }

j=1
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11 est clair qu’il existe une constante C telle que

11—\ !+ I
< 7 > = Cl++, O<tél+m (m> 2, m> k> o).

Si nous prenons y suffisamment petit dans (5.3), nous avons

G.6) Nlusl+k Vi, t=C

k<m

| Pu; 1+m, V|t"+ | us L, V|

+)1Qusl4+mU| A

1
m—pj+sqnq’
j=1 -

. I
avec une nouvelle constante C et avec o <<t ITm
Nous pouvons simplifier (5.4) comme suit :

Z | D*u; 14 a, g3, V| E>7

KA, gr=m

ZCl|PDyu; 1+m, V||t" + || u; L, V|

(5.5) )
Wl
I e@ulEm Ul e
Jj=1
I
.\ o< tlL T*m

Alors, par itération de (5.5) (par exemple, en remplacant n par " Pu
et I par [ + mdans (5.5), etc.), on peut démontrer les inégalités suivantes :

max N || D*us 4o+ B, g0, V| &2 tBa
<ﬁ,l]>é(s—1)/n  —
s cll:i§0§1

<&, gr=m

= C*{ max|| Plu; l 4 im, V||t

0LiLs

v

\ .
D8Q;Piu;l B, if)m,
+Oéi+<ﬁr)r‘ll?)é{(5—1)mz| Ql “ +<I q>+(l )m Ulm—pi—i'/m’/'

n=0

(5.6)

Jj=1

< t<p, g +(i+1)m

o< tZ

_l—]-—SlTl (S=I, 2,...).
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Ce sont les inégalités principales pour démontrer le théoréme 5.1.
Dans le membre 4 droite de (5.6), on voit, par 'hypothése du théo-
reme 5.1, que
I

I

4 sm

| Pius 1+ im, Vn(

g sm
J*ze.crn

I

ou l= -

De méme,

v

3 . Pigge ] . | I s sm
ZlD Ql P u’ l+<5’ q> + (l + I)m’ ljl”l—l’i—%’/m ’/'<l+3m> é Co Cl

Ji=1

pour les nouvelles constantes C, et C, qui ne dépendent pas de 3 et de i.

Ensuite, pour les termes a gauche de (5.6), on voit que
[D>Bus 1< o+ B, g, V[ B

EHDOH_BU; 14+ <0! ‘|‘I6’ ‘I>, Vl'(ﬁ) .

= || D**Bus 1o+ B, g, VHW@’ q><@"'><l+sm> '

Nous voyons, pour les 3 tels que s—2=(B3,¢>=s—1, B.=o,
s =2,3, ...,

B (1) =

avec une constante C'.

Donc, nous sommes arrivés a l'inégalité suivante :

B.7) 2 ||Doc+.3u; l4+<{a+B,¢>, V]G Ci@,r/><@’ q><(3,//>7

<o grLm
n=0

ou C, et C, sont choisies 4 nouveau.

C’est 1la majoration « des dérivées tangentielles » et de I'inégalité (5.3),
de la méme maniére que dans § 4; nous pouvons obtenir la majoration
des dérivées normales, et nous établissons enfin le théoréme 5.1.

REMARQUE. — Dans le cas des coefficients variables, nous aurons

besoin des résultats délicats, sur les normes fractionnaires, résumés
dans le § 2.
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