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96, 1968, p. 243 à 263.

SUR LES ÉQUATIONS QUASI-ELLIPTIQUES
ET LES CLASSES DE GEVREY

PAR

TADATO MATSUZAWA.

0. Introduction.

Dans un travail à paraître [8] nous avons étudié les problèmes au
bord pour les équations quasi-elliptiques,

(O.i) P(x,D)u=f dans Xn> o.
(0.2) Q^xf,D)==g^ sur Xn= o, 1^7^,

où P(x,D) est un . opérateur quasi-elliptique et { Q j ( x ' , D) }^_ ,
(xf=(Xl, . . . , Xrz-i)) est un système des opérateurs au bord vérifiant la
condition complémentaire à l'origine ( O j . Dans [8], nous avons déduit
l'inégalité de la forme

/ v \
(0.3) \}v\rn^C^{\P(x,D)u\\,+^\Q,(xf,D)u\^+\\u\\,Y

\ /=1 /

pour v € Co" (*S'o), SQ == { [ x <^;Xn^o} (théorème 1.1).
Puis, comme application de cette inégalité, la régularité des solutions
de (O.i) et (0.2) a été démontrée.

Le but de cette Note est de démontrer le théorème 1.2, c'est-à-dire
que nous démontrons, dans le § 4 les estimations plus précises des
dérivées successives pour les solutions des problèmes au bord (0 i)
et (0.2).

CAVALLUCCI [2] a étudié le même problème pour les opérateurs quasi-
elliptiques avec la condition au bord de Dirichlet. D'autre part,
VOLEVIC [13] a démontré la régularité et les estimations intérieures des
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dérivées successives pour les solutions des systèmes quasi-elliptiques.
Pour l'effectuer, il a travaillé précisément sur les normes fractionnaires
introduites par SLOBODECKIJ [12].

Nous prenons [2] pour modèle de la démonstration, mais il est néces-
saire d'utiliser quelques résultats de VOLEVIC [13] sur les normes frac-
tionnaires pour traiter les conditions au bord générales (0.2).

Dans le § 1, nous rappelons la définition des opérateurs quasi-ellip-
tiques. Dans le § 2, nous énumérons les résultats de VOLEVIC [13] que
nous utiliserons dans la suite. Dans le § 3, nous démontrons quelques
lemmes pour préparer la démonstration du théorème 1.2 (dans le § 4).

Dans le § 5, nous faisons une remarque sur l'estimation pour l'opé-
rateur itéré.

1. Rappels sur les opérateurs quasi-elliptiques et le résultat.

Désignons par (x, y) == (Xi, . . . , Xn-i, y) le point générique de J?^.
Les demi-espaces y > o et y ̂  o sont notés par R^ et par JÇ respecti-
vement. Nous utiliserons la notation familière :

D,== { ̂  i^J^n-i, D.= ^ -^ (f———i),

D=(A, ...,û,), ûa=ûa....D^S

où a = (ai, . .., an) est un multi-indice avec des entiers a y ̂  o ;

[ a [ ==a i+ . . .+a^, a ! = ai î , . . aj.

Un opérateur différentiel d'ordre m, à coefficients constants, s'écrit
sous la forme

(l.i) P(D)==P(D^Dy)= ̂  a.D\
|a|^m

où les coefficients ûa sont complexes. Le polynôme caractéristique corres-
pondant s'écrit

P(Ç, -n) -.= ̂  a^'^n^ ̂  a^ ... ̂ i-r1^,
\v.\^m |al^w

où Ç = (^i, ..., ̂ -i)^^"1. Étant donné un système d'entiers { mj } ,̂
nous posons

m / \ / \m = max my, çy == — (̂  î), q == (gi, ..., qn),
i^/^n ÎIi/

et
<a, î>=-aiyi+...+a,^.
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DÉFINITION 1.1. — Un opérateur P(D) est dit quasi-elliptique de poids q
s'il satisfait aux conditions suivantes :

(1.2) P(D)^ ^ a.D\
<oc,y>^m

La partie principale de P, par rapport au poids q, est

po(D)== ^ ^^
<a,/p==w

Pour le polynôme caractéristique P°(^, ^) ==P°(^i, ...,^-i,ïî), [il y
a une constante C (1) telle que

(1 -3) ^ | S/ ̂  | TÎ |7^ C P°(S, vî) | pour tout (Ç, ïî)e^.

Désignons par Ci (Ç), . . . , Ç,,^ (E) les racines de P° (Ç, Ç) = o, à chaque
point Ç=(Çi , . . . , ^.^eJ?^-1 (^ o). Dans le cas n> 2, nous voyons
[condition (1.3)] que le nombre v des racines à partie imaginaire posi-
tive est indépendant de Ç (7^ o), et dans ce cas, nous appelons P(Ç, ri)
[et P(D)] « determined type ^ ». Dans le cas n === 2, nous supposons rem-
plie cette condition sur le nombre des racines de P°(Ç, S). Par ((réarran-
gement », s'il est nécessaire, nous pouvons supposer que

(1.4) Im^(S)>o, i^k^v,
(1.5) Im^(£)<o, ^</c^m«.

Nous posons
v

Pt=t[^-W).
/:==!

De même, nous considérons des opérateurs au bord de la forme

(1.6) Q,(D)= ^ ^D?, j = i , . . . , ^ , o^pj^m—qn.
<^,q>^Pj

Le polynôme correspondant à chaque Q^(D) est

e;-^)- 2 ^...fc^^^== ^ ^...^rr1^.
<^,y>==/?y

DÉFINITION 1.2 (Condition complémentaire). — Nous disons que le
système S6/(.D)^ recouvre P(D), si Q;(£, 7î) ( j = i , . . . , ^ ) sont

(1) Dans la suite, nous utiliserons le même symbole C pour exprimer plusieurs
constantes.
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linéairement indépendants modulo P^(S, ^î) comme polynômes en y?
pour chaque ^ e J^"4 (7^ o).

Soit i2 un domaine dans J?^, et supposons que sa frontière contient
un ouvert <y(9o=(o , . . . ,o)) dans Fhyperplan y=o. Nous consi-
dérons les opérateurs à coefficients variables

(1.7) P(x,y,D)== ^ a^x,y)D-,
<!X,,q>^.m

où a^ (x, y) e C00 (t2 u ûo) pour tout a et

(1.8) QAx,D)= ^ WD?,
<^,q>^Pj

où 6p (rc) e C00 (<x)) pour tout (3.
Nous supposons que P(o, o, D) == V ûa(o, o)D^ soit un opérateur

<a, q'>^m

quasi-elliptique de poids q, du « determined type v » et que ^ Ç/(o, D) JX^
recouvre P(o, o, D).

Or, désignons par C^(J?^) l'ensemble des fonctions y(:r) indéfiniment
difîérentiables dans R^ et à support compact sur R^. On désigne
par P(Ç, y) la transformée de Fourier de u(x, y)eC^(2?î) par rapport
fi X == {Xi, . . . » Xn—i),

-(n-l) ^

u(^ g) = (27r) 2 ^ e-^'^uÇx, y) dx.
J^n—i.

Comme d'habitude, nous posons
/ /T \ï/2 / /*ao r \v'2

\\v\}=( ^ \ u ( x , y ) \ ^ d x d y ] =( / / | u^, y) \^ dî^dy} .
V^RÏ 7 Wo ^Koo /

Correspondant aux opérateurs (1. i) et (1.6), nous employons les normes
à la frontière

(1 • 9) [v}p =(( f (i + I Si ̂  ...+l^-i \m^p/m \ v (Ç, o) p d^Y.
WI^K- 7 7

Alors, nous avons démontré dans [8] le théorème suivant :
THÉORÈME 1.1. — Soient P(x, y , D) et Q^(x,D), j ==i , . . . , v, les

opérateurs ci-dessus, et supposons que {Ç/(o, D) p.̂  recouvre P(o, o, û).
Alors, il existe deux constantes C>o et Ro> o telles que

(l.io) ^ \\D-v\\^c(\\P(x,y,D)u\\
<a,y>^m \

+it^•(a;<JD)yL-,,-^,+lly"\
7=1 " 7

pour tout uçC^Sn,), où S^•={(x,y)\\/\x\2+y2<RQ,y^o}.
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DÉFINITION 1.3. — Soit ^ le domaine ci-dessus. On dit qu'une fonc-
tion u e C ^ ^ U û û ) appartient à Gy(^Uûû) si, pour chaque compact K
de ^2ucx), il y a une constante C telle que

<1.11) I I D^ u, K \\L.^ 0 a i 4- 11 a \<^fï>,

ou, de façon équivalente,

(l . ia) \\D^u, ̂ II^^C'0'^-1!^0^

pour tout a, où |[ w, K\\L^ est le maximum de ] w\ dans K.
Le but de cette Note est de démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME 1.2. — Soient P ( x , y , D ) , Q/(x, D), j ==i , . . . , v, comme
au théorème 1.1, avec les coefficients a^{x, y)e Gy(^uc»)) et b^(x)ç Gq'(w\
<l'=(qi, ...,^-i). Considérons le problème au bord.

<1.13) P(x, y , D)u=f dans 1 .̂
(1. i4) Q](x, D)u== gj sur w, j == i, . . . , v,

avec f(x, y) e Gq (^ u c*)) et g / ( x ) ç Gq'(w), j =i, . . . , y. Alors, chaque
fonction u e C°° (^2 u w), qui vérifie (l.i3) et (l.i4), est une fonction de
la classe Gq(Sn,) pour J?i>o convenablement choisi suivant u.

2. Norme fractionnaire : Résultats de Vole vie [13].

Nous introduisons quelques espaces fractionnels, suivant [13]. Soit
n

V7î=JT^ un rectangle dans J?^, où !/,== (—R, -R), Â:=I, ...,
k=l

n—i, J^=(o,J?), o<J?^i. Pour (3 === (pi, . . . ,M, [3, entiers ^o,
et pour u^eC^VTî), nous posons

Supposons que tous les composants de a == (ai, . . . , a,,), sauf le /c10"16,
soient entiers ̂  o, alors nous pouvons l'écrire sous la forme
(2.2) a=.6+À/,,

où (3 == (0i, . . . , (3^) "avec py entiers ^ o, h=\o, . . . , i, ..., o) et
o<?i<i. Et nous posons, pour un tel a,

(2.3) \}D^V^=(f f ̂ "^-^"^l2^^.
\Jr^it \Zk—Tk[l+îï J

où Z= (Z,, ..., Z,), T = (Zi, ..., ZA_I, .̂, Z ,̂, ..., Zn).
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Désignons par As,q l'ensemble des a = (ai, . . . , a^) , dont tous les
composants sont entiers sauf au plus un, vérifiant

(2.4) <a, ^>=aiÇi+. . .+a^= s.

Introduisons la semi-norme suivante :

(2.5) \}u,Vn\\^=f ^ \\Du,V^Y\
\ae^,7 /

LEMME 2.1 (cf. [12], [13]). — 77 existe une constante C= C(s), (s^o),
ZeZZe ^ue

„ 2.

(2.6) C-1 (\'^\^+...+\r. ̂ Y1 | à (̂  Y?) |2 d^ drî
Jfin

^[lu.Tî^l^^cfd^ ^+...+|^| /?^")w|û(S,ïî)|2^^
J^^

pour toute u(x)çC^(Rn).

DÉFINITION 2.1. — Soit s réel ^o. Nous désignons par W^(V^)
l'espace des fonctions ueL2^) qui vérifient || u, Vn \}s,q<GO' Nous
munirons W^^V^?) de la norme

(2.7) [^V^ll^ll^^lll.+ll^^^.

LEMME 2.2 (cf. [13]). — Étant donnée ueW*' ̂ (V^), i7 y a une e^en-
sion iZj de u dans W5'^^) telle que

(2.8) nui.j^i.^ciru, y^lky,
où la constante C ne dépend pas de u.c. W^V^) et de R (o<R^ i) (e/Ze ne
dépend que de s).

Ensuite, si (3i, . . . , (3^ sont entiers, nous posons pour açC^ÇYn),

(2.9) \D^a, Vjî =max ûPal ,
p R

et si a = (ai, .. ., a^) est écrit sous la forme (2.2), nous posons

(2.,o) |^.V.|=znax(7 Dp ̂ -^^ I 2 ̂ Y,
z<-rR\JI|, I ^ — — T A | - /

OÙ Z = (Zi, . . ., Zn), T =: (Zi, . . ., Zk—i, T(-, ZÂ-+I> • • • > Zn).

Introduisons la semi-norme suivante :

(2.n) |a, y»\^=( 2 \Daa' v^
\ae^.,n
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LEMME 2.3 (cf. [13]). — Pour a<= C°° (¥„), ue C" (V/,), s = ——N——,
2 72ti • • • 77Î/^

N entier ̂ o, on a l'inégalité suivante :
s

(2.12) [|au, V^|k^C^|a, V^K Vn[\,-k,
k=0

avec la constante C indépendante de a, u et de R (o<R^i), où le

signe V signifie la somme pour tout nombre rationnel de la forme
k=o

AT/c= —————— avec N ' entier entre o et N.2 TT î i . . . m,z
LEMME 2.4 (cf. [13]). — -Soi/ aç. Gq(Vjî) (pour la définition de Gq,

voir définition 1.3) et soit ko un nombre ^o quelconque. Il existe une
constante C telle que
(2.13) \D^a, Vn ,, ,̂  C'0^11 a \<^^>

pour tout a = (a^, . . ., a^).
De l'inégalité (2.i3), on obtient

(2.14) ^>\D^a, V^-,ôk,^Clal+l('-l^-yal

pour [ a [ ̂ j, si ô > o et J? —j3 > o.
LEMME 2.5 (c/'. [13]). — ^o^ uç. Gq{Va) et soit ko un nombre ^o

quelconque. Il y a une constante C telle que

(2.15) \\D^u, V^lk^CI^-^^a^'^

pour tout a.
De l'inégalité (2.i5), on obtient

(2.16) ô<a 'y>||Dau, Vn-^^-^^C^^^^-Y^

pour |a ^j, si ô>o, -R—j'ô>o.

LEMME 2.6 (cf. [13]). — Soit R, ô réels, o<R, ô ̂ i. JZ y a des fonc-
tions ^==^,ô€C^(V7î+ô) telles que ^ ô — i 5ur Vn et
(2.17) l^,ô, V^+ôk^C(^)ô-^
où la constante C(k) ne dépend que de k.

3. Quelques lemmes.
Dans la suite, soient P(x, y, D) et Qj(x, D), j = i, . . . , ^, comme au

théorème 1.2; nous pouvons considérer que les coefficients de



25o TADATO MATSUZAWA.

chaque Q^(x,D) sont définis dans VR, et V^ci^Uûo. Écrivons par L^
la frontière de Vn dans le plan y = o.

LEMME 3.1. — I I existe une constante C>o, telle que

(3.i) V I I u, Vn [|,£^ C s- |] P(:r, y, D)u, Vn \\
k^m

N '

+\\U,VH\\+Z^[Q,(X,D)U]^_,

pour toute uç.C^ (VnU Un), o<R^R, {R, est donné dans le théo-
rème 1.1).

Démonstration. — Nous voyons qu'il y a une constante C' telle que,
Vsi k^m, k==——"-——5 N ' entier^o.

27711 . . . TUn ——

k
' n—1 \~7n l /n—1

(3.2) ^|^+|yî|^ s^C7 £-(^|^h-+|rî|^\+i( //l-l \ )
< ^i V 1 ?,• 1^7-4- 1 yi 1^ \ 4- î l

\/=1 / ( \/=1 / )
pour tout s>o, o^k^m et (Ç, r])çRn.

Nous étendons y (a;, ^eC^Y/îU Un) dans l'espace entier ^7Î, comme
habituellement, en posant

u(x, y), y^o;

Ui (x, y) == ^
^^ku(x, —ky), y<o,
k=l

où ^k sont choisis de sorte que toutes les dérivées D^u^^j ^mn—i)
soient continues en y = o. Ici, les ^ ne dépendent que de mn. Nous
voyons que, pour k^m,

( i Si î ... +1 ^ rs^ifê, ̂ )€ L2^),
et, de l'inégalité (3.2), on a l'inégalité

- ( ' • )
(3.3) ^ |[ 7;, RiV^ C- £ |̂|û;̂ , ̂ [| + II u, ̂ ||

Â-^m
A^'

/=!

pour une constante C\ indépendante de £ > o et de vç. C^ (VnU Un).
Nous appliquons l'inégalité (l.io) et lemme 2.1, et nous obtenons le
lemme 3.1.
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Dans l'inégalité (3.i), nous pouvons remplacer les termes
par \\Q,(x,D)u(x,o), Un \\ , ;[Q,(x,D)v]^_^ in — f y — ^ </„, </

et notons, ici pour uçC^^Un),

25l

(3.4) ,,/==/ ^ IID ,̂̂ !!̂|", UR\\k,q'=-

v0^^ ^
où q' =(q, . . . , ç^-i), et où A'^, est l'ensemble des a = (ai, ..., o^n-i)
analogue à Zk,q défini dans le § 2.

LEMME 3.2. — JZ existe une constante C, telle que

(3.5) V |[u,y^||^
À' ̂  7/1

A^'

^ C s- II P(^ y, D)u, Vn^^ II + II ", V^-^ô

+ S^Ô-"1 ^ Ô7^ II U, Vn-r+O \\rn-k

k<^jn
N'

+ 8^1) ̂ -,ô Gy^, û)u, Un..^ IL_^.-^, ('
/==i

où o<r ô<J?, J ? — r + ô > o , J?<J?o ^ u e C ^ O ( y 7 ^ ) ( N ' entiers ̂ o).
La constante C ne dépend pas de s, r, ô, J? ^ de u.

Démonstration. — Prenons ^=^n-r,o introduite dans le lemme 2.6.
Nous substituons v=^u dans l'inégalité (3.i). Alors on a

(3.6) ^ [|u,y^[|^
k^m

N'

^\\^u,V^,.^[\^
k^m

^ CJ e"1 [| P(x, y, D) (^ u), V/,_,.+i || + || ̂  u, V/,_.+ô ||

v

+ -'"2 II Gy (̂  0) (̂  u), L^-^s ||^_,._. ̂ ^
/=1
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Nous étudions d'abord le premier terme à droite. De la formule de
Leibniz,

P(x, y , D) (^u) = ̂ P(x, y , D)u+^I^P^(x, y, D)u,
^0 '

OÙ

^y'^^=^-^p(x,y,,^),
grâce à la propriété de ^, on a

\}D^^P^(x,y,D), V^^ô||^C'Ô-lPl[[P(?)(rr,^û)u, Vn_^\\.

D'autre part, si < a, ç> ̂  m et si (3 ̂  a, c'est-à-dire (3^ a, (i == i, .. ., n),
alors il y a une autre constante (7 telle que

Ça'-^a,-^ | ̂  C^I + | ̂  \m.+. . . + | Y? ^)——^

pour tout (Ç, ^)e^,

donc, par les lemmes 2.1, 2.2, nous avons l'inégalité

I I P^(x, y , D)u, Vn^ (| ̂  C^ f | u, V^, |l/.-<a,,>+ I I u, V^.^ || ),

avec une constante C" indépendante de r, ô, J? et de u.
D'où

(3.7) ||P(rc,î/,D)(^u), V^^ôll

^C^[\P(x,y,D)ii, V^^[\

+ ^ ^!a!||",^-^ô||^<a,,>„L

<a,y>^/» ^

avec une constante Ci indépendante de r, ô, R (o < r, ô <R, R — r + ô > o
R < R,) et de u e C00 (V^ u ̂ ).

Il est clair que

(3-8) H", Vn-^\}^[\u, y^-./.^l).
Nous étudions maintenant le dernier terme de (3.6). On voit que

\\Q,(x,D)^u), Un-r^[\
^-Pj-^qn^'

^{\^Q,(x,D)u,U^.^[\ ~ ,
m-pj-^^rn^'

^ I I D^^
+2| :-aÏ-^W^JD)^^-/-o

a^ ,n-Pj-1^,,^
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Dans le deuxième membre de cette inégalité, nous avons les estimations
(obtenues dans [8]) :

^QW^D)!!, U^^
m—Pj— -^qn,q'

^ C,. Il D^ QW(X, D)u, V/,_^ô ||,^_p,,y,

(3.9)

où la constante Cs ne dépend pas de R, r, ô (o<r, ô, R—r+^>o,
R<Ro) et de u. En remarquant que

Py—<a,y>

Q^ (x, Ç, ri) \ ̂  Q i + ( ^ "„ |"1;+1 ri

d'après la propriété de i^ et en utilisant les lemmes 2.1, 2.2, 2.3, nous
avons

(3.io) ^QW^D)^ V^.^
m-P.,<f

^C. ^ Ô-I^-^IU, V/,-,+3r+ô \\m—<V.,q>—k,q*

^^W——P,

Compte tenu de (3.7), (3.8) et (3.io), nous obtenons le lemme 3.2.
Introduisons les deux notations suivantes :

( 3 . 1 1 ) Nk,n(u)= ^p rk\\u,Vn-r\\k,q, À-^O, ueC^y^,
0<r<7î

M,,,n(u) = ̂ up^ 1 1 ̂ u, Un^ IL_^._j^

ô=7 ' , ueC^^).
2

LEMME 3.3. — II y ci une constante C telle que

(3.12) ^ N,,n(u)^ C N^(P(x, y, D)u)
k^m

N

+ No, ̂  (u) + ̂  M,,,., H (Q; (x, D) u)
/=1

pour toute uç C^ (VnU UR\ o<J?^J?o.

Démonstration. — Posons £=%3, x> o e^ ^ = - dans (3.5), et pre-
2

nous % assez petit, nous obtenons enfin (3.2).
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4. Démonstration du théorème 1.2.
Par l'hypothèse du théorème et par les lemmes 2.4 et 2.5, on voit

qu'il y a une constante A telle que

ô^> V sup lû^^l^Al^^f-^V^
<a,î"^-^ v / '(4.i)

pour [ o" | ̂  Z, Z entier ̂  o,
( ô<(7^> sup D<Jf(x,y)\^A\(J^\
^ ^R-l?,(4.2)
\ ̂ >[\Df, y^ôH^^A'^1, | Œ [ = Z ,

(4.3) ^>/ ^ ^ IW, y^ôkA^A17!^ l o - l \ 1 ( 7 '

<^y>^^*/ Â-^/PÎ

^^-
pour | a ^l, j= i , . . . , v, où les fonctions b^(x) sont considérées
définies sur Va.

v

(4.4) â<^>^; ^ llû^/.^U^sIl^.^Al^-fMy"
Â:^/7l ' /

_ _^v'
•2 m^ ... m^

pour |(7 ^/, 0-^=0.
LEMME 4.1. — Supposons que la fonction u vérifie (l.i3) et (l.i4).

Alors il y a une constante B telle que

(4.5) ô<^> ^ N^^i^ô^u)^^^^1, Œ,=O

k=

k^rn
N'

pour o- et ô > o vérifiant R — \ a- \ ô > o.
Démonstration. — Nous démontrons par récurrence sur |o- | . Pour

o-=o, il suffit de choisir B plus grand que le deuxième membre B^
de (3.12). Supposons que (4.5) soit vraie pour | cr | ̂  l avec un certain B
Nous allons choisir B tel que (4.5) soit vraie aussi pour | o- ^ Z. De l'iné-
galité (3.12), on a

(4.6) ô<^> .̂ N^n-io^u)

k=

k^m
N'

^ Cj ̂ >N^R-!.(P(X, y , D)D<Tu)+^>\\D<7u, Vn-^ [|
' v

+ ̂ ^y^M/,,» .̂̂ ^ :̂!;, D)Dau)
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Comme Z>o, il existe un nombre i(ï^i^n) et un multi-indice
tel que o-—e;=o- et | a- < Z. Par l'hypothèse de l'induction et par
les lemmes du § 2, on voit que

r î<^y>7V ,_, ^ { n"CT«\ ^ \ ~p | 1 ° ' 1 + 1
0 ^y^.f i—lo-l&V-L' U-)^=\•D\ 9

et donc

B^B^1^^^- ^-r)^||û^, yi,i^.L

pour o<r, R—[o'|ô—r>o. Prenons r==R— o -1 ô, on obtient

(4.7) B^C^^^D-u, V^^^\\=C^<^>\\D-u, V^-|o|ô[|,

où la constante Ci ne dépend pas de Z et de ô.
Ensuite, P(a;, y, D)Dau s'écrit

P(x,y,D)D^DaP(x,y,D)u—Y f^Y.- f^-n... T-o-i 7 \^_.-̂ •̂  \ (T-i / \ 0",,_

^ DT ûa .û^^-ï u^D^f— g.x ^ D^a^.
<a, q'>^m

Par hypothèse,
â<(7 '<PN,^-/ô(û(7f)^Al(^l+l.

Quant à l'estimation de g, on voit

^>N^-^)^C.^ Q)"-(^) 2 ^'^SUp D^a(^y)]
y^o <a,y>^m
ï^^

XÔ<(^-v'y>N<a^>^-|o-y|ô(û(7-Tu),

par la définition de N, où €2 ne dépend pas de Z. Donc par l'hypothèse (4.5),
nous avons

^>N^.r.(g)^C^ ('^...(^^AI-I-Y-
.ïl/ \ïn-l.

y^o
ï»^^

\m

X^^-ï'^ ^ ^a^^-lo-ïlô^-ïu)

<a, q;>^m

\ I T I - ,^^2 al - ?:1 A m + 1^ Blff-+Tll•.ïi/ \ï^-i/T^o
ï»^^

En utilisant la formule
^0-i\ /(7^_i

(4.8) 2 ïi/ Vï^-1^-^ s )' 0 1

lïl=^ï»^^
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on voit que
/

(4.9) ^^N^^O^QVf^ (^A^B^^^ \s / \ i /
A'==l

/

^•QA2^ (^V"1^ C, 2A2^,

si Fon a B> aeA.
Enfin, on peut traiter de la même manière le troisième terme à droite

de (4.6). Qj{x,D)Dau s'écrit

Qj (x, D)Da u = D^ Q, (x, D) u

-2(^) 2 ^b^D^^u-=D-g,-h,.
Ï7'o <?,<7>^^

T»^CT;

1° Par les lemmes 2.3 et 2.5,

(4.10) ô<^>My,^_zô(û^/)

==ô<<7 'y>supr|| lF.£) (7^, UIÎ-^-r\\ i
r ^m-Pj-^q^q'

^m^q> V HD^.^-^II i ^CsA^'4-1,
4—— fn—P]—-^(fn—k,q'

k^m-Pj-^qn

k= N' "
2Wi.. . / /?„

où la constante Ça ne dépend pas de Z.

2° On voit que

(4.11) ô<-.'•>r'»||^_^^^T^D^——u,t7,_,8_^^_^_^^,

^ C* ô<CT•y>^"l II WDf b^D^-i u, V^_;8-r ||,»-p,,y

^C.ô<^> ^ r"'-^[|Dï6^.DP^-Yu,V/i_<s-r[|,,,-p,-^,y
k^m—Pj

•2 Wi ...Tin

-=C, ^ ^ô<ff'y>[Dï^>p,V^â|fr,y.ô<8-'•^N,„_A-fr,/i_<6(DCT-Tu)
k^.m—Pj k'é.k

^ C ^ A ^ E ' ,

si B> ieA, et où €7 ne dépend pas de l.
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Compte tenu de (4.7), (4.9), (4.10) et (4.11), nous avons le lemme 4.1,
c'est-à-dire que l'inégalité (4.5) est vraie, pour tout o-, si l'on choisit à
l'avance B tel que

B^Bo+ 2eA + ^C^A^+vC^A +mnvC^A\

Alors, du lemme 4.1 nous arrivons au lemme suivant.
LEMME 4.2. — II existe deux constantes Bi et K telles que

(4-12) ^^IIZ^u, V^-ioiôll^B^'-4-1^

pour toute cr = (a,, . . . , cr^), (cr^ o), avec R— [ cr | ô > o, ô > o,
0 < J? < J?o.

Démonstration. — De (4.5), on voit que
^^(IZ^u, V^-ic-ioH^Bl^1 , Œ,=O.

De (4.5) et si o- =o-'+ o-̂  avec o<o-,^m^, on voit que
Bl^+^^^N^^i^ô^'u)

^ô<CT^>^^^|]D^,V^-l./,6-.[[o^^,fi-i^[ô-r>o.
Posons r = a-n. ô, alors

^i+^c^<^>[|i)^, v^-ioiôll,
où Cs ne dépend pas de ̂  (o<^^7n^), de J? et de ô ( f i — | c r [ ô > o ,
ô > o, o < R < J?o). Ainsi, nous avons l'inégalité
(4.i3) ^^>[\D-u, V^^[\^B^^C^ ^m,,

avec une constante Ba > B.
Maintenant nous supposons o-,, > m^, et posons o- = (3 + m^. L'équa-

tion P(.r, y, D)u ==f s'écrit
D^u=f— ^ aa.ûaiz.

<a, q^^m
- a^</^Donc,

Pi Pn

D^u=D^f- ^ ^ ...^ (^...(^Û^.Û-P-^.
<a^. oJ/^l ^A^/ \^/
»»<'"»

D'où
ô<^,y>[|ûo^ V^_|^|o(|

^ô<P.^D?/;V^_ip|8||

+ij •••'s (^•••fS") s ^"^ ^p i^'^i
^ ^A/i17 v/'"/<a,â„. ^-1^

a»<">»
XÔ«.-A,y>|jJ)a+p-A,^ Vfl_|a|8||.

BULL. SOC. MATH. — T. 96, FASC. 3. 17
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En remarquant que<o-, ^>^<o- — h, 7>^<a +,3—o-, ^>, nous avons
3<a-^,>]^a.p-A^V^^^^[^^a^p-7^>])^a.,3-7.^ y^,^_,,,]].

Nous appliquons (4.i3) et obtenons

^+^>]j.Da+p-/^. V^-iaiôll^B^i-UPl-l^^^^+iPi^-1^71-1.

Alors, de la même manière que pour la démonstration du lemme 4.1,
on voit que
^^[[D^u, VT^i^ôll^A'0 '!-^4-1 + CgA^-^-l^l C^-^jB^l-^1^'7»

pour 2?i, K assez grands, qui ne dépendent pas de o". Donc le lemme 4.2
est démontré.

THÉORÈME 4.1. — Supposons que u e C30 (Y^ u ̂ Î7) vérifie (4.12).
AZor5 ueGy(V^u[/70 pour o<R,<R.

Démonstration. — Prenons à > o de telle sorte que R—• o - [ ô = = J ^ ,
alors

-Rl(7|+lZ^
||^^^||^^__^,^ <^^>^C' ( T l - l lŒ<^^

pour C assez grande, qui ne dépend pas de o-. Ainsi le théorème 4.1
est démontré.

Le théorème 1.2 est une conséquence immédiate de ce théorème 4.1.

5. Une remarque sur l'estimation pour l'opérateur itéré.

Dans la suite, soit

P(D)= ^ a^D-P(D)=. ^ aj
<a,<7>^772

un opérateur quasi-elliptique à coefficients constants d'ordre m, de

poids q==(—? " - 1 —) et « determined type v » par rapport à Dn,\uii m.n j
et soit -

\Q/(P)= ^ b^D^o^p^m— qnj =i,... ,J
( <^,v>^pj }

un système d'opérateurs au bord à coefficients constants qui
recouvre P»(D). (Voir définitions 1.1 et 1.2.)

Nous notons

V={(x,y)çRnf,\/W+y2<R^î,y>o} et U=={x,oçR1', \x <R}

et nous désignons par PS i = o, i, ... le i-ième itéré de P(D), P°u == u.
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THÉORÈME 5.1. — Si uçC^V), et s'il existe deux constantes Co et C,
telles que

II P'(D)u : V|| ̂  Co C\ (im)"" (i = o, i, 2, ...),

[Q,(D)P-(D)u;UÎ\y
/==1

"i+sm— p j — ̂  y,,,,»/'

. ^C» Cr'as+i+Om)^-")'» (s, f =o. i, a, ...),

a/ors, u appartient à Gy(V).

(Pour la définition de la norme [ [ ]|^,, voir définition 2.1).

Démonstration. — D'abord, nous rappelons le lemme 3.2 pour le cas
des opérateurs à coefficients constants :

LEMME 3.2'. — I I existe une constante C telle que

(3.5)' ^ f|u,V-,,[l<,^
k^m

(^——————\\ -Uni... nin ]
\ O^N entier /

^C £-f|P(7))iz, V^||+[|z,, y-.,

gm ^-m V ^m-k j ] „ y f i
^j u IJ Lt? ^—y'+o ||w—À-,<y
^•^w

A^

+£"I]g|j^-,,se,(£»)u, [7_,̂
/=1

ou o < r, s < .R, a—r+ ô > o. La constante C ne dépend pas de s r §
et de u€C"(V). ^ ^ > , ,

Dans la suite, nous employons la notation suivante :

(5.2) j u; l + k, V^.,, --= sup r '̂ [I u; V-,. ||̂ ,
o<r<A '

u ; l + k , U\\k,y, =^ sup r^- [| u; [/_, [|̂ ,

|<?yU; l + k , E/k,-=SUDH^_,,,,Ç,-(fl)u; [/_,„_„ |^^(/.(i_/)
0<r<A

(o<«i).
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Posons £=^r, ô ==rt avec ^, ^ suffisamment petits (déterminés plus
tard) dans (3.5)', nous avons

^||u;v-.||^xW
k^m

^C x"1 (</•)'» [| P(D)u, V-,.,.-, |]

+ u, V_,,._o ]| + r 2 W II "' ̂ t1-" II
Â:<W

V

+ X^SW" II ̂ -r,r< <3/(Û)U, [/-,.(,-„ i|^_ im—pj—^q^q' ]

Multiplions chaque côté (fr)^ (^o), nous avons

^ll^V-.l^.r^x^^
^<w

^C 1 1 Pu, V_,-(i-o (| r(i-t))^"' ̂ (^-y'1

+ x- 2 il "> v-'-d-o ll^y (/-(i-o)^ (r1-;)̂
Â-<m

+]ju;V_,,,-<,;l(r(i-0'(-^y

+ X"12 1 1 ̂ -r-rt ̂  "' u-r^ 11»-.-1,.,,. (r(I-0)/+"' (——t)""1R—r,rt )

/=!

Alors par la définition (5.2), nous avons

(5.3) ^\\u;l+k,Y\\^^t^'

^c rll-Pu^+^v^T^y""1

+x'»^l|u;/+^v[k,(^y+'
^•</»

+iiu;;,vii(^y
v \

+r2l^)"; /+^ ̂ L^^^^y"" .
/=rl ;
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Il est clair qu'il existe une constante C telle que

261

T____/V+^ T

——} ^C^, o<t^ (m^ 2, TTî^Â-^o).t ) - î — — - z + m

Si nous prenons ^ suffisamment petit dans (5.3), nous avons

(5.4) ^[\u;l+k, V[k^;C [|Pu;Z+m, V H ^ + H ^ Z , VU
A^w

+2lG/•«;/+/n,t7,„_,_,<'> ]
r,î—^.4-^yn,<7'

avec une nouvelle constante C et avec o < / ^ -— Z + m
Nous pouvons simplifier (5.4) comme suit :

^ ||û«u;^+<^<7>,V||<<a•a,y>

< a, q > ̂  m

^C ||P(D)u;;+m, V||('"+||u;Z, V])

(5.5) /

+^Q,(D)u;l+m,U _ t^ ,
^-^/—^yn'y'

o<^ Z+m

Alors, par itération de (5.5) (par exemple, en remplaçant n par tmPu
et Z par Z + m dans (5.5), etc.), on peut démontrer les inégalités suivantes :

max V IIJD^^Z+^+P.g^VII^+P5

< P ? <J>^[s—\}m -^™
(3»=o <a,7>^^

5 entier ^1

^ C" { max |] P1u ; l + im, V || t^1

\ O^i^s

<7>

+ max y^\D^Q,Piu;l+^Q,qy+(it)m,U\o^^•+<P,y>^(.-j)m-É-J \. i/ v / ^_^._^^^

^=o /=1

X t<^,q>+(i+l)m^

0<t^
— Z + 5772

(S =1, 2,. . .).
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Ce sont les inégalités principales pour démontrer le théorème 5.1.
Dans le membre à droite de (5.6), on voit, par l'hypothèse du théo-
rème 5.1, que

" piu; l + im9 v 1 1 (nW^ co clm (imyn (n )̂̂  co c^

où / = ———.
l + sm

De même,
v

2i^e,p.«;/+<p,,>+o-+om;^i^_^^,(^y'^c»cr»

pour les nouvelles constantes Co et Ci qui ne dépendent pas de (3 et de i.
Ensuite, pour les termes à gauche de (5.6), on voit que

[\DX+çiu•,l+^a+^,q,y, VH^P.^

^[jû-Pu; l+ <a+p, ç>, V|| (,^sm)5"1

=||fl^u;/+<a+p,,>,V||^^<P,g><^/>(^y'".

Nous voyons, pour les (3 tels que s—2^<([3, ç)>^s.—i, ^ == o,
S == 2, 3, . . .,

^^(nW'"^
avec une constante (7.

Donc, nous sommes arrivés à l'inégalité suivante :

(5.7) ^ [|û^u;/+<a+,3,g>, V|l ̂  Co C<^^<P, <7><P'^>,
<a, q^^-m

^="0

où Co et Ci sont choisies à nouveau.
C'est la majoration « des dérivées tangentielles » et de l'inégalité (5.3),

de la même manière que dans § 4; nous pouvons obtenir la majoration
des dérivées normales, et nous établissons enfin le théorème 5.1.

REMARQUE. — Dans le cas des coefficients variables, nous aurons
besoin des résultats délicats, sur les normes fractionnaires, résumés
dans le S 2.
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