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ALGEBRICITE DES FONCTIONS MEROMORPHES
PRENANT CERTAINES VALEURS ALGEBRIQUES

PAR

Gerarp RAUZY.

Introduction. — Soient s un entier > o, P,, P,, ..., P, des polyndomes
combinaisons linéaires a coefficients entiers des polyndmes binomiaux

Zr> (fl) Si R est un nombre réel positif, désignons par D(R) I’ensemble
des nombres complexes z tels que | z| > R, et posons
F@E, x)=P,@)x*+...+ P,(2).

Supposons qu’il existe un nombre réel R> o et une fonction f de D(R)
dans C holomorphe et telle que

VzeD[R), F(f@)=o

(cette condition est vérifiée si les degrés des polyndémes P, satisfont
certaines inégalités).

Alors, pour tout ne NnD(R), P,(n), ..., P,(n) sont des entiers, non
tous nuls si R est assez grand, et par conséquent f(n) est un nombre
algébrique.

Nous nous intéressons ici a la réciproque de ce résultat : nous cherchons
a définir des ensembles de nombres algébriques tels que si une fonction f
« méromorphe a l'infini » prend des valeurs dans un tel ensemble, pour
tout entier n€ N assez grand, elle soit nécessairement algébrique et méme
appartienne a certains ensembles donnés de fonctions algébriques.

Plus précisément, a certains anneaux A munis d’une valeur absolue ¢
nous faisons correspondre des ensembles d’entiers algébriques sur ces
anneaux notés $(A, ¢, v) (v nombre réel > o) dont nous donnons une
caractérisation et certaines propriétés.



198 G. RAUZY.

Soit alors K un corps commutatif muni d’une valeur absolue non triviale
notée | |, complet pour cette valeur absolue, et soit K’ le corps K { '}
des séries de Laurent formelles

Q% N . .
Z u,z— ou I'ensemble des n tels que u,7 o est minoré.
nezZ

K’ est valué complet pour la valuation a I'infini v :

l)<2 unx_”) =inf{n€eZ | u,>o}.
nez

Si A est un sous-anneau de K, nous désignons par A’ le sous-anneau
de K’ formé des éléments m de K[x] tels que

VaeA, m(x)eA.

Nous montrons que si le couple (A,] |) satisfait aux conditions
imposées dans la définition des ensembles S(A, | |, v), il en est de méme
du couple (A’,| [.)olt| |. estla valeur absolue associée a la valuation
a linfini » (en posant par exemple | f|. = 2—U).

On peut donc définir des ensembles homologues

S@A, =351 L) et S@A,7)=5A%] [.7)

d’éléments entiers algébriques respectivement sur les anneaux A et A'.

D’autre part, soit Ot I'ensemble des fe€ K’ « méromorphes a Uinfini »
c’est-a-dire tels que
lim | u, |'/* < co.
Sifeot, R=Tim|u, |/, ze D(R)={z€ K | |z| > R, lasérie ¥ u,z"
RA=Y4
est absolument convergente dans K, et nous désignons sa somme par f(z).
Nous montrons le résultat suivant :

Soit f€ N non constante, et soit y irrationnel positif, il y a équivalence
entre les condilions :

(@) fesSA )

(i) 3R>o0, VaeDR)NA, f(2)€, S(4, 7).

Dans le cas ot K = G muni de la valeur absolue ordinaire, on peut

prendre A =2, A’ est bien dans ce cas 'anneau des polyndmes combi-
naisons linéaires a coefficients entiers de polyndmes binomiaux :

‘z\ _ x(x—r1)...(x—k+1)
(k>_ k! '

\
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Dans le cas général, les conditions imposées 4 A impliquent en particulier
que c’est un ensemble discret pour la topologie associée & la valeur absolue
sur K.

1. Définition et propriétés des ensembles S (4, 9, 7).

1.1. — Soit (A, 9) un couple formé d’un anneau commutatif A et d’une
valeur absolue ¢ sur A, c’est-a-dire d’'une fonction de A dans R+ telle que

VaeA, 9(@)=0 < a=o;

VaeA, VEeA, og@+B)=9(x)+9(B
et

o (ap) =9 ()9 (B).

Nous noterons, pour simplifier, | « | = ¢ ().

Un tel anneau est nécessairement intégre, et la valeur absolue se
prolonge de maniére unique & son corps de fractions K,, au complété
K = K, de ce corps pour la valeur absolue o et a la cloture algébrique K
de K.

Nous imposerons a (4, ¢) de satisfaire aux conditions suivantes :

(1) Vaed, ao=>al>r;

(2) La valeur absolue sur A n’est pas triviale;

(3) (lemme de Fatou). Si une série formelle

i u, X e A[[X]]

n==~0

représente de développement a lorigine d’une fraction rationnelle
P(X)/Q(X), ou P et Q sont deux éléments de K,[X] premiers entre eux

sur cet anneau, alors % 0(X)e A[X].

Qo)

La condition (2) implique que I’anneau A contient un élément £ tel
que |%|# o ou 1. Tous les z* (n>>1) sont alors distincts. L’anneau A
contient une infinité d’éléments.

La condition (1) implique en outre que |£|>1 : l'anneau A contient
des éléments de valeur absolue aussi grande que Uon veut.

Dans la condition (3), si I'on prend u,= o pour n>1, 4,7 o (ce qui
est possible d’aprés la remarque précédente), on peut prendre P = u,,
Q=1. Donc 1€ A, l'anneau A est unitaire.

Soit ¢ = %’ ot a, B€ A, et supposons p entier algébrique sur A. I s> 1

et ay, ..., a,€A tels que
pf=oy p .
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Si on pose u, = 3*~'¢0", u,€ A pour tout ne N, et

S—1
Z X = IEPX,

n=o0

donc pe€ A, anneau A est intégralement fermé dans son corps des quotients.
On montre que la condition (3) est vérifiée si 'anneau A est factoriel [3].

1.2. DEFINITION. — (A, 9) étant un couple satisfaisant aux conditions
précédentes et v étant un nombre réel strictement positif, nous désignerons
par S(A, ¢, v) U'ensemble des éléments O de K entiers algébriques sur A
tels que

(@) [0]>1;
(b) Tous les conjugués de ) (autres que 0) par rapport a K, ont dans K une
valeur absolue inférieure ou égale a | 0 |,

En particulier, 0 est séparable sur K,.

Si nous posons $(4, ¢)= U S(4, 9,7), les ensembles S(A4, ¢)
>0

apparaissent comme une généralisation de l’ensemble des nombres de
Pisot-Vijayaraghavan (A =2, ¢ = valeur absolue usuelle). De telles
généralisations ont été étudiées dans le cas oit A est 'anneau F[z] des
polyndmes a une indéterminée sur un corps F, la valeur absolue étant
celle associée a la valuation a I'infini comme dans I'introduction, [1] et [5].
On peut également définir des ensembles analogues dans des produits
indiciés par des ensembles de valeur absolue sur A [2].

On peut alors donner des conditions nécessaires et suffisantes d’appar-
tenance a $(A4, ¢) calquées, ainsi que leur démonstration, sur celles que
donne C. Pisor dans le cas A =2, ¢ valeur absolue usuelle [6]. Nous
utiliserons une caractérisation analogue de I’ensemble S (4, 9, 7).

THEOREME. — Si 0€ K et | 0| >1, alors :
Ves(4,9,7) < Fe>o,  VneN, inf [0r—a|<cl0[.
XA E A

Démonstration. — Supposons 0 € S(4, ¢, 7), et soient 0, =10, 0,, ..., 0,
les conjugués de 0 par rapport a4 K,. On a évidemment :

Ui =2 0%——2 0s=u,+ ¢, avec |& | = (—1)|0|™,
=1

G =2

uuzz 63‘3 Ll,,EKo
=1

les u, étant des fonctions symétriques a coefficients dans Z de 0, ..., 0,,
donc des polyndmes a coefficients entiers en les coefficients ay, ..., a,



ALGEBRICITE DES FONCTIONS MEROMORPHES. 201

du polynéme F(X)=X'+a;X"'+...4+ a,, irréductible sur K,,
dont 0 est racine. '

Pour montrer u, € A, il suffit de montrer que a,, ..., a, appartiennent
a A. Or ) est entier sur A, donc est racine d’un polynome

GX)=X— bt ... —b,

de A[X] évidemment divisible dans K,[X] par F.
u, vérifie donc la relation de récurrence u,.,=b s} ...-+ b,.
Si o€ A est un dénominateur pour uy, ..., u,,, c’est-a-dire si ou€ 4,
Vk=o,...,r—1etd#o, onaura donc ¥V neN du,€A.

. . ) o i
La fraction rationnelle 2 ou, X"= m satisfait aux conditions du
n=0

lemme de Fatou, on a donc bien F(X)e A[X].
Dans I'autre sens, on peut toujours écrire :

0n=u,+ ¢, avec Uu,€A, len | << ClO |7,

Alors, en utilisant la condition (1), on montre que le déterminant
de Kronecker :

Uy ... u,
D,=|: :

u, ... Uy

.\ roe W\ .
s’annule dés que n est assez grand, donc que la serleZu,,X” représente

le développement a lorigine d’une fraction rationnelle P (X)/Q(X)
ou P et Q sont deux éléments de K,[X] premiers entre eux et tels

que Qo) =1.
.. « -
Dans K[[X]] on a alors Q(}x) —I—Z g XN = OX et la série 2‘ 4

n==~0 n=—=0
converge pour |z|<<|0]Y. 0 est donc poéle simple de Q et les autres poles
(qui comprennent nécessairement les conjugués de 0 sur K,) ont une valeur
absolue inférieure ou égale a |0 |-7. Le lemme de Fatou assure d’autre
part Q€ A[X], ce qui termine la démonstration.

ReMARQUE. — Sauf pour assurer dans A I'existence d’éléments distincts
de o, la condition (2) n’a pas été utilisée dans la démonstration de ce
théoréme : on voit facilement que les conditions (1) et (3) étant satisfaites
ainsi que A #{o}, la condition (2) est nécessaire et suffisante pour que
S(4, ¢ Y) ne soit pas vide.

1.3. — Donnons une propriété topologique des ensembles S (A, ¢, 7).

THEOREME. — V Yy > o, les ensembles S(A, ¢, ) sont discrets pour la
lopologie sur K associée a la valeur absolue ¢.
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REMARQUE. — Les propriétés des ensembles (4, ¢) sont tres diffé-
rentes : :

— si A =2, ¢ =valeur absolue ordinaire, I’ensemble est fermé [7];

— si A=F[zx], ¢9=valeur absolue associée a la wvaluation v,
I’ensemble S (4, ¢) est dense dans ’ensemble des éléments de x de valeur
absolue >1 [4].

Donnons tout d’abord un lemme :

LeEMME. — Tout élément de S (A, v) est de degré <1+ {I sur K,.

En effet, si 6 €5(A, 9, v) a pour degré s sur K, et si 0,=10,0,, ..., 0;
sont ses conjugués sur K, on a

Vk=a,  [0]=|0Fy,  dou | [loxl= (0],
k=1

mais I[ 0.€ A, comme on I’a vu au paragraphe précédent, et est non nul.
k=1
En vertu de la condition (1) sur (4, ¢), on a bien 1—(s—r1)v>o0.

Démonstration du théoréme. — Soit 0e$(A, 9,7) de conjugués
0,=0,0, ..., 0, Posons
s ’ ‘ 1
w,=Y0;,  dou VneN, |G"—u”|é§|0[—”7 et u,€A.

k=1

Soit r>o0 et 0'es(A,o,v) tel que |0/—0|<r. Soient 0),=0’,

t

0%, ..., 0; les conjugués de 0 et n,= ) 0, d’on
k=1
VieN,  |0n—u, = (10—,
d’olt

.
I

|t [ <[ 0= e (O 1] 2 (0] — 1)+ 20,
soit ‘

| wy—v, | <nr(]0]4 )+ %(1 8] —r),

. 0 — MY . 0] —
Soit M un entier tel que %(L-‘E—_IZ—I> < é’ sl r<< |—‘2——I’ on a
[IEAN

VM, 1u,l—uns<nr<L92|:>"+é.
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Si maintenant N est un entier quelconque > M et si

0= 1 /3]0 —1\7™
’<m"‘<——;“’m<—2—> )

Vn’ MénéN = | un_l)n[<1 = U= Dy.

on aura

Mais la série E(HH——D,L)X” est une fraction rationnelle dont le

n==>~0

, . . \ . 1\ ..,
dénominateur a un degré — sf, c’est-a-dire < <1—|— ;> » si I'on suppose

N>M+<1+_{>

i
)

y on a donc u,=v,, ¥ n>= M.

Les séries 2 u, X" et E v, X" ont donc les mémes pdles, et 0 =0’

n=—~0 n=10

(puisque un seul pole a une valeur absolue >1).

2. Les ensembles S (A, v) et S(4', v).

2.1. — Les notations étant les mémes que dans l'introduction, nous
supposerons que ’anneau A satisfait aux conditions (1), (2). (3) du para-
graphe précédent (pour la valeur absolue | |).

Nous allons montrer que ’anneau A’ satisfait aussi 4 ces trois conditions
quand on prend sur A’ une valeur absolue associée & la valuation v :
par exemple, si f€ A’, on posera | f|, = 2",

Les ensembles S(A, y) el S(A', ¥) seront, par définition, les- ensembles
SA, ] Ly)es@l ] )

2.2. — Montrons d’abord quelques lemmes.

LemME (A). — Soient Pe K[x], u une fonction de A dans A, : une
fonction de A dans K telle que | ¢ (2) | — o quand | a | —> co.

SiVaeA, P(o) =u(a)+ e(x). alors P€ A’ el ¢ est nulle dés que | a|
est assez grand.

Montrons ce lemme par récurrence sur le degré de P. Si le degré de P
est nul, le résultat est évident en vertu de la condition (2) (il existe,
dans A4, des éléments de valeur absolue aussi grande que I’on veut) et de la
condition (1) (€A et |¢|<1 dés que o assez grand).

Supposons la proportion vraie pour tout polyndme de degré —n,
soit P de degré n -+ 1 satisfaisant aux conditions du lemme.

Si Q(x)=P(x+ a)—P(x), «€ A, Q est de degré inférieur ou égal
an,ona

VBeA,

Q@A) =PE+o2)—P®)=u(+ ) —u@)+ (= + ) —=<(3).
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Quand |3{—o0, |2+ 3|>|B|—|a|->00, donc on peut appliquer
le lemme a Q, et en particulier Q(x)€ A'.

Soit alors L € A,
PE=P@+5—0@) =u@+)—QE +:(=+7),

comme on pouvait faire le raisonnement précédent quel que soit «, et que
lorsque |a|->oc0 il en est de méme de |« +£|, P(t) est aussi proche
que 'on veut d’un élément de A et, en vertu de la condition (1) sur (4,] 1),
est dans A.

Donc Viea, P(E)e A c’est-a-dire Pe A'.

D’autre part, si | £ | est assez grand, |<(Z) |<1et:(() =P(¢)—u)€ A,
donc :(£) = o.

LemME (B). — Soit feom (c'est-a-dire fe K{x~'| ef méromorphe a
Uinfini), si 3 R tel que V o€ D(R), a€ A= f(2)€ A, alors fe A'.

On peut en effet écrire

f=P+yg avec PeK[X] et geom, v(g) 1.

Si on pose
u(a) = f(«) pour a€ AnD(R),

¢(a) = P(2) —u(«) = n’importe quoi ailleurs.

Pour e D(R)NA, u(@)eA et :(2)=—g(x)—>o0 quand |2z|->o0.

On peut appliquer le lemme précédent, d’ou P€ A’ et g(z) =o dés
que | o | est assez grand (et « € A).

Mais si g n’est pas nulle, v(9) =m<co et, quand |z|—> o0 (z€ K),
|z|™|g(z)| tend vers une limite finie non nulle. Comme il existe dans A
des éléments de valeur absolue arbitrairement grande, il y aurait contra-
diction. Ona donc g=oet f=PeA’.

2.3. — Nous pouvons alors montrer le théoréme suivant :

THEOREME. — Si (A, | |) satisfait aux conditions (1), (2), (3) du premier
paragraphe, il en est de méme de (A', | |,).

A’ satisfait évidemment la condition (1) et la condition (2) (puisque
Az (o}, da€A, 2720, ax€A’).

Reste & montrer la condition (3). Soit K, le corps des quotients de A’

et soit Z u, (r) X"€ A'[[X]] une série formelle représentant le dévelop-

n==0

P, X)
Q(z, X)

et () étant premiers entre eux sur K, [X].

pement d’une fraction rationnelle de K, (X), les polynémes P
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Quitte & multiplier haut et bas par un élément de A’, nous supposerons
que P(z, X) et Q(z, X)e A'[X]. De méme, nous écrirons l'identité
de Bezont (valable dans K/,[X]) avec des coefficients dans A'[X] et A’ :

A U(x, X) et V(x, X)e A'[X] tels que
W)= U, X) P(x, X)+ V(z, X) Q(z, X)

soit un élément non nul de A’.

On a d’autre part Q(z, X) =¢q, (@) 4+ q: (@) X+. ..+ ¢ (x) X", et q,(x)
est un élément non nul de A’ (sinon P et Q ne seraient pas premiers entre
eux). ,

Dés que | o | est assez grand, (€ A), W(x) n’est pas nul. Les polynomes
P(a, X) et Q(«, X) sont donc premiers entre eux sur K,[X] (K,, corps
des quotients de A), et le développement de la fraction P (a2, X)/Q (2, X)

est 2 u,(x) X"€ A[[X]], on peut donc appliquer le lemme de Fatou
n==0

dans A[[X]]. Il en résulte que, dés que |«| est assez grand, (z€ A),

t V=1, ..., &&)

q(@)7#o et V I r 7@

G

0

précédent permet d’en déduire q (g € A’, ce qui démontre le théoréme.

€A, le lemme (B) du paragraphe

3. Démonstration du théoréme principal.
THEOREME. — Si v est irrationnel, il y a équivalence entre les conditions
suivantes :

(i) feom, fnon constante et, dés que a € A est assez grand, f(x)€ S(4, v);
(ii) feS(A', 7).

3.1. — Montrons tout d’abord que (i) = (ii).

Soit fe€ N, f non constante convergeant au moins pour
z€D(R)=) z | |z| >R}

et telle que, Va€D(R), a€ A=>f(x)e S(A, 7).

Il est impossible que v(f)> o. Sinon f(z) convergerait quand |z|— co
vers un élément de K [nul si v(f) > o]. S(A4, 7) étant discret et A conte-
nant des éléments de valeur absolue aussi grande que l'on veut, il en
résulterait que f est constante sur AnD(R), donc constante, ce qui est
contraire a ’hypothése.

Nous avons donc v(f) =—r<o.
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Quand | z|— o0, %z_) tend vers une limite non nulle dans k, quitte

r

4 prendre R plus grand, nous supposerons V z€ D(R), |f(z)|>C|z],
ou C>o.

D’apres ce que nous avons vu au paragraphe 2, on peut écrire alors :

VaeAnD(R), Vn>1, (@)= u, (2) + e, (),

avec

w(2)ed, e < (Clal),

D’autre part, f* est la somme d’un polynéme P, et d’une fonction
méromorphe v, telle que v(n,)> o, on a donc

V ze D(R), @) = P.(2) + 1. (2) et M (2)—>o0 quand |z|— co.
VaeAnD(R), Vn>i, Py () =, (2) + & () — 0. (2).

D’aprés le lemme (A) du paragraphe 2.2, on en déduit P,€ A’ et il
existe R’ tel que

Va€AnD®R), @@ =mn(2), doit [n.(2)| < (Cla)y™

(R' dépend évidemment de n).

Parun raisonnement déja fait (en vertu du fait que V R"AnD(R") # ),
il en résulte que

v(n.) > rny ot r=—u(f).
On a donc
V=i, [f*—P..Z[fl2"7,

et d’aprés le théoréme du paragraphe 1.2, on en déduit fe S(A’, v).

3.2. — Réciproquement (ii) = (i).

Evidemment, si fe S(A’, v), on a v(f)< o, donc f n’est pas constante.

D’autre part, les considérations classiques sur le polynéme de Newton
montrent que fe S(A’, v) si, et seulement si, f est I'unique racine de
valuation négative d’un polyndéme F(X), ou

F(X)=X°_-l— Q'lXS_]_I—"'_I—QS’ Ql, ey QreA;
degQ.> o, deg Qr= (1+ v —7k) degQ, pour k=2, ...,8.
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v étant par hypothése irrationnel, on peut remplacer les inégalités,
sur deg Q:, par des inégalités strictes : si ’on pose
Yo=sup {pe€R | Vk=2, ..., s;degQr=(1+p—pk)degQ.},
on a Ye>v.
La méthode classique des séries majorantes montre que les dévelop-
1/d
pements formels en série de <%> que I’on peut obtenir pour les racines

d’une équation algébrique convergent pour | z| assez grand. Il en résulte,
en particulier, que f est méromorphe a l'infini, et, comme v(f) < o, que,
pour |z| grand, |f(z)|>1. De méme, les autres racines de 1’équation,

X+ 0@ X' +... 4+ Qs(@®) =0,

ont des valeurs absolues bornées supérieurement dés que | z| assez grand
par
Cc C’
=
Lz () T (@

et, pour | z| grand,
(0 SSSE S
@ T @

D’autre part, si x€ A et | « | grand, f(a) vérifie I’équation

f@y+ Q@) fl)y~"+...+ Q@) =o

a coefficients dans A, f(a) est donc entier algébrique sur A et les autres
conjugués sont aussi racines de cette équation (qui n’est pas nécessai-
rement irréductible), donc ont une valeur absolue —|f(«)|~Y ce qui
implique f(«)€ S(A, v).

ReMARQUE. — Si 7 était rationnel, on concluerait que les conjugués
de f(«) ont une valeur absolue ZC|f(«)|™, donc f(2)eS(4, ")
avec y'<Cy aussi proche qu’on le veut de v dés que « est assez grand en
valeur absolue.
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