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ALGÉBRICITÉ DES FONCTIONS MÉROMORPHES
PRENANT CERTAINES VALEURS ALGÉBRIQUES

G É R A R D RAUZY

Introduction. — Soient s un entier ̂  o, Pô, Pj, . . . , Ps des polynômes
combinaisons linéaires à coefficients entiers des polynômes binomiaux

z i-> ( ) • Si R est un nombre réel positif, désignons par D(R) l'ensemble

des nombres complexes z tels que | z > R, et posons

F(z, x) = Po(z)^+ ... + P.OO.

Supposons qu'il existe un nombre réel R> o et une fonction f de D(R)
dans G holomorphe et telle que

VzeD(^), F(z,f(z))=o

(cette condition est vérifiée si les degrés des polynômes P/, satisfont
certaines inégalités).

Alors, pour tout neNnD(J?), Po(n), . . ., Ps(n) sont des entiers, non
tous nuls si -R est assez grand, et par conséquent f(n) est un nombre
algébrique.

Nous nous intéressons ici à la réciproque de ce résultat : nous cherchons
à définir des ensembles de nombres algébriques tels que si une fonction f
(( méromorphe à l'infini » prend des valeurs dans un tel ensemble, pour
tout entier n € N assez grand, elle soit nécessairement algébrique et même
appartienne à certains ensembles donnés de fonctions algébriques.

Plus précisément, à certains anneaux A munis d'une valeur absolue 9
nous faisons correspondre des ensembles d'entiers algébriques sur ces
anneaux notés cS(A, cp, y) (y nombre réel > o) dont nous donnons une
caractérisation et certaines propriétés.
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Soit alors K un corps commutatif muni d'une valeur absolue non triviale
notée | |, complet pour cette valeur absolue, et soit K' le corps K {x-1}
des séries de Laurent formelles

^ UnX-'1 où l'ensemble des n tels que Un^. o est minoré.
nçz

K ' est value complet pour la valuation à l'infini v :

u( ̂  UnX-'1 \ = inf { n e Z | iin^ o}.
\"ez /

Si A est un sous-anneau de K, nous désignons par A' le sous-anneau
de K ' formé des éléments TT de K[x] tels que

VaeA , 7r(a)eA.

Nous montrons que si le couple (A, | [ ) satisfait aux conditions
imposées dans la définition des ensembles c^(A, [, y), il en est de même
du couple (A7, | „) où ^ est la valeur absolue associée à la valuation
à l'infini v (en posant par exemple | f|oc = 2-^).

On peut donc définir des ensembles homologues

S (A, y) = ̂ (A, , y) et 5(A-, y) - ̂ (A-, „ y)

d'éléments entiers algébriques respectivement sur les anneaux A et A\
D'autre part, soit 3Xi l'ensemble des feK' « méromorphes à Fin fini »

c'est-à-dire tels que
lîm Un ^«X).

Si /•€ .m, J?^iïm ! Un I1/", zeû(J?) = .^e K \ z > R ;, la série ̂  u^-
'/<ez

est absolument convergente dans K, et nous désignons sa somme par f(z).
Nous montrons le résultat suivant :
Soit /^e^ll non constante, et soit y irrationnel positif, il y a équivalence

entre les conditions :
(i) ^(A^y);

(ii) 3R>o, Vaeû(J?)nA, /•(a)e, <S(A, y).
Dans le cas où K = G muni de la valeur absolue ordinaire, on peut

prendre A == Z, A / est bien dans ce cas l'anneau des polynômes combi-
naisons linéaires à coefficients entiers de polynômes binomiaux :

(x\ __ x(x—i) ... (x—k + i)
[k}~-—————^————'



ALGÉBRICITÉ DES FONCTIONS MÉROMORPHES. 199

Dans le cas général, les conditions imposées à A impliquent en particulier
que c'est un ensemble discret pour la topologie associée à la valeur absolue
sur K.

1. Définition et propriétés des ensembles ^ (A, 9, v).

1.1. — Soit (A, cp) un couple formé d'un anneau commutatif A et d'une
valeur absolue cp sur A, c'est-à-dire d'une fonction de A dans R+ telle que

V a ç A , cp(a)==o <==> a=o;
V a e A , V(3eA, cp(a+ (3)^cp(a)+ (p(P

et
cp(ap)=cp(oî)9(P).

Nous noterons, pour simplifier, | a [ == cp (a).
Un tel anneau est nécessairement intègre, et la valeur absolue se

prolonge de manière unique à son corps de fractions Ko, au complété
K == KQ de ce corps pour la valeur absolue cp et à la clôture algébrique K
deK.

Nous imposerons à (A, cp) de satisfaire aux conditions suivantes :
(1) V a € A , a^o==> a |^i;
(2) La valeur absolue sur A n'est pas triviale;
(3) (lemme de Fatou). Si une série formelle

^UnX^A[[X]]
n=0

représente de développement à l'origine d'une fraction rationnelle
P(X)IQ(X), où P et 0 sont deux éléments de Ko[X] premiers entre eux

sur cet anneau, alors ,.,—. X Ç(X)eA[X],

La condition (2) implique que l'anneau A contient un élément \ tel
que Ï \ 7^ o ou i. Tous les ^ (n^i) sont alors distincts. L'anneau A
contient une infinité d'éléments.

La condition (1) implique en outre que | ^ |> i : Vanneau A contient
des éléments de valeur absolue aussi grande que Von veut.

Dans la condition (3), si l'on prend Un== o pour n^i, Uo^ o (ce qui
est possible d'après la remarque précédente), on peut prendre P == Uo,
Ç=i . Donc ieA, Vanneau A est unitaire.

Soit p = a » où a, (3 € A, et supposons p entier algébrique sur A. 3 s^ i
r

et aj , . . . , a,, e A tels que
^==alp^-l+...+a,.
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Si on pose Un == ^~1 o'1, Un e A pour tout n € N, et

S-^-T^-
fl=0

donc p € A , Vanneau A est intégralement fermé dans son corps des quotients.
On montre que la condition (3) est vérifiée si l'anneau A est factoriel [3].

1.2. DÉFINITION. — (A, cp) étant un couple satisfaisant aux conditions
précédentes et y étant un nombre réel strictement positif, nous désignerons
par ^(A, cp, y) l'ensemble des éléments 0 de K entiers algébriques sur A
tels que

(a) | 0 >i;
/s.

(b) Tous les conjugués de 0 (autres que 0) par rapport à Ko ont dans K une
valeur absolue inférieure ou égale à 0 1-ï.

En particulier, 0 est séparable sur Ko.
Si nous posons cS(A, cp) == I J ^(A, cp, y), les ensembles ^(A, 9)

T>o
apparaissent comme une généralisation de l'ensemble des nombres de
Pisot-Vijayaraghavan (A = Z, cp == valeur absolue usuelle). De telles
généralisations ont été étudiées dans le cas où A est l'anneau F[x] des
polynômes à une indéterminée sur un corps F, la valeur absolue étant
celle associée à la valuation à l'infini comme dans l'introduction, [1] et [5].
On peut également définir des ensembles analogues dans des produits
indiciés par des ensembles de valeur absolue sur A [2].

On peut alors donner des conditions nécessaires et suffisantes d'appar-
tenance à ^(A, cp) calquées, ainsi que leur démonstration, sur celles que
donne C. PISOT dans le cas A = Z, cp valeur absolue usuelle [6]. Nous
utiliserons une caractérisation analogue de l'ensemble c^(A, cp, y).

THÉORÈME. — Si 0 e K et 6 > i, alors :

O e e S ( A , c p , y ) 4=> 3c>o, V n e N , inf Q!l—oi\<c\Q\-'l^
y.ç.A

Démonstration. — Supposons O€^(A, cp, y), et soient 61 = 0, (L, . . . , O.ç
les conjugués de 0 par rapport à Ko. On a évidemment :

O» = ̂ , OS—^ OS = Un + en avec s,J ̂  (s — i) | 0 -"-r,
'7=1 (7 = 2

u,,=^OS, u,,eK»
f7==l

les Un étant des fonctions symétriques à coefficients dans Z de Oi , . . . , O^ç,
donc des polynômes à coefficients entiers en les coefficients ûi, . . . , a,
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du polynôme F(X) = X' + di X^-1 +. . . + a.ç, irréductible sur Ko,
dont 0 est racine.

Pour montrer UnçA, il suffit de montrer que ûi, . . . , a.s appartiennent
à A. Or 9 est entier sur A, donc est racine d'un polynôme

G{X)^Xt—bi^...—bt

de A[Xj évidemment divisible dans Xo[X] par -F.
Un vérifie donc la relation de récurrence Un+i== b\u.n+t-\-{- - . . + bi.
Si ôeA est un dénominateur pour Uo, . . . , u/_i, c'est-à-dire si ôi^eA,

V k = o, . . ., r — i et ô 7^ o, on aura donc V n e N ou/, e A.
^

La fraction rationnelle V ^UnX1^ r-./^ satisfait aux conditions du^ ^W
/^ =0

lemme de Fatou, on a donc bien .F(X)€A[X].
Dans l'autre sens, on peut toujours écrire :

0" = un + ̂ n avec ^ e A, £„ | < C | 0 |-^ï.

Alors, en utilisant la condition (1), on montre que le déterminant
de Kronecker :

"0 . • • Un \

Dn=
Lin . . . Uîn

s'annule dès que n est assez grand, donc que la série ^ u/.X" représente
le développement à l'origine d'une fraction rationnelle P(X)/Ç(X)
où P et Q sont deux éléments de Ko[X] premiers entre eux et tels
que Ç(o)==i.

Dans K[[X]], on a alors ——— + ̂ 1 ^nXn== I et la série V E n Z ' 1
{ e n

n = n n = 0
QW

converge pour | z\ < 0 |ï. 0 est donc pôle simple de Q et les autres pôles
(qui comprennent nécessairement les conjugués de 0 sur Ko) ont une valeur
absolue inférieure ou égale à 0 ["ï. Le lemme de Fatou assure d'autre
part ÇeA[X], ce qui termine la démonstration.

REMARQUE. — Sauf pour assurer dans A l'existence d'éléments distincts
de o, la condition (2) n'a pas été utilisée dans la démonstration de ce
théorème : on voit facilement que les conditions (1) et (3) étant satisfaites
ainsi que A -^[o\, la condition (2) est nécessaire et suffisante pour que
cS(A, cp y) ne soit pas vide.

1.3. — Donnons une propriété topologique des ensembles ^(A, 9, y).

THÉORÈME. — V y > o , tes ensembles ^(A, cp, y) sont discrets pour la
topologie sur K associée à la valeur absolue cp.
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REMARQUE. —Les propriétés des ensembles '^(A, cp) sont très diffé-
rentes :

— si A = Z, cp == valeur absolue ordinaire, l'ensemble est fermé [7] ;
— si A == F[x], 9 == valeur absolue associée à la valuation u,

l'ensemble ^(A, 9) est dense dans l'ensemble des éléments de x de valeur
absolue > i [4].

Donnons tout d'abord un lemme :

LEMME. — Tout élément de ̂ (A, y) est de degré ̂  i + I sur Ko.

En effet, si 6 e cS'(A, cp, y) a pour degré s sur Ko et si O j = 0, 0.,, . . . . 9,
sont ses conjugués sur Ko, on a

VA-^2, |0^|6-ï, d'où ]J[ 6^ ^ 0| l-^- l)ï,

mais l j 0/:e A, comme on l'a vu au paragraphe précédent, et est non nul.
À-==i

En vertu de la condition (1) sur (A, cp), on a bien i — ( s — i ) y ^ o .

Démonstration du théorème. — Soit O e ^ ( A , c p , Y ) de conjugués
0 ,=9, 0,, . . . . 6,. Posons

;/,=V62, d'où VneN, | 6^— uj ̂  T | 0 l-^ï et u/,eA.^=2JV2Î

Â:=l

Soit r>o et O ^ e c S ^ A . c p . Y ) tel que 6 / — 0 i < r . Soient O^O',

0^, . . ., 0; les conjugués de 0' et y,,==V 0^, d'où
Â:=l

VneN, ]0^—^ ^-(|0|_r)-^,

d'où

Un— Un < r[ 1 6 l^--1 +...+( 1 ô 1 + ̂ )71-'] + ̂  ( 1 0 1 — r)-^ï+ ^ 0 -"ï,

soit

Un—Un\<nr(\Q\+r)n+-(\Q — r)-^.

Soit M un entier tel que -2 / 1 0 1 + 1 ^ - ^ 1 i . 6 [ — i

Vn^M, \Un—Un <nr

< -î si r< ————, on a
2 2

3 | Q —ly1 j
2 ,/ 2 '
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Si maintenant N est un entier quelconque > M et si

. / o —i i / ' s iO l—iV- 7 ^r<mm ————? —.. —————
\ 2 2N\ 2 ) ]

on aura
Vn, M^n^N =^ \Un—Vn <i => Un== Un.

Mais la série V (u^—i^)X" est une fraction rationnelle dont le
it=-:0

dénominateur a un degré ̂  5/, c'est-à-dire ̂  ( i + I ) 5 si l'on suppose

N > M + ( i + 1J ? on a donc Un = Un, V n ̂  M.

Les séries V UnX'1 et Vi^X^ ont donc les mêmes pôles, et 0 = 0 '
ïî =^ 0 ^ — (I

(puisque un seul pôle a une valeur absolue >i).

2. Les ensembles S (A, y) et S (A\ y).
2.1. — Les notations étant les mêmes que dans l'introduction, nous

supposerons que l'anneau A satisfait aux conditions (1), (2). (3) du para-
graphe précédent (pour la valeur absolue ).

Nous allons montrer que l'anneau A^ satisfait aussi à ces trois conditions
quand on prend sur Ar une valeur absolue associée à la valuation v :
par exemple, si fç.A', on posera ] fL= 2-('(A

Les ensembles S (A, y) et SÇA', y) seront, par définition, les ' ensembles
.s (A, l.y)^^, L,y).

2.2. — Montrons d'abord quelques lemmes.
LEMME (A). — Soient PçK[x], u une fonction de A dans A, s une

fonction de A dans K telle que 2: (a) | -> o quand a ] -> oo.
Si V a € A , P(a) === u(a)+ s (a). aZor5 PeA^ ^ £ es^ nulle dès que | a |

esZ assez grand.
Montrons ce lemme par récurrence sur le degré de P. Si le degré de P

est nul, le résultat est évident en vertu de la condition (2) (il existe,
dans A, des éléments de valeur absolue aussi grande que l'on veut) et de la
condition (1) (se.A et £ | < i dès que a assez grand).

Supposons la proportion vraie pour tout polynôme de degré ^n,
soit P de degré n + i satisfaisant aux conditions du lemme.

Si Q(x)= P(xJ^ a)—P(x), aeA, Q est de degré inférieur ou égal
à n, on a

VpeA,
6C3) =P(P+ ̂ )-PG3) - u(a + P)-u((3)+ s(a + p)-^).
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Quand ^\->co, \y.+^ ^ [ (3 — a | -> oo, donc on peut appliquer
le lemme à Q, et en particulier Q(x)çA\

Soit alors ^eA,

P(£) == P(a + S)— Ô(E) = u(a + £)—(?(£)+ .(a + 'Q,

comme on pouvait faire le raisonnement précédent quel que soit a, et que
lorsque |a ->oo il en est de même de | a + Ç j , P(^) est aussi proche
que l'on veut d'un élément de A et, en vertu de la condition (1) sur (A, | | ),
est dans A.

Donc V ^ € a, P(E)eA c'est-à-dire Pc. A ' .
D'autre part, si I £ est assez grand, | e (y < i et 3 (E) == P(^) — uQ e A,

donc s (^) = o.

LEMME (B). — Soit fç3M (c'est-à-dire f ç K { x - ' } et méromorphe à
Uinfini), si 3 R tel que V a çD(R), a e A => /•(a)e A, a/ors /•€ A\

On peut en effet écrire

f=P+g avec P€K[X] et ^€^11, )̂=:i.

Si on pose
u(a)===/'(a) pour açAnJD(J?),

£ (a) === P(3î) — u(a) === n'importe quoi ailleurs.

Pour aeD(J?)nA, u(a)eA et s(a) ==—^(a)-^ o quand j a j - ^ o o .
On peut appliquer le lemme précédent, d'où PeA' et g(^) = o dès

que | a | est assez grand (et a e A).
Mais si g n'est pas nulle, u(g)=m<co et, quand |z -^oo (zçK),

z m g ( z ) \ tend vers une limite finie non nulle. Comme il existe dans A
des éléments de valeur absolue arbitrairement grande, il y aurait contra-
diction. On a donc g = o et f= PeA'.

2.3. — Nous pouvons alors montrer le théorème suivant :

THÉORÈME. — Si (A, | I ) satisfait aux conditions (1), (2), (3) du premier
paragraphe, il en est de même de (A', ^).

A' satisfait évidemment la condition (1) et la condition (2) (puisque
A ^ j o j - , 3açA , a ̂  o, arreA').

Reste à montrer la condition (3). Soit K\) le corps des quotients de A'

et soit ̂  Un^X'^A/^X]] une série formelle représentant le dévelop-
/l==0

pement d'une fraction rationnelle p^ x) de K, (X), les polynômes P\/\x, ̂ )
et Q étant premiers entre eux sur K'^ [X].
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Quitte à multiplier haut et bas par un élément de A ' , nous supposerons
que P(x, X) et Q (x, X) ç A'[X]. De même, nous écrirons l'identité
de Bezont (valable dans K\,[X]) avec des coefficients dans A'[X] et A' :

3 U(x, X) et V(x, X^A^X] tels que

W(x) = U(x, X) P(x, X) + V(x, X) Q(x, X)

soit un élément non nul de A\
On a d'autre part Q(x, X) = q^ (x) + q^ (x) X + . .. + qr(x) X, et ^o (a")

est un élément non nul de A' (sinon P et Q ne seraient pas premiers entre
eux).

Dès que ] a | est assez grand, (a e A), W(a) n'est pas nul. Les polynômes
P(a, X) et Ç(a, X) sont donc premiers entre eux sur Ko[X] (Ko, corps
des quotients de A), et le développement de la fraction P(a, X)/Ç(a, X)

est V Un(a) X'1 ç A[[X]], on peut donc appliquer le lemme de Fatou
n=0

dans A[[X]]. Il en résulte que, dès que |a est assez grand, (aeA),

^(a)^o et V A : = i , . . . , r , ^"eA, le lemme (B) du paragraphe
q^W

précédent permet d'en déduire -—— e A^ ce qui démontre le théorème.qo (x)

3. Démonstration du théorème principal.

THÉORÈME. — Si y est irrationnel, il y a équivalence entre les conditions
suivantes :

(i) fç3Ti, fnon constante et, dès que aeA est assez grand, /'(a)e S(A, y);
(li)fçS(Ar,^

3.1. — Montrons tout d'abord que (i)=> (ii).
Soit fçOTi, /'non constante convergeant au moins pour

2€D(jR)=l z \z\>R\

et telle que, Vaeû(J?), aeA==>/'(a)e 5'(A, y).
Il est impossible que u(f)^o,. Sinon /'(z) convergerait quand \z -^oo

vers un élément de JC [nul si y(f) > o].5'(A, y) étant discret et A conte-
nant des éléments de valeur absolue aussi grande que l'on veut, il en
résulterait que f est constante sur AnD(R), donc constante, ce qui est
contraire à l'hypothèse.

Nous avons donc v(f)=—r<o.
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Quand | z [ -> oo, /v^- tend vers une limite non nulle dans k, quitte

à prendre R plus grand, nous supposerons V zçD(R), \ f(z) [> C| z\'\
où C> o.

D'après ce que nous avons vu au paragraphe 2, on peut écrire alors :

VaçAnDfT?), Vn^i, fW= Un(^)+ ^(a),

avec

U,(a)€A, |£,(a) <^(C a ^T.

D'autre part, f'1 est la somme d'un polynôme Pn et d'une fonction
méromorphe r]n telle que u(r]n)> o, on a donc

V 2 € D CR), /'(^ == Pn (z) + ïm (z) et •̂  (2) -^ o quand | z -> oo.

VaeAnûGR), Vn^i, P/.(a) == ^(a)+£/,(a)—7î/,(a).

D'après le lemme (A) du paragraphe 2.2, on en déduit P,<eA' et il
existe Rf tel que

VaçAnD^), £.(a)=ïî,(a), d'où ] ïî.(a) [ < ̂  (C | a I^-T

(J?/ dépend évidemment de n).

Par un raisonnement déjà fait (en vertu du fait que V R" A n D (R") -^ 0),
il en résulte que

u(^n)^rnr où r=—u(f).

On a donc
Vn^i, |^—P. .^l/"!.^,

et d'après le théorème du paragraphe 1.2, on en déduit /*eS(A/, y).

3.2. — Réciproquement (ii) ==> (i).

Évidemment, si /'^^(A', y), on a u(f)<o, donc /"n'est pas constante.
D'autre part, les considérations classiques sur le polynôme de Newton

montrent que feSÇA', y) si, et seulement si, f est l'unique racine de
valuation négative d'un polynôme F(X), où

F(x)=xA+e^-J+...+e., <?i, ...,e.eA;
deg@i>o, degÇ^(i+y—yA)deg(?i pour 7 c = 2 , . . . , 5 .
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y étant par hypothèse irrationnel, on peut remplacer les inégalités,
sur degQh, par des inégalités strictes : si l'on pose

Y o = s u p i p e R | \fk =2, . . . ,5 ; degÇ^(i+p-—pÂ:)degÇii ,

on a YO>Y.
La méthode classique des séries majorantes montre que les dévelop-

/ iVA/
pements formels en série de ( - ) que l'on peut obtenir pour les racines

\2 /
d'une équation algébrique convergent pour z \ assez grand. Il en résulte,
en particulier, que f est méromorphe à l'infini, et, comme u(f)<o, que,
pour \z\ grand, f(z)\>i. De même, les autres racines de l'équation,

XS+Q,(z)X-}+...+Q,(z)^o,

ont des valeurs absolues bornées supérieurement dès que z \ assez grand
par

C . C'
\z\-^v(f)~ |f(z)|ï"

et, pour |z grand,

fW^0 "7W'
D'autre part, si ose A et | a grand, /*(a) vérifie l'équation

?)î+^(^)/l(^-l+.•.+e.(^=o
à coefficients dans A, /'(a) est donc entier algébrique sur A et les autres
conjugués sont aussi racines de cette équation (qui n'est pas nécessai-
rement irréductible), donc ont une valeur absolue ^ | /"(a) -T ce qui
implique /*(a)e S(A, y).

REMARQUE. — Si y était rationnel, on concluerait que les conjugués
de /'(a) ont une valeur absolue ^C /'(a) -ï, donc f(a)e S(A, ̂ f)
avec Y^Ï aussi proche qu'on le veut de y dès que a est assez grand en
valeur absolue.
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