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UNE METHODE D'APPROXIMATION
DE LA SOLUTION DES EQUATIONS DE NAVIER-STOKES

PAR

Rocer TEMAM
[Paris] (*).

Introduction.

L’objet de ce travail est ’étude de I’approximation par une méthode
de différences finies du systéme de Navier-Stokes :

Jdu
9P Au—}Eu,d + gradp =,
j=1
(1) te(o,T), €, LQouvertdeR?, n=o2o0ul, u=(u, ..., ),
divu = o,
ux, ) =o si xel =0Q,
l u(z, o) = u,(x) donné.

L’approximation du probléme (1) fait déja I'objet de nombreux travaux
(dont seulement quelques-uns sont rappelés ci-aprés). Krzivickr et
LapvzENskaJa étudient dans [6] I’approximation du probléme (1) par
des méthodes de différences finies, et démontrent, par des méthodes
d’énergie, la stabilité et la convergence des schémas proposés; dans ces
schémas, la condition discrétisée divu = o est vérifiée a chaque pas,
ce qui rend assez difficile la résolution effective des problemes approchés.

D’autres méthodes d’approximation, évitant les difficultés dues a la
contrainte divu = o, ont été étudiées et utilisées : Fromm [2] évite ces
difficultés en introduisant (en dimension 2) la fonction de courant;

(*) Ce travail a été achevé pendant un séjour de Vauteur a I’Université de
Sherbrooke, P. Q. (Canada).
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Harrow [3] et JANENKO [5] proposent aussi des méthodes de différences
finies totalement différentes mais pour lesquelles la condition discré-
tisée divu = o n’est pas vérifiée exactement.

La méthode étudiée ici se rattache & ce point de vue. Le principe
de cette méthode est le suivant.

12 On approche le probléme (1) par une famille & un paramétre ¢ (¢ > o)
de problemes similaires mais pour lesquels la contrainte divu = o est
supprimée

/ n
Ju; N~ Jdu. | S
=1
) le(o, T), z€X,
divue = —ep;,

u(zr, ) =o si zel,
u:(z, 0) = Uy (x)

Le systéme (2) se réduit évidemment a4 une seule équation en u,
obtenue en éliminant p.. Le terme g(divug) u. a été ajouté dans la
premiére des équations pour que le probléme (2) soit « bien posé ».

On démontre (en dimension d’espace égale a 2; cf. ci-aprés) que le
probléme (2) posséde une solution unique et que, pour &—o, u.— u,
p:—>p, u et p étant les solutions de (1); ces résultats font 1'objet du
paragraphe I.

20 Les problémes (2) sont approchés ensuite par des méthodes clas-
siques de différences finies. On étudie, par des méthodes d’énergie,
la stabilité des solutions des problémes aux différences finies et 1’on
démontre la convergence vers u et p de ces solutions, lorsque ¢ et le pas
tendent vers zéro; ces résultats font I'objet du paragraphe II.

Il est évident qu'on peut envisager d’approximer les problémes (2)
par d’autres méthodes de différences finies que celles proposées ici.
De méme, on peut envisager d’autres problémes perturbés que (2)
(cf. ceux de JANENKO [5]).

Dans ce travail, nous supposons, pour simplifier, que I'ouvert Q est
borné et que n = 2. Toutefois, nos résultats s’étendent au cas ol 2
n’est pas borné et, dans une certaine mesure, au cas n=3 (cf. I,
Remarque 2.1). La méthode étudiée ici fait I'objet d’essais numériques
dont il sera rendu compte ultérieurement.

Je tiens & remercier ici M. LioNs qui m’a suggéré I'idée de ce travail
et s’est intéressé & sa mise au point.
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Le plan est le suivant :

I. Approximation par des fonctions a divergence non nulle.

. Notations.

. Enoncé des résultats essentiels du paragraphe I.

. Démonstration de l’existence dans le théoréme I.1.
. Démonstration de I'unicité dans le théoréme I.1.

. Démonstration du théoréme I.2.

. Approximation de la pression.

SOt W N -

II. Approximation par des différences finies.

. Notations.

. Les schémas de différences finies.
. Estimations a priori.

. Théorémes de stabilité.

. Théorémes de convergence.

. Approximation de la pression.

S Ot W=

I. — Approximation par des fonctions
a divergence non nulle.

1. Notations.

Soit £ un ouvert borné de R* de frontiére I' réguliére. On ne considere
ici que des fonctions a valeurs réelles et ’on appelle H' () 'espace
de Sobolev d’ordre 1, et H;(2), le sous-espace de H!(£2) des fonctions
nulles sur la frontiere I' de 2. On pose

G = L,(Q)?, W =H; (Q)*;

G et W sont des espaces de Hilbert pour les produits scalaires et les
normes respectifs :

(0=, [ F@a@ds \fl = 0"
: ou;(x) dv;(x N
@oy=3 [H52 5 ul =@ oy
i,j=1
L’espace W est inclus dans G et dense dans G; 'injection de W dans G
est continue (en raison de I'inégalité de Poincaré).
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Soit V={u|ueW, divu =0} et soit H I’adhérence de V dans G.
Pour u, ve W, on pose '

I 1.1) d(u, v) =fg(divu) (divo) de;

d est une forme bilinéaire symétrique continue, sur Wx W.

Pour u, v, we W, on peut définir

. 1 : ) dw; o,
(1,1_2) b(ll, v, H))——z- 2 \/()lli<d—xiLU/_‘U/%;>dx,
i,j=1 ™

et b(u, v, w) est une forme trilinéaire continue sur Wx W x W,
Plus précisément, soit

(I;1.3) b (u, v, w) = b, (u, v, w) + b.(u, v, w),

_1I 9%
b: (u, v, w)_E_Z‘ Luldxiw,dx,

i, j=1

2

En raison de I'inégalité de Holder, b;(u, v, w) est une forme trilinéaire
continue sur L, () x H} ()2 x L, ()%, b, (u, v, w) est une forme trilinéaire
continue sur L, () X L, ()* X H} ()% Enraison des inégalités de Sobolev,
la dimension d’espace étant égale & 2, H; (2)C L, ().

Notons que

I;1.4) b(u, v, w) = Z /K;uig%w,» dx + éZ fQ(divu)v,w/dx.
j=1

i,j=1

Cette égalité est évidente si u, v, w sont des vecteurs continiiment
différentiables 4 support compact dans £; elle est donc vraie par conti-
nuité quels que soient u, v, w dans W. Si u, v, weV (ou si seule-
ment ue V), on retrouve ’expression usuelle de b :

_ -ﬂ ()U,' )
b(u, v, w) = z Lui%w, dx.

i,j=1

2. Enoncé des résultats essentiels du paragraphe I.

Soit T > o fixé; si X est un espace de Banach, on appelle €(o, T'; X)
I'espace des fonctions continues sur (o, T) & valeurs dans X, et
L,(o, T; X) (p>>1) 'espace des (classes de) fonctions L, sur (o, T)
a valeurs dans X.
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Le probléme exact, recherche des solutions turbulentes des équations
de Navier-Stokes, est le suivant (c¢f. J. Leray [7], [8]) :

ProBLEME I.1. — Pour u,€ H et f€L,(o, T; H) donnés, trouver une
fonction u

(I3 2.1) ueL.(o, T; V)nL, (o, T; H),

et vérifiant
T

G22) [ =@ ¢ O+ (@O 2O+ bE, u ). 7))}

0

_ f (), 9 (D) dt + (o, 9(0)),

pour toute fonction ¢ telle que
(I;2.3) 9€c(o, T; V), <¢'€Li(o,T; H), ¢(T)=o.

On sait (cf. Hopr [4], Lions [9], Lions et Propi [13]) que ce probléme
posséde une solution unique; la fonction u est continue de (o, T) » H,
et vérifie u(o) = u,. Nous nous proposons d’approcher cette fonction u.

Pour tout ¢> o fixé, on associe au probléme I.1, le probléme
« approché » suivant :

ProBLEME I.2. — Trouver une fonction u.
(I 2.4) u:€Ly(o, T; W)nL_ (o, T3 G),

et vérifiant

G25) [ @O ¢ O+ (@ 1)

0 \

+ 2 d (), 9O) + b(u(), us(), 9 (O) (dt

T
= [ (O, 2®) dt+ (0 ()
0
pour ltoute fonction ¢ telle que
(I; 2.6) 9€C(o, T; W), 9'€Ly(o, T; G), o(T) =o.
On démontre dans les nos 3 a 5, les deux théorémes suivants :

TutoriME I.1. — Pour ¢ > o fixé, le probléme 1.2 posséde une solu-
tion u. unique. Cette solution u. vérifie, en oulre,

(1;2.9) |l 6+ | U (o 7 )+ = | diVUe |2, @< Ly
£

ot L ne dépend pas de ¢ (mais dépend de v, T, u, et f).
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TuEorEME I.2. — Lorsque ¢—o, u. tend vers la solution u du
probléme 1.1, dans L,(o, T; W) fort et dans L_(o, T; G) faible (*).

RemMARQUE 2.1. — Les théorémes 1.1 et 1.2 redonnent l’existence
d’une solution du probléme I.2, mais cela n’est pas important car la
démonstration du théoréme 1.1 est assez voisine de la démonstration de
Pexistence et I'unicité de solution du probléme I.1 [9][13].

REMARQUE 2.2. — Les résultats précédents se généralisent en dimension
d’espace égale 4 3 mais, pour les problémes approchés, de méme que pour
les équations de Navier-Stokes, on ignore s’il y a unicité de la solution.
De maniére précise, on pose dans ce cas G = L,(2)’, W= H;(Q)y;
pour tout ¢ > o, le probléme I.2 posséde une solution u. (non nécessai-
rement unique) qui vérifie (I; 2.7), et il existe une sous-suite ¢'— o,
telle que u;.—u dans L,(o, T; V) faible et L_(o, T; G) faible, u étant
une solution du probléme I.1.

3. Démonstration de l'existence dans le théoréme I.1 ).

L’espace @ (L) des fonctions, indéfiniment différentiables a support
compact dans £, est dense dans H}(L2). Il existe donc une base de W
formée d’éléments w; € @ (£2)%.

» . Q . N cop 2 .
Pour m donné, soit usm=z g;mWw; la solution du systéme différentiel

(I 3.1) 3 e 0, 0) + 9 (Wen ), )
+ 2 d(en®, W)+ b(Uen (), uen (), w))
=(f@w) (=1 .. m)

(I53.2) ue,, (o) = projection, dans G, de u,
sur I’espace engendré par w,, ..., Wp.

Ce systéme posséde une solution u, définie sur un certain inter-
valle 0o =t 0,, pouvant dépendre, a priori, de m; en raison des esti-
mations a priori ci-aprés, la solution est définie en fait sur tout l'inter-
valle (o, T).

On multiplie (I;3.1) par g¢;., et P'on ajoute ces égalités pour
j=1,...,m; il en résulte, puisque b(Uem(?), Ucm (), U:m (t)) = O,

() Topologie de dual faible de L, (o, T'; G).
(*) Lalecture des n°s 3 a 5 n’est pas indispensable pour la compréhension de la suite.
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d’apres (I; 1.2) :

AP

tten ()| + £ d(ten (s ten () = 2(f O, uen (1);

13.9) Jun® 2 [ |2l + 2 a0 1o )|

0

—lan@h 42 [ (O, wen ) .
Le second membre de (I; 3.3) est majoré par
lmv+dﬂmnwm®Wémw+%lﬂmwm+§[lwww1
a5 [Ciroras [0l

ou ¢, désigne la norme de l'injection de W dans G (les c¢; désigneront
plus généralement des constantes positives diverses).

D’ou

| tesm (3) |2 +f 5( v [| Uem (t) “2 -+ ? d(uem (t): Uem (t)) % dt
c: r
Zlwl+ S [ IfOFd, Vselo T);
(I§ 34) | Uene liw(o, 7o) FV H Ucm “i,(o, T V) -hg | div tg, ‘L(QX[U, T})
¢ r’
Zlup+S [ ok

Soit & présent fi.,, (resp. f) la fonction égale & u.,, (vesp. f) sur (o, T),
et a o en dehors de cet intervalle; on a, au sens des distributions sur R,
I'égalité

d . - ~ ~
(I; 3. 5) m(usm’ w/‘) + V((u.zm, wj)) + %d(usm’ wj) + b(uam, Uem, w/‘)
= (f, w;) + (e (0), ) 819y— Uenn (T), W)) 3z,

ol 9, désigne la distribution de Dirac au point a.

Pour tout ¢, la forme linéaire v +> b (ficm (2), Uen (¢), V) est continue sur V,
et il existe donc 3., (f)€ V tel que

(I; 3.6) b(lien (D), Uen (D), 0) = (Fen (D), v)), VvV,



122 R. TEMAM.
La fonction {1 3., (f) est mesurable dans V, et puisque
[Fen @ | = e[| Bem @ [

$em € Ly (— 00, + 003 V).
On peut alors écrire (I; 3.5) sous la forme

d . ~ ~
Et (uama w/’) ‘[“ v ((usrm w/)) + % d(usms wj) + (((Psm.’ w/))
= (f’ w;) + (Uem (0), w;) 810)— (e (T), ;) Om),

et, par transformation de Fourier, on obtient (&, ..., désigne la trans-
formée de Fourier en ¢ de ugp, ...) :

17(Bem (7), w)) + ¥ ((Ben (7), w))) + Ed (8 (), w)) 4 ((Bem (), w)))
= <f(7)’ w/'> + (tem (0), W) — (Uen (T), w;) exp(—iT'7).

On multiplie ces égalités par ;.. (), et ’on somme en j. Prenant ensuite
les modules des parties imaginaires du résultat, on obtient :
11 2n @) P T @] 8em () |+ ten (0)]-] Qe (7 |
| ten (T) |1 Qe (7) | 4[| Gem () [[ - | Bem () [|-

Mais
! ﬁsm (T) | é Cq “ i\lem (T) “, I Uem (O) I é | Uy |’
et, avec (I; 3.4) et (I53.6)
” C/{BSHL(T) “ é Cay I Uem (T) | .é Cs;
d’out

711 8en @) L[ @) [ Ben (@) | + 6 [ 2 (@) .
On en déduit alors, comme dans Lions [10] (chap. IV, n° 2) :

—+
1; 3.7) f <[ n@ P ds e pour o<y <

ou la constante ¢; ne dépend pas de ¢ ni de m (mais dépend de v, v,
T, u, et f).

Le parameétre ¢ est actuellement fixé. D’apres (I; 3.4), on peut extraire
de 1., une suite (encore notée u.,,) telle que
(I53.8) U, —u. dans L, (o, T; W) faible et L, (o, T'; G) faible,

u. vérifiant (I; 2.7). -

Puisque Q est borné, l'injection de H,; () dans L, (£) est compacte

et donc aussi I'injection de W dans G. Avec (I; 3.7) et un théoréme de

compacité de Lions [10] (chap. IV, prop. 4.2), on peut donc choisir la
sous-suite de maniére que

(I;3.9) U.,, — U: dans L, (o, T; G) fort.
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On va montrer que u. est solution du probléme I.2, Pour cela,
on multiplie (I; 3.1) par ¢ (f), ou ¢ est une fonction réelle contintiment
différentiable sur (o, T'), avec J(T) = o; on intégre de o 4 T, et ’'on en
déduit :

@310 [ @O YO )+ (@en®, $O)
(), $OW) + b(uen (), 1o, YO w)) | &l

— [ (@ 4Ow) dt + @en (o), $()w).

Grace a (I; 3.8), on peut passer a la limite dans les termes linéaires;
grace a (I; 3.8) et (I; 3.9), on peut passer a la limite dans le terme
non linéaire (cf. lemme 3.1 ci-aprés); par ailleurs, u»(o)—>u, dans G
fort. On obtient a la limite :

[ = @0, 9 0) (e, o)
+ 2 d @), 9 (O) + b)), us(), ¢ () { dt
S ECRIOLERCRION

olt ¢ =4¢wj, j>1, est quelconque. Cette égalité est donc aussi valable
pour toute fonction ¢ combinaison linéaire finie de Yw;, et, par conti-
nuité, pour toute fonction ¢ vérifiant (I; 2.6).

Cela montre que u est une solution du probléme I.2.

Dans ce qui précede, on a utilisé le lemme suivant :

LemME 3.1. — Soit v,, une suite de fonctions de L, (o, T; W), avec v,, v
dans L,(o, T'; G) fort et Ly(o, T; W) faible. Alors,

[ 30u®. 0u ). 5 it~ [ D@0, 00, o)

quel que soit le vecteur ¢ = (91, 92), ¢, €C (2 X (0, T)).
La vérification de ce lemme est immédiate.

ReMARQUE 3.1. — En raison de (I3 3.7), on a
+»
(1; 3.11) f |2 [21] 8o (7) [P de = c,

la constante c; étant indépendante de .
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4. Démonstration de l'unicité dans le théoréme I.1.

4.1. Un résultat de régularité. — Nous introduisons tout d’abord
quelques nouvelles notations.

On appelle W' I'espace d’interpolation (W, G).» (cf. Lions [12]);
on a WcW'c G et, pour tout ue W,

(I; 4.1) [l =celu”[luf".

Puisque Wc H!(2)?, on voit, par interpolation, que
(W, G)ipc (H'(Q) La(2)*)1p = H'* (Q),
ou H'2 (L) désigne I’espace de Sobolev d’ordre fractionnaire 1/2. En dimen-

sion d’espace 2, H'/2(2)c L,(R) et ainsi W2 L, (2)?, I'injection étant
continue.

La forme trilinéaire b,(u, v, w) étant continue sur
L, (22)* x Hj (£2)> x L, (Q),
est aussi continue sur W2 x W x W' et, d’aprés (I} 4.1),
(I; 4. 2) | bl(u’ v, I.U) I =y I u I;[/i/'?-“ U” lel//j/'l'
De méme, b,(u, v, w) est une forme trilinéaire continue sur
Wit x Wit x W et
(I; 43) | bz(us v, w) ] < ¢ ] u l/;ﬂ/2 ! v lyﬂ/2 “ w “'
On peut identifier G & son dual; (W)’ (resp. W') désignant le dual
de W' (resp. W), on a
WcW”c Gc (W2 cW,

les injections étant continues, et chaque espace étant dense dans le
suivant.

Pour ue W, on appelle respectivement Au, Du, B;ue W', les formes
linéaires v+ ((u, v)), v >d(u, v), v~ b;(u, u, v) (i =1, 2). D’apres ce
qui précéde, on a méme B,ue(WY%)' et

(I; 4.4) f 1Biulgpny Z sl ulyore [,

( | B,u le ey | u |?,/1/2-

Si ueL,(o, T; W), on vérifie que Au et DueL,(o, T; W) et que
BiueL,(o, Ty W') (au moins).
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LemuME 4.1. — Toute solution u. du probléme 1.2 vérifie aussi

(I3 4.5) { U € Ly (o, T5 W)nLi(o, T3 W),
T u: € Ly(o, Ty W)+ L,js(0, T'; (W2)')3
(I; 4.6) . (f) +v Au. (f) - EgDuE(t) + Bu.(f) = f(), p. p.t€ (0, T);

u: est p. p. égale a une fonction continue de (o, T) +> G et
I;4.7) u:(0) = uy.
Démonstration. — D’aprés (I; 2.4), et par interpolation,
u:€ (La(o, T; W), L, (0, T; G))1yo= Lu(o, T W),
Ecrivons (I; 2.5) avec 9e®()o, T(; W), espace des fonctions indé-

finiment différentiables a support compact de )Jo, T(~ W; on en déduit
que u. vérifie ’égalité

u:+vAu. + gDuE +Bu.=f
au sens des distributions vectorielles sur )o, T( & valeurs dans W’
(cf. ScawarTz [15]). Mais
Au.eL,(o, T; W), Duc€L,(o, T; W);
d’apreés (I; 4.4),
Biu.€Lys(o, T; (W2)),  Biu:€Ly(o, T; W')
et ainsi
u: € Ly (o, T; (W) + La(o, T; W');

(I; 4.5) est établie.

Il résulte de Lions [11] que toute fonction vérifiant (I; 4.5) est p. p.
égale a une fonction continue de (o, T') = G. Il ne reste donc & montrer

que (I; 4.7).
Multiplions (I} 4.6) par ¢ (f), ¢ vérifiant (I; 2.6), et intégrons de o & T';
il vient :

[ <. 90> + (@, 7o)

+ 2 d (@), 9(O) + b(u:(0), u:0), o) { dt

S UCRIOL
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{ , > désignant la dualité entre W' et W. On peut intégrer par parties
le premier terme :

[ <, 00> dt = — (e o) — [ @), ¥/ 0) dt

Par comparaison avec (I; 2.5), on a alors
(e (0) — o, 9(0)) = o,
et, puisque ¢ (o) est quelconque dans W, u.(o) = u,.

4.2. Démonstration de U'unicité. — Soient u. et v. deux solutions du
probléeme I.2, et soit w = u.—wv.. D’aprés le lemme 4.1, w(o) = o et

w () +vAw()+ laDw(t) +Bu.(f)—Bv.(f)=o0 p.p.
On multiplie scalairement cette égalité par w(?) :
(I; 4.8) <w®), w®)) +» [[w@ [+ %d(w(f), w(?))
+<{Bus(t)— Bo.(t), w(®) > = o.

D’aprés Lions [11], et pour toute fonction vérifiant (I; 4.5),

WO w>=" 2P
Puisque b(u, v, v) =0, VveW, on a
{Bus(t) —Bv:(t), w(t) > = b@(), u:(), w(?)),
et (I; 4.8) devient

2w+ 23 | = —2b@, w0, w().

A Taide de (I;4.1), (I; 4.2) et (I; 4.3), on peut majorer le second
membre de cette inégalité par

e (O 1 [ [P 1) 1 [ 00 [ + e [0 (@ | [ @ [ ) |
=3 [ + e+ 20 P | w0 [ 0O .
D’olt
i@ P < ewGr w0 [0 lwOF p.p;

puisque F(f) =cwo(1 +|u()|?)[|u:()|* est une fonction sommable
sur (o, T), il résulte du lemme de Gronwall que w(f) = o p. p.

Cela termine la démonstration du théoréeme I.1.
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5. Démonstration du théoréme I.2.

5.1, Un lemme. — ® (L) désigne comme précédemment ’espace des
fonctions indéfiniment différentiables & support compact dans Q.
LeEmME 5.1.

V=0QYNV=1{9/¢ = (91, 92), : €RD(R), divg = o}
est un sous-espace dense de V,

V={ulu=(uw, u,), u;€ H; (L), divu =o}.
Ce résultat est classique.

5.2. Premiére partie de la démonstration. — La solution u. du pro-
bléme I.2 vérifie les majorations (I; 2.7) et (I; 3.11) indépendantes
de ¢. Il existe donc, pour ¢ — o, une sous-suite extraite de u. (encore
notée u:) telle que

u.—w dans Ly(o, T; W) faible et L_ (o, T; G) faible,

I;5.
( D u:—w dans Ly(o, T; G) fort. .

(On a utilisé Lions [10], comme pour (I 3.9).)

D’aprés (I; 2.7), divue—> o dans L2(Q X (o, T)) fort; mais il résulte
de (I;5.1) que divu.—divw dans L.(2X (o, T)) faible, et ainsi
divww = o; puisque divw(f) =o pour presque tout f{, w(f)eV p.p.
et alors

weL,(o, T; V)nL_(o, T; H).

Soit ve @ (2)>N 'V, et soit U une fonction scalaire continiment diffé-
rentiable sur (o, T'), U(T) =o0; ¢ =dwv vérifie (I; 2.6), et I'on peut
donc écrire (I; 2.5) avec cette fonction ¢; on a divei=o0 et donc
d(u:(t), v) = o et il reste :

T

f {— @, ¢’ ) + ¥ (U:), 9O)) + b(u: (), u: (), ¢ (D) }

0

= [ . @) dt+ @ (0.

On peut passer a la limite dans cette égalité en utilisant (I; 5.1) et,
pour le terme non linéaire, le lemme 3.1; on obtient

(I; 5.2) f (—@®, ')+ (@®, 9O)) + b@®, w®, ¢(®) ] dt

0

— [ ¢ 2@ at+ @, 2 @),

ol o =Up, vE@R)2NV, veei((o, T)), U(T) = o.
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L’espace @(2)*NV étant dense dans V (lemme 5.1), 'égalité (I; 5. 2)
est encore vraie par continuité pour v€ V quelconque. L’égalité (I; 5.2)
est aussi valable pour ¢ combinaison linéaire finie de fonctions yv et,
par continuité pour toute fonction ¢ vérifiant (I; 2.3).

Il en résulte que w est solution du probléeme I.1. Puisque ce probléme
posséde une solution unique, w = u et c’est la suite u. toute entiére
(et non une suite extraite) qui donne lieu aux convergences (I; 5.1).

5.3. Deuxiéme partie de la démonstration; résultat de convergence forte.
— Considérons I’expression

Xe=u(D)—u(m+2v [ )y —u @ di+ 2 S a0, w0
On peut éerire X, = X' + X2 + X2, avec
x1=1u(T)szfoTuu(t)n?dt,
X2 = —a(ue(T), u(T) — b f (@), u) s,
Xi=lu(mp— [ { vl u@ [+ L d(u, w0) d

0

On vérifie dans le lemme 5.2 ci-apres que (u:(T), v)— (u(T), v),
VveH, et donc (u:(T), u(T))—|u(T)*; avec (I;5.1) (ou w=u),
on obtient

lim X? = —2X!.

>0

La fonction u. vérifie une égalité d’énergie qu’on obtient en multi-
pliant scalairement (I; 4.6) par u.(f) et en intégrant de o a T. D’apres
Lions [11] et en raison de (I; 4.5),

> f (0, w()> dt = | n(T) | 0 (0)
on obtient alors .
xi=» [ (O u@)dt +
el ainsi
limX? = X' = fo T(f(t), u(t) dt + | u, |2,

e>0
limX, = X*— X!

=lwl 4o [ (@, u@) d—|u()—a f u() [ d.
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L’expression X*— X! est nulle en raison de I’égalité d’énergie vérifiée
par u (cf. Lions [10]). Il en résulte que X.—o et donc u.—>u
dans L, (o, T; W) fort.

ReEMARQUE 5.1. — I en résulte aussi que

(1; 5.3) Z-divu:—>o dans L,(2x (o, T)) fort.
\/ g

I1 reste 4 démontrer le lemme suivant :

LeMME 5.2.
(u (T), v)y > (u(T), v), VveH.

Démonstration. — D’aprés le lemme 3.1, la fonction u. est continue
de (o, T) > G et avec (I;2.7), |u.(T)| <L L.

Il suffit donc de démontrer le lemme pour des v e @ (£2)>*N V, sous-espace
dense de V, donc de H (lemme 5.1). Pour v ainsi choisi, on multiplie
scalairement (I; 4.6) par v, et I’on intégre de o a T'; il vient

(U (T), v) = (o, V) + f (@D, v) —> (e (O, 0)) — b (u (), u: (1), v) | dt.

D’apres (I; 5.1) (ot w =u) et le lemme 3.1, le second membre de
cette égalité converge, pour ¢ —- o, vers

(o, v) + f L(F®, v) —v((u@), v)) —b(u(@), u@®), v) | dt,
et le lemme 5.2 est démontré.

6. Approximation de la pression.

On sait que si u est solution du probleme I.1, alors il existe p e ®'(Q)s
espace des distributions scalaires sur Q = £ X )o, T(, tel que

’ ou ou
(I; 6.1) 5 —»Au +?u’dxl +gradp =,

au sens de @’ (Q).

De maniére analogue, si I'on écrit (I; 2.5) avec 9 € @ (Q)*[@(Q), espace
des fonctions scalaires indéfiniment différentiables & support compact
dans Q], on voit que u. vérifie

du

(I;6.2) —vAu, —1—2 us; dx“ 4+ = (dlvu )u.— - grad divu.=f,

BULL. SOC. MATH. — T. 96, FASC. 2. 9
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au sens de @’(Q). En posant
(1; 6.3) pE=—18divu5,
(I; 6.2) devient
1 6.4) 2%y Ay +éu-"—"a+1(divu.)u.+ rad p. = .
s . dl & =24 dxl € €, g g p:; .
i=1

Les résultats de convergence du théoréme I.2 s’interpreétent ainsi

u;—u; dans L_ (o, T; L,(R2)) faible et L,(Q) fort,
(I; 6.5) dua_i dui
()SII/ - %;

dans L, (Q) fort, i, j =1, 2.

On peut donner aussi maintenant, un résultat d’approximation de p
(la pression). D’apres (I; 6.5),
dua- dlli : ()llgi " dlli
Tt_)d_t’ Aug;— Au,, EHS’EE—*EU’()@’
j=1

j=1

(div ue) ue; — o,

dans @'(Q) et méme dans H—'(Q), espace dual de H;(Q).

Par comparaison avec (I; 6.1) et (I; 6.4), il vient

. { 0 ( divu\ dp. Jp _ .
(I;6.6) | 9, — )= oz, oz, dans H—'(Q) (i=r1, 2).

II. — Approximation par des différences finies.

1. Notations.

Soit h= (hi, h:), h;>> o, le pas en les variables d’espace. Nous intro-
duisons les notations suivantes :
— R, 'ensemble des points de R? de coordonnées (j,hi, j.h.),
Jji entiers de signe quelconque;
- T/l(M9 0)9 M= (P‘l, [J"Z)s
. h h h, h,
le pavé ] {J~1—;17 [T —2—1 [ X ]m—;, e+ ;[;
— o (M, 1) =) = (M + (ji s, jahs), 0)3

]'1:0,1
Ja=0,1
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— Win, la fonction caractéristique du pavé (M, o);
— V., Vi, i =1, 2, les opérateurs de différences finies

> >
ViCP(fl?)=(P(x+h;Z—CP(x)? vicp(x):q’(x)—;?fx*hi),
> >
ou h1 - (h1, 0), hg = (0, hg).
On associe & I'ouvert &, I'’ensemble de points £, :

Q= {MIMER&, T/L(M, I)CQ;.

Soit 4 présent V), I'espace des fonctions étagées u, :

u(x) = 2 u, (M) wy u (), u, (M) e R

Me,

L’espace V, est de dimension finie, mais sa dimension N (h) -+ o0
lorsque h— o. On définit sur V, deux produits scalaires

1
(Up, O)r = f u () v, (x) dz | = (Wn, un)j;
Q
2

(. "’l»’lzzf (Vew@) Cron@) dws |l = (@ v

i=1

Ces produits scalaires sont hilbertiens, le second en raison de 'inégalité

de Poincaré discrete qui donne ici
(II; 1. I) ( u |hé Co ” up ”/L; v u,e V]L’

ol ¢, est égal au diamétre de Q (cf. J. Cea [1]).

Puisque V) est de dimension finie, les normes | uy |, et || us [|» sont équi-
valentes; plus précisément, on a les inégalités (II; 1.1) et

(G 1.2) ez SO | S(h)=2<hif+llig)”.

On définit encore, pour chaque h,

— o4, Opérateur linéaire de H dans V,; p,u = u, avec

u/t(M)z—I—f u@)de, ¥ Me,.
hy h, (M, 0)

On vérifie aisément que

(I1; 1.3) lonln= sup |patl|s=l1s
ue

KA
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— dn(us, v2), forme bilinéaire symétrique sur V, XV, :

din, i) = fo <Zvi w (x)> <2v S (x)> d.

j=1
On a
(I1;1.4) [ dn(un, va) | = (di(urs un))? (di (v, v2))V?;
(IT; 1.5) diw, w) <o || w33

— bi(un, v, wy), forme trilinéaire continue sur V,x V,xV, :

butns v w) = = N, [ o { (Vao) @y0) — ©70) (Vo)  da
/)

i,j=1

Evidemment

(I1; 1.6) bu(Uns U, V1) =0, V U, VLE V.

2. Les schémas de différences finies.

Soit N un entier destiné a tendre vers l'infini et k = T/N; on pose

nk
(II; 2.1) o= ]ic oaf(s)ds (n=1, ..., N).
(n—1)k
On associe au probléme I.2, les schémas aux différences finies suivants :
On pose

(IT; 2.2) uj, = pplly,

puis on définit de proche en proche, uj, ..., uy; up, ..., up~' étant
supposés déterminés, on définit u} de la maniére suivante :

ScuiEma (I).

u? est la solution dans V) de
(II; 2-3) ;{(UZ—UZ'_1, vh)h "'I_ v ((le, v/l))/l. + Eldh(uz’ Uh) + bh(uﬁ—ig u;:9 Uh)
=(fr o) VYV ULEV,.
ScuiEma (II).
u? est la solution dans V), de

(II’ 24) I'E(.(u;:_ u;zl—ta v/l)/l +v ((1175, vh))/z + gdh(uz, l)h) + b (uz' 1, uZ' 1’ Ull)
= (f;:3 U/L)/z, Vuv.e V/L.
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Scugma (III).

u} est la solution dans V; de
(I1; 2.5) & @h— i o v (@, v

1
+ g dh (ulli_iy v}l) + bh (u}:_i, uz_j, l)/l)
= (% v, VY U.E Vi

L’existence et I'unicité de u}; vérifiant (II; 2.5) est évidente.
Pour les deux premiers schémas, la détermination de u} se raméne
a la résolution d’un probléme linéaire du type :

(I1; 2.6) ar(uy, vz) = Ln(vs), VYV vr€ V),

ol a;(us v;) est une forme bilinéaire sur V, x V; et ou L, € V), est connu.
En raison de (II; 1.6) on a, dans les deux cas,

1
an(Un, Up) > ]—61 ul}s

Iexistence et l'unicité de uj vérifiant (II; 2.6) [c’est-a-dire (II; 2.3)
ou (II; 2.4)], résulte alors du lemme classique de Lax-Milgram.

REMARQUE 2.1. — Le schéma (III) est explicite. Les schémas (I) et (II)
sont implicites; la détermination de u} nécessite I'inversion d’un certain
opérateur linéaire A7, symétrique dans le cas du schéma (II), non symé-
trique dans le cas du schéma (I).

3. Estimations a priori.
3.1. Etude du schéma (I).

LemME 3.1. — Les u} définis par (11; 2.2) et (II; 2.3) vérifient les
majorations suivantes :

Iu;”héc (n=0,...,N),
N
I1; 3. s ,
( g kZ%H ah i+ S (i w) (=G,
n—=1 :
ou C est indépendant de ¢, k et h.

Démonstration. — On écrit (II; 2.3) avec vr= u} et, avec (II; 1.6),
on obtient

2 k n n n n
W —up™, uy), + kv | u} |7+ : d, (a3, uy) = k(f}, up),.
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D’ou
i | i g i ok (g [+ 2K d, )

= ok(fi, upp<Z 2k | fhln| W == 2keo | i 10 || Uk |la
A =aI AT

et

(L3 3.2) | uh [i— | wf [+ | i i e | 4 22 d ()

=k fr 13

Ajoutant ces inégalités pour n=1, ..., m, on obtient

m N
n |2 2 CZ n |2 2 62 2
Jwi R uh k2 YR ah Ak D R

n=—1 n=1

puis, ajoutant ces inégalités pour n =1, ..., N :

N N
2 n 2 2 n n 2 02 n |2
i+ KX v+ 2t )| < w2 R X 72
n=1 n=—1
Il nous suffit, & présent, de démontrer que le second membre de ces
inégalités est majoré indépendamment de ¢, k et h.
Or, d’aprés (II; 1.3), (I1; 2.1) et (II; 2.2),

(I1; 3.3) bR,
N N nk 2 N nk
KXIE= 2| [ wf@d| =X [ lafelids
n=1 n=1 (n—1)k h n=1 (n—1)k
v r
(I1; 3.4) KN If= [ 1) R ds.
n—1 “o

D’oll

N
2« 9 T
CAER =S NI AE PR (VO

n=1
et le lemme est établi.
3.2. Etude du schéma (II).
LemMME 3.2. — Supposons que k et h vérifient

(I1; 3.5) k2 (h) =,

o m est une constante dépendant des données (v, T, u,, f) et définie ci-apres.
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Alors, les uj, définis par (II; 2.2) et (II; 2.4), vérifient

|ur| <Lc (n=o, ..., N),
N

II; 3.6 : .
( ) kY a2+ gld,,(u;,’, ul) =,

n=1
ol ¢ est une constante indépendante de ¢, k et h.
Démonstration. — On écrit (I1; 2.4) avec v,= uj :
(L3 3.9) |uh |y ik i [t 2k g+ 2 d, ()
=—okb, ;™ wy™", uj) + 2k(f, up)s.

On a, avec (II; 1.1),
n 3 n n 2 kc(;; n |2
Zk(fZa ulz)’lé 2ko [ f/z. ["l ” u/l “hékv “ u/t [l/-t + T ‘ flz (/-L'

On peut écrire, d’apres (II;1.6) :
2k ba(uy™, wi™', up) = 2k b, (Wi, wiTt, wp—up™t),
et avec (II} 1.2) et le lemme 3.4 ci-aprés :
2k' b/L (uz_ls Uz_j, HZ— Uz_l)l
Zkvo ([ U2 a2 et — i [ ) wh— i e
™ bl (| | wi— i [l
Zo\ok Sy [ up™ lu]| @i [|n | up— i |
I 2 2 9 — 2 n— 2
= lw—wm i+ 4k S @) [ up™ w7
Reportant ces majorations dans (II; 3.7), on obtient

2 2 n n— 2 n (2 k n n
(I1;3.8) |ujli—lui ™ i+ éluh—uh A kv || a7 2—8 d,(u}, u})

[7-

k?—) n |2 9 ' n— 2 n—
= a4 e SP () w3 | up?

v

Ajoutons ces inégalités pour n =1, ..., m; il vient

m

(IL;3.9) [uf i+ kv Y [k [i— Gk SR Y, T wi I3 i |
n=1

n—2

m
ok
+ = 2 du(u}, u}) = L,

n=1

ol L= |uf [i+ =0 NI fili+ 4kt S (W) | up |} | ud

n=1

9

I3
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Supposons qu’on ait
(I1; 3.10) 4k S*(h) Ly < v — 9, 0 fixé, o<<d <.

Il est alors facile de montrer, par récurrence sur m, que

m m

2 n 2 k n n
e ko Y [l ui i+ 25 Y du(uf, u) < L,
n=1 n=1

(m=1, ..., N).

(II; 3.11)

(II; 3.11) est en effet évident pour m = 1 [considérer (II; 3.8)
avec n=r1, et noter que L,=Ly]; si (II;3.11) est vrai pour les
entiers 1, ..., m—1, alors on a

|} [} 2 La(=Ly)  (n=1, ..., m—1),

d’ou, avec (II; 3.10) :

m

G S*(R) Y ui

n=—2

w; ™ i

=Gk S () Ly Y [l [ 4k 82 (h) Ly || uf

n=2 n=1

3
h

m

N PAR

n—=1

Portant cette majoration dans (II; 3.9), on obtient précisément
(IT; 3.11) pour l’entier m.

D’aprés (II; 1.2), (II; 3.3) et (II} 3.4),
¢ "
Ly< w4+ [ 1fOFd+ G S @) u

et pour que la condition (II; 3.10) soit réalisée, il suffit donc qu’on ait

Akswh){xuom-f?f |f(t>|2dt+4k‘zs'~<h>|uoi"}é»—a-

v

Cela a lieu si k S?(h) est assez petit, c’est-a-dire k S*(h) =<n, olt n ne

dépend que de o et des données (*).

(®) m est la plus petite racine positive de I’équation

2 T
16]u,,]“X3—|—4§|u0|2+ c—:’fu |f(t)|2dt§X—|-6—v=o.
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Cette condition étant réalisée, les L,, sont majorés indépendamment
de ¢, k et h et le lemme résulte de (II; 3.11).

3.3. Etude du schéma (III).

LemMmE 3.3. — S’il existe un 6 > o fixé (arbifrairement petit) tel que
2
(II; 3.12) ksc(‘Qéi_a’
el si

(IL; 3.13) kS2(h)é%iy—:+K110|?+<%§+4T>0/‘) lf(t)|2dt}— ),

alors, les uj, définis par (1I; 2.2) et (I1I; 2.5) vérifient

|ujn=c (n=o,...,N),
(IT; 3.14) Nt
ot 2 n n
kz % H uz ”/L + gdh(uhs Ll,,) } éc,
n==0

¢, constante indépendante de ¢, k et h.
Démonstration. — On remplace v, par u;~' dans (II; 2.5); cela donne
(L5 3.15) | uf i —|wi™ [ —ui—ui™ [

, 2k _ _ _
+okv||w i+ d @it wimt) = 2k(fi, ui™ )

Il nous faut majorer le terme |u}—u}~"'|;, qui apparait ici précédé
du signe négatif. Pour cela, on remplace v, par uj— u;~' dans (II; 2.5) :

(I1; 3.16) o|up—u;™ |2
2k ,
=—rokv((u}", uj—u}")— - dp(uy™s up—up™")
- 2k blz(uz_ls Uz_l, uZ_ uzﬂi) + 2k(f}f, UZ’— u;:_l)/n
et 'on écrit :
avk [ (@i, wi—uwi )| Zevk (W |y |whi—uwi ™
ZovkSh) || u} " ||, | up—ur |,

< Glu— T i ke S ®) [

(*) La condition (II; 3.13) est une conséquence de (II; 3.12) si ¢ est assez petit.
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[on a utilisé (II; 1.2)];

2w ) = g g

k 2 n n—
22K gt )
é : \/52 k S(h) { dh (un— B uﬁ—i) }1/ l u/t— u/L ! h

8k"

1 ) _ -
=7 | uh_—ulz -t |/1 S? (h) d/t(u/z ’ llZ 1)

4
[on a utilisé (II; 1.2) et (II; 1.5)];
Zk[ bﬂ(ulnl—ls u/t—1’ UZ“ u;i_i) |

= £| wp—up 48k SRy Wit G |t |2

(méme majoration que dans le lemme 3.2);
ok | (fi, uf—ui™") | Z 2k | i | wi—uwi™" ),

I 9 5 2
= A W —w =t [+ 4k | fh e

Dans ces conditions, (II; 3.16) devient

(I1;3.17) |wl—uw™ =4k S2(h) (w22 |uwf™" |7} up
8k S (h
4 2B,

9
h

(H/¢~1’ U}f_i) + [Ikg | f}z 1/2:’

et pour (II; 3.15), on a alors
| i—lwp i+ k {2y — 4k S*(R) (v + 2 | [7) } || ui™
+ 2_8l_c<1__ Zlk f (h)> d (un— 71_1)

= 2k(fi, W™ )+ 4K | 17

Le second membre de cette inégalité est inférieur ou égal a
2k | il ai™ [+ 4R2[ fF 17 .
ke | T3l w [+ 4R 3 ko g [+ (S 4 4T> ar
\

[on a écrit k=T et 'on a utilisé (II; 1.1) (*)].

(°) 11 est possible en améliorant cette derniére majoration, d’améliorer (II; 3.13).
Toutefois, cela n’est pas essentiel puisque pour ¢ assez petit, la condition (II; 3.r2)
est beaucoup plus restrictive que (II; 3.13) [¢f. note (*)].
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Il vient ainsi
(AL 3.18) |ujli—|wi™ i +ki{v—4kS* (W) (2 +2|wi™ ) (| wi (I}
k kS2(h
+2—E— <I—¥—)> d, (ui, UZ_1)ék<c" + 4T> Ui l7e

Ajoutons ces inégalités pour n =1, ..., m; cela donne

m

(I 3.19)  [whli 4+ kX {v—4kS () (2 [ wi™ D)} wi 2

n—1

n 35< 4kS (’t)) \ d (", up ) =L

n=1

ms

m

ot L, = |uj |z+k<c° + 4T) N1

n—1

Supposons a présent que les conditions (II; 3.12) et (II; 3.13) soient
réalisées; nous allons démontrer, par récurrence sur m, que
n m
Ql Ql
w1} + >N ug = 65 (i, wp) £ L,
n—1 n=—1

(m=1, ..., N).

(IT; 3.20)

Notons que

N
(5321 Lh=Li=lujli+ k(% +4T>2|f;:|7;

é1uo\2+(”" +4T)f fOFd (m=1, ..., N),

en raison de (II; 3.3) et (II; 3.4).

L’inégalité (II; 3.20) est immédiate pour m =1 [on écrit (II; 3.19)
avec n=1]. Si elle est vraie pour les entiers 1, ..., m—1, alors on a

|uj ;< L, (£LLYy) (n=1,...,m—r),
d’ou, avec (II; 3.12), (II; 3.13) et (II; 3.21) :
D GRS () (7 2 [0 )2y — S () (42 2 L) = 2
et

A = ’

avec ces inégalités, (II; 3.19) donne exactement (II; 3.20).
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L’inégalité (II; 3.20) est ainsi démontrée pour m=r1, ..., N. Les
majorations (II; 3.14) s’en déduisent immédiatement puisque, d’aprés
(II; 3.21), les L), sont majorés indépendamment de ¢, k et h.

3.4. Lemmes. — On a utilisé pour la démonstration des lemmes 3.2
et 3.3, le lemme suivant :

LemME 3.4. — Pour u,, v, w,€Vy, :
T 9
(I1; 3.22) | ba(un, va, ws) | < :/—;l u |32 ]| un |12

XA Lo (la Fwa B [[wn [ 4 Toa 1 [T oa [ [ wa [[a §-

Démonstration. — Cela résulte, par un calcul facile, des inégalités de .
Schwarz et de Holder, et du lemme 3.5 ci-aprés.

Le lemme 3.5 donne la version discréte d’une inégalité de Cagliardo
et Niremberg.

LeMME 3.5. — Soit ¢: R*~> R, une fonction étagée a support compact,
de la forme :

g= 2 g (M) i m, g(M)eR.

MeERy
Alors '
15303 [lg@rde=s) [ 1g@ra] Y [ Vg@ i,
" AP {
Démonstration. — Soit x = (z,, .); * appartient a un pavé 7, (P, o),

ou P = (p.hi, p2h.) €R;. On vérifie que

(Bm o, :
f g(6+7 @ (1VigEn )| di= 1{I.{I(P)I"—ly<P——1>
. ( 3) 2 f 2 2

et, par addition,

|

1
(171— 5) Iy

g@r=lo@r=sf (st e ) {1V m) s
d’ou

. I V1 g(éh x?.) | d&b

g@r=a oz )

C(11;3.24) |g() = sup | 9o @) P

4o
=

e

, h, (4 :
g<£_‘1 + P xz) ' AVig G, @) | dza.
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On a évidemment une inégalité analogue pour la variable x, :

(I3 3.25) |g@) < sup | g(x:, &)
L ER

+
=

— %

h')
e AN ORI
On peut alors écrire

(lo@Pdn= [ sup 19Go ) (| sup 0@ 5 | do

2

ko

é{]_w suplg(-1,x)l d%;{[ sléBJg(x],Eg)lzdxl .

Avec (II; 3.24) et (II; 3.25), on obtient :

[lo@razy |

2

U
[ls@ra=al [ @l {gfmwig@)pdx}.

4. Théorémes de stabilité.

‘" h
g(€1+ ;17 xz>‘-|v1g(21, x;)|d£1dm3}

g(x“ ﬂ2"‘ >l ‘V7g(x1, Qo)\dxi d’o},

On appelle u, la fonction étagée définie sur (o, T'(, & valeurs dans V,,
et dont les valeurs sont les suivantes :

(I 4.1) fur()=up** pourie(nk,(n+1)k( (n=o,...,N—1),
> | dans le cas des schémas (I) et (II),

(I1; 4.5) uy () = up pour te (nk, (n +1)k( (n=o, ..., N—1),
P | dans le cas du schéma (III).

Soit F l'espace de Hilbert L, (£2)’, et soit we £(W, F) (W= H(£)?),
Papplication linéaire

d= (s, ) > wU = <u,, Ju, du, Ju, du‘,>

Uy 5, oz, 0z, 0%
on définit, de maniére analogue, p,€ £ (V;, F) :

up= (Wyn, Usz) = Prls
= (uj}l lQs Usn |Qs Vit ‘Qs Vit la, Vauuz o, Vattar |Q) (“)’

(°) Une fonction u, €V, est une application de R* dans I¥‘; toutefois, son support
et celui des fonctions V;u, sont inclus dans Q.
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ou glo désigne la restriction a Q d’une fonction définie sur R2. Soit
enfin q,€ £(V, G) (G= L,(2)?, I'application linéaire

upt> QU= U, |Q.

D’aprés le lemme 3.1, les u; définis par le schéma (I), vérifient

N
EAVETI SN L =y
n—1

on a donc aussi
.

i
kY |upli <kNet=Te =,
n=1

Avec les notations qui précedent, il est possible d’interpréter ce
résultat comme suit :

Dans le cas du schéma (1),

la fonction qnu; est majorée dans L_ (o, T'; G),
indépendamment de ¢, k et h;

la fonction p,u, est majorée dans L, (o, T; G),
indépendamment de =, k et h.

Dans le cas des schémas (II) et (I11), les lemmes 3.2 et 3.3 donnent des
résultats analogues, lorsque la condition (1I; 3.5) est réalisée [ou respecti-
vement lorsque les conditions (II; 3.12) et (II; 3.13) sont réalisées].

On a ainsi démontré les théorémes de stabilité suivants :

TutoreME II.1. — Dans le cas du schéma (I),

(I1; 4.3) ( gruy est L (o, T; G) stable,
| prw. est L, (o, T; F) stable.

TuakorEME I1.2. — Dans le cas du schéma (I1), il existe une constante n,
dépendant uniquement des données (v, T, u,, [), telle que si

1

(IT; 4.4) kS = 4k( ;) =7
alors (11; 4.3) a lieu.

TutoreMmE II.3. — Dans le cas du schéma (II), si ¢, k et h vérifient
kS*(h)y _ 4k/ 1 i I
{ =)=

(I1; 4.5) g B
0>> o fixé arbifrairement petit,
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et .
(IT; 4.6) ksz<h>é1—“6{"~:+|um+<%3+47">f lf(t)l‘ldt}—l,

alors (I11; 4.3) a lieu.

5. Théorémes de convergence.

Nous allons étudier dans ce numéro, la convergence de la fonction uy,
définie précédemment vers la solution u du probléme 1.1, lorsque ¢, k et h
tendent vers zéro. Nous utiliserons sans les rappeler, les notations des
no 1 et 2 du paragraphe I.

5.1. Enoncé des théorémes de convergence.

TratorEME II.4. — Dans le cas du schéma (I), lorsque ¢, k et h tendent
vers zéro,
{ gnur—>u dans L (o, T; G) faible et L, (o, T; G) fort,

II; 5.
( D\ puws—su dans Ly (o, T; F) faible,

u, solution du probléme 1.1 (7).

TueoreME I1.5. — Dans le cas du schéma (11), si ¢, k el h tendent
vers zéro en vérifiant (II% 4.4), alors (II; 5.1) a lieu.

TatoreME I1.6. — Dans le cas du schéma (I11), si ¢, k et h fendent
vers zéro en vérifiant (11 4.5) et (I1; 4.6), alors (II; 5.1) a lieu.

Les démonstrations de ces trois théorémes sont évidemment tres
voisines; nous nous contenterons de donner, par exemple, la démons-
tration du théoréme II.6 [c’est-a-dire d’établir la convergence du
schéma (III)].

ReEMARQUE 5.1. — Nous pourrions montrer également certains résul-
tats de convergence dans L,(o, T'; F) fort.

5.2. — D’aprés le théoreme II.3, il existe une sous-suite &', k/, A’
tendant vers zéro, telle que

(I1; 5.2) {‘1’" w, —w dans L, (o, T; G) faible,

pruy—¢ dans L, (o, T; F) faible.

Pour simplifier I’écriture, on notera cette suite ¢, k, haulieu de¢’, k', i'.

(") Pour la signification de p,, q,, @ et F, cf. les notations du ne 4.
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LemME 5.1. _
(II; 5.3) weL,(o, T; V)NL_(o, T; H);
(I1; 5.4) o =ww.
Démonstration. — Explicitons les composantes de u;, w et ¢ :

u/l_—— (ulfty 112/L)3 w= (wly wZ)a (? = (@1, v e ey (?1;)-

Soit Q=X )o, T(; on peut interpréter (II; 5.2) ainsi :
Wi lo—>w; dans L_ (o, T'; L,(£)) faible,
(I1; 5.2) Winlo—> 95, Villinlo—> Qoats  Vallin |o—> Quss
dans L,(o, T; L, (Q)) = L. (Q) faible (i=1, 2).
I est clair que w,= 9, et w,= ¢,. D’autre part, puisque les fonc-

tions u;;, et V;u, sont 4 support compact dans 2 x (o, T), les conver-
j PP P
gences précédentes impliquent aussi

Uip—> Wi, v'1 Wip—> a'.’—l—ia VZ Uin—> Quriy

II; 5.
(I1; 5.5) dans L,(R*x (o, T)) faible,

ot U désigne la fonction égale a ¢ dans QL etao dans[}Q.

- . o T
On vérifie aisément que V,;u;—> ~— dans I'espace des distributions

ox;
scalaires sur R*X )o, T'(, et, par comparaison avec (II; 5.5),
o, s
5171—@1+ZEL1(R X[O, T]),
om . .
E'—C‘P/'*‘iGLQ(R X [0, T]).

I en résulte que w;€L,(o, T; H'(R?); pour presque tout I,
;(f)e H' (R?) et est nulle p. p. dansGQ, donc sa restriction a £, c’est-
a-dire w; (f) appartient a H} (2); ainsiw; € L (o, T'; H; (L)), we€ L, (o, T; W)
- et, en outre,

_ oy (w, w, 00, O Ow dw\
(?-—((?1,..., l(;)——- Wi, W, dwl,dwi,dxg’dwg = .
Il reste & montrer que w(f)€ V p. p., c’est-a-dire que
divw=o0 p.p.
On utilise pour cela une des majorations (II; 3.14)
kN—l
g E dh (u;zls UZ) éc;

n=0
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qui s’interpréte ainsi

7 2 2
f f{EViui;.(x, t); dr dt ~Zce.
0 Q i=1

Alors, lorsque ¢, k et h tendent vers zéro,

N Vittu oo dans Ly(Q) fort,
i=1
mais, d’aprés (II; 5.2') et (I; 5.4),
2

ZVium IQ—>2 %%(:: divw) dans L,(Q) faible;
i—1

i=1
par comparaison, on a bien divw= o.
LeMmME 5.2. — Un résultat de convergence forte
(I1; 5.6) grur—>w dans L,(o, T; G) fort.
La démonstration de ce lemme est donnée dans la suite (n° 5.4).

5.3. — Nous allons maintenant démontrer que la fonction w, apparue
en (II; 5.2), n’est autre que la solution u du probléme I.1.

Introduisons avec J. Cta [1] Popérateur linéaire r, qui applique
(en particulier) ¥ = ®(Q)*NV, dans V, :

r,0o =v,= (vl/u Uz/z):

1
(m,+ ;> hy

vu (M) = %f v, (my hy, ) d,

: (m,f§>h,
II; 5. )
( 7) .(1111+_1E> Iy

U:!h.(M) = Ilij I)g(.’l:1, mghg) dx“

! (ml—.1>h,
VM= (m1h1, mzhz)e Q;
On a

2 .
(I5;5.8) YVaou=o0 si m=nv et ved@:nV ().
i=1
Soit e ' ((o, T)), avec $(T) = o; posons
= (nk) (n=o, ..., N).

(®) Autrement dit, cet opérateur r, associe, & un vecteur v a divergence nulle,
une fonction étagée v, dont la « divergence discréte » est nulle.

BULL. SOC. MATH. — T. 96, FASC. 2. 10
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Soit » choisi dans ¥ = ®d(R)*n V; on écrit (II; 2.5) avec v, = r,v,
on multiplie (IT; 2.5) par ¢!, et I'on ajoute toutes ces égalités pour
n=r1,...,N. Il en résulte YN=4(T) =o) :

— D @ =y vk (@ o)

n=1

N
+ kz b’l (llff_1, ulnz_l, ‘P/"l_l U/l)

n—1

N
= (112, 4,00/')/L + k 2 (f?f, ‘l’"_' Vn)h-

n=1
Les termes en d,(u;~’', v;) sont nuls en raison de (II; 5.8).
Soit i (resp. f1) la fonction étagée égale a Y= (resp. f7*') sur Iinter-
valle (nk, (n 4 1)k(. L’égalité précédente s’interpréte ainsi :

(1; 5.9) f {—(uh(t K, Mti’%.—_q’"(’) r,lu>h
+ v (n(®), $x () rav))n + b (i), w @) Ye(@)r.v) % dt
— @l Y@+ [ (FaO, b rivnt

On vérifiera par la suite (c¢f. n® 5.5) le lemme suivant :

LemMmE 5.3. — Lorsque ¢, k et h tendent vers zéro,

fT<uh(t + k), M_I%_ﬂrhv>/ dt—>fT(w(t), Y@ v)di,
f (@), Y @) rrv))ndt — / ‘ (w(@), ¥ @) v)) dt,

fT bi (i (@), wn(t), Y (t) rpv) dt — /Tb(w(t), w(), Y (f)v)dt,
(uhs Y(0)rav)r—> (o, Y (o)),
f (Fr(®), Yx (@) riv),di —+f (f@®), ¢ (@) dt.

Ces résultats étant admis provisoirement, on passe & la limite dans
(I1; 5.9), et 'on obtient ceci :

(I3 5. 10) f {—-(w(f), ¢'(®) + v (@®, o) + b, wd), ¢()) cdt

= [ (@, o) dt+(uo, 2O,
ot 0o=4¢v, vec'((o, T)),Y(T)=0, veV=D(R)>NV.
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On en déduit, par un raisonnement de continuité déja utilisé, que
(IT; 5. 10) est encore vérifiée pour toute fonction ¢ qui satisfait a (I; 2. 3),
et w est donc solution du probléme 1.1.

Puisque ce probléme posséde une solution unique, w = u, et les
convergences (II; 5.2) et (IT; 5.6) ont lieu pour la suite ¢, k, h elle-méme
(et non pour une suite extraite).

Il ne reste plus & présent qu’a démontrer les lemmes 5.2 et 5.3.

5.4. Démonstration du lemme 5.2. — Le principe de cette démons-
tration est di & Raviart [14].

Soit y(?) 1a fonction égale & 1/k sur (— k, of, et & o ailleurs ; de méme,
soit ¢! la fonction égale a 1/k sur (T —k, T(, et a o ailleurs.

Toutes les fonctions étant prolongées par o en dehors de linter-
valle (o, T'(, les égalités (II; 2.5) s’interprétent ainsi :

(II;5.11) ]l{ @it + k) — un(®), vi)s + v (ur (@), va)n
+ 2 da@a(®), 0a) + ba(un(t), ua(t), v2)

= (f1(), v)n + (Ui, V) xx () — (@7, VYLD,
Vv.,eVy VIER.
Soit g, la fonction définie par
9. (f) € vy (9:(®), v))n= br(ur(®), ur(®), vs), Vvi.€Vy
Il résulte en particulier de (II; 3.22) que
(IT; 5.12) lg:@ lla=2c, [[un@® [lis VL
¢y, constante convenable. On vérifie aisément que
un(t + k])c— u(t)

% Gk w) =
et alors (II; 5.11) devient
(IL5.13) Gk wlD v+ (@0, 0)

+ 2 di (@i (0, v1) +(gn(), )
= (10, i)+ (i 021 20 — (@, 01)s 2} O

Soit a4 présent i1, ..., la transformée de Fourier en ¢ de us, ....
Par transformation de Fourier de (II; 5.13), on obtient

(II; 5.14) it (z) Ga(r), va)r + v ((@r (%), v&))a
+ £ @), 1) + (@), o)

= (Fa @), va)n+ @ v)1 () — @Y, vA)a 1 F ().
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Nous remplacons, pour presque tout 7, v, par x(¢) 2.(z), et nous
prenons les modules de 1’égalité obtenue :

7] (®) W (0) PLy [ (@) ([ + 51 A (2 (), 8 (7))
+ 1192 @ [l 0 @) 1+ Fa@ [ 2 @ (a1 411l 1) 2, @) e

Nous avons utilisé les inégalités
(@< (@<=, Ve

Nous divisons les deux membres de cette inégalité par 1 4| |3, 8 > 1/2
et intégrons en 7; nous en déduisons

f_‘w I_ll_Tll |B|Xk(f)uh(7)‘hdf

(+2) [Tineke+! [ aoe, no
+§f Tl [ 0@ ds
L ~ 2 i dr
(Iuhllz+[u (1) (S'gP”gh(T)”h)}'f_w GrP

Avec (II; 5.12) et les majorations a priori du lemme 3.3 on obtient

I_w ‘il"l| |(3|Xk(f)ﬁh(f)|/, dTLc‘,,

ol ¢, ne dépend pas de ¢, k et h. On a aussi

+ At —+
[ n@ueidz] 16Ehd= [ lmorazcte,

et il en résulte
+
a1; 5.15) f (1@ Ed e, powr o<y< -
D’aprés un théoréme de compacité de Raviart [14] (théor. 9.1,
chap. I) (°), on en déduit que
(I1;5.16)  qrye k w|t —w dans Ly(o, T; G) fort (1),

ou g|t désigne la restriction & (o, T) d’une fonction g définie sur R.

(*) Ce théoréme de compacité utilise le fait également démontré dans RAVIART [14]
que la boule B={q,u, |u,€V,, |h|<Lhy, || p,u,||r<i1} est relativement compacte
dans G.

(%) Plus précisément, on peut choisir la suite ¢', k', h' extraite de ¢, k, h, de maniére
a avoir (II; 5.16).
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On démontre ensuite comme dans Raviart [14] que

! : k

f lqllec*uh(t)_qhuh(t)Pdté\/?_)
0

Il résulte de (II; 3.14) et de (II; 3.17) que l'expression comprise
entre les accolades est majorée indépendamment de ¢, k et h; donc

N
lup i a3+ — i
n=1

7
f | gnox % un(t) — quun(@®) |2dt — o,
0

ce qui montre avec (II; 5.16) que

guur—>w dans L,(o, T; G) fort.

5.5. Démonstration du lemme 5.3. — Nous allons démontrer que
T T
a1; 5.17) f by (w (0), w (0), ba () 1 0) df > f b(), w(t), ¥ (@) v) dL,

les autres résultats de convergence étant immédiats.

Notons, pour simplifier, ¢s, 9., les composantes de . (f) ryv; soient
Uip, Uy, celles de uy, wy, ws, celles de w, ¢4, 9., celles de ¢ = ¢v. Nous
devons montrer essentiellement ceci :

r
(I1; 5.18) f [ W@, §) Viwsn (@, ) 6,0 (@, £ dodt
r dw]‘
«>f f w;(x, ) o @, Ho,(x, H)dxdt;
v YO Zi
T
a1; 5.19) f f (@, 1) uyn (e, §) Vigu(x, 1) du dt
0 Q
! Jd9;
->f f wi(e, w; (@, ) O @, 1) de d.
0 YQ T

Puisque 9€¢'(Qx (o, T)) (et méme plus), on vérifie facilement
que ¢;, est essentiellement bornée sur QX (o, T) indépendamment
de () k et h, et que

9u(x, )y —>o(x, f) p.p. dans X (o, T) (k, h— o).

D’apres (II;5.6), uy— w; dans L.(Q X (o, T)) fort, et, utilisant le
théoréme de Lebesgue et ce qui précéde, on voit que u;,9,,—> w;9;
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dans L, (2 X (o, T)) fort. D’apreés (II; 5.2) et le lemme 5.2, V,u;,— g%’
dans L, (22X (o, T)) faible et (II; 5.18) en résulte. !

La vérification de (II; 5.19) est plus simple; la fonction V.9, est
essentiellement bornée sur QX (o, T) indépendamment de (¢)k et h et

Vo (x, t)—+——’ (z, &) p.p. dans QX (o, T) (k, h— o);

(II; 5.19) résulte alors de (II; 5.6) et du théoréme de Lebesgue.

6. Approximation de la pression.

Soient V, et V,, les opérateurs de différences finies
t+k { H—y(t—k
T = HEER=YO, g $O=YE=h)
Les fonctions u, = (uys, u.,) définies au n® 4 sont solutions des équa-
tions suivantes :

ScuEMa (I).

(113 6.1) Vou,h(t)——vZV V() — 3 <2Vju/‘/z(t)>
j=1

Jj=1

+ 5 2 wnt—R V()
j=1

+ é 2 V() (t— k) un ()= fun (1),

i=1,2,t€(o, T( (en convenant que u,(f) = up, te(—k, o().
Scaema (II).
(I1; 6.2) Vuu,-/,(t)——-uZVjV,u,-;,(t) 1y <V \ u,;l(t))
J=1

3
/=1

+ 2 D wult—k) Vuat—5)

+ 2 X Vit — R uat—h) = fu (),

i=1, 2, te (o, T( (en convenant que (u.(f) = u}, te (—k, o()).
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Scuema (III).
(11;6.3)  Vousn(®)—v 3, V,V,uu®— >V ZV ;i (f)

j=1

9

-|— A; u,;i(t)V u; (t)

—+ i 2 Vi Wn (), wn(®) = fu (),

i=1, 2, fe (o, T( (en convenant que u,(f) = uy, te (T, T + k().
Les théoremes II.4, I1.5 et I1.6 donnent, pour chacun de ces schémas,
les résultats de convergence suivants :

Up, —UW dans L_ (o, T; L.(R)) faible et L,(Q) fort

IT; 6. i . ..
( b V,un— 3711 dans L, (Q) faible (i, j=1, 2).
]

D’aprés (II; 6.4),

@

V0 Uip—> ():;tih’ Z V,- Vj u;,— Aug,

j=1

1w

S o
Zj{u,h(t~k)\7 () — Vol € — K un ()} +3 u,d”

I
2
. j=1

dans H—'(Q) faible [espace dual de H;(Q)]. Par comparaison avec
(I;6.4) et (I1; 6. 1), on en déduit que, dans le cas du schéma (I) :

11;6.5) — -V Vu,, 9P Gans H-1(Q) faible  (i=1, 2).
3 4 dx[

On a un résultat semblable pour les schémas (II) et (III).
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