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SUR LES DEMI-GROUPES DE BROUWER ET GLIVENKO
PAR

Tnomas Scorr BLYTH.

1. Introduction.

Dans une publication antérieure [1], nous avons introduit la notion
de demi-groupe de Glivenko. Nous avons commencé par y considérer un
demi-groupe S, avec élément zéro o, partiellement ordonné, de maniére
que la multiplication dans S soit isotone et que o soit équirésiduel
(c’est-a-dire : les résiduels a droite et a gauche de o existent et sont égaux).
Nous avons appelé une telle structure demi-groupe pseudo-résidué. Dans
un tel demi-groupe, un réle important est joué par I’équivalence du type A
associée avec 1’élément zéro, a savoir 'équivalence A,, définie par

r=yld) = o:x—o:y.

Cette relation d’équivalence est compatible avec la multiplication dans S.
En écrivant o:x =, et en considérant l'application de fermeture
T —>x" =o0:(o:x), application de S sur I’ensemble S™ des fermés
(c’est-a-dire : les éléments a € S tels que a = a™), il arrive (voir [1], théor. 1)
que S*™ est une algébre de Boole si, et seulement si, le demi-groupe
quotient S/A, est une bande (¢’est-a-dire : la loi de composition induite
sur S/A, par A, est idempotente). Nous avons donc appelé demi-groupe
de Glivenko tout demi-groupe pseudo-résidué S dans lequel S/A, est une
bande. Pour les propriétés des demi-groupes de Glivenko, nous renvoyons
a[1].

Dans le présent travail, nous étudions les demi-groupes abéliens S
qui sont résidués (de maniére que, pour tout élément x € S, le demi-groupe
quotient S/A, est une bande) et qui sont quasi-integres au sens
que xy =z, y pour tout x, y&S. Nous appellerons un tel demi-groupe
demi-groupe de Brouwer. (Pour les propriétés fondamentales des demi-
groupes résidués, nous renvoyons aux travaux de MoriNaRrRo [3].)
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Lorsqu'un demi-groupe de Brouwer posséde un élément zéro, il est en
particulier un demi-groupe de Glivenko; nous I'appellerons demi-groupe
de Brouwer complété.

La premiere chose a remarquer, c’est que, quoique o n’est pas nécessai-
rement élément minimum dans un demi-groupe de Glivenko (voir [1],
Exemple 1) il est bien élément minimum dans un demi-groupe de Brouwer
complété; car, étant donné un élément arbitraire  d’un tel demi-groupe,
I’existence de x: o entraine que o = o (x: 0) = z.

ExempLE 1. — Tout n-demi-treillis relativement pseudo-complé-
menté L est un demi-groupe de Brouwer; en effet, avec 2y =xny,
il est immédiat que L est quasi-intégre et, puisque cette multiplication
est idempotente, que tout demi-groupe quotient L/A, est une bande.

ExempLE 2. — Considérons le demi-groupe abélien ordonné S dont le
tableau de Cayley et le diagramme de Hasse sont les suivants :
. Xy Xy X3 O ° X1
X Xs Xy O O l 2
X > X O o l
o X3
x; O 0o o0 o ]
o] (o] o o ® O

La multiplication ainsi définie est visiblement isotone, et S est quasi-
intégre. De plus S est résidué, le tableau des résiduels étant :

xr Xo x; o

Ty | X1 Xy Xy Xy
x> Xy X1 Xy X4
T3 | X3 X3 X1 T

(o] Xy X3 Xy g

Or, d’une part nous avons

T =i =1 et Xy = 0% =o0;
d’autre part, pour tout y € S,
T = X (Ay) et T3 = O(Ay).

11 en résulte donc
z=2*(4,), V& y€ESs;

par conséquent, S/A, est une bande, quel que soit y€ S, et S est un
demi-groupe de Brouwer complété.
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ExeMPLE 3. — Pour trouver un exemple d’'un demi-groupe de Brouwer
(sans élément zéro), nous généralisons celui de ’exemple 2 : considérons
le demi-groupe abélien ordonné S défini par

‘ S ={Tilien.
‘ T L2y, VIEN.,
{ L2mn—1Lap—1=Tam—1Lan = LomLan—1=LamLan="=Lamax { m,n }s

Il est évident que ce demi-groupe est quasi-intégre. Il est, de plus,
résidué avec les formules suivantes :
Z si m=n,

Lo + Lap—1 =Lam—1 : Lan =Lom | Lan—1 = Lo | Lap = .
Lom—1 SI m> n.

Enfin, utilisant ces formules, il est facile de vérifier que S/A. est une
bande, quel que soit x€ S, donc S est un demi-groupe de Brouwer.

I’exemple 3 ci-dessus nous montre en particulier que les demi-groupes
de Brouwer sont des structures plus générales que les N-demi-treillis
relativement pseudo-complémentés, et nous montrerons, comme suite
a notre article [1], qu'un grand nombre des propriétés des tels demi-
treillis subsistent dans ces demi-groupes. Quelques propriétés intéres-
santes des N-demi-treillis, relativement pseudo-complémentés, ont été
données récemment par NEmiTz [4], qui les a appelés demi-treillis impli-
catifs. En généralisant ici la plupart de ces propriétés aux demi-groupes
de Brouwer, nous montrerons en plus la liaison entre ces deux structures.
Pour le faire, nous aurons besoin des résultats fondamentaux et des
techniques de la théorie de la résiduation pour lesquels nous renvoyons
a[3].

2. d-idéaux; demi-groupes de Glivenko.

DeriNiTioN. — Comme dans [2], nous appelons d-idéal d’un demi-
groupe ordonné S tout sous-ensemble non vide J de S qui satisfait aux
propriétés suivantes :

xed
- = xYyEed,
yeJ ) y
zeJ
> yed.
yeS, y=zx % = ¥
Lemme 1. — L’ensemble D des éléments denses d’un demi-groupe de

Glivenko S est un d-idéal de S.

Démonstration. — Nous rappelons que d € S est dit dense si et seulement
si, d* = o; c’est-a-dire, si, et seulement si, d appartient a la classe de
I'élément maximum o* modulo A,.

BULL. SOC. MATH. — T. 96, FAsC. 1. 2
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Or, d’apres le théoréme 1 dans [1], nous avons (%), quels que soient x, y € S,
(x**y**) *k . x**k y**.

11 en résulte alors ’

xeD ) x**=0* ok g 2Kk Ak * * *

yeD5 = y**=0*} = @y =o0"Ao"=o\

Mais d’aprés la compatibilité de A, (x"y*)* = (xy)"; donc zyeD.
Aussi, d’aprés Iisotonie de I'application x — x*,

xeD }

*klx**= *’
YyeS, y>z V= ?
d’ou y*=o"etyeD.

DerFINITION. — Soient S, T deux demi-groupes ordonnés T possédant
un élément maximum m. Etant donnée une application isotone f: S — T,
nous appellerons noyau de f1’ensemble

Kerf={xeS; f(x) =m/|.
TuEorEME 1. — Soient S un demi-groupe de Glivenko, S* U'algébre de
ses éléments fermés, et D le d-idéal de ses éléments denses. Alors, il existe

une algébre de Boole B et un homomorphisme isofone f:S — B tel que
Im f~ 8" et Kerf =D.

Démonstration. — Définissons la relation R sur I'’ensemble Sx S* par
@ a=@ bR < @=y et a=0>).

Il est évident que R est une relation d’équivalence. Si nous définissons
sur Sx S™ la loi de composition @ par

((x, ), @, D)) > (x, D) @ (y, b) = ((xy)", anb),

nous voyons que R est compatible avec cette loi; car si (z, a) = (y, b) (R),
alorsx* = y*et a = b, d’ou, en vertu de la compatibilité de A,, (xz)" = (yz)
quel que soit z€ S, et anc = bnc quel que soit ce $*, d’ou

@ @) @ (z0)= (¥, b) ® (2 ¢) (B).

Or, la loi ® est commutative; elle est aussi associative d’apres la
compatibilité de A,, puisque

[(xy)"2]" = (xy2)™ = [2(y2)"]".

¥

(*) La notation a A b, ou inf (a, b), représente le plus grand minorant, ou borne
inférieure, de a et b. De méme, la notation a Y'b, ou sup (a, b), représente le plus petit
majorant, ou borne supérieure, de a et b. Dans ce texte, le signe A ‘est distinct du
signe A du produit vectoriel.
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En plus, @ est idempotent puisque S/A, est une bande. Donc la loi,
induite sur (SxS™)/R par . est une loi de demi-treillis que nous
noterons A :

@ @R A\ (Y, bR = (@y)", an bR,

la classe de (x, @) € S X ™ modulo R étant notée (x, a)/R.

Nous allons montrer que ((SXS™)/R, A) est en effet une algébre de
Boole; la meilleure méthode pour démontrer ceci consiste 4 démontrer
que c’est un demi-groupe de Glivenko dans lequel I’équivalence du type A
associée avec 1’élément zéro se réduit a 1’égalité (cf. [1], théor. 1).

D’abord, remarquons que (o, 0™)/R est I’élément zéro (donc élément
minimum) de (SxS*)/R. En effet, quels que soient x€S et aeS”,

(x, a))R A (0, 0®*)/R = ((x0)*, a X o*)/R
— (O**, OM)/R
= (o, o")/R,

o™ étant ’élément minimum de S** ([1], théor. 1 (4)).

Pour démontrer que (Sx S™)/R est pseudo-résidué, nous remarquons
que
(x, @)/R A\ (y, D)/R < (o, o")/R
= ((xy)", a X b)/R = (o, o")/R
= (xy)*=0" et alb=o"
&= xy =~ 0" et bZLo*Y ar=a

ke

[puisque x — x** est une application de fermeture, o est I’élément
minimum de ' S*, et a* est le complément de a € S ([1], théor. 1)]

= gLt Y=z et bZa
[puisque dans un demi-groupe de Glivenko les résiduels des pseudo-
résiduels existent ([1], lemme 14)]

= gyt et bZa

<:> y*ﬂ J— y**A x* — ('lj**x*)** pa— (yx*)i* et b — b -k a*

= @ YR =@ DR A @, )R

< (y, b)/R Z(x', a)/R.
11 en résulte que les pseudo-résiduels sont donnés par la formule

(0, o™/R : (z, a))R = (x*, a*)/R.

La loi de (SxS")/R étant iderpotente, il est immédiat que le demi-
groupe quotient donné par A, o,z est une bande.



20 T. S. BLYTH.

Enfin, pour démontrer que I’équivalence A,z se réduit a 1’égalité,
nous utilisons la formule ci-dessus deux fois :

(0, )R :[(0; o)/R : (x, @)/R] = (z*, a”)/R = (x, a)/R,
d’olt tout élément de (SxS¥)/R est maximum dans sa classe
modulo A, e/, d’oll le résultat d’aprés ([1], théor. 1).

Considérons maintenant 'application f: S — (Sx S*)/R, définie par
f (@) = (a, 0")/R. Nous avons

f(@ A f(b) = (@0)R A (b, 0)/R = ((ab)*, o) R = f(ab),
donc f est un homomorphisme. Aussi, puisque (a, o*)/R = (a”, o")/R,
les implications suivantes :
a=b = a"=Zb" <= (a, o) RZ(b, )R = f(a) <[ (b)
montrent que f est isotone et que Im f~ S*.
Enfin, 'élément maximum de (S X S*™)/R est
(0, 0™)[R : (0, 0™)/R = (0, 0)/R,

et f(a) = (0", 0')/)R = a" = o* <= aeD; donc Kerf = D.

3. Propriétés remarquables des demi-groupes de Brouwer,

Rappelons les définitions [3] des équivalences fondamentales des
types B et F dans un demi-groupe abélien résidué S; pour chaque a€ S,
ces équivalences sont définies par

r=yB,) < xz:a=y:a
r=yF.) = za=ya.
TutorEME 2. — Pour qu’un demi-groupe abélien résidué S soit un demi-
groupe de Brouwer, il faut et il suffit que, quel que soit x€ S,
(@) B.=F,;
@) S|F. soit une bande.

Démonstration. — Soit S un demi-groupe de Brouwer. S/A. étant une
bande pour tout x€ S, nous avons

r:y=z:p0=(&:y:y,
d’oli, quels que soient x et y,
r=2x:y(B).
Aussi,
riy=z:yBy) = x yP=z:y = x:y==z.Y,

donc chaque classe modulo By contient au plus un résiduel par y.
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Or, S étant quasi-intégre, nous avons

r=xy:y=x:Yy;

donc, puisque x =z : y (B,), la convexité des classes modulo B, donne
ryiy=x:y(B)), dou

(1) xy:y=x:y, Vz,yes.

Donc
r=z(F,) = ay:y=zy:y
= x:y=z:y = xz=1z(B)),

c’est-a-dire, I, € B, pour tout y € S. Mais nous avons démontré que toute
classe modulo B, contient au plus un résiduel par y, et nous savons que
toute classe modulo F, contient un, et un seul, résiduel par y. Il en résulte
alors que Fy, =B,, VyeS.
D’aprés ce fait, I'égalité (1) peut s’écrire xy =z (F,), c’est-a-dire
Ty* =y, ou encore
yr=yF,), Vz,yes,

d’ou S/F, est une bande, quel que soit x € S.

Inversement, supposons que les propriétés («) et (3) sont satisfaites
dans S. De la propriété (8) résulte xy*> = xy, d’ou, d’aprés la propriété (a),
2y = x (B,) quels que soient x, y€S. Or, puisque =z =y (r : y) (By),
ceci nous donne zy =y (z : y) (B,), d’ou il résulte zy =y (x : y) <z,
et ceci quels que soient x, y€S. Par conséquent, S est quasi-integre.

Enfin, puisque xy> = xy quels que soient z, y € S[d’apreés (3)], nous avons
en particulier y* =y?, Yy €S, et

zipp=z:y = @:yp):y=@@:y):y
= x:yp=a:yB).

Mais B, = F, par hypothese, et toute classe modulo F, contient un,
et un seul, résiduel par y; il en résulte alors que

r:y*=x:y, Vzx yes.
Autrement dit, S/A. est une bande, quel que soit x € S.

CoROLLAIRE. — Si S est un demi-groupe de Brouwer, alors quels que
soient les éléments x, y, z€ S,

(@ :x2 =y :y =Uélément maximum de S;
(®) y@:y) =yx;
©) (y) = 2y;
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dDzx:yz=&:2):(@y:2;
€ zy:z>(@x:2)(y:2) =(zy: 2).
Démonstration.

(a) S étant quasi-intégre nous avons

y=x = y=x:x, VI,y€ES,

douz :xz =y :y, et cest ’élément maximum de S.

(b) D’aprés la propriété (1), établie dans le théoréme, nous avons
zy = z (By). Mais I’élément minimum dans la classe de  modulo B,
est I'élément y (z : y). Donc xy = y (x : y) (B,) et, puisque toute classe
modulo B, contient un, et un seul, multiple de y, nous avons zy =y (z : ).

(c) D’apres la propriété (3) du théoréme, nous avons xy> = zy, et ceci
quels que soient x, y € S. Inversant les roles de x et y, nous avons yr*> = yx;
donc, S étant abélien,

(zy)? = 2y*x = 2yxr = ya* = yxr = .
(d) D’apres le résultat (b),
@:2):@:2)=z:z@y:2z)=x:z2 =2 : Yz
(e) Puisque, dans tout demi-groupe abélien résidué x (y : z) <y : z
(voir [3]), nous avons, dans un demi-groupe de Brouwer,
@:2)W:2)=Z=@:2)y:z=@y:2):z=ay:22 =2y : 2,

donc, d’aprés (c) et le fait que S est quasi-intégre,

@:2@:2)=[:2)y: P (@y 2=y : z.
Mais puisque S est quasi-intégre, nous avons aussi 2y :z=x:z et
zy:z=y:z donc
(@y:2p=@:2) @y :2).
Il en résulte alors
@y :2=@:2)(y:2)=xy:z

Remarque. — Bien que I'égalité xy : z = (x : 2z) (y : 2) ait lieu dans un

demi-treillis de Brouwer, c’est-a-dire un demi-groupe de Brouwer dans

lequel zy = xny, ce n’est plus le cas dans un demi-groupe de Brouwer.
Par exemple, dans I’exemple 2 du paragraphe 1, nous avons

2

IE} T X=0 . X=21,,

(s : 2) (2 2) =23 = 0.
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Le résultat suivant nous montre la liaison entre les demi-groupes de
Brouwer et les demi-treillis de Brouwer (c’est-a-dire : les « demi-treillis
implicatifs » de Nemitz).

TueorEME 3. — Soit S un demi-groupe de Brouwer. Les conditions
suivantes sur S sont équivalentes :

(1) S est un demi-treillis de Brouwer (c’est-a-dire : un demi-treillis dans
lequel Ny = xy);

(2) 8*=S;

(3) S posséde un élément neulre.

Démonstration. — 11 est immédiat que (1) = (3), I’élément neutre étant
I'élément maximum de S. Nous montrerons alors que (3) = (2) = (1).

Si S posséde un élément neutre 1, alors d’apres le fait que xy* = xy,
V x, y€ S, nous avons y* = 15> = 1y =y, VY y€S, donc nous avons (2).

Enfin, si la condition (2) est satisfaite, alors

zeS =8 = z=ab, (a, belS) = z*=2z

en vertu de la propriété (c) du corollaire au théoréme 2. Il en résulte
alors que
zLx |

= z=2L1y;
2=y ) =Y

donc, S étant quasi-intégre, xy est le plus grand minorant commun de x
et y.
Remarque. — 11 faut se méfier de la simplicité des conditions du théo-

réeme 3. Ajouter un élément neutre & un demi-groupe résidué changera
la structure du demi-groupe a cause de la résiduation.

4. Résimorphismes.

LemMmE 2. — Soit S un demi-groupe de Brouwer dans lequel I'élément
mazximum est noté « et la résiduation est notée : . Soit L un demi-treillis
de Brouwer dans lequel I'élément maximum est noté 3 et la résiduation est
notée : . Soit f: S — L une surjection telle que, quels que soient x, y € S,

f@:y) =f@:fy).
Alors,
(1) f(@) =8

(2) f est isotone;
(3) f est un homomorphisme si et seulement si Ker f est un d-idéal de S.

Démonstration.

() f@)=f@:a)=f():]() =5
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(2) Etant donnés x, y€ S, nous avons
TLY = oglrxyiy=a = yilr=a
= f@y:2) =3
= f@):f@@) =3
= @ =f@n3=(®).

(3) Si f est un homomorphisme, alors f(zy) =f@)Nnf ), Vz, yeS,
d’ou

Keof

:ng;} = f@y) =f@)nf@y) =nB =8 = zyeKerf,
Ker !

x:;:f} [@)=f@ =5 = @) =85 = yeKerf.

Par conséquent,' Ker f est un d-idéal de S.

Inversement, supposons que Ker f est un d-idéal de S. Soit z€ L tel
que z = f(x) et z< f(y). Puisque f est surjective d’aprés I’hypothése,
z = f(u) pour un élément ue€ S; donc

fW=f@ = [@:f=>53
= f@:u) =3
= x:ueKerf

et, de facon analogue, y : ueKerf. Puisque Ker f est un d-idéal, il en
résulte (xr : u) (y : uyeKerf, d’ou zy : ueKerfenvertu de la propriété (e)
du corollaire au théoréme 2. Par conséquent,

fay):f(@ =[xy :u) =5
dou f(u) =f@npE < f(xy). Alors, f étant isotone et S étant quasi-
intégre, il en résulte que f(zxy) est le plus grand minorant commun
de f(z) et f (y), c’est-a-dire : f (xy) = f(@)nf{©)-

CoroLLAIRE. — Si f, définie comme ci-dessus, est un homomorphisme,
alors f| S* est un isomorphisme (isolone) de S* sur L si, el seulement si,
Ker (f| $?) = a?}.

Démonstration. — 11 est clair que si f| S* est un isomorphisme isotone
alors Ker (f| S?) = { «*}.

Pour démontrer que cette condition est suffisante, il suffit de démontrer
que f(z?) = f (y*) = 2* <=y Or

f@)=f@ f@):f@) =5

f o) =8

y?:x’eKerf

y? : x=y2 : x?éa‘l
v=x(@:x) =ra =x2> =y

|
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DEriNiTION. — Nous dirons qu’une application surjective f d’un demi-
groupe de Brouwer S sur un demi-treillis de Brouwer L est un résimor-
phisme si elle est un homomorphisme qui satisfait a la propriété

f:y) =f@):f@) quelsquesoientx, yesS.

TrEOREME 4. — Un sous-ensemble non vide J d’un demi-groupe de
Brouwer S est un d-idéal de S si, et seulement si, c’est le noyau d’un rési-
morphisme.

Démonstration. — Si f: S— L est un résimorphisme de S sur un

demi-treillis de Brouwer L, alors Ker f est un d-idéal de S d’aprés le
lemme 2 (3).

Inversement, supposons que J est un d-idéal de S. Définissons sur S

la relation ¥ par
rz=y()) = xz=y < UFL;>

dedJ

Il est immédiat que J est réflexive et symétrique. J est en plus transitive
car

x=y(Jy) = (IdelJ) zd =yd,
y=2z(J) => (Qeeld) ye=ze

et ces deux conditions ensemble nous donnent, puisque S est abélien et
J est un d-idéal, I'existence de f (= de) € J tel que xf = zf, d’olt & = z ().

La relation d’équivalence J est compatible avec la multiplication
dans S; en effet,

=y = @AdeJ)zxd=yd
= (AdeJ) zzd =zyd, VzeS
= zx=2zy(¥), VzeS.
En notant par ) la loi de composition induite sur S/,

ry @Yl = (*y)/J

il est immédiat que @ est commutative et associative. Elle est, en plus,
idempotente, car étant donné un élément arbitraire d€J nous avons
x2d = xd [d’aprés le théoréme 2], d’ou x*/J = x/J quel que soit x€ S.
Par conséquent, @ est une loi de demi-treillis; nous la noterons alors A.
La relation d’ordre dans S/J est définie de maniére usuelle, & savoir

2 =yl¥ <= zINyYlJ=1z/].

Nous montrerons maintenant que (S/J, A) est un demi-treillis de
Brouwer. D’abord, remarquons que

ty=yly < (Aded)zd<y.
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En effet,
TfJ=yly = (@) =1/F
= (deJ) zyd ==zd
= (AdeJ)zd Zy,
puisque S est quasi-intégre. Inversement, supposons que, étant donnés

x et y dans §, il existe un élément deJ tel que xd < y. Il en résulte
d~y:x douy:xed puisque J est un d-idéal. Donc, puisque

yr(@y ) =yry =ay* =2y =2 (y : x),

il existe e(=y : x)eJ tel que yre = xe, d’out x/J < y/F.

Supposons maintenant que z/J A y/J¥ = z/¥; nous avons alors
@y)|F < z/F, d’olr il existe de J tel que xyd < z. Il en résulte yd — z : z,
et par conséquent y/¥ = (z: x)/J. De plus, puisque pour tout deJ,

z(z:x)d = zzd < 2,
nous avons

T3 N (@03 =23,

donc S/J est un demi-treillis de Brouwer avec la résiduation donnée
par la formule

2F 12 =(z:2)].
Considérons maintenant I’application f : S — S/¥ définie par f () = z/J

quel que soit x€ S. Il est évident que cette application est surjective;
elle est aussi un homomorphisme, car

fay) =@/d =23 Nyld =f@ A Q-

Pour démontrer que f est un résimorphisme, il suffit d’utiliser la formule
établie ci-dessus :

f@:y) =@:p/F=2F:yF=f@: QW)
Or, si a est I’élément maximum de S, I’élément maximum de S/¥
est a/J; car a € J, donc
_ o ZLo=zxly Laly, VxzeS.
Il en résulte alors que
Kerf={zxeS;z[J =afFl.

Or z/y =aly = afj=x/3 = (AdeJ)ad =z, et puisque c€J,
nous avons ad € J, d’ou x € J. Inversement, si x € J, alors I'inégalité ax ~x
entraine l'existence d'un élément d(=z)eJ tel que ad =z, dou
aly Zx|F et «/J = x/F¥. Nous avons ainsi démontré que Kerf = J.

C. Q. F. D.
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Remarque. — Par abus de notation, nous écrirons S/Kerfau lieu de S/¥,
J étant définie comme dans le théoréme 4 suivant le d-idéal J = Kerf.

THEOREME 5. — Si f est un résimorphisme d’un demi-groupe de Brouwer S
sur un demi-treillis de Brouwer L., alors

L = Imf ~ S/Kerf.
Démonstration. — D’abord, montrons que
z/Kerf = g/Kerf < (x:y) (y:x)eKerf.
En effet, si x/Kerf = y/Kerf, il existe deKerf tel que xd = yd, d’ou
d-yd:xZy:x et y : zeKerf.
De facon analogue, nous avons z : y€Kerf, d’out (z: y) (y : x)eKerf.

Inversement, nous remarquons que, d’aprées les résultats du théoréme 2
et son corollaire,

@)y =ayx:y) =2y
= xy
= y")x
=y ) =y@:y) @ : ),
donc (y : @) (z : y)eKerf implique que z/Kerf = y/Kerf.

Ceci étant, nous avons

f@ =f@) = [@=f@ et f@y)=f()
= [@:if@=8=f@:[Y
= f@:o)nflx:y) =P
= [(:2)@:y) =3
= (y:x) (x:y)eKerf
& z/Kerf = y/Kerf.

Considérons maintenant le diagramme commutatif suivant :

s— L

AN /
BT
S/Kerf

dans lequel # est la surjection canonique et m est définie par
7 (f (xr)) = z/Kerf. Il résulte de ce que nous avons démontré que = est bien
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définie et est bijective; en plus, c’est un résimorphisme, puisque

=(f@)NfE) == (f(zy)) = (xy)/Kerf =x[Kerf \ y/Kerf

=n(f@) \ = (f@),
=(f(2) : [¥) =7 (f(x:y)) = (@ : y)/Kerf=x/Kerf: y/Kerf

=7(f(2)) : = (f))-

Enfin,
Kerm = | f(x)eL; z/Kerf = a/Kerf|
={f@eL; f(x) =f(2)}
={f(@)};

donc puisque L*=L et f(x)nf(2) = f(2), il résulte du corollaire au
lemme 2 que 7 est un isomorphisme isotone. Donc L ~ S/Ker f.

LemME 3. — Dans un demi-groupe de Brouwer S,
r=y = F,CF.,.
Démonstration. — Soient z, y€ S tels que x = y. Nous avons alors

z:y=Zz:xquel que soit z€ S, d’oul
Z:p:xZ@E:x):z=z:=z:x2=(:2):y=(z:y)

Par conséquent, quel que soit z€ S,

z=2z:y(Bx).
Or, puisque B,=F, et z:y =yz:y, ceci peut s’écrire z=yz: y(F.),
= =2 (Fz-);

d’ou
n=znF) = yzn:y=yn:y
c’est-a-dire : ', CF,. _

LeEMME 4. — Dans un demi-groupe de Brouwer S,

F.,=F, = x*=p~.

Démonstration. — Supposons que F. = F,. Soit z un élément arbitraire
de S. L’élément maximum dans la classe de z modulo F,, est alors I'élément
maximum dans la classe de z modulo F,; c’est-a-dire

z:x=az:x=yz.:y=2:1.

Soit, en particulier, z = z;ilenrésultex : *x =z : y, d’ou
P=y@:y =y@E:r)_z

et, par conséquent,
y-z =yt =12,
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De maniére analogue, en choisissant z =y, nous avons z* =~ y?, d’ou
résulte x* = y2.

Inversement, si x* = y?, alors, quel que soit z€ S,
TZ:x =2z x=Z. =z .P=z.:Yy=yz:.y.
Donc
n=2zl.) = x2z,:x=az2:2
S ynir=yn.y < z=z(F,);
c’est-a-dire, F,=F,.
CoRrOLLAIRE. — Quel que soit x€ S, F.= F,..

Etant donné un élément p d'un demi-groupe de Brouwer S
dont I’élément maximum est noté «, considérons I’ensemble

[pl={zeS;pP=Zx =2,

Puisque p* est idempotent [propriété (c¢) du corollaire au théoréme 2],
il est clair que [p] est un d-idéal de S. En plus, c’est un sous-demi-groupe
de Brouwer de S, carx —Zz : y, ¥V z, y€ S, donc

x, ye[p] = z:ye[pl
Or, puisque p? est idempotent et
p*a =p*(p:p) =p’=p*
I'isotonie de la multiplication montre que
px =p’, Vze[p]

Autrement dit, p*> est I’élément zéro de [p]; donc [p] est un sous-demi-
groupe de Brouwer complété de S.

TutoreME 6. — Soit S un demi-groupe de Brouwer. Pour chaque
élément ce S, soil
S:ici=ix:c;xel .

Alors S.: { ¢} est un demi-treillis de Brouwer et
S:ici~S§/[c] =S/F..

Démonstration. — Etant donnés z, y€ S, soit p=zxz.cetp=y:ec
Nous avons alors pc = x et pc = y; donc, en vertu de la propriété (c)
du corollaire au théoréme 2,

pe = (pe)* < ay,
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d’ot p<ay :c. Or, S étant quasi-intégre, nous avons 2y : c <= x : ¢ et
2y : c=y :c. Il en résultealors que S : { ¢} est un Nn-demi-treillis dans
lequel (x: c)n(@ : ¢) =y : c.

De plus,
TYicLzic = cxy=c@y:c)—_z = y-Lz:.cx,

donc S:{c| est résidué (c’est-a-dire, est un N-sous-demi-treillis de
Brouwer de S) avec
Z:ogi@x:c)=(@¢:2):c

Considérons alors 'application f.: S — S:{c|définieparf.(x)==z :c.
Cette application est visiblement surjective; de plus,

fe@y) =xy:c=@:)ny:c) =f.@)nf)
et
fe@:y)=@:p:c=@:0):@:c)=(@:f®),

donc f. est un résimorphisme.
Par définition,
Kerfe=(zeS;x:c=a},
ol « est I’élément maximum commun de Set S : {c!. Or,
zeKerf. = x:c=a = c=c(c:c)=ca—T = T€|c]
et
r€lc] = a=cic=c:cZx:c2:c=a = xeKerf.
Donc, en appliquant le théoréme 5,
S:{¢) ~ S/Kerf.= S/[c].

Il reste 4 démontrer S/[c] = S/F.. Comme nous I'avons signalé plus
haut, nous écrivons S/[c] au lieu de S/J, ou

3= P
x€[c]
Or, d’aprés les lemmes 3 et 4, nous avons, quel que soit z€ [c],

F,CF.=F..

1l en résulte alors = F., d’ou S/[c] = S/F..

THEOREME 7. — Soit S un demi-groupe de Brouwer dont U’élément
mazximum est noté a. Alors [«], le sous-demi-groupe de Brouwer complété
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engendré par «, est le plus pelit d-idéal contenu dans S. En plus [o] coincide
avec I'ensemble des éléments ct-nomaloides de S el est tel que

Sj[2] = S|Far S

Démonstration. — Soit T un d-idéal de S. Considérons un élément arbi-
traire x € T. 1l est clair que [x] € T. Or x — «, donc x>~ o?, et par consé-
quent

[x]S[z]CT,

d’olt [o] est le plus petit d-idéal contenu dans S.

Rappelons (voir [3], théor. 11 a, coroll. 10) qu’'un élément O& S est
A-nomaloide si, et seulement si, tout résiduel de 6 est @-nomal, c’est-
a-dire puisque « est le seul élément A-nomal dans ce cas, si, et seulement
si, -

0:x =a, Vxel.
Or, si c’est le cas, en particulier 0 : « = «, donc nous avons a2~ 0 et
par conséquent 0 € [«]. Inversement, si 6 €[], alors a6 et, quel que
soit x € S.
a=a:rx=0a.:2x-0:2
d’ott « = 0 : x et 0 est @-nomaloide.

D’aprés le théoréme 5, nous avons S/[«] = S/F,. Considérons alors
Papplication surjective
f:S*— S/F,

définie par f (z*) = z/F,. Cette application est bien définie puisque
=y = ar=ar=oayi=oay = I[Fy=y/F,.
C’est aussi un résimorphisme, car

f@y?) = f(xy) = ay/Fou=|Fa \ y/Fa= f@*) A\ [ @)
f@:y) =f@:y) = @:y/F.=2/F: y/Fo=f@@): [y

Enfin, puisque
Kerf={x€ 8% f(x) = 2/Fy | ={a2},

il résulte du corollaire au lemme 2 que S*~ S/F.,.

5. Demi-groupes de Brouwer complétés.

LEMME 5. — Quels que soient les éléments x, y d’'un demi-groupe de
Brouwer complété S,

@:p)=@":y).
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Démonstration. — Puisque x < x : y, nous avons

@:y)y=o:(@:y)Lo:x=2a"
Mais y*=o0:y<x:y; donc (x:y)'< y". D’aprés le lemme 14 et le
théoreme 1 dans [1], il en résulte alors
@ yy=r Ay"=@"Yy)y=@":y"
Mais x = 2", donc x : y < x™ : y et, par conséquent,
@y =(:y),

d’ou résulte 1'égalité.

TatoreME 8. — Soient S un demi-groupe de Brouwer complété,
S Ualgebre de ses éléments fermés, et D le d-idéal de ses éléments denses.

Alors Uapplication f : S — S* définie par f (x) = x** est un résimorphisme
et S*~ S/D.

Démonstration. — 11 est évident que f est surjective; d’aprés le théo-
réme 1 dans [1], ¢’est un homomorphisme, car

fly) = @y)” = @"y")" =2" L y" = f() X @)
Or, quel que soit x* & S*, nous avons ([1], théor. 3)
AO = AO** S A;l‘**’

kk *k

donc de y = y*(A4,) résulte y = y*(A.~); c’est-a-dire, z* : y =z : y*.
D’aprés le lemme 5, nous avons alors, quels que soient x, y € S,

@: g = @ : gyt = @ : gy
— @Y )"
— Yy
=x":y
— g,
c’est-a-dire: f (x : y) = f(z) : f(y). Par conséquent, f est un résimorphisme.

Enfin, Kerf={2€S; f(a) =0} ={xe€S; a*=0"| =D, donc en
appliquant le théoréme 5, §* = Im f~ S/D.

TutoreEME 9. — Soient S un demi-groupe de Brouwer complété, et D le
d-idéal de ses éléments denses. Alors D peut étre caractérisé comme le plus
pelit d-idéal de S tel que S/D soit une algébre de Boole.

Démonstration. — Nous avons vu dans le théoreme précédent que S/D est
une algebre de Boole, isomorphe a S*.
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Or, étant donné un d-idéal J de S, la relation d’équivalence

Z=UFd

nous fournit d’un demi-groupe quotient S/J [= S/3], comme nous I'avons
vu dans le théoréme 4. S étant un demi-groupe de Brouwer complété,
S/J posséde un élément zéro, a savoir ofJ. Ainsi le demi-groupe S/J est
un demi-treillis de Brouwer complété. Si ce demi-treillis est une algébre
de Boole, I’équivalence du type A associée avec 1'élément zéro se réduit
alors a 1’égalité, donc tout élément est maximum dans sa classe modulo
cette équivalence. Autrement dit, d’apres les formules trouvées dans le
théoréme 4,

x*|J = o/J i (o/J :a|J) = x|, VzeES;
c’est-a-dire, quel que soit x€ S, il existe de J tel que 2*d = xd.

Supposons donc que y€ S est tel que y*eJ; de
yrd =yd =y

et du fait que y*deJ résulte que yeJ. Or, en particulier, pour yeD,
nous avons y* = o*€J, d’ou l'on tire yeJ. Il en résulte alors DCJ,
ce qui achéve la démonstration.

TutoriME 10. — Soient S un demi-groupe de Brouwer complété, et D le
d-idéal de ses éléments denses. Alors D est un sous-demi-qroupe de Brouwer
complété si, et seulement si, il eriste meD tel que S|F,, soit une algébre
de Boole.

Démonstration. — Si D est un sous-demi-groupe de Brouwer complété
alors D contient un élément zéro m. D étant en particulier un sous-demi-
groupe résidué, cet élément m est nécessairement 1’élément minimum
de D. En vertu du lemme 3, nous avons

FLZSI;‘IIH VdeD’

U F,= F,.

debD

d’ol

Par conséquent, S/F,, est une algebre de Boole (isomorphe a S*).

Inversement, supposons qu’il existe me D tel que S/F,, soit une algébre
de Boole. D’aprés un raisonnement analogue a celui du théoréme précédent,
nous avons

rm=xm, VYxeS.

BULL. SOC. MATH, — T. 96, FASC. 1. 3
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Considérons alors en particulier x€ D : nous avons
m=(m:mm=om=z"m=zxm =zxm’,

donc m? est I'élément zéro de D et 1’élément minimum de D. Par consé-
quent, D est un sous-demi-groupe de Brouwer complété.

THEOREME 11. — Soit S un demi-groupe de Brouwer complété. Pour
que S* soit une algébre de Boole, il faut et il suffit que D = [o*].

Démonstration. — Si S? est une algébre de Boole, alors d’aprés le théo-
réme 7, il en est de méme de S/Fy« = S/[0’]. Or, [0*] est un d-idéal de S
qui est contenu dans D et, d’apreés le théoréme 9, D est le plus petit d-idéal
de S tel que S/D est une algébre de Boole. Il en résulte alors que [o'] = D.

Inversement, supposons que [0] =.D. Ceci implique que D est un
sous-demi-groupe de Brouwer complété, donc, d’aprés le théoréme 10,
il existe un élément me D tel que S/F,, est une algebre de Boole. Or,
d’apres les lemmes 3 et 4, quel que soit x€[o] =D,

FpCF,CFy=Fy,

d’ol F,,= Fy, V¥ x€D. Par conséquent, S/F est une algébre de Boole;
et il en est de méme de S* d’aprés le théoréme 7.

[Comme illustration de ce résultat, citons I'exemple 2 du paragraphe 1.]

6. d-idéaux d'un demi-groupe de Brouwer complété.

Rappelons ([1], théor. 1) que si S est un demi-groupe de Glivenko,
alors S* est une algébre de Boole dans laquelle les lois de composition
sont

ayY b = (a'b, a X b= (ab)".
Nous appellerons A -idéal un d-idéal du demi-groupe (S*, A).

LemMmE 6. — Soit S un demi-groupe. de Brouwer complété. Si J est un
d-idéal de S, alors
J**: {x“GS**;xGJ}
est un ) -idéal de S*; et si K est un A -idéal de S*, alors
() (K) = (zeS;a"eK]
est un d-idéal de S.

Démonstration. — Soit J un d-idéal de S, et soient x*, y* € J*”. Nous
avons alors z, y€J, d’olt, puisque xy < —~x" et xy =y = y*,

Ay >ayed.
Par conséquent, x™* A y*e€J et 2 A y* = (" L y")* eI
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Donc si " € J* et y € S* est tel que y > 2™, alors nous avons y>zed,
d’ott yeJ et y* e J™. Par conséquent, J* est un L -idéal de S*.

Soit maintenant K un ) -idéal de $*. Nous avons alors

ze()(K))  z"eK | = (@)=2"Ay"ekK
ye™)y(K) |  y'eK| = aye("y(K),
re (™) (K) |

N } ~ y'mz"eK = y'eK = ye()(K),
d’ou il résulte que (*)~! (K) est un d-idéal de S.

Or, d’aprés les définitions données dans les deux lemmes précédents,
il est clair que

Jr=JnS* et JC{zeSiaved|=()"(").

Donc, quel que soit le d-idéal J de S,
(2) J** E JS (**)_] ( *‘k).

Nous dirons que J est un d-idéal propre de S s’il est un d-idéal de S
différent de S et de [o*], le d-idéal minimum de S (voir le théoréme 7);
nous dirons aussi que J est maximal s’il est propre et tel que si K est un
d-idéal propre de S avec JC K, alors J = K.

LeMME 7. — Soit S un demi-groupe de Brouwer complété. Alors J est
un d-idéal maximal de S si, et seulement si, J* est un )\ -idéal maximal de S™.

Démonstration. — Soit J maximal, et soit K un A -idéal de S* tel que
J*C K. Nous avons donc

JEM) IS EK),

d’ou, en vertu du lemme 6, J = (*)""(K) et J*= K, c’est-a-dire,
J* est maximal dans S*.

Inversement, soit J** maximal dans S, et soit L un d-idéal de S tel
que JCSL. Nous avons donc J*CL* et (*)~!'(J*)C (™)' (L"). D’apres
les inclusions (2), et le fait que J* est maximal, nous avons

LS (**),_] (L**) et J** — J — (**)_1 (J**) — (**)_.1 (Li*),
d’ou LCJ. Par conséquent, L = J, et J est maximal dans S.

LemME 8. — Soit S un demi-groupe de Brouwer complété. Tout d-idéal
propre de S est contenu dans un d-idéal propre mazimal.

Démonstration. — 11 suffit, en vertu du lemme de Zorn, de démontrer
que ’ensemble des d-idéaux propres de S est inductif. Considérons une
chaine

J1SJ2£J;;S “ e
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de d-idéaux propres J,. Soit

K=UJW
o2

Or, K est aussi un d-idéal propre de S, car

vekK ) (@ozrely = zued = Y€ 09
yekK | (3B) xedg | Y€ et ek,
reK
ysx} - @ay=vels = yel. = yek,

o€eK = (3a) o€, contrairement & I’hypotheése; donc og K.

DEFINITION. — Suivant NewmITz [4], nous dirons qu'un d-idéal J d’un
demi-groupe de Brouwer complété S est fotal si et seulement si
J= ()T

Il est immédiat grace aux inclusions (2) que tout d-idéal maximal est
total. De plus, on voit facilement que le résimorphisme (**) : S — S*
induit une bijection entre les d-idéaux totaux de S et les A -idéaux de S*,
qui associé les d-idéaux maximaux de S avec les | -idéaux maximaux

de S™.
Nous allons donner maintenant trois caractérisations équivalentes des

d-idéaux totaux d’un demi-groupe de Brouwer complété. D’abord, nous
donnons un lemme dont nous aurons besoin dans la suite.

LemMmE 9. — Soient S un demi-groupe de Brouwer complété, et D le d-idéal
de ses éléments denses. Alors, quel que soit x€ S,

z.:2"eD et r=z"(x:z").
Démonstration. — D’aprés le lemme 5, nous avons
(x : x**)** — (x** : x*t)** i (O*)*t — O*’
c’est-a-dire, x : e D, et aussi,
=z (®:x) =0,
donc, puisque x =z~ 0", l'isotonie de la multiplication nous donne
x2 — x**x p— x**(x : x"*).

TurtorEME 12, — Soient S un demi-groupe de Brouwer complété, et D le
d-idéal de ses éléments denses. Alors, pour un d-idéal J de S, les conditions
~suivantes sont équivalentes :

() J est total;

(B) J est une intersection de d-idéaur maxrimaux;
() DEJ;

(9) S/J est une algéebre de Boole.
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Démonstration. — Nous démontrons que ()<= () et que
MN=@D=0)=)-

Puisque tout \ -idéal d’une algébre de Boole est une intersection de
A-idéaux maximaux, il est immédiat que (3) = («). Inversement, suppo-
sons que J est une intersection de d-idéaux maximaux,

J=[") M.

axel
Nous avons donec J CM,, J*CM’; et puis
(**)—J (J**) E (u)_](M&*) — Ma, V o E I

(I’égalité ayant lieu puisque tout d-idéal maximal est total), d’our

Y ENE () Ma=J

ael
et, par conséquent, J est total.

Supposons maintenant que DCJ. Soit xe€(*)~'(J™); nous avons
alors 2*e€J*, d’ou * = y™, ou ye€J. Puisque J est un d-idéal, il en
résulte € J. Or, d’apreés le lemme 9, x : ™€ DCJ, donc

> =" : 2™ ed,

d’ou xe€J. Par conséquent, (*)~'(J*)CJ, d’ou résulte l'égalité, et
nous avons démontré que (y) = ().

Démontrons maintenant (o) => (6). Remarquons d’abord que, J étant
total, il satisfait 4 " € J*= x € J. Pour montrer que S/J est une algébre
de Boole, il suffit de démontrer, en utilisant les formules du théoréme 4,
que I’équivalence du type A associée avec 1’élément zéro ofJ de S/J se
réduit a I’égalité; et pour démontrer ceci, il suffit de montrer que

2] =y*ld = z/J =y/J.
Or, si x*|J = y™/J, il existe de J tel que 2*d = y™d, d’ou
déy**d : x*iéy** : x** — (y : x)**.

Puisque = —>x™ est une application de fermeture, il en résulte que
d* = (y : ), d’ou (y : )" €J™ et, par conséquent, y : x€J. De maniere
analogue, nous avons x : y€J. Donc, J étant un d-idéal, (x : y) (y : x) € J,
et ceci implique que x/J = y/J en vertu du théoréme 4 et de la démons-
tration du théoréme 5.

Enfin, pour établir que () <=(L), nous remarquons que, d’aprés le
théoréme 9, D est le plus petit d-idéal pour lequel S/D est une algébre de
Boole. Le résultat est donc immédiat.
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DEFINITION. — Nous dirons qu'un demi-groupe de Brouwer complété S
est semi-simple si son d-idéal minimum [o0*] peut s’écrire comme une
intersection de d-idéaux maximaux.

Or, d’aprés la correspondance biunivoque induite par P’applica-
tion ("), ou bien d’aprés le théoréme 12, il est immédiat que linter-
section de tous les d-idéaux maximaux d’un demi-groupe de Brouwer
complété est le d-idéal D des éléments denses. Compte tenu de ce fait
et du théoréme 12, nous pouvons énoncer le théoréme suivant :

THEOREME 13. — Pour un demi-groupe de Brouwer complété S, les
propriétés suivantes sonl équivalentes :

(1) S est semi-simple;
(2) S* est une algébre de Boole;
3) D =[o].

COROLLAIRE. — Pour qu’un demi-treillis de Brouwer complété soit une
algébre de Boole, il faut et il suffit que son élément maximum soit le seul
élément dense.

Ce corollaire est immédiat en vertu du théoréme 3.

DErinNiTION. — Nous appellerons algébre de Boole simple I'algébre
a deux éléments.

THEOREME 14. — Soient S un demi-groupe de Brouwer complété, et J un
d-idéal de S. Alors J est maximal si, et seulement si, S|J est Ualgébre de
Boole simple.

Démonstration. — Supposons que J est maximal, et considérons x € S\ J.
Puisque J est total, nous avons z"¢J*, donc, J™ étant un A -idéal
maximal de S, z*€J”CJ. Or, puisque

z/J=ofJ] < (3ddeJ)xd=o0
&= [@ded)ydZLo:x=x
= x'ed,

il en résulte que 'algébre de Boole S/J est simple.

Inversement, supposons que S/J est 'algébre de Boole simple. Soit K
un d-idéal de Stel que J C K, et considérons un élément arbitraire x€ K\ J.
Soit 7 le résimorphisme © : S — S/J défini par = (y) = y/J. Nous avons
m (x) = ofJ, puisque S/J est simple, donc

@) =r(o:2) =m(0) 1 7(x) = ol I ol = .

Par conséquent,
reKern = J,
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et il en résulte que
o=2z(o:x) =€k,

c’est-a-dire, K n’est pas propre. Donc J est maximal.

COROLLAIRE. — Soif S un demi-groupe de Brouwer complété, et soit D le
d-idéal de ses éléments denses. Alors D est un d-idéal maximal si, et seulement
si, S* est simple.

DEFINITION. — Nous dirons qu'un demi-groupe de Brouwer complété S
est simple si ses seuls d-idéaux sont [0*] et S lui-méme.

Compte tenu du corollaire précédent et du théoréme 13, nous avons
le théoréme suivant :

THEOREME 15. — Pour qu’un demi-groupe de Brouwer complété S soit
simple, il faut et il suffit que S soit semi-simple et que S™ soit simple.

7. Quelques remarques.

Ayant généralisé ici la plupart des résultats donnés dans [4],
on se demande s’il est possible de donner aussi une généralisation des
deux résultats principaux qui restent dans [4], & savoir les théorémes 5.2
et 6.6. En effet, ces deux résultats sont essentiellement des résultats
concernant les demi-treillis de Brouwer complétés, et ne se généralisent
pas aux demi-groupes de Brouwer complétés. Ces deux derniers résultats
de Nemitz reposent en effet sur la propriété suivante : Tout élément x
d’'un demi-treillis de Brouwer complété L, peut s’écrire x = x“d, ou
z*eL" et deD. Cette propriété ne subsiste plus dans un demi-groupe
de Brouwer complété. C’est en effet une condition nécessaire et suffisante
pour qu'un demi-groupe de Brouwer complété soit un demi-treillis de
Brouwer complété; car six = y*d, ou y* € S* et de D, alors

xm — (y«*dﬁ) — y**k dﬁ — y**k 0* — y*a,

donc x = 2™d, d’'oit z = z”(x : ). D’aprés le lemme 9 et le théoreme 3
du présent travail, S est alors un demi-treillis de Brouwer complété.

Ajouté en mars 1968. — Depuis la rédaction de ce travail, nous avons
quelques résultats supplémentaires a annoncer. En particulier, remarquons
qu’une relation d’équivalence sur un demi-groupe de Brouwer est compa-
tible avec la multiplication et avec la résiduation et telle que I’ensemble
quotient soit une bande si, et seulement si, elle est de la forme rencontrée
pour J dans le théoréme 4. Remarquons aussi que ’on peut arriver a la
notion de demi-groupe de Brouwer de maniére tout a fait naturelle :
ils sont caractérisés comme les demi-groupes abéliens ordonnés dans
lesquels toute translation est une application d’antifermeture résiduée.
Ceci sera publié ailleurs.
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