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Introduction.

Nous nous proposons d'expliciter et compléter le premier des deux théo-
rèmes que N. NILSSON prouve dans [5] et applique dans [6].

1. Les intégrales de formes différentielles à support singulier
algébrique.

Notations :
X=P1 est l'espace projectif complexe, de dimension complexe Z;
les coordonnées homogènes d'un point x de X sont les composantes

d'un vecteur Ç e Z == C^S X étant donc le quotient de Z par le groupe
de ses homothéties de centre 0;

(1) Ce travail fait partie de la Recherche coopérative sur Programme n° 25 du
Centre National de la Recherche Scientifique.
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3l4 J. LERAY.

S est le dual de Z, la valeur en Ç de Ce 2 étant notée Ç.Çe G;
T est un espace affin de dimension finie;
(t, X) est la partie de TxX se projetant en tçT;

on se donne me { o, ..., l} ;
f^\ V; est l'intersection de m hypersurfaces algébriques données de T x X,

î
d'équations

V/: y/(^0=o,
où Vj est un polynôme de (t, Ç) e T x Z, homogène enÇ,e t j ' e{ i , ..., m} ;

r\V^=TxX si m==o;
î

V/(Q est la projection de ( f ,X)nVy sur X, c'est-à-dire l'ensemble
des x tels que (t, rc)e V/;

IV (t) = U WH (t) est la réunion de n hyperplans de X, dépendant
H

algébriquement de t, d'équations
WH(t): Wn(f)^=o,

où WH est une fonction algébrique de t à valeurs dans S, et Hç. { î , . . . , n } ;
W(t) est vide si n=o ;

les intersections WH, (t) n ... n Wjj, (Q, où î ̂  Jfi < ... <Hs ̂  n,
qui sont de dimension r pour f générique, sont notées WiÇt) si t est
tel que leur dimension soit r; sinon WiÇt) n'est pas défini;
W^(0 désigne X.
Le support singulier Ss[W] est l'ensemble des t en lesquels l'un au

moins des WnÇt) n'est pas holomorphe.
On se donne :

feT—Ss[W]; îe{m, . . . , Z } ;
W : une branche de W(f), c'est-à-dire une branche de chaque W^(f),

telle que les Wift') soient définis Vr^J—q;
Xr : partie ouverte de X;
yq-m ; (g_jn)-cycle de X ̂  V/(f) relativement à X'nW;

7
(ù(t, Ç) : î-forme différentielle homogène (l) de Ç, fonction de t;
m entiers ̂  o : pi, ..., pm.

(1) Produit d'une forme des quotients des coordonnées de Ç par une fonction homo-
gène de Ç.



COMPLÉMENT AU THÉORÈME DE N. NILSSON. 3l5

On suppose ceci :
les hypersurfaces X'nVy^') de X' sont régulières;
ces hypersurfaces et les X'nW^f) sont en position générale dans X';

(I) ^^(^)^^^<^j (pour m==09 ctest ̂

est une forme différentielle de Ç homogène de degré nul (2); c'est donc
une forme de x, à coefficients fonctions de t;

cette forme (i) est :
— holomorphe en (/, x), près de tout point de (f, X7);
— fermée, pour dt==o;
— nulle sur X'nW(Q, c'est-à-dire pour : rceX', t' voisin de /,
W(t) voisin de W, w^.Ç =w^.dÇ = o, \fH.
Ces hypothèses ont les conséquences suivantes, vu [3] :

on peut définir, pour (t, W (Q) voisin de (f, W7), un (q—7n)-cycle ̂ ^(t)
de X'nV/(0 relativement à X'nW^) variant continûment avec f
et tel que

yçr—m /^/\ ̂  ̂ lq—m ̂

sa classe d'homologie est définie sans ambiguïté;
si m > o, la classe résidu de (i) :

JE______ __________^+-+^nG^ Ç)_________ 1

7^1^^1^..^.^
(^) pi! ... pm\ [dUi(t, Op^A ... At^mp^-l^n^^x-n^^)

est définie pour < voisin de f;
l'intégrale

(3)

T/A r dP^-^^wÇt, 0

^^^i-./J^^OP^A.-.Al^]1^ sl 7n>oï
^^-m(^)

J(t)= C &)(/, Ç) si m = o
1^(0

est donc définie sans ambiguïté pour t voisin de f; c'est une fonction
numérique holomorphe de t (vu [3], n° 10). Nous allons construire son
prolongement analytique, sous des hypothèses appropriées.
Définition des formes et des fonctions à support singulier algébrique. —

Si w(t, Ç) [ou J(t)] se prolonge en une forme [ou fonction] holomorphe
sur le revêtement simplement connexe du complémentaire d'une hyper-
surface algébrique de T x Z [ou de T], nous dirons que c*) [ou J] est à

(2) C'est une forme des quotients des coordonnées de Ç.
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support singulier algébrique; il existe alors évidemment une plus petite
hypersurface ayant cette propriété; elle sera notée

Ss[&)] [ouSs[J]]

et nommée support singulier de w [ou de J]. D'après un théorème
d'Hartogs [l], c'est une hypersurface algébrique.

Note. — II est superflu de supposer (f, X') hors de Ss[c»)].
Notation. — Notons

(4) V = = S s [ û t ) ] l i Y / , donc Y==Ss[co] s i m = o ;
./'

V est une hypersurface de TxX.
Définition des (t, W(Q) s'appuyant sur une hypersurface V de TxX.

— Étant donné tç. T, nous dirons que (t, W(Q) a sur V un appui d'ordre
[—q quand l'un au moins des r-plans

(t,WK(f)), où rç{l—q, . . . , / j

n'est pas défini ou a sur V un appui d'ordre /—q , au sens du n° 4.
Note. — Soient u/yF7 (Q€ /\l~r^ des coordonnées grassmanniennes (n°3)

de WA(O, s'annulant quand Wi:(Q n'est pas défini; vu le n° 4, l'appui
d'ordre l—q de (t, W(t)) sur V s'exprime par la condition suivante :
au moins l'une des branches de l'un des w1^1(t) vérifie l'équation

(5) P^-1 (t, w1^ (0 A Si A ... A ^-y) -o. V Si, ..., Sz-y e S,

où rç.[l—g, ..., l}.
THÉORÈME 1. — Supposons ceci :

ûj est à support singulier algébrique;

(t,W(t)) n'a pas sur V=Ss[w]\^J V/ un appui d'ordre l—q, \/1.
j

Alors :
J(f) est à support singulier algébrique;
Ss[J] est une hypersurface algébrique de T, contenue dans la réunion de
Ss [W] et de l'ensemble des t tels que (t, W (t)) ait sur V un appui d'ordre l — q.

Note. — Si n=o, c'est-à-dire si W(t) est vide, alors cet ensemble
est l'ensemble des t tels que (t, X) ait sur V un appui d'ordre l—q.

COROLLAIRE 1.1 (N. NILSSON). — Si n=o, c'est-à-dire si W(t) est
vide, alors J ( t ) est à support singulier algébrique.

preuve. — Par définition, (t, X) ne s'appuie pas sur V, V t.
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On prouve de même ceci :

COROLLAIRE 1.2. — Supposons que T puisse être fibre de façon que
les V / ( t ) soient constants sur chaque fibre et que W applique chaque
fibre sur l'ensemble des réunions de n hyperplans de X; alors J (f) est
à support singulier algébrique.

Une preuve détaillée de ce théorème 1 est donnée par les chapitres I, II
et III; elle s'abrège considérablement quand on suppose, comme
N. NILSSON, W (t) vide (n = o). Comme celle de N. NILSSON, notre
preuve traite d'abord le cas :

m = = o /c'est-à-dire : F\ V/=TxX, y==Ss[c»)]V q=n—i==l;
\ j /

autrement dit, elle établit d'abord ceci : l'intégrale sur un ^-simplexe
d'une q-îorme différentielle à support singulier algébrique est une fonc-
tion à support singulier algébrique (chapitre II, lemmes 12 et 16); le
théorème 1 en résulte, par application de la formule du résidu
(chapitre III), en évitant la construction compliquée que constitue le § 3
de l'article [5] de N. NILSSON.

THÉORÈME 2. — Adjoignons à l'hypothèse du théorème 1 la suivante :
toutes les branches de co sont combinaisons linéaires, à coefficients dans un
anneau de constantes, d'un nombre fini d'entre elles. Alors toutes les branches
de J sont combinaisons linéaires, à coefficients dans ce même anneau,
d'un nombre fini d'entre elles.

Preuve. — De cette hypothèse résulte évidemment que toutes les
fonctions, construites ultérieurement, possèdent cette propriété; nous ne
détaillerons pas cette preuve que N. NILSSON explicite dans le cas qu'il
traite : W(t) vide (n = o).

THÉORÈME 3 (énoncé hypothétique). — Adjoignons aux hypothèses des
théorèmes 1 et 2 la suivante : les coefficients de ci) sont « à croissance lente »
quand (t, x) tend vers Ss[co]. Alors J ( t ) est « à croissance lente » quand t
tend vers Ss[J].

On peut définir « la croissance lente d'une fonction à support singulier
algébrique » par la condition (c) de la première page de N. NILSSON [5];
peut-être existe-t-il des définitions équivalentes plus maniables.

La preuve de ce théorème 3 a été donnée par N. NILSSON dans le cas
qu'il traite : W (t) vide (n = o) ; elle reste à faire dans le cas général.

Appliquer les théorèmes précédents au prolongement J? de la trans-
formation de Laplace, que définit [4], est évidemment possible; on peut
ainsi, en particulier, obtenir des opérateurs hyperboliques dont la solu-
tion élémentaire est à support singulier algébrique; nous ne le ferons
pas ici.
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Le théorème 1 emploie la notion d'appui; le n° 4 la définira à partir
de la notion suivante.

2. Équation discriminante.

Soit une équation
(2.i) P(U)==o,

où P est un polynôme de (t, Ç) e T x S, homogène en Ç, à coefficients
appartenant à C.

Rappelons que P est dit réductible quand il est le produit de poly-
nômes, du même type, non constants; rappelons un théorème clas-
sique ([7], t. 1, chap. IV, Ganzrat. Funkt.) : tout polynôme est produit
de facteurs irréductibles, définis de façon unique, à des facteurs cons-
tants près.

Les deux conditions suivantes sont donc équivalentes :
i° l'un de ces facteurs est multiple et de degré > o en ^;
2° l'équation (2. i) équivaut à une équation du même type et de degré

moindre en Ç.

Si ces conditions ne sont pas réalisées, et si P(/, Ç) n'est pas iden-
tiquement nul, alors nous dirons que Uéquation (2.i) est réduite sur T
relativement à Ç.

Le n° 6 (chap. I) prouvera le critère de réduction suivant :

Notations. — Notons Ç et Y] deux vecteurs de S, p une variable numé-
rique complexe et (3) discrP(f, Ç + P^) le discriminant de P(t, ^, + pïî),
considéré comme un polynôme en p. Rappelons que ce discriminant est
un polynôme en (t, Ç, Y?), et qu'il reste invariant quand on trans-
forme (Ç, Tî) par une substitution unimodulaire; voir [7].

Critère de réduction.
i° Pour que l'équation (2.i) soit réduite sur T relativement à î,,

il faut et il suffit que

discrP(f, Ç + pYi) ̂  o en au moins un point (t, ^, -n) de TxSxS.

2° Plus précisément, si (2.i) est réduite, et si YÎ est donné tel que
P(f ,Yi)^o en au moins un point /, alors discrP^.Ç+P^T^o en au
moins un point (t, Ç) de T x 5L.

Bien entendu, l'expression : « l'équation (2.i) est réduite sur le
point t e T » signifiera : « cette équation est réduite quand on choisit
pour espace T ce point t ».

(3) discr P n'est pas fonction de la variable coiffée par ^.
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Le i° du critère de réduction a pour conséquence évidente ceci :

LEMME 2 (localisation).
i° Pour que l'équation (2.i) soit réduite sur T, relativement à Ç,

il faut et il suffit qu'elle le soit sur au moins un point de T.
2° Les points t sur lesquels cette équation n'est pas réduite sont ceux

qui vérifient la condition
discr P(^+pïî)=o, VÇ, ^eS;

l'ensemble de ces points est donc une variété algébrique de T.
Définition. — Donnons-nous une équation (2.i) qui ne soit pas

vérifiée V (t, ï;); formons avec les facteurs irréductibles de P(t, î,), une
équation équivalente, réduite sur T relativement à £, :
(2.2) 0(^)=0.

Considérons l'ensemble des points t de T sur lesquels cette équation (2.2)
n'est pas réduite relativement à î,. Vu le lemme 2, cet ensemble est
différent de T, et est une sous-variété algébrique de T définie par la
condition

discr Q(t, ̂  + pïî) = o, V ̂  € S.

Cette sous-variété est l'ensemble des points / où le degré de l'hyper-
surface de S d'équation (2.i) n'est pas maximum; elle ne dépend donc
que de cette équation. Seule nous intéressera la plus grande hyper-
surface contenue dans cette sous-variété (4); son équation sera

(2.3) discrrP(f, |) = o,

où discrrP(^, 1) est le polynôme (3) en t de degré maximum qui divise

discr (KU+P^î), V Ç , y î e S ;
c'est-à-dire le plus grand commun diviseur des coefficients de discr
Q(t,î,+^fî), considéré comme un polynôme en (^, n), ayant pour
coefficients des polynômes en t L'équation (2.3) est nommée équation
discriminante de U équation (2.i). Elle n'est jamais vérifiée V^.

Note. — En général, l'hypersurface (2.3) est vide; mais, dans ce qui
suit, ce « cas général » se trouvera être exceptionnel.

Note. — Dans les définitions précédentes, l'espace affm T et l'espace
vectoriel E ne peuvent pas être remplacés par des variétés algébriques
quelconques, car, sur de telles variétés, un polynôme n'est pas un produit
unique de polynômes irréductibles.

(4) Car, d'après un théorème (THartogs [l], si le support singulier d'une fonction
analytique appartient à cette sous-variété, alors il appartient à cette hypersurface.
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3. Grassmanniennes (voir [2]).

Pour repérer les g-plans complexes x^ de X, nous emploierons l'algèbre
extérieure A 2 qu'engendre l'espace vectoriel S; les éléments de A ̂
homogènes de degré r sont nommés r-vecteurs, et notés ̂ ; leur ensemble
est le sous-espace vectoriel ^E de l'algèbre A2; bien entendu :

A°S=C, ^E^E, /\^E=C',

Z peut être identifié à A^2 par la bijection

(3.i) Ç<^

telle que la valeur de Ç en H, soit

Ç.Ç==SA^ VÇeS.

Nommons classe (^) de Ç7^ o l'ensemble des r-vecteurs non nuls,
parallèles à i^. L'ensemble des classes (^r) est l'espace projectif (A^2)»
quotient de l'espace vectoriel A^ par le groupe de ses homothéties
de centre 0.

La bijection (3.i) induit une bijection

(3-2) X<->^1),

qui identifie X à (A^).
Un hyperplan x1-^ de X est l'ensemble des xçX dont les coordonnées

homogènes Ç vérifient une équation

x1-^. Ç .Ç=o ;

d'où une bijection

(3.3) ^-^(O

qui identifie l'ensemble des hyperplans de X à l'espace projectif (S).
Étant donné un y-plan complexe ^ de X, soient l—q hyperplans

x1^, ..., rcfr^ de X tels que

^-^"'n.-.n^;

soient l—q vecteurs £1, . . . ,Ç/-y de S tels que ^"^^(Çy); notons;

^=^A...A^;

évidemment, (^-y) dépend de x^ sans dépendre des choix des x1^ et Ç/ :
nous avons une injection naturelle

(3.4) a^(^), où qç{o, . . . , /— ij,
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de l'ensemble des g-plans de X dans l'espace projectif (A^S); elle
est telle que, si

x^^-'i) et ^-1^->(0,
alors la condition

(3.5) x^c x1-1 équivaut à ̂  A S = o.

L'injection (3.4) est pour g = = o la bijection (3.2), pour q=l—i
la bijection (3.3).

L'image par (3.4) de l'ensemble des g-plans x^ de X est une sous-
variété algébrique r^(X) de (A^S); on la nomme q-grassmannienne
de X. On nomme coordonnées grassmanniennes du ^-plan a^ i-> (Ç^) les
coordonnées du (/ — q) vecteur ^~(J, ou, par abus de langage, ce (Z — q)-
vecteur lui-même.

Rappelons que la dimension de F/(X) est

(3.6) dim^(X)=(q+i)(l—q).

Preuve de (3.6). — L'espace des g-simplexes de X, fibre par l'ensemble
des ^-simplexes d'un même ^-plan, a pour base r^(X); or cet espace et
sa fibre ont pour dimensions respectives (q + i) Z et (q + i) q.

Notation. — Nous noterons P(t, ÇiA .. • /\î,i-q), et nous nommerons
« polynôme de t, Ci A . . . A ̂ i-q » tout polynôme de (t, Ci, .... Ç/-y),
homogène en chaque Çy, dont la valeur est fonction seulement de
(t, Ci A • • . A ̂ i-q)' Nous ne nous soucierons pas de l'existence d'un poly-
nôme de (/, y-^çTx A^S qui soit égal à P(t, Ci A . • . A^-y) pour
S^^SiA • • • A^-y» car un tel polynôme n'est pas unique (5).

Le n° 7 prouvera le lemme suivant, que le n° 4 va employer impli-
citement :

LEMME 3. — Si P(/, Ci A • • •A^-'/AO est un polynôme de
(/, Si A • • • A ̂ i-q/\^\ alors discrrxS^P(^ Ci A • • . A^-yAt) est un poly-
nôme de (t, S iA.- .A^-y) .

4. L'appui d'un ̂ -plan sur une sous-variété algébrique V de Tx X.

Soit Y une sous-variété algébrique de TxX, dont toutes les compo-
santes algébriques ont la même dimension; notons

r = dim V — dim T < Z.

Soit (t, Xe') le (y-plan de TxX, ayant pour projections respectives
sur T et sur X le point t et le ^-plan x^, de coordonnées grassmanniennes

^=SiA...A^-y, où S/eS; yeio, . . . , / } .

(5) En effet, les composantes de ^-7 sont liées par des relations quadratiques.
quand ^-7= ^A ... A ̂  : yoî'r [2].
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Nous dirons que ce q-plan s'appuie sur V quand il satisfait une équation

(4.i) P'7(^-'7)=o [P^O ne dépend que de /],

qui va être définie par récurrence sur q; P^ sera un polynôme de
(^iA...ASz-,).

Définition. — Si q<l—r—i, alors aucun ^-plan ne s'appuie sur V :
l'équation (4.i) est impossible.

Définition. — Supposons q==l—r—î; (t, ̂ -r-1) s'appuie sur V si
et seulement si (f, x1^-1) coupe une composante algébrique de Y dont
la projection sur T est de codimension o ou i.

Si V est l'intersection complète de l—r hypersurfaces, se projetant
chacune sur T tout entier, alors l'équation (4.i) résulte donc de l'élimi-
nation de Ç entre

( les l—r équations de Y,
( les / — q = r + i équations de x^ : Ci. Ç = = . . . = = ^/_y. Ç == o,

c'est-à-dire entre / +1 équations homogènes en Ç, à coefficients fonc-
tions de t, E^i» . . ., ^/_y. Plus précisément : le résultant de ce système
de l + i équations homogènes à l + i inconnues (voir [7], chap. XI)
est un polynôme de (t, Ei, . . . , Ç/-y); vu le lemme 7.1, c'est un poly-
nôme de (Z, Ci A • • • AS^-y); on 1e nomme » forme de Cayley de V »
(voir [2]); en l'annulant on obtient l'équation (4.i).

Si Y est une composante algébrique d'une intersection complète
d'hypersurfaces, alors la forme de Cayley de cette intersection complète
se décompose en facteurs, qui sont encore des polynômes de
(/, Ci A • • • A ̂ i-q)) vu le lemme 7.1; le produit de certains d'entre eux
est la forme de Cayley de V; c'est-à-dire qu'en annulant ce produit on
obtient l'équation (4. i) qui exprime que (/, rc^-1) coupe V.

Si V se projette sur une hypersurface S de T, alors (t, x1'7^) s'appuie
sur V si et seulement si tçS : l'équation (4.i), qui est alors indépen-
dante de ^-y, est celle de S.

Si Y se projette par une sous-variété de T de codim> i, alors aucun
g-plan ne s'appuie sur V.

Exemple : si r == l — i et q = o, c'est-à-dire si V est une hypersurface
et (t, x^) un point (t, x) de TxX, alors ce point s'appuie sur Y s'il appar-
tient à V et seulement dans ce cas : la condition d'appui

est l'équation de V,
P°(^)=o

P(/,Ç)=o,
où l'on substitue ÎJ- à Ç.

Exemple. — Si r < — i , alors aucun ç-plan ne s'appuie sur V.
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Exemple. — Si r =—i, alors les ç^-plans s'appuyant sur Y sont des
Z-plans (t, X); leur équation P^^^o est celle de la plus grande hyper-
surface contenue dans l'ensemble des t tels que V(f) ne soit pas vide.

Définition. — Si q>l—r—i, alors l'équation

(4.i^ P^(UiA...A^-y)=o,
qui exprime l'appui de (/, x'i) sur V, est l'équation discriminante

discr^xS^ P^-1 {(t, Si A ... A ^-yA S) = o
de l'équation

(4.1)7-1 P7-1^, ^A ... A ^-yA O-o
qui exprime qu'un hyperplan (f, xv-1) de (/, a;7) s'appuie sur V.

Note. — II serait donc naturel de noter (4. i)y comme suit :

discr^E^P^ Ç,A ... A^A^-^iA ... AUi) = o,

où P(^, Ci A ... A Sr+i) est la forme de Cayley de V.
Définition de l'appui d'ordre p. — Soit p e { o , . . . , q } . Nous dirons

que le q-plan (t, x^ de TxX a sur V un appui d'ordre p quand tous ses
(q—p)-plans (t, r^-P) s'appuient sur Y; c'est-à-dire quand / et les coor-
données grassmanniennes ^-7 de xi vérifient

(4.2)p P^,^ASiA...A^)=o, VSi, ...,^ea.

Note. — L'appui d'ordre o est l'appui; l'appui d'ordre p n'est possible
que si p ^ ^ - j - r — Z + i . Une variété V n'a en général aucun ^-plan
d'appui d'ordre > o.

LEMME 4. — L'appui d'ordre p implique les appuis d'ordres p — i, . . . , o.

Preuve. — Une équation identiquement vérifiée n'est pas réduite;
donc (4.2)p implique

discrrxs^-7+o-i P^-P (/, ̂  A Si A .. • A Sp-i A I) = o, V ^i, . . . , Çp-i.

Autrement dit : (4.2)? implique (4.a)p_i.

Exemple. — Supposons que V se projette sur une sous-variété (7^ r)
de T; soit S la plus grande hypersurface de T contenue dans cette sous-
variété; alors (t,x7) s'appuie sur V si et seulement si tçS et
^ ^ / — r — i ; cet appui est d'ordre q + r—Z + i.

Les théorèmes qu'énonce le n° 1 et leurs preuves (chapitres I, II, III)
n'emploient que l'appui sur une hypersurface; mais l'étude de l'appui
sur une hypersurface exige celle de l'appui sur une variété de dimension
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quelconque; c'est ce que montre la proposition suivante, que le n° 10
(chap. I) prouvera :

PROPOSITION 1. — Soit V une hypersurface algébrique de TxX; soit Vk
une composante algébrique, de dimension homogène, de l'intersection d'un
nombre quelconque de composantes algébriques de Y. L'appui sur Vk
implique l'appui sur V.

Note 4. — II existe d'autres cas où l'appui sur une partie singulière
de V implique l'appui sur V; nous ne les expliciterons pas {voir la note 22).

5. Propriétés géométriques de l'appui.

Nous obtiendrons, comme suit, de telles propriétés : nous définirons,
par des propriétés locales de géométrie différentielle, les appuis réguliers,
semi-réguliers et très réguliers; puis nous relierons (propositions 2 et 3)
ces trois nouveaux types d'appui à l'appui que le n° 4 a défini par une
propriété globale et algébrique.

Notations. — V sera une sous-variété algébrique irréductible de TxX;
notons :

r=dim Y — d i m T < Z ,

Y(Q la projection de (t, X)nY sur X;
xç V(t) signifie donc (t, x}ç. Y.

t sera dit régulier quand il sera hors de la plus petite variété algébrique
de T hors de laquelle :

i° V(t) a une dimension indépendante de t, qui est r ou —i (dimen-
sion du vide);

2° l'ensemble des hyperplans de X tangents à V(t) a une dimension s
indépendante de t.

Évidemment : s^-_l—i; si s^l—i, alors Y(Q -sera dite \déve-
loppable.

Définition. — Si V(t) est vide quand t est régulier (en particulier si
r < o), alors l'exemple précédent (n° 4) a défini géométriquement les
(y-plans s'appuyant sur Y; nous conviendrons que ces (y-plans, s'appuyant
sur Y, sont les (y-plans d'appui régulier, semi-régulier et très régulier.

Supposons Y(Q non vide pour t régulier, c'est-à-dire
(5. i) dim Y (/) = r ̂  o pour t régulier.

Soit t régulier; soit x un point régulier de V(t); soit xr{x) le r-plan
de X tangent (6) à Y (t) en x. Soit x1-1 un hyperplan tangent réguliè-

(6) Rappelons qu'un g-plan Xe! est tangent à V(t) en x quand
x^Cx^x) si q^r; x^x)^ s i r ^q .
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rement à V(Q : x1-1 est tangent à V(t) le long d'un (Z—s—i)-plan
x1-^ (x1-1) qui est nommé (7) « plan caractéristique de x1-1 ». Si x1-1 est
tangent à V(t) en rc, rc et x1-1 étant réguliers, alors

x e ̂ -A-1 (r^-1) C xr (x) C a^-1.

Donc

(5. s) sup (r, s) ̂  Z — i ̂  r + s.

No^. — Pour que l—i==r-{-s, il faut et il suffit que V(t) soit
un r-plan.

Note. — Une polarité (8) commute r et s, x et x^\ x'^x) et n;̂ -1 (x1-1);
il résulte du lemme 23.1 qu'elle conserve l'appui régulier sur V, dont
voici la définition :

Définition. — Supposons (5.i) vérifié. Alors le ^-plan (t, x / ) s'appuie
régulièrement sur V, au point (t, x), quand il satisfait aux trois condi-
tions suivantes :

i° l—r—i^q^s;
2° / est régulier; xç.x^\ (t, x) est point régulier de V;
3° en ce point, si l—r^q, le ^-plan tangent à (t, x / ) et le (r + dim T)-

plan tangent à Y ne sont pas en position générale.

Note. — Si l—r—i = q, alors la condition 3° n'existe pas, et il
est évident que l'appui régulier implique l'appui.

Note. — Supposons l—r^q; la condition 3° signifie que le ^-plan
tangent à (t, Xe') et le (r + dimT)-plan tangent à V ont une intersection
de dimension > q 4- r—l. Cette condition s'exprime en annulant
q + r +1— l polynômes des coordonnées de ces plans; le second de
ces plans est fonction de (t, x), où x e xi n V (f) ; or dim x^ n V (t) = q + r—l,
En éliminant de ces q + r + i — l équations les q + r — l coordonnées
de xçx^r^V(t), on obtient une équation, que les coordonnées de (/, x^i)
vérifient donc quand (t, x^) s'appuie régulièrement sur V. La propo-
sition 2 va compléter ce résultat en explicitant une telle équation : celle
qui exprime l'appui de (t, x7) sur V.

La définition précédente ne vaut pas quand q=l; elle sera alors
remplacée par deux autres, l'une moins stricte, l'autre plus stricte :

(1) Voir la théorie des enveloppes.
(8) Transformation de contact induite par un isomorphisme : 3^->Z; elle trans-

forme un g-plan de X en un (/ — i — g)-plan de X.
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Définition. — Supposons (5.i) vérifié. Alors le Z-plan (t, X) s'appuie
semi-régulièrement sur V, au point (/, x), quand il satisfait aux deux
conditions suivantes :

i° t est régulier; (/, x) est point régulier de Y;
2° en ce point, le /-plan tangent à (/, X) et le (r + dim T)-plan tangent

à Y ne sont pas en position générale.
Voici une définition plus stricte.

Définition. — Supposons (5.i) vérifié. Alors le /-plan (f, X) s'appuie
très régulièrement sur V, au point (f, x'), quand il satisfait aux deux
conditions suivantes :

i° t1 est régulier; (f, x ' ) est point régulier de V;
2° X possède des coordonnées locales (ï/i, . . . , y i ) d'origine x1 et V

possède au voisinage de (f, x ' ) des équations locales holomorphes :

^ ^ ( F(t,y,, ...,^+i)=o,
\ yh==Fh(t, yi, ..., yr+i), où hç{r+ 2, ... /},

telles que
F (f, yi, ..., yr+i) = o, FH (/', t/i, ..., yr+i) == o (mod y2),

-^ (t, î/i, ..., yr+i) •^ o, Hessy F (t, 1/1, ..., yr+ï) ̂  o.
/ ^p \

Note. — HesSy-F désigne le déterminant d é t ^ , — j — j où i,
je{ i, ..., r+i}.

Nofe. — x' est évidemment point double quadratique de V(f).

Notations. — Dans les deux propositions suivantes, V désignera une
hypersurface de TxX et Vx: une quelconque des composantes algé-
briques irréductibles de l'intersection d'un nombre quelconque de compo-
santes algébriques de V; / sera dit régulier quand il sera régulier pour
chaque Vy^.

Le chapitre IV établira ceci :

PROPOSITION 2. — Soit (t, Xe') un q-plan s'appuyant sur Uun des V^
régulièrement si q < Z, très régulièrement si q==l; ce q-plan s'appuie sur V.

Le chapitre V établira une réciproque partielle :

PROPOSITION 3. — Supposons ceci : aucun des Vk n'est déueloppable;
t est régulier; le q-plan (t, Xe') s'appuie sur V, sans couper la partie singu-
lière d'aucun des V^. Alors ce q-plan s'appuie sur l'un au moins des Vk
régulièrement si q<l, semi-régulièrement si q === Z.

Cette proposition 3 facilite évidemment l'emploi du théorème 1.
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CHAPITRE I.

Appui sur une variété algébrique.

Ce chapitre 1 emploie les définitions et prouve les propriétés que
les n08 2, 3 et 4 ont énoncées : critère de réduction, lemme 3, propo-
sition 1. En outre, il énonce et établit les propriétés d'appui d'un
g-simplexe et d'un y-èdre, qu'emploiera le chapitre II.

6. Preuve du critère de réduction, qu'énonce le n° 2. Ce critère
concerne l'équation
(6.1) P(^)=o.

Il est évident quand P(/ ,Ç)==o, V(/, Ç); nous supposerons que cela
n'a pas lieu.

i° Si Véquation (6.1) n'est pas réduite sur T relativement à Ç, alors
l'équation en p,

P(U+(^)=o (peC)

a évidemment une racine multiple, V(/, Ç, y?)e TxSxS tel que
P(t,rj)^o; le discriminant, relatif à p, de son premier membre est
donc nul :
(6.2) discrP^, Ç + pr?) == o V (/, S, ïî) € T X S x S.

2° Réciproquement, supposons donné rîeS tel que
P(t, ri) ̂ £ o pour t générique,

discrP (/, Ç + pyî) =o, V (/, ^) € T X S.

Choisissons des coordonnées telles que

Y î = = ( l , 0, . . ., 0);

notons (wo, Wi, ..., wi) les coordonnées de Ç; l'équation en Wo,

P(t, Wo, Wi, ..., wi)==o

a donc au moins une racine double, WeT, Wi, ..., w/eC, tels que
P(t, Y]) 7^ o; les polynômes en Wo,

ÔP
P(t, Wo, Wi, ..., Wi), ^- (/, Wo, Wi, .... wi)

ont donc un facteur commun, de degré > o en Wo, dans l'algèbre des
polynômes en Wo, sur le corps des fonctions rationnelles de t, Wi, ..., Wi :
leur plus grand commun diviseur, qui s'obtient par division de poly-
nômes en Wo. On sait (voir [7], t. 1, chap. IV, n° 23, Hilfsatz 2) qu'à
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toute décomposition d'un polynôme de (t, Wo, . . . , wi) en facteurs dans
cette algèbre correspond une décomposition en facteurs, ayant les mêmes
degrés en Wo, dans l'algèbre des polynômes de (t, Wo, ..., Wi). Les poly-
nômes

ÔPP(t, Wo, . . . , wi), ,— (t, Wo, . . . , wi)
OWo

ont donc des facteurs communs qui sont des polynômes de (t, Wo, . . . , Wi)
dont le degré en Wo est > o; il en existe d'irréductibles; soit p(t, Wo, . . . , wi)
l'un d'eux; il est facteur de

. àP ôq àp
p == n. <7 et -»— — p. —— = q -— ?1 l àwo l àwo ' àwo

sans pouvoir être facteur de .l-1 dont le degré en Wo est moindre; il

est donc facteur de q; il est donc facteur multiple de P : l'équation (6.1)
n'est donc pas réduite sur T, relativement à S.

Nous avons ainsi prouvé le critère de réduction qu'énonce le n° 2;
rappelons que ce critère prouve le lemme 2, qui sert à définir (n° 2)
l'équation discriminante.

7. Preuve du lemme 3.

Notons a la substitution unimodulaire

(7.1) a: SS/i^fs/^^-l
( i )

où i, j € = { i , . . . , l — q } , a^C, dét(^)=i, ^/, ^eS.

LEMME. — Pour que le polynôme P(t, ^i, . . . , Ï,i-q) vérifie la rela-
tion, où '/.(a) est une fonction numérique de a :

(7.2) P(t, ̂ , ..., ̂ -,)=^(a)P{t, ̂ , ..., ^-y),

V^-, ^•, a vérifiant (7.i), il faut et suffit que chacun des facteurs irré-
ductibles de P(t,^, ...,^-y) soit un polynôme de (t, ̂ /\... f\Ïi-q),
au sens du n° 3.

]^ote. — P sera donc un tel polynôme, et l'on aura %(a)==i .
Preuve. — Soit

P(t, Si,..., U =[] P^(t, Si, ..., ̂ -ç)
a

la décomposition de P en facteurs irréductibles; (7.2) implique évi-
demment :

Pa(^, Si, .... ̂ -y) -^{à)P^t, Si, .... S/-,),
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Va suffisamment voisin de l'identité, donc Va. Évidemment :
M^)==Za(a).W);

"^a est donc un caractère du groupe linéaire unimodulaire; ce groupe
étant simple a pour seul caractère

-)C(a)=i, Va.

Donc (7.2) implique ceci : chaque facteur Pa de P est invariant; autre-
ment dit :

Pa(̂ i, ...,^)=Pa(^i, ...,^)

quand il existe une substitution unimodulaire a vérifiant (7.i), c'est-
à-dire quand

ÇiA. . .A^-y=SiA. . .AE/-<7.
Donc (7.2) implique ceci : chaque Po,(t, Ci, . . . , Ç / _ y ) est fonction des
seules variables (t, Ci A . . . A^-y); c'est-à-dire : chaque Pa est un
polynôme de (/, Ci A • • • A Ïi-q), au sens du n° 3.

Le lemme précédent a pour conséquence évidente les deux lemmes
suivants :

LEMME 7.1. — Pour que toute substitution linéaire (7. i) laisse inva-
riante une équation

P^Çi, ...,^)=o,

où P est un polynôme de (t, Ci, ..., ^-y), il faut et suffit que P soit un
polynôme de (t, Ci A ... A ^-y).

LEMME 7.2. — Soit une équation
^SiA...A^AO=o,

dont le premier membre est un polynôme de (t, Ci A . . . A \i-q A E)-
Toute équation équivalente est du même type.

Le lemme, 3 résulte évidemment du lemme 7.2 et de la définition de
l'équation discriminante.

Rappelons que le n° 4 emploie le lemme 7.1 et ce lemme 3, pour
définir l'appui. Nous allons maintenant déduire de cette définition
quelques propriétés de l'appui.

8. Les propriétés des équations réduites que nous allons établir
seront transformées par le n° 9 en propriétés des équations discrimi-
nantes, puis, par les n0® 10 et 11, en propriétés de l'appui.

LEMME 8.1. — Supposons ceci :
— le polynôme p(t, Ç) divise le polynôme P(t, Ç);
— l'équation P(t, Ç) = o est réduite sur T relativement à ^

Alors l'équation p(t, Q = o l'est aussi.
BULL. SOC. MATH. — T. 95, PASO. 4. 22
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Preuve. — Si l'équation p = o ne l'était pas, alors, par définition
(n° 2, i°), le polynôme p(t, Ç) aurait un facteur multiple de degré > o
en Ç; donc P(t, Ç) aussi; l'équation P = o ne serait donc pas réduite.

On prouve de même ceci :

LEMME 8.2. — Pour que l'équation T|Pa(^)=° solt réduite
a

sur T relativement à Ç, il faut et suffit que les deux conditions suivantes
soient simultanément vérifiées :

—chacune des équations Pa(^)=o est réduite sur T relati-
vement à ^;

— il n'existe pas de polynôme p(t, E), homogène en Ç et de degré > o,
qui divise deux des Py.(t, 0.

L'application du lemme 8.2 est aisée dans le cas suivant :

LEMME 8.3. — Soit un polynôme

p^^, ...^o-n^^Ao,
a

où
£1, ...,^,Çe£:, ^^A.-.A^i,,, i^ai<...<aiai^,

les a = j a.i, ..., a | a | } étant tous distincts.
i° Pour que l'équation [P(t, ^i, ..., ^, Ç) = o soit réduite sur Tx^

relativement à î,, il faut et suffit que chacune des équations Py.(t, î^ A S) = °
soit réduite sur TxS'0 '! relativement à Ç.

2° Les points (/, Ei, . . . , Ç y ) de TxSy sur lesquels l'équation
P(/, ti, . . . , ^, E) = o n'est pas réduite relativement à î, appartiennent
à l'ensemble des points (/, Ci, ..., î,q) sur lesquels :
ou bien l'une des équations Pa (/, ^a A £) == o n'est pas réduite rela-

tivement à E;
ou bien l'une des équations suivantes est vérifiée :

(8 .1) P^(t,y/\^)=o, où je{i , . . . ,^, ^{ai, .... a|aii.

Preuve. — Ce lemme est évident quand l'un des polynômes Pa est
identiquement nul. Écartons ce cas. Donc | a | ̂  /.

Preuve de 2°. — Supposons qu'il existe un point (/, Ci, . . . , Ç y ) de
TxS^ sur lequel l'équation P(t, Ci, . . . , ^ , ^ ) = = o n'est pas réduite
relativement à H, alors que chacune des équations Pa (^, ^a A S) = o ^t
réduite sur ce point relativement à Ç. Vu le lemme 8.2, il existe deux
valeurs [3 et y(| y | ̂  | (3 |) de a, telles [que, en ce point, P^(t, ̂  A S)
et P^ (f, ^v A 0 aient un facteur commun p (EJ, homogène en ^ et de
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degré > o. Choisissons pour vecteurs de base Ç^, ..., Çp . . . ;
-Pp(^^AÇ)' donc p(Ç) ne dépend pas des [3 | premières coordonnées
de E ; donc

P(^.)=o et P^TA^-o, V(3y.

Or l'ensemble |3 des |3y n'est pas contenu dans l'ensemble y des y^
car PT^Y et |y |^| t3| . L'une des équations (8.1) est donc vérifiée.

Preuve de i°. — Supposons chacune des équations P a ( / , Ç a A O = o
réduite sur TxS^ relativement à Ç : les points (t, Ci, ..., Çy) de TxS^
sur lesquels l'une des équations Pa = o n'est pas réduite relativement
à £ et ceux sur lesquels l'une des équations (8.1) est vérifiée constituent
une sous-variété algébrique de TxS^; d'après 2°, hors de cette sous-
variété, l'équation P(t, Ci, . . . , ^y, E) = o est réduite relativement
à Ç; vu le lemme 2, i° (localisation), cette équation est donc réduite
sur T x Sy relativement à ^.

Réciproquement, vu le lemme 8.1, cette dernière propriété implique
que chacune des équations P a ( ^ , ^ A O = o est réduite sur Tx5^
relativement à Ç.

c. Q. F. D.

9. Propriétés des équations discriminantes.

LEMME 9.1 (facteur). — Supposons que

p (t, Ç )=o implique P (t, ̂ ) = o ;
alors

discryp^, ?) = o implique discrrP(f, 0 = o.

Preuve. — Ce lemme est une conséquence évidente du lemme 8.1,
dans le cas particulier où les équations p(t,!)=o et P(t,^)=o sont
réduites sur T relativement à ^. Le cas général se ramène à ce cas
particulier en remplaçant ces deux équations par des équations réduites
équivalentes.

LEMME 9.2 (produit). — Soit un polynôme

pa,^, ...^^n^^A^
a

OÙ

Si, . . . ,S<7 ,^€S , ^=^^..^^1,, i^a i< . . .<a ,a i^^

les a = { ai, ..., a j a | } étant tous distincts. L'équation

discrrxsy7P(/, Ci, . . ., Çy, 1) = o
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implique l'équation
J. LERAY.

JJ discr^P^, ̂  A t). F! W ̂  A S/) = o,
a 0^7

o ù j e f i , . . . , ^} , ^ { ai, ..., a , a i S .

Preuve. — Ce lemme est une conséquence évidente du lemme 8.3,
dans le cas particulier où chacune des équations Pa(^Ç a / \Ç)=o ^t
réduite sur TxSl0 '! relativement à ^. Le cas général se ramène à ce
cas particulier en remplaçant ces équations par des équations réduites
équivalentes, compte tenu du lemme 7.2.

10. L'appui sur une hypersurface réductible.

Nous allons déduire la proposition 1 du lemme 9.1 et du suivant.,

Notations. — V désignera une sous-variété algébrique de TxX, dont
toutes les composantes ont la même dimension r + dim T.

LEMME 10.1. — Soit V = = V o U V i , Vi étant une réunion de compo-
santes algébriques de V dont la projection pr^Vi sur T est de codim ̂ i,
Vo étant la réunion des autres composantes algébriques de V.

i° Pour que le (y-plan (t, x^) s'appuie sur V, il faut et suffit qu'il
s'appuie sur Vo ou sur Vi.

2° Pour que (t, x^) s'appuie sur Vi, il faut et suffit que Z — r — î ^ = q
et que t appartienne à la plus grande hypersurface algébrique contenue
dans pr^Vi.

Preuve. — Soit Pi(t) = o l'équation de cette hypersurface; soit
pï(t, ̂ -f) == o une équation polynomiale exprimant que (/, n^) s'appuie
sur Vo; il s'agit de prouver qu'on peut choisir

P^,^)=P^).P^,^).

C'est évident pour q==l—r—i. C'est donc vrai V<y, par récurrence
sur q, vu la propriété évidente de l'équation discriminante :

discrrPi(0 P{t, Ç) == Pi(Q discrrP(<, f).

LEMME 10.2. — Tout (y-plan (t, x^) s'appuyant sur une composante
algébrique Vk de V s'appuie sur V.

Preuve. — Soit P;[ (/, ^-y} == o une équation exprimant que (/, x^)
s'appuie sur Vk', il s'agit de prouver que

PI (t, ̂ --y) = o implique P^ (/, ̂ -v) = o.
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C'est évident pour q==l—r—i. C'est donc vrai V^, par récurrence
sur q, vu le lemme 9.1.

Notons (n° 5) V(t) la projection de (t, X)n Y sur X.

LEMME 10.3. — Supposons r^ o. Soit V une sous-variété algébrique
singulière de V telle que :

i° dim V = dim V — i ;
2° tout point de (/, x1-^ n V est point multiple de l'intersection

(^^"^nV; cela signifie qu'après avoir déplacé légèrement (t, ̂ -r),
de façon qu'il devienne générique, on a, au voisinage de ce point multiple,
plusieurs points de

(^-^nV.

Alors tout g-plan s'appuyant sur V s'appuie sur Y.

Preuve pour q =1 — r. — Notons ^ A S les coordonnées grass-
manniennes d'un (Z—r— i)-plan de X : ^-r-l. La condition
que (/, a -̂7"-1) s'appuie sur Y, c'est-à-dire

P^-^.^AEO-o

signifie que x1-'-1 coupe Y(/); elle signifie donc ceci : le (Z-i)-plan x1-1,
de coordonnées homogènes E, contient l'un des points où V(t) coupe
le (l — r)-plan x1^ de coordonnées grassmanniennes ^. Vu la définition
de l'équation discriminante (n° 2), l'équation

discr^xE-.P^^A^-o

est donc l'équation de la plus grande hypersurface algébrique de
TxF-'^X) contenue dans l'ensemble des (/, x1-^ vérifiant la condition
suivante :

l'intersection^, x1^)^ Y contient un point multiple.

Or les (/, ̂ -/ ) s'appuyant sur Y' vérifient cette condition, et leur ensemble
est une hypersurface algébrique.

c. Q. F. D.

Preuve pour q>l—r. — Soit P^ (t, ^-^) = o une équation expri-
mant que (t, x^) s'appuie sur Y'; il s'agit de prouver que

prq ̂  ^-'7) = o implique PV (t, î,1-^) = o.

Nous venons de le prouver pour q == l — r. C'est donc vrai Vy, par
récurrence sur q, vu le lemme 9.1.

Rappelons la proposition que nous voulons prouver (voir n° 1).
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PROPOSITION 1. — Soit y une hypersurface algébrique de TxX;
soit Vk une composante algébrique, de dimension homogène, de l'inter-
section d'un nombre quelconque de composantes algébriques de V.
L'appui sur Vk implique l'appui sur V.

Preuve. — Notons :
V^ tout Vk irréductible de dimension r;
Vfk tout V^k dont la projection sur T est de codimension ̂  ï ;
V^ tout V^ appartenant à l'un des Vît1;
Vok tout V^ qui n'est pas un V^;

y7'= U y^; yr = U y^ où l € î °9 ï9 2 i -
k k

Les hypothèses du lemme 10.3 sont évidemment vérifiées quand on y
remplace V et V par V^1 et Vî; donc

(10. ï) tout (y-plan (t, x^) s'appuyant sur V'o s'appuie sur y7^1.

Soit (t, xv) un (y-plan s'appuyant sur V^. D'une part l—r—i^q.
D'autre part, vu le lemme 10.1 2°, / e hypersurface cprrV?; or
V^cVr^; d'où tç. hypersurface cprrV'^1. Donc, vu ce lemme 10.1,
(/, x^) s'appuie sur Y7-^; ainsi

(10.2) tout (y-plan (t, xf) s'appuyant sur VÇ s'appuie sur V'^1.

Vu ce même lemme, tout (y-plan s'appuyant sur V7 s'appuie sur V'o
ou sur V^; donc, vu (10. ï) et (10.2) : tout (y-plan s'appuyant sur Y^
s'appuie sur V'4-1, donc sur V1-^ = V. Vu le lemme 10.2, tout ç-plan
s'appuyant sur l'une des composantes algébriques de l'un des Y7', c'est-
à-dire sur l'un des Vk, s'appuie donc sur V.

c. Q. F. D.

11. L'appui d'un (y-simplexe et l'appui d'un g-èdre sur V vont
être définis; leurs propriétés, qu'emploiera le chapitre II, vont être
énoncées et prouvées en s'aidant du lemme 9.2.

Soit S'7 un q-simplexe de X; supposons-le non dégénéré, c'est-à-dire à
sommets distincts. Définissons-le par la donnée :
— de son (y-plan, x^, qui est un (y-plan de X,
— de ses faces x^~1, où hç {o , . . . , q } , qui sont des (q—i)-plans
de x7, sans point commun.

Nommons coordonnées grassmanniennes de S7 l'ensemble :
— des coordonnées grassmanniennes E^ de son (y-plan xf,
— des coordonnées grassmanniennes Ei"^1 de ses faces x^~\
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II existe l + i vecteurs ^o, ..., ^ ç S tels que

(11 i) ^'^^A^, où7ie{o, ...,g}, ^=^-iA...A^
( ÇoA. - .A^o ;

^ est défini modgy+i, . . . ,^) quand A e { o , . . . , î} ; ^y+i, . . . , Ç z sont
définis à une substitution linéaire près.

Les r-arêtes de S^ sont les r-plans x'^ de coordonnées grassmanniennes

£AA•. .AEA,- .AE / - 7 où o^/îi<...</iy_^y, r e { o , . . . , î i .

Rappelons que S^ a pour (y-arête son g-plan, pour (q—i)-arêtes ses
faces, pour o-arêtes ses sommets.

Définition. — Soit V une hypersurface algébrique de TxX; nous
dirons que le q-simplexe (t. S ' / ) de T x X s'appuie sur V quand l'une
au moins des ses arêtes (t, x ' ) s'appuie sur Y; cet appui s'exprime donc
par l'équation
(11.2) P^So, ...,^^)=0,

où P^ est le polynôme de (t, ::o, . .., Çy, Çy+i A ... A ÇO :

(11.3) P^,Eo, ...^E^)

-ri^^ EOA • • • ^ - • • A ̂  A ̂ )x ...
A

x l l P^/-2n^'^^A^A^-7)
î<7

x fIP^^E/AS^xP^^^);
/

A, ..., i, j e { o, ..., q } ; " supprime Ç/,.
Notons Sï~1 le sous-simplexe de S^ de coordonnées grassmanniennes

^A^A^o, S^ASo, où A e j i , . . . ,g j .

Le ç-èdre de S^ opposé à Sï~~1 est constitué par :
— le g-plan x^ de S ,̂
— les faces ^-1 de S^ telles que h e { i, . . . , q ] .

Les coordonnées grassmanniennes de ce ç-èdre sont :

Si-^^A^, où A e j i , . . . ,^ j ,(11.4)
^==E^A...A^.

Ses faces se coupent au sommet de S^ opposé à S^~i, sommet dont les
coordonnées homogènes sont Ci A ... A ^ A ^-y. Les arêtes de ce
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q-édre sont les r-plans de coordonnées grassmanniennes

^A.- .A^A^, où i^/ii<...<7iy_^ç, r e { o , . . . , q}.
Les arêtes de 5-7 sont donc celles de 5T1 et celles de son ^-èdre opposé.

Définition. — Nous dirons que le q-èdre opposé à (t, 5T1) dans (/, S^)
s'appuie sur V quand l'une au moins de ses arêtes s'appuie sur V; cet
appui s'exprime donc par une équation

(11-5) P^(t,^ ...,^^)=o,

où P^ est le polynôme de (t, Ç,, ..., £y, ̂  A ... A SO :
(11.6) P^,Çi,....Ç,,^)

= ̂  (/, Ço, ̂  ..., ̂  ̂ -^/PF1 (/, £1, ..., ̂  ̂  A Ço)
=±PO( / ,^A.. .A^A^- y)x. . .

XJ^IP^^Ç.AS/A^)
<<7

X n^"1^ s/A ^)XP^(/, s^);
t,J, . . . € { i , ..., q}.

Voici les propriétés de l'appui des y-simplexes et des ^-èdres :

LEMME 11.1. — Le g-èdre de S^ opposé au sous-simplexe 5'^~1 de S^
s'appuie sur V quand il vérifie l'équation discriminante de l'équation
d'appui de Sï~1 sur V. En d'autres termes plus précis : l'équation

(11.7) discrrxs^r1 (^ Si, ..., ̂  i^A t) =o,

où ^-y = ̂ +1 A ... A ̂  implique (11.5).

Preuve. — Vu la définition (11.3), on a

pr1^...,^-^)
= n^5 Si A . . .^... A S.A S^A S) x ...

h

xI'J'P^^-AS/AS^AS)
^</

x tj P -̂2 (̂  S/ A S^ A S) x P^-1 (/, S^ A S),
7

où A..., i , je(i, . . . ,g}, ^-y=^A...AS/.
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L'équation (11.7) implique donc, vu le lemme 9.2 et la définition
P^ == discr P7-1 (n°4), l'équation

P°(t, Si A ... A S, A ̂ )x n^5 ^ A .. .^.. .^A ̂ )x .. .
h

x IJ p^-9 (/, ̂  A S/ A î ) x JJ P -̂1 (/, ̂  A ̂ -q) x P ,̂ ̂ --0 - o,
i<J 1

où h, . . . , ï , j € { i, . . . , q}. Or cette équation est l'équation (11.5).
LEMME 11.2. — Le ç-èdre de S^, opposé au sous-simplexe 5T1 de S ,̂

s'appuie sur V quand ST'1 vérifie l'équation d'appui lorsque ses sommets
se confondent. En d'autres termes plus précis : la condition

^ g. ( ^r î, ...,^^Ao=o,
( VS tel q u e ^ A . - . A ^ A ^ A S - o ,

implique (11.5).
Preuve. — L'hypothèse (11.8) implique que l'une au moins des équa-

tions suivantes est vérifiée, VÇ tel que Ci A • • • A ̂  A V~q A \ = ° :

P° (̂ i A . . . I/.... A ^ A ^-y A 0 - o,
• • • • • • • • • • • • • " • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • »
P^ (t, ̂  A ^ A ̂ -q A 0 = o (i <j),
P^^S/A^'AO-o,
P^^.^AO-o,

où h, . . . , i,jç{ i, ..., çj . Cette équation est en particulier vérifiée
pour Ce { C i , . . . , ^ j . L'une au moins des équations suivantes est donc
vérifiée :

P^^SiA.- .A^A^O^o,

P7-'^, ^A ^-A S/A^)= o (7i < i <j),
P^^^AS/AS^-o (f<j),
P^MA^-^o,

où 7î, .... i , j e i i , . . . , g j . Vu la définition (11.6) de P^, l'équa-
tion (11.5) est donc vérifiée.

CHAPITRE II.
Intégrale sur un simplexe.

Le chapitre II définit l'intégrale f w(t, Ç); il prouve que, si co est à
Jy7

support singulier algébrique, alors cette intégrale est une fonction à
support singulier algébrique de t et des coordonnées homogènes des
ommets de S7; il détermine ce support singulier.
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12. Le germe de / w(t, Ç).ût)(
'̂J^

Soit c*)^, Ç) une (y-forme différentielle de ÇeZ, homogène de degré
nul, à coefficients fonctions de tç.T\ nous la supposons holomorphe
quand l'image (t, x) de (t, Ç) est voisine d'un point donné (f, x^ç TxX.

Soit iS^ un (7-simplexe de X; nous le dirons voisin de x ' quand ses
sommets seront voisins de x ' ' ; nous le supposerons orienté; cette orien-
tation oriente ses (q—i)-sous-simplexes Sf,~1 en sorte que son bord soit

^=^-i+...+^-i.
Soit TI un ^-simplexe réel de Rf; soit une application continûment

différentiable
f: T^-^xv

appliquant T^ dans le g-plan xi de Si et chaque face de T^ dans une
face de S^, l'orientation étant conservée; f(T/) est donc une chaîne
singulière de X; plus précisément, c'est un cycle singulier du (y-plan x^

de 5^ relatif à la réunion [ l x^~1 des faces de S^.
h

Définissons, pour t voisin de f, 8e' et f(T^ voisins de x' :

(12.i) j[^s^,^=f c^.Ç);W{

^•wJf(T^

en apparence, J dépend du choix de /'.
La restriction de w(t, Ç) à xi (à x^~1) est fermée (est nulle), puisque

c'est une (/-forme holomorphe de x; soient

(12.2) ÇoA^-7, . . . , ^A^, ^=^iA.. .A^

les coordonnées grassmanniennes de 5^ quand il n'est pas dégénéré
(n° 11). La formule de dérivation de l'intégrale (voir [3], n° 10, théor. 3)
donne, pour toute forme L(E, Ç), bilinéaire en ^eS et ÇeZ :

j ( ^ ô \ J\t ^ r.1 r T ^ ^Î^D[ ̂ 9 ̂  ] L ' À î J := / Ll ^05 ç; ï ^r\ ° ^ ] ^fW~^ ^o.aÇ

où :
Tï~1 est un (q—i)-sous-simplexe de î\
f(Tî~1) appartient à la face x^~1 de S^ de coordonnées ÇoA^"^

L (Ço, 0c^-0 est la forme résidu de L (Ço, S) "^9 •
CQ.CIL, ^ l Ç Q . Ç
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On peut donc calculer J [ t , S^, ûo] par l'intégration que voici :

(12.3), j L^^J[i,S^}=j[i,S^L^,^}
limJ[t, S7, ûû] =o quand (9) limÇoA • • • A^=°» <?>o;

(12.3)o
J [t. S0, c»)] = co (t, S°) quand ^ = o

[co est alors une fonction de (t, x)].

De (12.3) résulte, par récurrence sur q, ceci (10) : la fonction J[ t , S'1, co]
est indépendante du choix de f» C'est pourquoi nous la noterons

(12.4) J [ t , S ^ ^ ] = fc^,Ç).
./y?

D'après ce qui précède, elle a les propriétés suivantes :

LEMME 12. — j (*)(/, Ç) est définie par (12. i) et (12.4); c'est une
^si

fonction de (t, S^), holomorphe quand (t. S7) est voisin d'un point (f, x ' )

où w(t, Ç) est holomorphe; on peut construire / w par les q intégrations
J^

simples (12.3).
Nous supposerons désormais c*) à support singulier algébrique :

y===Ss[c«û]; V est une hypersurface de TxX; notons son équation

V : P(f,Ç)=o.

V(t) désigne la projection de (t,X)r^V sur X, c'est-à-dire l'ensemble
des x tels que (t, x) ç. V.

13. Le support singulier algébrique de j w quand l == i.
*/yi

LEMME 13. — Supposons que X est la droite projective complexe.
Un i-simplexe S1 (n° 11) est défini par son bord : âSl=Xl—Xo;
Xo et Xi e X ; les coordonnées homogènes de Xo et Xi seront Ço et Ci e Z == C2.
Soit (jû(f, Ç) une i-forme, homogène en Ç, à support singulier algébrique.

La fonction ^ w(t, Ç), que le n° 12 a définie, est une fonction de (/, Ço, ?i),
J^i

(9) plus précisément : quand les sommets de 5? viennent se confondre, en restant
voisins de x ' .

(10) On peut le prouver autrement : si V est un voisinage convenable de x et si
les valeurs de f sont suffisamment voisines de x, alors f(r?) appartient à une classe
d'homologie de (vr\x^, uo'^"1^ qui est indépendante de f.
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à support singulier algébrique; ce support singulier est une composante
algébrique de l'hypersurface de T x Z x Z d'équation

P(t, Ço).P(f, Çi).discrrP(/, ç) = o.

Preuve. — V(t) est un ensemble de points de X, dont le nombre est
fini et indépendant de /, quand le discriminant de l'équation définis-
sant V(t) ne s'annule pas; c'est-à-dire quand

discrÇ^S+P^^o

[Q (^ S)== ° : équation réduite sur T relativement à E, équivalente à
P(/ ,Ç)=o; Ç et YÎ : deux vecteurs indépendants eZ==C 2 ] ; c'est-
à-dire, vu le n° 2, quand t est hors de l'hypersurface S de T d'équation

S : discrrP(/,;)==o.

V(Q dépend continûment de t e T — S. Autrement dit : V n [(T — S) x X]
est un espace fibre, dont la base est T — S et dont la fibre (t, V(t)) est
un ensemble fini. Donc [(T—S)xX]— Vn[(T—S)xX] est un espace
fibre, de base T—S, de fibre (/, X—V(t)). Notons E son revêtement
simplement connexe; c'est donc un espace fibre, de base T — S ; sa
fibre est notée Et; sa projection sur T—S est notée

pr : E—T—S.

L'application identique de

[(T_S)xX]—V^[(T—S)xX]=[TxX]—[(SxX)uV]

dans T x X — V induit une application canonique de E dans le revê-
tement simplement connexe de T x X — V ; par hypothèse, la forme M
est holomorphe sur ce revêtement de TxX—V; soit ^ l'image réci-
proque de cette forme holomorphe par cette application canonique :
OT est une forme différentielle sur E; plus précisément, c'est une forme
différentielle sur Et, fonction de /.

Nous allons l'intégrer sur des arcs de Et, dont voici la définition :
considérons :
l'espace TxXxX, dont les points sont notés (t,Xo,x^;
la sous-variété 5" X X x X de cet espace définie par la condition : t e S;

» » VxX )> » » )) :(/ ,rco)eV;
» » X x Y » )> )> » : ( t , X i ) ç V ;

Soit F le revêtement simplement connexe de

TxXxX—[(SxXxX)u(yxX)u(XxV)];
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c'est un espace fibre de base T—S-, la projection (t, Xo, Xi) h> (t, Xo) de

TxXxX—[(SxXxX)u(VxX)u(XxV)]

sur TxX—[(5xX)uy] induit une application naturelle

pro: F-^E;

l'application (/, rco, rci) \-> (t. Xi) induit de même

pi'i: F-^E.

Étant donné f^F, soit

/ = pr pro (0 = pr pr^ (f) e T — S;

on a pîo(f)çEt et pri (f)eEt', nous notons y(/') toute classe d'homo-
topie d'arcs de E{ joignant pro(/1) à pri (f). On dit que la classe y(/') dépend
continûment de f quand elle contient des arcs dépendant continûment
de f. Rappelons une propriété classique des espaces fibres : soit À un
arc de F d'origine fo, d'extrémité /*i; soit une classe y(/'o); il existe une
classe et une seule "{(f), dépendant continûment de fç^ et coïncidant
avec y(/'o) quand f=fo; -{(fi) ne dépend que de y(/'o) et de la classe
d'homotopie de À dans F, Puisque jF est simplement connexe, y(/') est
donc une fonction de fçF définie par le choix de sa valeur y(/'o) en un

seul point fo. Ce choix fait, f CT est une fonction, évidemment holo-
^Tœ

morphe, de f^F. Nous ferons le choix suivant : fo sera tel que

pro(/'o)=pri(/'o);

y(/'o) sera la classe de l'arc confondu avec le point pTo(fo). Alors f TS
^(f)

est évidemment un prolongement analytique de la fonction f (x), que
Jgi

le n° 12 a défini; le lemme 13 est donc vrai.

14. Le support singulier algébrique de j co quand Z^i.
./yi

LEMME 14. — Supposons que X est l'espace projectif complexe, de
dimension Z. Soit S1 un i-simplexe de bord àSi==Xi—Xo; Xo et x^çX;
les coordonnées homogènes de Xo et Xi sont Ço et Ci e Z === C^4-1 ; on
suppose Xi dans un hyperplan x^^t) de X, dont les coordonnées homo-
gènes Ç(/) sont des fonctions polynomiales de t :

S(O.Çi=o.
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Soit ûo (t, Ç) une forme différentielle en Ç, fermée, de degré i en Ç, à coeffi-
cients fonctions de t, nulle sur x1^ (t), c'est-à-dire pour

Ç(0.dÇ=S(O.Ç=o;

on la suppose holomorphe près d'un point donné (f, x ' ) ç. T x X et à
support singulier algébrique :

SsH=V: P(^,Ç)=o.

Alors la fonction j w(t, Ç), que le n° 12 a définie, est une fonction
./^•i

de (t, Ço) à support singulier algébrique; ce support singulier est une
hypersurface de T x Z, dont les points (t, Ço) vérifient l'une au moins
des quatre équations suivantes :

(14.1) P(/ ,Ço)=o;
(14.2) P(t, Ci) =o, V Ci tel que Ç(Q.Çi= o;
(14.3) ^(O.So-o

(14.4) discrrP(^)=o.

L'une des branches de cette fonction f w s'annule avec E;(f).Ço.
Js^

Preuve dans le cas où V équation P(t, Ç) = o est réduite sur T relati-

vement à Ç. — Le n° 12 définit j w(t, Ç) pour (t. S1) voisin de (f, x')\
Js^

c'est une fonction des seules variables (t, Ço), puisque ci) est fermée et
nulle sur x1^ (t). Vu le lemme 13, c'est une fonction holomorphe sur le
revêtement simplement connexe du complémentaire de l'ensemble
des (/, Ço) qui vérifient l'une des conditions (14. i), (14.2) ou

(14.5) discrP(f, ^ + pÇo) = o, V Ci tel que Ç(O.Çi= o.

Supposons que ni (14. i) ni (14.2), ni (14.3) n'ait lieu; alors (14.5)
s'énonce

discr P(t, Ci + P So) = o, V Ci € Z

et implique, vu le 2° du critère de réduction (n^ 2 et 6), que

(14.6) L'équation P(î, Ç) = o n'est pas réduite sur t relativement à Ç.

Par suite, f w(f, Ç) est une fonction de (/, Ço)» holomorphe sur le revê-
./yi

tement simplement connexe du complémentaire de l'ensemble des (t, Ço)
qui vérifient l'une des conditions (14. i), (14.2), (14.3) ou (14.6).
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Cet ensemble est algébrique. D'après un théorème classique d'Hartogs [l],
ses composantes de codimensions complexes > i ne peuvent pas être

des singularités de fonction analytique. Donc f w(t, Ç) est une fonc-
Js^

tion de (t, Ço) à support singulier algébrique; ce support singulier est
une composante algébrique de l'hypersurface de T x Z dont les points (t, Ço)
vérifient l'une des quatre équations (14. i), (14.2), (14.3) ou (14.4).

Preuve dans le cas général. — On se ramène au cas précédent en rem-
plaçant l'équation P ( f , ^ )==o par une équation équivalente, réduite
sur T relativement à Ç.

15. Le support singulier de f co.
J s^

LEMME 15. — Considérons 1 w(t, Ç) (n° 12) comme étant une fonc-
J^

tion de tç. T et de Z + i vecteurs Ço, . . . , Ç/ de S tels que S^ ait (11. i)
pour coordonnées grassmanniennes. Si w est à support singulier algé-

brique, alors I w(t, Ç) est une fonction de (t, î,o, ...,î,i) à support
J^7

singulier algébrique; ce support singulier est une composante algébrique
de l'ensemble des (t, Ço, . . . , S/) vérifiant l'une des conditions :

i° S o A . . . A ^ = o ;
2° (t, S^) s'appuie sur Ss[ûi)], c'est-à-dire {voir n° 11 la définition

deP^) :
H(^o, ...,^,^)=o.

Une branche de cette fonction / c») s'annule avec Eo A • • • A ^-
Jsn

Preuve. — Ce lemme est évident quand q = o. Supposons-le vrai
quand on y remplace q par q—i^o. Alors, vu (12.3)y, pour

dt==dî,i=.. .==dÇ/==o, d f u(t, S) est une forme différentielle de Ço,
Js^

fonction de (t, Ci, . . . , Ç O à laquelle s'applique le lemme 14, quand on
y remplace :

/ e T (lemme 14) par (t, ^i, ..., S/) e T x ^l ;
X par l'ensemble des hyperplans de x^;
l = dimX par q;
îo€Z par Çomod(E,y+i, . . . , ÇOeSl*=3mod(^+i, . . . Ç/);
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^eS == dual de Z par l'image de Ci A . . . A \q dans AyS*== dual de -S*;
S.Çoe G par Ço A Si A ... A ̂  A ^+1 A . . . A ^e C;

,̂ Ço) par d w, où dt=dc,i=.. .= dÇ/= o;
*A7

/ M par ^ &);
î J^

P(t, Ço) par FF (/, ̂  . . . , ^, ^-M A ... A ^ A 0.

D'après ce lemme 14, ^ ûû(f, Ç) est une fonction de (t, Ço, ..., SO à
J^7

support singulier algébrique, dont une branche s'annule avec Ço A • • • A ^;
ce support singulier est une composante algébrique de Fhypersurface de
T x -S/4-1 dont les points (t, Ço, . . . , î,i) vérifient l'une au moins des
équations
(15. i) P^-1 (/.. ̂ , ..., ̂ , ^+1 A . • . A ^ A So) = o;

(15 2) ( pr {t9 S1Î • "î ̂  S7+l A • • • A ^ A 0 = o;
( V Ç t e l q u e ^ A . - . A ^ A S - o ;

(15.3) S o A S i A . . . A ^ = o ;
(15.4) discrrxE^ PF1 (^ Si, . . . , ^, ^+1 A . . . A ^ A l) = o.

Or, d'après les lemmes 11.1 et 11.2, chacune des conditions (15.2)
et (15.4) implique

(15.5) P^(t, ̂ , . .., ̂  ̂  A . . . A ÊO = o.

D'après la définition (11.6), chacune des équations (15. i) et (15.5)
implique

(15.6) P^, So, Si, ..., ̂  S^i A ... A SO = o.

Le support singulier de j w(t, Ç) est donc une composante algébrique
J^

de l'ensemble des (t, ^o» . . . » Ï,i) vérifiant (15.3) ou (15.6).
c. Q. F. D.

16. Le support singulier de j co, considéré comme fonction de t
Js^

et des coordonnées homogènes Ç/, des sommets XH de S .̂

LEMME 16. — Si co est à support singulier algébrique, alors f w(t, Ç)
Js^

est une fonction à support singulier algébrique de (t, Ço, . . . , Ç y ) ; ce
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support singulier est une composante algébrique de l'ensemble des
(/, Ço, . . . , Çy) vérifiant l'une des conditions :

i° S o A . . . A ^ = o ;
2° (t, S^) est un ^-simplexe non dégénéré s'appuyant sur Ss[c<)].

Preuve. — Soit 5^ un g-simplexe non dégénéré de X, de coordonnées
grassmanniennes (11. i); ses sommets Xjz ont pour coordonnées homogènes

(16. i) ^ = Ç o A . . . | A . . . A SyA ^ / + i A . . . A ^, où hç{o, . . . , ^ i .

Les formules (16.i) définissent une application

pr : (^o, . . . , Ç O ^ a , Ç o , . . . , Ç y )
de la partie de

Tx^ où Ç o A . - . A ^ o
sur la partie de

TxZ^1 où S o A . - . A ^ o .

Cette application est fibrée; en efîet pour que

pr(/,^o, . . .^O-pr^So, . . . , ^ )

il faut et suffit qu'il existe des constantes c et éj telles que

( t l = t '^=c^mod(^+i, . . . , < ; / ) , pour A e ( o , . . . , ç f ( ,

^=^^7 où i , j e { ^ + i , . . . , / ! , dét(^)=c-^.
\ /

Deux points (t, ^o, . . . , î,i) d'une même fibre sont les coordonnées grass-
manniennes d'un même simplexe (t, 5^). Notons A l'ensemble des
(t, Ço, . . . , ^)eTx .E^1 qui vérifient l'une des conditions :

(i) ^ o A . . . A ^ = o ;
(ii) le simplexe non dégénéré (t, Sq) de coordonnées grassman-

niennes (11. i) s'appuie sur Ss|[co].

Notons B l'ensemble des (t, Ço, ..., ^eïxZ^4-1 qui vérifient l'une
des deux conditions i° ou 2° de l'énoncé. D'après ce qui précède, A est
une hypersurface algébrique de TxS^1, qu'engendrent des fibres de
T x ^.l+l ; pr A = B est une hypersurface algébrique de T x Z^1 ; pr est
donc une application fibrée de Tx S^1—A sur Tx Z^^—B. Notons F
et E les revêtements simplement connexes de T x S^1 — A et
TxZ^1—B; pr induit donc une application fibrée

F-^E.
BULL. SOC. MATH. — T. 95, PASC. 4.

K>-
23
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Cette fibration F-^E est analytique; la fibre est connexe, car E est

simplement connexe. Or / w(t, Ç) est, d'après le lemme 15, une fonc-
Js^

tion holomorphe sur F; sa définition locale (n° 12) prouve qu'elle est
constante sur chaque fibre de F; elle résulte donc de la composition de
la projection F->E et d'une fonction holomorphe sur E; c'est ce que
signifie le lemme 16.

CHAPITRE III.

Intégrale sur un cycle.

Ce chapitre prouve le théorème 1 (n° 1); les n08 17 à 19 supposent
/n == o, donc V==Ss[c*3].

17. Le cycle ^i(t) a été défini par le n° 1, pour / == f, puis pour t
voisin de feT—Ss[W]. Le n° 17 supposera t voisin de f, W(t) voisin
de W(f). Rappelons que ^(t) est un cycle de

X' relativement à W(Q, où W(t) = l i Wn(t).
if

Les Wfi(t) sont des hyperplans de X; les intersections W/^(f)n... n Wn,(t)
qui sont de dimension r pour t générique sont notées W^(Q si t est tel
que leur dimension soit r; sinon W^Çt) n'est pas défini; W^Çt) désigne X.

Le n° 18 emploiera le lemme 17, qui résulte du suivant; bien entendu
WxCWi signifie ceci :

WA(Qc Wï(t), V / tel que W^(Q et W£(Q soient définis.

LEMME. — Si W^cWz, alors il existe Wfi"1 tel que

WKCW'M'CWi.

Preuve. — Puisque WK C Wi, il existe au moins un Wn tel que

W,€WH, WïîWn;
on peut prendre

WM-^WH^WH.

LEMME 17. — Si WKCW'L, alors il existe W^1 tel que

W^cWj^cWL

Preuve. — Le lemme précédent prouve l'existence de Wi^, W^2,
tels que

W^c. . .cW£7 2cW£7 1cW^.
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Notations. — Le ^-cycle relatif ^(t) est une chaîne singulière ()1)
du type suivant :

^=^4 (^ïF1 (^ bord; s, nombres entiers);
i

^Tr=^ £/(/•) y;-1 (o^r^q; £ = o sir=o);
/

ys/(r)£)(r-i)=o, Vr , f , / c ;

chaque yf dépend continûment de /, et est une chaîne d'un W1^^ (t).
Ce WA^^, qui contient ff, sera noté

W1^^ W {yf j.

W j . . . } a évidemment les propriétés suivantes :

W { . . . } augmente la dimension de l—q\
W {y^"1 } est un hyperplan de W { y f } si e{ (r) -^- o.

Chaque chaîne yf (rç. \ o, . . . , q} ; yf= y^) est une somme de simplexes
singuliers o-^; nous dirons que ces simplexes o-^ et leurs sous-
simplexes o-j(o^s^r) appartiennent à cette chaîne yf. A chaque
simplexe crj correspond une chaîne yf unique telle que o-j appartienne
à yf sans appartenir à à^(s^r). Définissons

W[cr;.]=W{yf}.

Les propriétés de W[.. .] sont évidentes :

(17. i) W[cr]estunWjc;
(17.2) (7 est un simplexe singulier de ^[0'];
(17.3) dimW[cr]^/—g+dimo-;
(17.4) ^[o-'jC^^^o-] quand a ' est sous-complexe de o".

L'emploi d'une subdivision suffisamment fine des chaînes yf permet
à W d'avoir en outre la propriété suivante :

(17.5) chaque simplexe ^ possède au moins un sommet o"0 tel que
W[ŒO]=W[(7S].

(u) C'est une somme de simplexes singuliers; chaque simplexe singulier est l'image
continûment difîérentiable d'un simplexe euclidien : voir les traités classiques de
topologie.
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Preuve de (17.5). — Décomposons chaque simplexe o-^ ne vérifiant
pas (17.5) en une pyramide

2^
7=0

ayant pour base à^5 et pour sommet un point de o-° de o"5; convenons
que les nouveaux simplexes ainsi introduits appartiennent aux mêmes yf
que o-5; la condition (17.5) se trouve évidemment vérifiée.

18. Le choix de y^(0 que fait le lemme 18.2 sera employé par
le n° 19.

A chaque o-} associons un point arbitraire Xj de X; au simplexe sin-
gulier o-^ associons le simplexe (non singulier) S^, qui est l'ensemble des
points x/ associés aux sommets o-} de o-^ ; notons xî le r-plan de ce sim-
plexe Sî, quand il est défini; notons

W[^]=.W[S'k]=W[xî], W,=W[x,].

LEMME 18.1. — Si tous les sommets Xj de Sî vérifient la condition

^•ew,(0,
alors

SïcW[Sî](t).

Note. — Si, de plus, x^ est défini, on a donc ^'CW[5^](0.
preuve. — Soit Xj un sommet de Sk; o-} est un sommet de o-^; donc,

vu (17.4) :
^i")-.W,Cw[Sï];

donc l'hypothèse
Xj €: Wy (0, V Xj sommet de 5^,

Xj^^Sl} (t), et par suite SîCW[Sî] (Q.
implique

On déduit aisément, par une construction classique, du lemme précé-
dent le suivant, qu'emploiera le n° 19 :

LEMME 18.2. — Supposons
x/çWj(f), Vj,

t voisin de f et x/ voisin de o-}. On peut alors déformer le cycle ^(f)
de X' relatif à W(f) en un cycle homologue

2^(0, À '
h



COMPLÉMENT AU THÉORÈME DE N. NILSSON. 349

tel que les simplexes singuliers oj[(f) et tous leurs sous-simplexes ^(t)
vérifient la condition

^k(t)CXÎ,

quand x'i est défini.
Le n° 19 va employer la propriété suivante de l'ensemble des valeurs

prises par xî, quand x/çW;(t) :

LEMME 18.3. — A tout x'k correspond au moins un WK possédant les
propriétés suivantes :

l—q+r^s;

si t est tel que les W&(Q soient définis, ^fu^l—q, alors il existe des
Xjç.Wj(f) tels que xî soit défini et soit un r-plan arbitraire de Wx(f).

Preuve pour r==o . — On choisit Wi=Wk; vu (17.3),

dimWx^Z—q.

Preuve pour r > o. — Supposons le lemme vrai quand on y remplace r
par r—i^o. Choisissons des notations telles que k=o. Vu (17.5),
notons Xo un sommet de S'o tel que

W[x,}=W[Sf,]',

notons -S'o"1 la face de S'o opposée à a-o. Il existe un Wi~1 ayant les
propriétés suivantes :

l—q+r^s;

les sommets x/ de S'o~1 peuvent être choisis tels que :

XjÇ:Wj(f)\ x1^ est un (r—i)-plan arbitraire de Wi"1^).

[On suppose t tel que les WnÇt) soient définis pour u^Z—q.] Donc,
vu le lemme 18.1 (note) :

wr'cw^o-1];
donc, vu (17.4)»

WF'c-M^ol^M^I.
Vu le lemme 17, il existe donc un Wi tel que

WF'cWicw^o].
Choisissons Xo arbitraire dans Wi(Q—a;o-1. Alors x^ est le r-plan qui
contient un (r—i)-plan arbitraire de l'hyperplan W^"1 (0 de Wi(t)
et un point arbitraire de Wi(f), n'appartenant pas à ce (r—i)-plan;
donc x'0 est défini et est un r-plan arbitraire de Wi(f).

c. Q. F. D.
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19. Preuve du théorème 1 quand m = o.

Notons N le nombre des sommets x, des S'/, et Çy e Z leurs coordonnées
homogènes; notons Çy des coordonnées homogènes de <^.(f); vu le n° 12,
si la subdivision simpliciale

ï^O-S^KO
À-

a été choisie assez fine, chacune des fonctions j w(t, Ç) est définie
s!

pour (/, Ci, . . . . Çv) voisin de (f, Ç^, . . . , C'y); notons

^Çi, ...,^)=^ f c<)(f, Ç);
^ ^

c'est une fonction de (/, Ci, . . . , Ç^v), holomorphe près de (f, Ç^, .... ÇA)
et homogène de degré o en chacune des variables Ç/.

Rappelons que le n° 1 a défini, pour t voisin de t' :

J(t)= C co(/,Ç).
lyy7(/)

D'après le lemme 18.2 :

LEMME. — Quand (/, Ci, . . . , Ç^) est voisin de (f, Ci , . .., ^v) et tel
que rcyeW^), Vj, alors

^(O^^^Si, . . . ,Ç^ T ) .
Supposons a) à support singulier algébrique; alors, vu le lemme 16 :

LEMME. — <î>(/, Ci, . ... ^v) est une fonction de (t, Ci, ..., Ç,v)e TxZ^
à support singulier algébrique; ce support Ss [<!>] appartient à l'ensemble
des (t, Ci, .... Ç,v) tels que l'un au moins des (/, xï) ne soit pas défini
ou s'appuie sur Ss [en)].

Ces deux lemmes vont nous permettre de prouver que J est à support
singulier algébrique et de construire ce support.

Notations. — Notons S la sous-variété algébrique de T dont les points
sont les t vérifiant l'une au moins des conditions suivantes (définies n° 1) :

i° feSs[W];
2° (t, W (t)) a sur Ss [w] un appui d'ordre l—q.
Notons U le revêtement simplement connexe de T— S; la projection

U->T

uniformise W(t), les WA(Q, si r^l—q, et les W/(Q; autrement dit :
leurs composés avec cette projection, W(u), Wx(u) et W/(u), sont
holomorphes en u.
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Notons E l'ensemble des (u, ̂ , . . . , ^v) e U x Z v tels que rcy e Wy (u), Vj.
Il est évident que E est un espace fibre analytique, de base U :

E->U\
sa fibre sera notée Eu.

Notons F l'ensemble des (u. Ci, . . . , ^v)e£' tels que l'un au moins
des (t, xï) correspondants ne soit pas défini ou s'appuie sur Ss [ûû].

Ces notations permettent d'énoncer une conséquence évidente des
deux lemmes précédents :

LEMME. — II existe un point e' de E au voisinage duquel la fonc-
tion C> est définie, holomorphe et constante sur chaque fibre; <S>(é)==J(t)
si e est voisin de e' et si t est la projection canonique de e sur T; <ï» se
prolonge analytiquement le long de chaque arc de E—F, d'origine e\
sans point double; ce prolongement analytique est, au voisinage de cet
arc, holomorpe et constant sur chaque fibre.

Ce dernier lemme peut évidemment s'énoncer comme suit :

LEMME 19.1. — J est une fonction de u, qui est holomorphe au voisi-
nage de la projection u' de e1 et qui se prolonge analytiquement le long
de tout arc À ayant les propriétés suivantes :

(i) ^ a pour origine u';
(ii) ^ n'a pas de point double;

(iii) À est la projection d'un arc de E—F, d'origine e ' .
Vu le lemme qui suit, cette dernière condition (iii) est superflue.

LEMME 19.2. — Eu—F r\Eu est un ensemble connexe non vide.
Preuve que Eu—F c\Eu n'est pas vide. — Supposons qu'il existe uç. U

tel que EuCF. D'une part Eu est un sous-espace vectoriel de U x Z ^ ;
d'autre part F est une réunion de sous-variétés algébriques de U x Z ^ ' ;
l'une d'elles contient donc Eu. Autrement dit, vu la définition de F :
l'un au moins des (t, x'^) n'est pas défini ou s'appuie sur Ss [w],

V xi e Wi (u), .... XN ç WN(U).

Or, vu le lemme 18.3, il existe un WK ayant les propriétés suivantes :

l—q+r^s;

il existe XiçWi(u), ..., x^çW^Çu) tels que x^ soit un r-plan arbi-
traire de WK(U).

Donc (/, WA(U)) a sur Ss [ûû] un appui d'ordre s—r^l—q.
Donc, vu le lemme 4 et la définition (n° 1) de l'appui de (t, W (/)) :

(t, W(t)) a sur Ss[ûL>] un appui d'ordre l—q.
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Donc tçS, contrairement à l'hypothèse que t est l'image canonique
de u e U et que U est un revêtement de T — S.

Preuve que Eu—Fr\Eu est connexe. — Eu est un espace vectoriel
complexe et Fr\Eu est une sous-variété algébrique de Eu.

Fin de la preuve du théorème 1 (n° 1), quand m = o. — Vu le lemme 19.2,
la condition (iii) du lemme 19.1 est superflue. Donc J est une fonction
holomorphe sur U, qui est le revêtement simplement connexe de T — S.
Mais un théorème classique d'Hartogs [1] montre que ce résultat reste
vrai quand on y remplace S par la plus grande hypersurface contenue
dans S. D'où le théorème 1, dans le cas m==o.

20. Preuve du théorème 1 quand m > o.

Le n° 1 a défini le cycle ^-'"(t) pour t voisin de f; soit h sa classe

dans l'homologie de X' F\ V^(t) relativement à W(f); son cobord
7

composé ô^Tî {voir [2], n° 6) est une classe d'homologie de X'— \ ) V / ( t )
j

relativement à W(t); soit ^(t) un cycle de la classe c^/i; on peut
choisir ^(t) fonction continue de /. La définition (3) de J(f) s'écrit
vu la formule du résidu composé et la notation différentielle du résidu
(voir [3], nos 6 et 7) :

pi! ...p,n\ F _____^(t, Q______
Jw (27:0- J^^(t, Ç)]1^.. .[M^ O]1^1

Le n0 19 a prouvé le théorème 1 quand m = o. D'où, vu la formule
précédente :

J ( t ) est à support singulier algébrique;

Ss [J] est une hypersurface algébrique de T contenue dans la réunion
de Ss [W] et de l'ensemble des t tels que (/, W(Q) ait sur SsH \^J Vy

/
un appui d'ordre /—q.

C'est ce qu'affirme le théorème 1.

CHAPITRE IV.
L'appui régulier est un appui.

Ce chapitre IV prouve la proposition 2 (n° 5); il étudie d'abord (n° 22)
l'appui très régulier de (/, X); puis il déduit des résultats ainsi obtenus
des propriétés de l'appui régulier.

Les notations et définitions sont celles que le n° 5 a énoncées; l'hypo-
thèse (5.i) est faite, sauf dans la preuve de la proposition 2.
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21. Propriétés des Z-plans (Z, X) qui s'appuient semi-réguliè-
rement sur V.

LEMME 21.1. — Les t tels que (t, X) ne s'appuie pas semi-réguliè-
rement sur V sont partout denses dans T.

Preuve. — Soient
To- TD T, 3 Ï2 3 . . . D T^r= t

des sous-espaces linéaires de T, de codimensions respectives o, i, . . . , dirnT
et tels que

i TiXX n'est pas tangent à V;
(21.i) T,xX . )> » Vn(riXX);

En tout point de yn(î\-xX), régulier sur V, les plans tangents à V
et à TiXX, de dimensions égales à celles de ces variétés ont une inter-
section de dimension r + dim T — i : ces plans tangents sont donc en
position générale; par suite (t, X) ne s'appuie pas régulièrement sur V.
Or les Ti vérifiant (21. i) sont évidemment partout denses dans l'espace
de tous les sous-espaces de T de codimension i.

LEMME 21.2. — Soit (f, x ' ) un point régulier de V où (f, X) ne s'appuie
pas semi-régulièrement sur Y. Alors X possède des coordonnées locales
(t/i, . . . , y i ) d'origine x' telles que les équations locales de V au voisi-
nage de (f, x ' ) puissent s'écrire :

(21.2) V : y,+f,(t,y,, . . . ,y,)=o,

où k ç { r + i, . . . , Z j , fk(...) est holomorphe,

fk^, yi, . . . , y/,) =. o (mody2).

Donc x ' est point régulier de Y(Q.
Preuve. — Le théorème d'existence des fonctions implicites.

22. Propriétés des Z-plans (t, X) qui s'appuient très réguliè-
rement sur V.

Équation tangentielle de V(f). — Notons

(22.i) P(U)=o

une équation polynomiale en (t, ^), homogène en Ç, vérifiée, quand t
est régulier, par les coordonnées homogènes \ de tout hyperplan de X
tangent à V(Q.

Note. — « tangent » signifie : « tangent en un point régulier ».
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Note. — Si r== o, alors V(t) est un ensemble fini de points et un
hyperplan est dit tangent à V(t) quand il contient l'un de ces points,

Énonçons dès maintenant le résultat qu'établit le n° 22 :

LEMME 22. — Supposons que (f, X) s'appuie très régulièrement sur Y.
Alors :

i° V(t) n'est pas développable, quand t est régulier; c'est-à-dire
s==l—i;

2° on a
discrrP(^» E;)= o.

Note 22. — Ce lemme reste vrai quand on remplace l'hypothèse :

(f, a/) est point régulier de V

(voir : définition de l'appui très régulier, n° 5) par l'hypothèse suivante :
il existe des t voisins de f tels que V(f) n'ait

pas de point singulier voisin de x\

Le lemme 22 ainsi modifié permet d'obtenir les variantes à la propo-
sition 1 (n° 4) que la Note 4 signale.

Exemple (quadriques). — Soit P(t,î,)==o l'équation tangentielle
d'une quadrique V(t), qui dépend d'un paramètre t et n'a pas de point
singulier pour / générique. Cette équation, si elle est réduite sur T rela-
tivement à \, est homogène de degré 2 en \\ on sait que, pour une valeur t'
de /, telle que V(f) soit un cône de sommet x\ cette équation se trouve
identiquement vérifiée ou équivaut à celle de xr :

^.y=o (Ç': coordonnées homogènes de x').

Elle n'est donc pas réduite sur f relativement à £.

Notations. — V est défini par (5.3); posons

ÔF
(22.2) ,—(f,ï/i,..,.,i//^i)==5Uy, où je{i, .... r+i j ;

t/t/7

s, iii, . . . , Ur+i sont des variables numériques telles que

(Ui, ..., u/.+i) ̂  o.

Vu (5.4), pour Ui, ..., Ur+i donnés et (s, t—f) suffisamment petit, le
système (22.2) d'inconnues z/i, . . . , ï / r+i a une solution unique voi-
sine de o :

yi(s, t, u), .... yr+i(s, t, u);
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elle est holomorphe. Notons

m ^ i yh^'l'u)== Fh(t'y1^'t'ù)' • • • ' y'+l(ls't' " '̂{ ' ) \ où A e { r + 2 , . . . , l } ;

x(s, t, u) : le point de coordonnées yi(s, t, ù),..., y,.+i (s, t, u);

(22.4) f(s, t, ù) = F (t, yi (s, t, u), ..., y,.^ (s, t, u));
riJ7

f/z/(s, t, u) = —— (t, i/i (s, t, u), ..., yr+i(s, t, u)).
° y ]

Évidemment : y/(o, /, iz), x(o, t, ù) et f(o, t, u) sont indépendants de u;
nous les noterons y / ( t ) , x(f) et f(t),

L'équation f(s, t, u)==o exprime que x(s, t, u)çV(t).

Supposons cette équation vérifiée :
— s i s==o, alors x(s, t, u)=x(t) et (t, X) s'appuie très réguliè-

rement sur V en (t, x(t)), car en ce point

-—=o et les —— sont petits;
àyj ày,

— si 57^0, alors x (s, t, ù) est un point régulier de V(t); les hyper-
plans de X tangents à V(f) en ce point x (s, t, u) ont les coordonnées
homogènes

(22.5) Ç= (—^Uiyi+^fhiUhyi—^Vhyh, u^—^f^Vk, Vk\,
\ i hi h h /

où i , j e { i , . . . , r + i j , A , Â - € ; r + 2 , . . . , Z j ,

v est un paramètre dont dépendent ces hyperplans.

Notons

(22.6) p(s, t, u, u)==P(t^ ), où ^ a l'expression (22.5).

Vu la définition de P :

(22.7) l'équation f(s, t, u) == o implique p (s, t, u, u) == o, V v.

Le lemme 22 résultera des suivants, où sont faites les hypothèses du
lemme 22 :

LEMME. — L'ensemble des hyperplans tangents à V(t) au voisinage
de x ' a la dimension complexe l—i. (Ce lemme prouve le lemme 22, i°.)

Preuve. — L'ensemble de leurs coordonnées homogènes \ a la dimen-
sion Z, car ^ est défini par (22.5), où izi, . . . , u/.+i, Ur+i, . . . ,^ sont
arbitraires et où s est défini par l'équation f(s, t, u)=o.
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LEMME. — L'ensemble des t tels que V(t) ait un point singulier voisin
de x ' est une hypersurface S de T; i' ç. S; si tç S et si x est ce point sin-
gulier, alors (/, X) s'appuie très régulièrement sur V en (t, x).

Preuve. — Nous savons ceci : au voisinage de x ' , le seul point singulier
que V(t) puisse avoir est x(t); si x(t) est point singulier de V(t),
alors (/, X) s'appuie très régulièrement sur V en (/, x (t)); pour que x(t)
soit point singulier de V(t), il faut et suffit que f(t)=o. Pour prouver
le lemme, il suffit donc de prouver l'absurdité de l'hypothèse

f(t)=o, \ft.

Or cette hypothèse signifie qu'il existerait des fonctions holomorphes
yi(t), . . . , yr+i(t) telles que

F(t, y.(t), ..., ̂ .(0)= ̂  (/, ̂ (0, ..., y/^(Q)= o, V/;

on aurait donc
ÔF
-^-( î(0, ...,^i(0)=o, Vf,

contrairement à la définition de l'appui très régulier (n° 5).

LEMME. — y ^ ( s , t, u) a les propriétés suivantes :

(22.8) ^.(o,f,u)=o. Vu;

-^ (o, f, u) est une forme linéaire en u;

QW^^^t^u)
ï

-S .CT;"'.».-.»)^^''.")^ («.'•.»>
iJ

est une forme quadratique en u, non dégénérée (c'est-à-dire
de rang r + i);

bien entendu : i, je { i , ..., r + i } .
Preuve. — (22.8) résulte de

àF̂
(f,o, . . . ,o )=o.

La dérivation de (22.2) par rapport à s donne, pour i=i\ s=o
vu (22.8) : ^ » ,

S^^0--0)^^^")-"-
d'où le lemme, puisque Hessy F ̂  o vu (5.4).
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LEMME. — f(s, t, ù) a les propriétés suivantes :

/'(o, f, u)==o, Vu'; î(o,t,u)=o, \ft,u;

^'(o.^u)^^), V".

Si u est donné, tel que Q(u)^o, alors l'équation d'inconnue s :

(22.9) f(s,t,u)=o

a deux racines voisines de o, Vf ; elle ne sont pas égales Vf.
Preuve. — f est défini par (22.4). D'où

/•(o,f, u)-o, Vu,

vu (22.8) et l'équation F(t1, o, . . . , o)== o, qui résulte de (5.4). En déri-
vant (22.4) par rapport à s, et en employant la définition (22.2)
des y / (s, t, u), on obtient

^/o . ,A-c.V».6^^(S,f, u)==^U;-^(s,f, U);

d'où

^(o,/,u)=o, Vf, u

et, vu la définition de Q(ù) :

^((o,f,u)=8(u). Vu.

Supposons 0(0)^0; puisque t est voisin de f, l'équation (22.9),
d'inconnue s, a donc deux racines voisines de o. Pour qu'elles soient
égales, il faut et suffit qu'elles soient égales à la racine unique de l'équation

^,f,u)=o,

qui est s = o; il faut et il suffit donc que

AO-o.
Or l'avant-dernier lemme a prouvé qu'on n'a pas

f(0=o, Vf.

LEMME. — p (s, t, u, v) a les propriétés suivantes :

(22.10) p(o, f, u, v) = -^(o, f, u, v) =o. Vu, y.
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Preuve. — (22.7) et le lemme précédent montrent que, pour Q(ù) ̂ - o,
l'équation d'inconnue s,

p(s, t, u, y)==o

a au moins deux racines voisines de o, qui ne sont pas égales W; elles
s'annulent pour t = f. On a donc (22.10).

LEMME. — L'équation P ( t ' , 0 === o n'est pas réduite relativement à L
Preuve. — Les relations (22.8), (5.4) et les définitions de y^Çs, t, u)

et fhj (s, t, u) impliquent les relations

(22.11) yy(o, f, u) = o, y/,(o, f, u) == o, f/^-(o, f, u) == o, Vu,

où j e { i, .... r +i j, A e { r +2 , ..., Z j .
Vu la définition (22.6) de p, (22.10)1 s'écrit donc

^^ 0 = ° P0111* S =(o, Ui, ..., u,.+i, ^+o, ..., y/). Vu, v.

Notons Wo, . . . , Wi les composantes de Ç, c'est-à-dire
Ç==(Wo, ̂ r .., wi) où Wo , . . . ,w /€C ;

(22.i 0)1 s'énonce donc
(22.12) P{t', o, Wi, ..., w/) == o, Vwi, ..., Wi.

D'où

^(f, o, Wi, ...,w/)=...=^-(f,o,Wi, ...,w/)==o, Vwi, ...,w/;

par suite (22.10)2 s'écrit, vu (22. n) et la définition (22.6) de p :

r2u.t(o,^")+^t(o>^»)|^^°^--.'^)=°'
L i h J

VUi, . . . , Vi\ or, par définition,

^^(o,f,u)=e(u);

d'autre part la définition (22.3) de ^(s, t, u), la relation ï/y(o, f, u) = o^
et (5.4) montrent que

^(o, f, u) = o, Vu, Vhe f r + 2, ..., l j;

(22.io)â s'énonce donc
àP

6(u ) . ( ^ , o, Wi, ..., w/)==o. Vu, Wi, ..., Wi\
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c'est-à-dire, puisque la forme Ç(u) est non dégénérée, donc non nulle :

(22-I3) -^ (̂  o, Wi, ..., wi) = o, Vwi, ..., Wi.

Les relations (22.i2) et (22.i3) prouvent que le polynômeP(f, Wo, w,,.... Wi)
a le facteur double (Wo)2 : d'où le lemme.

LEMME. — discr^P (/, E) = o, V ^ e -S. (Ce lemme prouve le lemme 22, ̂
puisque fe-S.)

Preuve. — Dans le lemme précédent, t ' peut être remplacé par un
point quelconque de l'hypersurface S; l'équation P(t, Q = o n'est donc
pas réduite sur tçS relativement à E. D'où le lemme, dans le cas où
l'équation P(t, Q = o est réduite sur T relativement à Ç. Le cas général
se ramène à ce cas particulier, en remplaçant cette équation par une
équation réduite équivalente.

23. Premières propriétés de l'appui régulier.

La définition de l'appui régulier (n° 5) peut évidemment s'énoncer
comme suit :

LEMME 23.1. — Le ^-plan (t, xf) s'appuie régulièrement sur V au
point (/, x) quand et seulement quand il satisfait aux trois conditions
suivantes :

i° l — r — i ^ _ q ^ s ' ,
2° / est régulier; xçx^; (t, x) est point régulier de V;
3° si (/, X) ne s'appuie pas semi-régulièrement sur V en (t, x), alors (12)

il existe un hyperplan x1-1 de X, tangent à V(t) en x, tel que

xçx^cx1-^

Note. — Si Z — r — i = q, la condition 3° est évidemment vérifiée.
Si / — r ̂  q, cette condition 3° peut s'énoncer comme suit, en notant ̂ (.r)
le /-plan tangent à V(t) en x :

x^ et x^x) ne sont pas en position générale (13) dans X.

Voici un lemme évident, analogue au lemme 21.2:

LEMME 23.2. — Supposons l — r ^ q ; soit xçx^', si (/, x) est un
point régulier de V, en lequel (/, x^) ne s'appuie pas régulièrement sur V,

(12) x est un point régulier de V (Q, vu le lemme 21.2.
(13) C'est-à-dire x^ux^x) appartient à un hyperplan de X; ou encore

dim x^ n rr (x) > q 4- r — l.
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alors x est point régulier de la variété xvr\V(t), qui a en ce point la
dimension q 4- r — Z.

Voici, enfin, un lemme qui définit l'appui régulier par la notion d'hyper-
plan tangent, grâce à une récurrence sur ^; les nos 25 et 26 l'emploieront.

LEMME 23.3. — Donnons-nous / régulier.

i° Les (l—r—ï)-plans (t, x1-^) qui s'appuient régulièrement sur V
sont ceux qui contiennent un point régulier de V; ils s'appuient donc
sur Y.

2° Supposons l — r ^ q < , s ; soient xv et xv+1 tels que xvcxv+1;
pour que le ^-plan (t, xv) s'appuie régulièrement sur V, il faut et suffit
qu'il vérifie l'une des deux conditions suivantes :

(i) xv est tangent à xv+^V^);
(ii) (/, xv) contient un point où (t, xv+1) s'appuie régulièrement sur Y.
3° Supposons s=l—i, c'est-à-dire V non développable; les (l—i)-

plans (t, x1-1) qui s'appuient régulièrement sur V sont ceux qui vérifient
l'une des deux conditions suivantes :

(i) x1-1 est tangent à Y(f);
(ii) (t, x1-1) contient un point où (/, X) s'appuie semi-régulièrement

sur Y.

Preuve de i°. — La définition de l'appui régulier (n° 5).
Preuve de 3°. — Le lemme 23.1, où l'on prend g = Z — i .
Preuve de 2°. — Soient t régulier et xçxvcxv+\ où Z _ r ^ q < : s ' ,

supposons (/, x) point régulier de Y. Notons x^x) le r-plan'tangent
à V(t) en x, quand x est point régulier de V(t). Nous allons employer
les propriétés suivantes :

(0 : (/, X) s'appuie semi-régulièrement sur V en (/, x)',
(q) : (t, xv) s'appuie régulièrement sur V en (/, x);
(Q + i) : (/, x^) s'appuie régulièrement sur V en (/, x).

Leurs négations seront notées (2), {q) et (q~}~i).
Nous allons distinguer trois cas.

Premier cas : on a Q) et (q+i). Alors, vu le lemme 21.2 et la note (l3)
qui complète le lemme 23.1 :

x est point régulier de V(t); dim x'f^ r^x^x) == q + r — l + i ;
(q) équivaut à dim xvp^x^x) > q + r — L

Donc (q) peut s'écrire :

ou
dim xv n ̂  (x) ̂  dimxv+1 n ̂ (x)

xv n ̂  (x) 3 xv^ n ̂  (x)
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OU

x^x^^x'^x)
ou enfin :

(23. i) x^ est tangent en x à x^r^VÇt).

Second cas : on a (T) et (q + i). Alors, vu les lemmes 21.2 et la note (13)
qui complète le lemme 23.1 :
x est point régulier de V(t);
il existe un hyperplan xl~~i de X tel que

x'f^ux'^x)^^1.

Donc
x^ u x' (x) c x1-1 ;

d'où (q).

Troisième cas : on a (l); alors, vu le lemme 23.1 on a (q) et (y +1).
L'examen de ces trois cas prouve ceci : pour que (q) soit satisfaite,

il faut et suffit que (q + i) ou (23. i) le soit. D'où le 2° du lemme.

24. L'appui très régulier de (t, xi) sur V.

Nous allons définir cet appui très régulier, qui permettra au n° 25
d'appliquer le lemme 22 à l'étude de l'appui régulier.

Notations. — Soit t' régulier; soit (f, x ' ) un point régulier de V,
où (f, X) ne s'appuie pas semi-régulièrement sur X; d'après le
lemme 21.2, X possède des coordonnées locales (yi, ..., yi)telles ^que
les équations de V puissent s'écrire :

(24. i) V : yk+f/c(t, Vi, ..., Vr) = ô,

où kç: { r + i, ..., Z j , /^(. . .) est holomorphe.

Soit (t, x)çV et voisin de (f, x')\ soient

Ç=(wo, Wi, ..., Wi)

les coordonnées homogènes des hyperplans x1-1 de X tangents "en x
à V(Q; on a

(24.2) w^=^Wkj--(t,yi, ...,yr), Wo ==—WiZ/i—.. .—Wiyi,
— . , . , , , 'i •. -. ^ ?

où j e { i , . . . , r { , Â : e ( r + i , , . 4 Z j ;
BULL. SOC. MATH. — T. 95, FASC. 4. 24
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la distance à x^ d'un point de V(t) infiniment voisin de x est propor-
tionnelle à la forme quadratique des différentielles dy, des y, :

^'^ 2^^^ y19 • • •' v^^dy,.,^
tàyià^^9 u±9 - ^ y r ) u y n

ifk

où f,je{i, ...,r(, k ç { r + i , . . . , /{ ;

le rang de cette forme est donc indépendant du choix des coordonnées
locales (y,, ...,^).

LEMME. - La forme (24.3) est de rang r + s-l +1 sur un sous-
ensemble partout dense de l'ensemble des couples (x, x^} tels aue ^-1

soit tangent en x à V(t).

Preuve. — Vu la définition de s (no 5), quand / est fixe et que
U/i» ..., Vr, Wr+i, . . . ,w0 varie, alors (wo, . . . ,w/ ) décrit une variété
de dimension s +1 ; il existe donc un sous-ensemble partout dense de
l'ensemble des valeurs de (y,, ..., ̂ , w^, .... Wi) où la matrice

/àwo ÔWQ ÔWQ àw^
ày^ ' • • ' ày^ ôw^ • • • 5 àïv,

àwi àwi ôwi àwi
^y^ " " ày^ àw^ • • • ' àwi/

est de rang s +1; mais (24. i) et (24.2) donnent

dwo + y , dw, +... + yidwi == o (mod dt).

Sur ce sous-ensemble la matrice carrée

/àuh àuh àw^ àw^\
ày^ "" ày/ àw^ • • • 5 ôwi

àWj àw^ ôwi àwi
^ • • • ' ày.; àw^ • • • ? àîoi/

est donc de rang s + i ; or

àv)h . ( ôWh \ , ,
^7=0 et [àwj est la matrlce unité» si h,kç{r+i, . . . , / } .

Sur ce sous-ensemble, la matrice carrée

( àw^( àw,\
\W où l 9 j ç [ I 9 • • • ? 7 t ^ 5
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est donc de rang r + s — l + i. Or vu (24.2), cette matrice est la matrice

(24-^ (^wk^t'î^••-^}
où f, j e { i , . .., r }. Cette matrice (24.4) est donc de rang r + s — l + i
sur un ensemble partout dense de valeurs de (yi, ..., y , , Wr+ï, ..., Wi)G C1.
D'où le lemme.

Définition. — Un (y-plan (^ x^) s'appuie très régulièrement sur V en
un point (t, x) quand il s'appuie régulièrement sur V en ce point et que
les quatre conditions suivantes sont satisfaites :

io / — r ^ q ^ s ;
2° (t, X) ne s'appuie pas semi-régulièrement sur V en (/, x); donc,

vu le lemme 21.2, V (t) a en x un r-plan tangent :

x^x) : i/r+i=.. .== î / /==o;

3° x^ux'^x) appartient à un. hyperplan de X et à un seul, dont les
coordonnées homogènes sont notées (Wo, ..., Wi) ;

4° la restriction de la forme quadratique (24.3) au (q + r—l +1)-
plan tangent en x à x^r^x'^x) est une forme quadratique non dégénérée
(c'est-à-dire : de rang q + r — l + i).

Voici les propriétés de l'appui très régulier :

LEMME 24.i. — L'ensemble des ^-plans (t, x^) s'appuyant très régu-
lièrement sur V est un sous-ensemble partout dense de l'ensemble des
(/-plans (t, x^) s'appuyant régulièrement sur V.

Preuve. — Soit un (y-plan (t, x^) s'appuyant régulièrement sur V
en (t, x); vu le lemme 21.1 et la définition de l'appui régulier, on peut
modifier arbitrairement peu (t, x^, x) de façon que

(24.5) (t, X) ne s'appuie pas semi-régulièrement sur V,

mais que (/, Xe') continue à s'appuyer régulièrement sur V en (t, x).
Par suite, vu les lemmes 21.2 et 23.1, x est un point régulier de V(t),
où V(Q possède un r-plan tangent ^(rr), et il existe un hyperplan x1-1

de X tel que
xfïuxr(x)cxl-î;

notons (WQ, ..., wi) les coordonnées homogènes de x1-1. Vu le lemme
précédent, en modifiant arbitrairement peu x et x1^, puis x^, nous
pouvons satisfaire aux conditions suivantes :

(24.6) x1-1 est tangent à V(t) au point régulier x;
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la forme quadratique (24.3) est de rang r + s — l + i ;

Xç.X^CX1-1.

Par suite
dimx^nx'^x^^q +7-—Z-|- i.

On peut donc trouver un (q + r—l + i)-plan r^7-^1 arbitrairement
voisin de x(rnxr(x), tel que

xçx^-^cx1-^,

m \ 1 la restnctlon de la forme quadratique (24.3) au (q + r — / + i)-
\ plan tangent à x^7-1^ est de rang g + r — Z + i .

On peut enfin modifier arbitrairement peu x'r de façon à satisfaire aux
conditions suivantes :

x ç. a;y+/-/+i = ̂ q ̂  ̂ r ̂  ^ ^ ç ̂ /-i ^

Évidemment (/, ^) continue à s'appuyer régulièrement sur V en (/, x) et

(24.8) x1-1 est le seul (Z-i)-plan contenant xfTcxr{x).

Donc l'appui de (/, x^} sur V est très régulier.
c. Q. F. D.

LEMME 24.2. — Si le ^-plan (f, x^) s'appuie très régulièrement sur V
en (f, x ' ) [au sens de la définition du n° 24], alors [au sens de la défi-
nition du n° 5] (f, Ci, . . . ,Ç^,X) s'appuie très régulièrement sur la
variété de TxS^XX dont les points sont les (t, Ci, ..., Ç/_y, x) tels que

(t,x)çV, xçx^;

x^ désigne le (y-plan de coordonnées grassmanniennes Si A • • • A Ïi-q == \i~q.
Preuve. — Notons .r^ le r-plan tangent à V(f) en x ' et x'1-^ l'hyper-

plan unique de X tel que
x^ux^cx'1-^

Choisissons des coordonnées locales (yi, . . . , y / ) de X, d'origine rr',
ayant les propriétés suivantes :
V a pour équations (24. i);

fk(t',y^ ...,y.)=o (modî/2);

x^, x'1-1 et X'T ont pour équations respectives :
x^: y/,+i=...=^=o;

rc'/-1: î/r+i=o;
x^ : y^+r-i+2 =... == yr+i = o.
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La restriction de la forme (24.3) au (q + r—l + i)-plan tangent en x'
à x^r^x^ est donc la forme

S^.^0----0)^^'
où l, j"€ { i , ..., q + r — l + i j ; par hypothèse cette dernière forme
n'est pas dégénérée, c'est-à-dire

(24.9) Hess^+i '̂, î/i, . . . , Vq+r-i+i, o, . . . , o) ̂  o.

Nous allons supposer (/, x, x^) voisin de (f, x ' , x'f). Les équations de Xf
sont

Vj+LjÇ,1-^ y,, ..., i//) =o, où j ç { q + r — l + 2, ..., r+i j ;

Lj est linéaire en ï/i, . . . , y / , holomorphe en ^i, . . . ,^_y nul pour

(^ ..., E^) =(^, ..., ^-,); ̂ . ^L7. x ̂  o. Les équations de
C l̂, . . ., C>/-7;

(f, a^) n V sont donc :

yj+Lj^-^y^ . . . ,y/)=o, où je^+^—^+2, ...,r+ij;
(24.io) yk+fk(t, t/i, . . . , i/r) =o, où À:€ i r+2, . . . , Z } ;

^+1 (/, ï/l, . . ., yr) + Lr+i (̂ -̂ , yi, ...,!//)= 0

Puisque
LjÇil~q. y^ ..., y/) = o et ^(f, t/i, . . . , yr) = o (mody2),

nous pouvons résoudre le système (24.10)1, (24.10)2 par rapport à
y^r-i+î, ..., y i ; nous obtenons

yH = F/,(t, ^-y, yi, . . . . ycf+r-i+i),
ou

hç[q+r—l+^ . . . , Z { ,
Fk{t1, ̂ -v, y,, . . . , y^._^) = o (mody2).

En substituant Fh à y h dans

^+i(f, yi, ..., y,) + L/^i(^/, t/i, ..., yi)

nous définissons une fonction

F^^y,, ...,î/^,_^);

puisque

L ,̂ (̂ ,̂ y,, ..., i/z) = o, ^ ^+1 . ̂  o,
^^l» • • - 9 C,l-q)

fr+i (f, yi, ..., yr) = o (mody2),
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cette fonction F a les propriétés suivantes :

F(t\ ̂ -y, 1/1, ..., y^r-i^) == o (mody2); .., ^F , . ̂  o;
0^1, . . ., t,l-q)

Hess^F(f, ̂ -^ î/i, ..., ycf+r-i+i)
= Hessr/r+i^, ̂ -y, yi, . . . , y^r-i+i, o,..., o) ̂  o.

Les équations de (/, r^) n V peuvent donc s'écrire :

F(t, y~^ yi, • . . » î/y+r-z+i) == o,
Z/A = FA(f, ^-y» !/l> • • • » y^r-l+i),

V h e j ç + r — Z + 2 , . . . , / j ,
ou

( F(f, S7- ,̂ y,, ..., ^-K-^) == F^..) ̂  o (mody2),
J ^77^F

à^——————?——^ ̂  oî Hessy i7 7Z 0-\ ^ V^lî • • • » ^-y;

Le lemme résulte de la comparaison de ces relations avec les rela-
tions (5.3), (5.4)' qui définissent l'appui très régulier de (//, X).

25. Preuve que les appuis régulier et très régulier sont des
appuis.

LEMME. — Supposons :

i régulier ; l — r ̂  q ̂  s ; x^1 c x^ ; x^~1 tangent à x^ n V (Q.

Alors (t, xv~1) s'appuie régulièrement sur V.

Preuve si l—r + i^q: le lemme 23.3, 2°.

Preuve si l—r = q : le lemme 23.3, i°, car dans ce cas l'hypothèse
« x^~1 est tangent à x^r^VÇt) » signifie « x^~1 contient un point de
^nV(0 ».

LEMME. — Supposons
(25.1) l—r^q^s;

(25.2) P(^A...A^AO=o,
\f(t, xv-1) s'appuyant régulièrement sur y.

Alors
(25.3) discrrx3^P(^ ^ A ... A^-yAt)= o,

Vft Xe!} s'appuyant régulièrement sur V.

Notations. — ^i A • • • A ̂ i-q et ^ A • • • A \i-q A S sont les coor-
données grassmanniennes respectives de x^ et a^-1.
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Preuve. — Vu le lemme précédent, (25. i) est vérifié quand l'hyper-
plan de X, ayant pour coordonnées homogènes Ç, est tangent à rr^n V(t).
Vu le lemme 24.2, le lemme 22 prouve donc ceci : si (f, x ' ^ ) s'appuie
très régulièrement sur V, alors (f, x ' ^ ) vérifie (25.3). Or, vu le lemme 24.1
les (f, x ' ^ ) s'appuyant très régulièrement sur V sont partout denses
dans l'ensemble des (t, x^î) s'appuyant régulièrement sur V; cet ensemble
vérifie donc (25.3).

LEMME 25.1. — Les g-plans (f, x^) s'appuyant régulièrement sur V
s'appuient sur V.

Preuve pour q = Z — r — i . — Le lemme 23.3, i°.
Preuve pour l — r ̂  q ̂  s. — Supposons prouvé que les (q — i)-plans

s'appuyant régulièrement sur V vérifient l'équation (4.i)^_i, qui définit
l'appui

P^,Ç,A...A^AO=o.

Alors les ^-plans s'appuyant régulièrement sur V vérifient l'équa-
tion (4.i)y,

^(^^A-. -A^-^-o,

vu sa définition (n0 4) et le lemme précédent.
Prouvons que l'appui très régulier est lui aussi un appui.

LEMME. — Supposons V(0 non développable quand t est régulier;
c'est-à-dire s=l—i. Soient : t régulier, x1-1 tangent à V(f). Alors
(t, X1-1) s'appuie sur Y, c'est-à-dire vérifie l'équation

(4)/_,: P^,0=o;

Ç désigne les coordonnées homogènes de x1-1.
Preuve, — Vu le lemme 23.3, 3°, (t, x1-1) s'appuie régulièrement

sur Y; vu le lemme précédent, (t, x1-1) s'appuie donc sur Y.

LEMME 25.2. — Les Z-plans (t, X) s'appuyant très régulièrement sur V
s'appuient sur V.

Preuve. — Vu le lemme 22, i°, V(f) n'est pas développable, \/t régulier.
Vu le lemme précédent, on peut donc choisir P = P1'1 dans le
lemme 22, 2°, qui donne :

P^(f)=o, V(Z, X) s'appuyant très régulièrement sur V.

Note. — Depuis le début de ce chapitre IV, l'hypothèse (5.i) a été
faite. Si elle n'est pas vérifiée, les lemmes 25.1 et 25.2 sont cependant
exacts, car alors tout appui est, par définition, régulier ou très régulier.

La preuve de la proposition 2 (n° 5) est donnée par les lemmes 25.1,
25.2 et la proposition 1 (n° 4).
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CHAPITRE V.

Régularité de l'appui des ^-plans
ne coupant pas les singularités.

Ce chapitre V prouve la proposition 3 (n° 5); il traite d'abord le cas
où V est irréductible.

26. Une condition impliquant la régularité de l'appui.

Cette condition résultera de la propriété suivante de discrr :

LEMME. — Soit P(t, E) un polynôme en (t, £), homogène en E. On a

(26.1) discTrP{t\l)^o

en tout point f vérifiant la condition que voici :
(26.2) : U hypersurface de E d'équation P(f, 0 == o contient un ensemble

partout dense de points Ç' possédant la propriété suivante :
au voisinage de (f,Ç') l'équation P ( f , £ )==o équivaut à une
équation F(t, Q = o, où F est holomorphe en Ç, continu en t
,ôF ,^^o.

Preuve. — L'ensemble de ces ÎJ est une partie ouverte, partout dense,
de Fhypersurface de S d'équation

(26.3) P(f.Q=o.

Il existe donc une droite analytique complexe de 2 coupant cette hyper-
surface (26.3) en des points appartenant tous à cette partie de cette
hypersurface, chacun de ces points d'intersection étant simple. Soit n
leur nombre; n est le degré de l'hypersurface (26.3). Plus généralement,
vu Fhypothèse (26. s), pour / voisin de f, l'hypersurface de E d'équation

(26.4) Pft0=o

coupe cette droite en n points simples et a donc ce même degré n. Or, vu
le n° 2 : le degré de cette hypersurface est maximum, sauf quand t est
sur une certaine sous-variété algébrique de T; quand ce degré est
maximum, alors
(26.5) discryP(f, S|) ̂  o.

Donc ce maximum est n, et (26.5) a lieu au voisinage de f, en particulier
en f.

C. Q. F. D.
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Notations. — V est une variété algébrique irréductible de TxX;
x^ et x^-1 sont un y-plan et un (q—i)-plan de X tels que r^'c^;
ils ont pour coordonnées grassmanniennes

Ç i A . . . A S / - y et S i A - . - A ^ - y A H -
Nous supposons

Z — r ̂  q ̂  5 + i et, si 5 + 17^ ^ ? ̂  s.

LEMME 26. — Soit une équation polynomiale

(26.6) P(^iA...A^AO=o

impliquant, quand t est régulier, l'une au moins des deux conditions
suivantes :

i° (/, a^-1) s'appuie régulièrement sur V;
2° (/, rc^-1) coupe la partie singulière de V.

Alors l'équation

(26.7) discrrxS^/P {t, Ei A • . • A ̂ -y A I) = o

implique, quand t est régulier, l'une au moins des trois conditions sui-
vantes :

(i) (/, x^) s'appuie régulièrement sur V si q ̂  s,
semi-régulièrement sur Y si q == s + i = l',

(ii) (/, x^) coupe la partie singulière de V;
(iii) l'une au moins des composantes algébriques de x^nV(f) est

développable.
Note. — Si q = l — r , alors dim rr^n V(t) == o et la condition (iii)

doit être supprimée.
Preuve. — Considérons l'ensemble E des (/, Xe') e T x 1̂  (X) (u) véri-

fiant les conditions suivantes :
/ est régulier; (t, x^) ne coupe pas la partie singulière de V;
(t, x^) ne s'appuie ni régulièrement (q < Z), ni semi-régulièrement (q == /)

sur Y;
aucune composante algébrique de x^r\V(f) n'est développable.

E est évidemment ouvert. Il s'agit de prouver que, sur E :

(26.8) discrrxS^PG?, Ci A . . . A^-yAf) 7^0-

Soit (tfX^çE; soit x^-^cx^. Le lemme 23.3 a prouvé ceci : pour
que (/, rry-1) s'appuie régulièrement sur V, il faut que x^1 soit tangent

(u) Rappelons (n° 3) que r?(X) est la ç-grassmannienne de X.
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à x^r\V(t). L'équation (26.6) implique donc que l'hyperplan de coor-
données homogènes Ç est tangent à x^r^V^t); elle signifie donc que
cet hyperplan est tangent à une composante algébrique de ^nV(f),
qui dépend continûment de (t, x'f). Or cette composante algébrique
n'est pas développable, par hypothèse, et n'a pas de point singulier,
vu les lemmes 21.2 et 23.2. Cette équation (26.6) vérifie donc l'hypo-
thèse (26.2) du lemme précédent, où l'on remplace f e T par
(t, ^i, . . . , ^-^eTxS^-y; vu ce lemme, on a (26.8).

c. Q. F. D.

27. Régularité de l'appui sur V d'un ç-plan ne coupant pas la
partie singulière de V.

Les notations du n° 26 sont conservées.

LEMME 27. — Si t est régulier, si le ^-plan (/, x^) ne coupe pas la partie
singulière de V et s'appuie sur V, alors il s'appuie régulièrement si q ̂  s,
et semi-régulièrement si ç = Z == 5 + i.

Preuve pour q < l — r — i. — Vu les définitions des n08 4 et 5, l'appui
et l'appui régulier sont impossibles.

Preuve pour q == l —r — i. — Les définitions des n08 4 et 5.
Nous allons poursuivre, par récurrence suivant q.

Preuve pour q = l — r. — Le lemme 26, où l'on choisit P = P^-S
la note qui le complète et la relation P^ = discr P^-1 (n° 4).

Preuve pour l — r <.q ̂ L — Soit un ^-plan (t, x^) vérifiant les condi-
tions suivantes :

(27.i)

t est régulier;
(t, x^) ne s'appuie ni régulièrement (q ̂  s), ni semi-régulièrement

(q== /) sur V;
(f, x / ) ne coupe pas la partie singulière de Y.

Il s'agit de prouver que

P^iA.-.A^-y)^ où P^= discr P .̂

Le lemme est supposé vrai quand on y remplace q par q — i ; les
hypothèses du lemme 26 sont donc vérifiées quand on choisit P == P^-1 ;
vu ce lemme 26, il suffit donc de prouver ceci :
(27.2) Aucune des composantes algébriques de r^nV(0 n'est dévelop-

pable.
Notons a^-1 un hyperplan arbitraire de x^. Vu (27. i) et le lemme 23.3,

2° et 3°, l'ensemble des x^~1 tangents à a^n V(0 est l'ensemble de xi~1



COMPLÉMENT AU THÉORÈME DE N. NILSSON. 871

tels que (t, x ' ~ 1 ) s'appuie régulièrement sur Y. Vu la proposition 2 (n° 5),
cet ensemble appartient à l'ensemble des (/, a^-1) s'appuyant sur Y;
plus précisément, ces deux ensembles sont identiques, vu que le lemme
vaut si l'on y remplace q par q — i, et vu que (t, n^""1) ne coupe pas la
partie singulière de Y, car (27. i) a lieu. L'ensemble des o -̂1 tangents
à x'f n Y(/) est donc défini par l'équation exprimant que (t, ;r^-1) s'appuie
sur Y :

^- l(^lA...A^AO=o.
D'où (27.2).

C. Q. F. D.

28. Conditions impliquant la régularité de l'appui sur une
hypersurface réductible.

Notations. — Soit Y une hypersurface de TxX; notons Yy toutes
les composantes algébriques irréductibles de toutes les intersections d'un
nombre quelconque de composantes algébriques de Y; notons

ry=dimY/—dimr.
Évidemment :

(28. i) r/c< ri et r/,< r;, si Vk est une composante de Y,n Y/.

Nous supposerons qu'aucune des Yy n'est déueloppable : Sj==l—i.

t sera dit régulier quand il sera régulier pour chaque Yy.

Notons
(28.2) P^-1 (t, Si A ... A ̂  A l) == o

une équation polynomiale, réduite sur TxS^ relativement à ^,
exprimant que (t, ̂ -1) s'appuie sur Yy. Si q < l — T ] , nous prenons
pj.- î, vUi» •••^•

LEMME. — L'équation

(28.3) diserts/-, f[ PJ-1 (f, ^ A ... A '^A S) = o
/

implique, quand f est régulier, l'une au moins des deux conditions que
voici :

i° (t, x^) s'appuie sur l'un des Vy, c'est-à-dire

(28.4) Y[PHt,^/\...f\^)=o;
i

2° (t, x^) coupe la partie singulière de l'un des Yy.
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Preuve. — II s'agit de prouver que l'ensemble des (/, xv) vérifiant les
conditions suivantes est vide :

t est régulier;

discr^sz-, '[J PV-! {t, Ç, A . . . A £^ A 0 = o ;
/

F! W Si A ... A S/-y) ̂  o, où P^ = discr^xE^Pr1 ;
/

(/, ̂ ) ne coupe la partie singulière d'aucun des V/.

Vu la définition de discr (no 2), il suffit de prouver que l'ensemble
des (t, xv) vérifiant les conditions suivantes a, dans TxTv(X), une
codim > i :

t est régulier;

le polynôme en E, ] j pv.-i (/,^ A . . . A £/-, A 0, a un facteur multiple;
/

aucun des polynôme PJ-1 (/, ^ A ... A ^-y A E) n'a de facteur multiple;
(/, x^) ne coupe la partie singulière d'aucun des Vy.

Il suffit donc de prouver que l'ensemble des (t, x^) vérifiant les condi-
tions suivantes a, dans TxP^X), une codim > i :

t est régulier;
il existe i et j ̂  i tels que les polynômes en Ç,

(28.5) ^^ l(^SlA...A^-7AOetPJ- l(...)ontunfacteurcommun;
(/, xv) ne s'appuie sur aucun des Vk;
(f, xv) ne coupe la partie singulière d'aucun des V^.

Or l'équation

(28-6) P y - ^ ^ ^ A . - . A ^ A O ^ o
exprime que (/, xv-1) s'appuie sur ¥,; XV-1 est un hyperplan de x'f,
donc (Ï, xv-1) ne coupe pas la partie singulière de V,; vu le lemme 27,
cette équation (28.6) exprime donc que (/, XV-1) s'appuie régulièrement
sur V,. Or (/, xv) ne s'appuie pas régulièrement sur V,, vu (28.5) et la
proposition 2. Vu le lemme 23.3, (28.6) exprime donc que xv-i est tan-
gent à xvr\Vi(t), si l—r,<q; si l—r,==q, xvr\V,(t) se compose
d'un nombre fini de points et (28.6) exprime que xv-1 contient l'un
d'eux; si q<^l—n, (28.6) est impossible.

Les conditions (28.5) impliquent donc que

xvr^Vi(t) et ^nV;(0
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ont une composante algébrique irréductible commune. C'est une compo-
sante algébrique de

^nV,(0,

Vk étant l'une des composantes algébriques irréductibles de Vi n Vy.
Si q + Fk^ l, alors q + ri> l et q + 77 > Z, vu (28. i); ̂  ne s'appuie

ni régulièrement (g < l) ni semi-régulièrement (g = Z) sur Y,, Vy, Vk,
vu (28.5) et la proposition 2; cette composante algébrique commune
à rcynV,(0, ^nY/(0 et ^nV^(0 a donc, d'après le lemme 23.2, la
dimension

q+r—l==q+r~l ==g+^ .—Z;

c'est impossible, vu (28. i).
Si q-\-Tk=l—i, alors (/, xv) s'appuie sur Vk; c'est impossible,

vu (28.5).
Donc (/, x^) coupe un V/c tel que

l ' k ^ l — ï — q ;

or l'ensemble des g-plans (/, x^) coupant ces Vk est évidemment une
sous-variété algébrique de TxP^X) de codimension > i; donc l'en-
semble des g-plans (t, x^) satisfaisant (28.5) est de codim>i.

c. Q. F. D.

LEMME 28. — Si t est régulier et si (t, x^) s'appuie sur V, alors l'une
des deux conditions suivantes est satisfaite :

i° (/, x^) s'appuie sur l'un des V/;
2° (f, xv) coupe la partie singulière de l'un des Vy.

Preuve pour q = o. — La définition de l'appui (n° 4).

Preuve pour q > o. — Si l'ensemble des (q—i)-plans coupant la
partie singulière de l'un des V/ est une hypersurface de TxTv-^X),
alors tout g-plan (t, x^) coupe cette partie singulière et le lemme est
évident. Sinon le lemme, supposé vrai quand on y remplace q par q — i,
prouve que tout (t, x^~1) s'appuyant sur V s'appuie sur l'un des Yy,
si t est régulier; vu la proposition 1 (n° 4), l'équation exprimant l'appui
de (t, XV-1) sur V est donc

^(0 n^"1 (̂  Si A ... A ̂  A 0 - o,

où Pô est un polynôme, -^- o quand t est régulier. Vu la définition de
l'appui (n° 4) et une propriété évidente de discr, l'équation exprimant
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l'appui de (t, x^) sur V est donc

Po(OdiscrrxS^ [PF1 (^ Si A ... A S^ A I) = o.
7

Le lemme précédent achève la preuve.

Preuve de la proposition 3 (n° 5) : les lemmes 27 et 28.
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