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Introduction.

Nous nous proposons d’expliciter et compléter le premier des deux théo-
rémes que N. NiLssoN prouve dans [5] et applique dans [6].

1. Les intégrales de formes différentielles & support singulier
algébrique.

Notations :
X =P est l'espace projectif complexe, de dimension complexe [;

les coordonnées homogénes d’un point x de X sont les composantes
d’un vecteur € Z = Gi+t, X étant donc le quotient de Z par le groupe
de ses homothéties de centre O;

(') Ce travail fait partie de la Recherche coopérative sur Programme n° 25 du
Centre National de la Recherche Scientifique.
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Z est le dual de Z, la valeur en { de £€Z= étant notée £.€ C;
T est un espace affin de dimension finie;
(, X) est la partie de T XX se projetant en teT;

on se donne me&f{o, ..., l};

m V; est I'intersection de m hypersurfaces algébriques données de T x X,

J
d’équations
Vit v;t,)=o0,

ol v; est un polyndme de (¢, {)€ T X Z, homogéneen{,etje{1, ..., m};

[\ V/=TxX s m=o;
J

V() est la projection de (f, X)nV; sur X, c’est-a-dire I’ensemble
des z tels que (f, x)e V;;

W(t)=U Wg(t) est la réunion de n hyperplans de X, dépendant
H

algébriquement de ¢, d’équations
Wu): wa().t=o,
ou wy est une fonction algébrique de { & valeurs dans Z, et He { 1, ..., n };
W (t) est vide si n=o;
les intersections Wg, ()n...nWg (), ou 1=H<...<H,<Zn,
qui sont de dimension r pour { générique, sont notées Wi ({) si ¢ est
tel que leur dimension soit r; sinon Wx(f) n’est pas défini;
Wk (f) désigne X.
Le support singulier Ss[W] est I’ensemble des ¢ en lesquels I'un au
moins des wy(f) n’est pas holomorphe.
On se donne :
eT—Ss[W];qe{m, ..., 1};
W' : une branche de W ('), c’est-a-dire une branche de chaque Wy (t'),
telle que les Wi (t') soient définis Vr>1—gq;
X' : partie ouverte de X;
y'9—™ : (g— m)-cycle de X' m V;(t') relativement & X'nW';

J
w(t, ¢) : g-forme différentielle homogéne (*) de ¢, fonction de ¢;
m entiers>o : pi, ..., Pme

(%) Produit d’une forme des quotients des coordonnées de ¢ par une fonction homo-
géne de ¢.
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On suppose ceci :
les hypersurfaces X'nV;(t') de X' sont réguliéres;
ces hypersurfaces et les X’'n Wy (t') sont en position générale dans X';

w(t, Q)
@ G 0) ... v (G, O)

(pour m = o, c’est w)

est une forme différentielle de { homogéne de degré nul (?); c’est donc
une forme de x, a coefficients fonctions de ¢;
cette forme (1) est :
— holomorphe en (f, x), prés de tout point de (¢', X’);
— fermée, pour df =o;
— nulle sur X'nW (), c’est-a-dire pour : ze€X’, t' voisin de ¢,
W () voisin de W', wy.t =wg.d{ =0, VH.
Ces hypothéses ont les conséquences suivantes, vu [3] :
on peut définir, pour ({, W (¢)) voisin de (¢, W’), un (¢ — m)-cycle y7—"(t)
de X'nV;() relativement 4 X'n W (f) variant contintiment avec ¢
7
et tel que
Y ) =y
sa classe d’homologie est définie sans ambiguité;
si m> o, la classe résidu de (1) :
(2) 1 dpl"'“ +me(t, C) |
pil .o pw! [dosi(t, O] PN L A [dom] P \(anr,-u), X 0w ()
J

est définie pour £ voisin de #';
I'intégrale
J(t)= f I (R9)
Yq—rn(t)[d”1 & O N N [dom ]

JO=[ ot? s m=o

Y90

si m>o,

C)

est donc définie sans ambiguité pour £ voisin de #'; c’est une fonction
numérique holomorphe de f (vu [3], n° 10). Nous allons construire son
prolongement analytique, sous des hypothéses appropriées.

Définition des formes et des fonctions a support singulier algébrique. —
Si w(f, ¢) [ou J(f)] se prolonge en une forme [ou fonction] holomorphe
sur le revétement simplement connexe du complémentaire d’une hyper-
surface algébrique de T'xXZ [ou de T], nous dirons que » [ou J] est &

(%) C’est une forme des quotients des coordonnées de ¢.
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support singulier algébrique; il existe alors évidemment une plus petite
hypersurface ayant cette propriété; elle sera notée

Ss[w] [ou Ss[J]]
et nommée support singulier de o [ou de J]. D’aprés un théoréme
d’Hartogs [1], c’est une hypersurface algébrique.
Note. — 11 est superflu de supposer (', X') hors de Ss[w].
Notation. — Notons

&) V=ss[o]{_) Vi donc V=Ss[w] si m=o;

V est une hypersurface de T x X.

Définition des (t, W (f)) s’appuyant sur une hypersurface V de T x X.
— Etant donné {€ T, nous dirons que (f, W (#)) a sur V un appui d’ordre
l—q quand l'un au moins des r-plans

@, Wi(@)), ouw re{l—yq, ..., 1}

n’est pas défini ou a sur V un appui d’ordre [—¢q, au sens du n° 4.

Note. — Soient wi” (fye N\ Z des coordonnées grassmanniennes (n® 3)
de Wx(f), s’annulant quand Wx(f) n’est pas défini; vu le n° 4, 'appui
d’ordre [—gq de ({, W(f)) sur V s’exprime par la condition suivante :
au moins 'une des branches de I'un des wi” () vérifie 'équation

6G) P wk O ANEA. . NEg) =0, Vi ..., 0 ,€E,

ouref{l—gq, ..., 1.
TutoreME 1. — Supposons ceci :
w est a support singulier algébrique;
@t W) n’a pas sur V=Ss[w]U V, un appui dordre l—gq, VL

7

Alors :
J (f) est a support singulier algébrique;
Ss[J] est une hypersurface algébrique de T, conitenue dans la réunion de
Ss[W] ef de I’ensemble des t tels que (t, W (f)) ait sur V un appui d’ordrel —q.

Note. — Si n=o, c’est-a-dire si W (t) est vide, alors cet ensemble
est I’ensemble des ¢ tels que (f, X) ait sur V un appui d’ordre [—gq.

CoroLLAIRE 1.1 (N. NiLssoN). — Si n=o, c’est-a-dire si W () est
vide, alors J(f) est & support singulier algébrique.

Preuve. — Par définition, (f, X) ne s’appuie pas sur V, Vi
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On prouve de méme ceci :

CorROLLAIRE 1.2. — Supposons que T puisse étre fibré de facon que
les V;(f) soient constants sur chaque fibre et que W applique chaque
fibre sur I’ensemble des réunions de n hyperplans de X; alors J(f) est
a support singulier algébrique.

Une preuve détaillée de ce théoréme 1 est donnée par les chapitres I, 11
et III; elle s’abrége considérablement quand on suppose, comme
N. Nirsson, W () vide (n =o0). Comme celle de N. NiLssoN, notre
preuve traite d’abord le cas :

m=o <c’est—él~dire : m V,=TxX, V=Ss[w]>, g=n—1=1;
j

autrement dit, elle établit d’abord ceci : I'intégrale sur un g-simplexe
d’une g-forme différentielle a support singulier algébrique est une fonc-
tion a support singulier algébrique (chapitre II, lemmes 12 et 16); le
théoréme 1 en résulte, par application de la formule du résidu
(chapitre III), en évitant la construction compliquée que constitue le § 3
de P’article [5] de N. NiLsson.

THEOREME 2. — Adjoignons a Uhypothése du théoréme 1 la suivante :
toutes les branches de » sont combinaisons linéaires, a coefficients dans un
anneau de constantes, d’un nombre fini d’entre elles. Alors toutes les branches
de J sont combinaisons linéaires, a coefficients dans ce méme anneau,
d’un nombre fini d’entre elles.

Preuve. — De cette hypothése résulte évidemment que toutes les
fonctions, construites ultérieurement, possédent cette propriété; nous ne
détaillerons pas cette preuve que N. NiLssoN explicite dans le cas qu’il
traite : W(t) vide (n=o).

TuorEME 3 (énoncé hypothétique). — Adjoignons aux hypothéses des
théorémes 1 et 2 la suivante : les coefficients de w sont « a croissance lente »
quand (t, x) tend vers Ss[w]. Alors J(t) est « a croissance lente » quand t
tend vers Ss[J].

On peut définir « la croissance lente d’une fonction a support singulier
algébrique » par la condition (c) de la premiere page de N. NiLssoN [5];
peut-étre existe-t-il des définitions équivalentes plus maniables.

La preuve de ce théoréme 3 a été donnée par N. NiLssoN dans le cas
qu’il traite : W({) vide (n=o0); elle reste a faire dans le cas général.

Appliquer les théorémes précédents au prolongement £ de la trans-
formation de Laplace, que définit [4], est évidemment possible; on peut
ainsi, en particulier, obtenir des opérateurs hyperboliques dont la solu-
tion élémentaire est & support singulier algébrique; nous ne le ferons
pas ici.
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Le théoréme 1 emploie la notion d’appui; le n° 4 la définira & partir
de la notion suivante.

2. Equation discriminante.

Soit une équation
(2.1) P(t,2)=o,

o P est un polyndme de (¢, £)e T X E, homogéne en £, & coefficients
appartenant a C.

Rappelons que P est dit réductible quand il est le produit de poly-
nomes, du méme type, non constants; rappelons un théoréme clas-
sique ([7], t. 1, chap. IV, Ganzrat. Funkt.) : tout polynéme est produit
de facteurs irréductibles, définis de facon unique, a des facteurs cons-
tants prés.

Les deux conditions suivantes sont donc équivalentes :

1° I'un de ces facteurs est multiple et de degré > o en &;

20 I’équation (2. 1) équivaut a une équation du méme type et de degré
moindre en £.

Si ces conditions ne sont pas réalisées, et si P(f, £) n’est pas iden-
tiquement nul, alors nous dirons que l’équation (2.1) est réduite sur T
relativement a &.

Le n° 6 (chap. I) prouvera le critére de réduction suivant :

Notations. — Notons £ et n deux vecteurs de =, p une variable numé-
rique complexe et (*°) discr P(f, £ 4 =) le discriminant de P (¢, &, + pn),
considéré comme un polyndme en p. Rappelons que ce discriminant est
un polyndéme en (f, %, n), et qu’il reste invariant quand on trans-
forme (£, n) par une substitution unimodulaire; voir [7].

Critére de réduction.

1° Pour que l'équation (2.1) soit réduite sur T relativement & £,
il faut et il suffit que

discr P(f, £ + pn) 7 o en au moins un point (4, &, n) de TXEXZ.

20 Plus précisément, si (2.1) est réduite, et si n est donné tel que
P(t,n)s2 0 en au moins un point {, alors discr P({, £ + fn)Z 0 en au
moins un point (¢, £) de TXZ.

Bien entendu, l’expression : « ’équation (2.1) est réduite sur le
point te T » signifiera : « cette équation est réduite quand on choisit
pour espace T ce point ¢ »

A

(®) discr P n’est pas fonction de la variable coiffée par
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Le 1° du critére de réduction a pour conséquence évidente ceci :

LeMME 2 (localisation).

1° Pour que l'équation (2.1) soit réduite sur T, relativement a &,
il faut et il suffit qu’elle le soit sur au moins un point de T.

20 Les points ¢ sur lesquels cette équation n’est pas réduite sont ceux
qui vérifient la condition

discr P(, £ + pn) = o, VE nel;

Iensemble de ces points est donc une variété algébrique de T.

Définition. — Donnons-nous une équation (2.1) qui ne soit pas
vérifiée V (¢, £); formons avec les facteurs irréductibles de P(t, £), une
équation équivalente, réduite sur T relativement & £ :

@.2) Q@5 =o.

Considérons ’ensemble des points ¢ de T sur lesquels cette équation (2. 2)
n’est pas réduite relativement & £ Vu le lemme 2, cet ensemble est
différent de T, et est une sous-variété algébrique de T définie par la

condition
discr Q(t, £ +pn) =o, VE neZ.

Cette sous-variété est I’ensemble des points ¢ ou le degré de I’hyper-
surface de & d’équation (2.1) n’est pas maximum; elle ne dépend donc
que de cette équation. Seule nous intéressera la plus grande hyper-
surface contenue dans cette sous-variété (*); son équation sera

2.3) discrp P(t, £) = o,
ou discry P (1, £) est le polyndme (*) en ¢ de degré maximum qui divise
discr Q (4, & -+ o), Vi neZ;

c’est-a-dire le plus grand commun diviseur des coefficients de discr
Q( &t +06n), considéré comme un polynéme en (£, n), ayant pour
coefficients des polyndmes en {. L’équation (2.3) est nommée équation
discriminante de Uéquation (2.1). Elle n’est jamais vérifiée V&.

Note. — En général, I'’hypersurface (2.3) est vide; mais, dans ce qui
suit, ce « cas général » se trouvera étre exceptionnel.

Note. — Dans les définitions précédentes, 1’espace affin T et 1’espace
vectoriel & ne peuvent pas étre remplacés par des variétés algébriques
quelconques, car, sur de telles variétés, un polyndme n’est pas un produit
unique de polyndmes irréductibles.

(‘) Car, d’aprés un théoréme d’Hartogs [1], si le support singulier d’une fonction
analytique appartient & cette sous-variété, alors il appartient 4 cette hypersurface.
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3. Grassmanniennes (voir [2]).

Pour repérer les g-plans complexes 27 de X, nous emploierons 1’algebre
extérieure A E qu’engendre l’espace vectoriel Z; les éléments de AZ
homogenes de degré r sont nommés r-vecteurs, et notés £”; leur ensemble
est le sous-espace vectoriel A7Z de l’algébre AZE; bien entendu :

'E=C, ANE=Z, ANFTE=G;
Z peut étre identifié a A‘E par la bijection
@.1) L«
telle que la valeur de £ en £ soit
EL=EAE, VieE.

Nommons classe (¢) de £"32o0 l’ensemble des r-vecteurs non nuls,
paralléles a 7. L’ensemble des classes (F7) est l'espace projectif (A"Z),
quotient de I’espace vectoriel A\"Z par le groupe de ses homothéties
de centre O.

La bijection (3.1) induit une bijection
3.2) x <> (&),
qui identifie X a (A!Z).

Un hyperplan z—' de X est I’ensemble des x€ X dont les coordonnées
homogenes ¢ vérifient une équation

' E.l{=o0;
d’ou une bijection
(3.3) =t <> ()

qui identifie ensemble des hyperplans de X & l'espace projectif (Z).

Etant donné un g¢-plan complexe z7 de X, soient [— g hyperplans
2, ..., 27, de X tels que

=2'n...nx};
soient [—gq vecteurs &, ..., 5, de E tels que 2 '<>(%;); notons;

ETT=E ... Ny

évidemment, (¢/~7) dépend de x7 sans dépendre des choix des 2/ ' et&; :
nous avons une injection naturelle

3.4) 7> (50), ot gqefo, ...,l—1},
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de V’ensemble des g-plans de X dans lespace projectif (A7E); elle
est telle que, si
o> G et @ ),
alors la condition
3.5) x7Cx—! équivaut a E7A\E=o.

L’injection (3.4) est pour g=o la bijection (3.2), pour g=1I1—1
la bijection (3.3).

L’image par (3.4) de I’ensemble des g-plans x7 de X est une sous-
variété algébrique I'7(X) de (A‘7Z); on la nomme g-grassmannienne
de X. On nomme coordonnées grassmanniennes du g-plan z7+- (£7) les
coordonnées du (I —¢q) vecteur £—7, ou, par abus de langage, ce (I — ¢q)-
vecteur lui-méme.

Rappelons que la dimension de I'/(X) est
(3.6) dim T7(X) = (g + 1) (—9)-

Preuve de (3.6). — L’espace des ¢-simplexes de X, fibré par 'ensemble
des g-simplexes d’'un méme g¢-plan, a pour base I'7(X); or cet espace et
sa fibre ont pour dimensions respectives (g +1)l et (¢ +1)q.

Notation. — Nous noterons P, & A\ ... AEi—;), et nous nommerons
« polynéme de t, &4\ ... \N&—; » tout polyndéme de (£, £, ..., Ei—q),
homogéne en chaque &,, dont la valeur est fonction seulement de
@ & A ... AN&i—). Nous ne nous soucierons pas de l’existence d’un poly-
nome de (, -7 eTx A\—7E qui soit égal a P(f, &4\ ... AEi—;) pour
Emi=E, N\ ... N&—g car un tel polyndéme n’est pas unique (®).

Le n° 7 prouvera le lemme suivant, que le n° 4 va employer impli-
citement :

LemmMe 3. — Si P({, 8 AN...ANE&—;/A\E) est un polynéme de

G EN ... NEi—g\E), alors discryzi—P (t, A AEg A é) est un poly-
néme de (¢, G A ... Afiy).

4. L’appui d’un ¢-plan sur une sous-variété algébrique V de T'x X.

Soit V une sous-variété algébrique de T x X, dont toutes les compo-
santes algébriques ont la méme dimension; notons
r=dimV—dimnT <Ll

Soit (f, 7) le g-plan de T XX, ayant pour projections respectives
sur T et sur X le point { et le ¢-plan 27, de coordonnées grassmanniennes

E=r1=EA... Nb—s ou E,€Z; g€fo, ..., 1}

(°) En effet, les composantes de &-7 sont liées par des relations quadratiques.
quand g-1=EA...A§_ 1 voir [2].
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Nous dirons que ce ¢g-plan s’appuie sur V quand il satisfait une équation
“4.1) Pit, g =0 [P!(f) ne dépend que de t],

qui va étre définie par récurrence sur q; P?¢ sera un polyndme de

GEN- Ny

Définition. — Si q <l—r—1, alors aucun ¢-plan ne s’appuie sur V :
Iéquation (4.1) est impossible.

Définition. — Supposons ¢ =1—r—1; (I, x'=") s’appuie sur V si
et seulement si (f, z~"~!) coupe une composante algébrique de V dont
la projection sur T est de codimension o ou 1.

Si V est lintersection compléte de ! —r hypersurfaces, se projetant
chacune sur T tout entier, alors I'équation (4.1) résulte donc de 1’élimi-
nation de ¢ entre

les [—r équations de V,
les I —q =r +1 équations de 27 : £,.0=...=§_,.L=o,

c’est-a-dire entre I+ 1 équations homogénes en ¢, a coefficients fonc-
tions de f, £, ..., &4 Plus précisément : le résultant de ce systéme
de I+ 1 équations homogénes a [ -1 inconnues (voir [7], chap. XI)
est un polynéme de (¢, &, ..., E—4); vu le lemme 7.1, c’est un poly-
noéme de ({, & /A ... A&—g); on le nomme » forme de Cayley de V »
(voir [2]); en l'annulant on obtient 1'équation (4.1).

Si V est une composante algébrique d’une intersection compléte
d’hypersurfaces, alors la forme de Cayley de cette intersection compléte
se décompose en facteurs, qui sont encore des polynémes de
A BN ANbi—y), vu le lemme 7.1; le produit de certains d’entre eux
est la forme de Cayley de V; c’est-d-dire qu’en annulant ce produit on
obtient I’équation (4.1) qui exprime que (¢, ~"') coupe V.

Si V se projette sur une hypersurface S de T, alors (f, ') s’appuie
sur V si et seulement si €S : I'équation (4.1), qui est alors indépen-
dante de £—7, est celle de S. }

Si V se projette par une sous-variété de T de codim > 1, alors aucun
g-plan ne s’appuie sur V.

Exemple : si r=1—1 et ¢=o, c’est-a-dire si V est une hypersurface
et (¢, 7) un point (f, ) de T x X, alors ce point s’appuie sur V s’il appar-
tient & V et seulement dans ce cas : la condition d’appui

Pt t)=o0
est I’équation de V,

P, ) =o,
o I'on substitue & a ¢.

Exemple. — Si r <—1, alors aucun ¢-plan ne s’appuie sur V.
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Exemple. — Si r =—1, alors les ¢g-plans s’appuyant sur V sont des
I-plans (f, X); leur équation P!(f)=o est celle de la plus grande hyper-
surface contenue dans I'ensemble des { tels que V (f) ne soit pas vide.

Définition. — Si q > l—r—1, alors ’équation
(4.1), Pi(t, 4\ ... Nb—g) =0,
qui exprime I'appui de (f, %) sur V, est 'équation discriminante
discrro zi—g P71 ((t, B A o AN g AE) =0
de I'équation
4.1))— Pr=tt, e\ ... Neqg\NE)=0
qui exprime qu'un hyperplan ({, x7—!) de (f, 27) s’appuie sur V.

Note. — 11 serait donc naturel de noter (4.1), comme suit :
disery gt Pt B/ o AEcg A Bga A oo Afria) =0,

ou P(t,Es A\ ... \Erss) est la forme de Cayley de V.

Définition de U'appui d’ordre p. — Soit pe€f{o, ..., q}. Nous dirons
que le g-plan (t, x7) de T XX a sur V un appui d’ordre o quand tous ses
(g—p)-plans (¢, x7—¢) s’appuient sur V; c’est-a-dire quand ¢ et les coor-
données grassmanniennes £/—7 de x7 vérifient

B.2),  Pre i IAGA. . AB)=o0, Vi, ..., el

Note. — L’appui d’ordre o est I’appui; I'appui d’ordre p n’est possible
que si p=Zq+r—I0+1. Une variété V n’a en général aucun g¢-plan
d’appui d’ordre > o. '

LemME 4. — L’appui d’ordre p implique les appuis d’ordres p —1, .. ., o.

Preuve. — Une équation identiquement vérifiée n’est pas réduite;
donc (4.2), implique

discrroEimgies P10 (t, =T AN oo  NEpa AE) =0, Vit .n, Epe
Autrement dit : (4.2), implique (4.2),1.

Exemple. — Supposons que V se projette sur une sous-variété (= T)
de T; soit S la plus grande hypersurface de T contenue dans cette sous-
variété; alors (f, x7) s’appuie sur V si et seulement si feS et
g>l—r—r1; cet appui est d’ordre ¢ +r—1+1.

Les théorémes qu’énonce le n° 1 et leurs preuves (chapitres I, II, III)
n’emploient que I'appui sur une hypersurface; mais 1'étude de 1'appui
sur une hypersurface exige celle de I'appui sur une variété de dimension
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quelconque; c’est ce que montre la proposition suivante, que le n° 10
(chap. I) prouvera :

ProposiTioN 1. — Soit V une hypersurface algébrique de T x X; soit Vi
une composante algébrique, de dimension homogéne, de Uintersection d’un
nombre quelconque de composantes algébriques de V. L’appui sur Vi
implique U'appui sur V.

Note 4. — 11 existe d’autres cas ot 'appui sur une partie singuliére
de V implique 'appui sur V; nous ne les expliciterons pas (voir la note 22).

5. Propriétés géométriques de l'appui.

Nous obtiendrons, comme suit, de telles propriétés : nous définirons,
par des propriétés locales de géométrie différentielle, les appuis réguliers,
semi-réguliers et trés réguliers; puis nous relierons (propositions 2 et 3)
ces trois nouveaux types d’appui a I'appui que le n° 4 a défini par une
propriété globale et algébrique.

Notations. — V sera une sous-variété algébrique irréductible de T X X;

notons :
r=dimV—dmT <],

V(f) la projection de ({, X)nV sur X;
xe V(f) signifie donc (f, x)e V.

t sera dit régulier quand il sera hors de la plus petite variété algébrique
de T hors de laquelle :

1° V(f) a une dimension indépendante de {, qui est r ou —1 (dimen-
sion du vide);

20 T’ensemble des hyperplans de X tangents a V (f) a une dimension s
indépendante de f.

Evidemment : s=1—r1; si s[—1, alors V() sera dite :déve-
loppable.

Définition. — Si V (f) est vide quand t est régulier (en particulier si
r <o), alors I’exemple précédent (n°4) a défini géométriquement les

g-plans s’appuyant sur V; nous conviendrons que ces ¢-plans, s’appuyant
sur V, sont les ¢g-plans d’appui régulier, semi-régulier et tres régulier.

Supposons V(f) non vide pour ¢ régulier, c’est-a-dire
b.1) dim V({)=r>o pour { régulier.

Soit ¢ régulier; soit  un point régulier de V (f); soit 2" (x) le r-plan
de X tangent (®) & V (f) en z. Soit x*~! un hyperplan tangent régulié-

(°) Rappelons qu’un g-plan x7 est tangent 4 V() en = quand
x1Cx(x) sig<r; xr(x)Cx1 sirZq.
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rement 4 V(f) : z'~! est tangent 4 V(f) le long d'un (/—s—r1)-plan
st (1) qui est nommé (7) « plan caractéristique de z/~* ». Si x'—* est
tangent &4 V(f) en z, x et 2/~ étant réguliers, alors

rex'= () Car(x) Sal.
Donc

B.2) sup(r, ) < l—1=_r 4 s.

Note. — Pour que [—r1=r-+s, il faut et il suffit que V(f) soit
un r-plan.

Note. — Une polarité (*) commute r et s, x et 2/, 2" (z) et /=~ (x');
il résulte du lemme 23.1 qu’elle conserve I'appui régulier sur V, dont
voici la définition :

Définition. — Supposons (5.1) vérifié. Alors le g-plan (¢, x7) s’appuie
réguliérement sur V, au point (, x), quand il satisfait aux trois condi-
tions suivantes :

10l —r—i1=qs;
20 ¢ est régulier; xex?; (4, x) est point régulier de V;

30 en ce point, si |—r g, le g¢-plan tangent a (¢, x7) et le (r 4 dim T)-
plan tangent & V ne sont pas en position générale.

Note. — Si |—r—i1=gq, alors la condition 3° n’existe pas, et il
est évident que l'appui régulier implique I'appui.

Note. — Supposons [—r=gq; la condition 3° signifie que le g-plan
tangent a (f, z7) et le (r 4+ dimT)-plan tangent & V ont une intersection
de dimension > ¢+ r—I. Cette condition s’exprime en annulant
q +r+1—1 polynémes des coordonnées de ces plans; le second de
ces plans est fonction de (f, ), ouxex’NnV (f); ordimax’n V({)=q +r—L
En éliminant de ces ¢ +r + 1—1 équations les ¢ 4+ r—1 coordonnées
de xex’n V(f), on obtient une équation, que les coordonnées de (¢, x7)
vérifient donc quand (f, x7) s’appuie régulierement sur V. La propo-
sition 2 va compléter ce résultat en explicitant une telle équation : celle
qui exprime I'appui de (f, z7) sur V.

La définition précédente ne vaut pas quand g=1[; elle sera alors
remplacée par deux autres, I'une moins stricte, I'autre plus stricte :

(") Voir la théorie des enveloppes.
(®) Transformation de contact induite par un isomorphisme : E <> Z; elle trans-
forme un g¢-plan de X en un (Il —1—gq)-plan de X.
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Définition. — Supposons (5.1) vérifié. Alors le l-plan (f, X) s’appuie
semi-réguliérement sur V, au point (f, x), quand il satisfait aux deux
conditions suivantes :

1° { est régulier; (f, x) est point régulier de V;

20 en ce point, le I-plan tangent & (¢, X) et le (r 4 dim T')-plan tangent
a V ne sont pas en position générale.

Voici une définition plus stricte.

Définition. — Supposons (5.1) vérifié. Alors le I-plan (¥, X) s’appuie
trés réguliérement sur V, au point (¢, '), quand il satisfait aux deux
conditions suivantes :

10 {' est régulier; (', ') est point régulier de V;

20 X possede des coordonnées locales (yi, ..., y;) d’origine z' et V
posséde au voisinage de (f, 2') des équations locales holomorphes :

yr=Frlt, y1s - -5 Yrs1), o he{r-+o,...1}

telles que
F(t’, Y1y oo vy yr—H) =0, Fh(t’, Y1y « ¢ oy y,-.H) =o0 (mod yg),

5. oF
(-4) of @ Yy ooy Yraa) Z 0, Hessy F(f, Y1y ++ «s Yr+1) Z 0.

2
Note. — Hess, FF désigne le déterminant dét((,:;—(i}—) ou 1,
1 9Yj
jeir, o, r1}.

Note. — 2’ est évidemment point double quadratique de V (¢').

Notations. — Dans les deux propositions suivantes, V désignera une
hypersurface de TxX et V: une quelconque des composantes algé-
briques irréductibles de l'intersection d’un nombre quelconque de compo-
santes algébriques de V; ¢ sera dit régulier quand il sera régulier pour
chaque V.

Le chapitre IV établira ceci :

ProposiTioN 2. — Soit (f, 7) un g¢-plan s’appuyant sur U'un des Vi,
réquliérement si q<<l, trés réguliérement si q=1; ce q-plan s’appuie sur V.

Le chapitre V établira une réciproque partielle :

ProrositioNn 3. — Supposons ceci : aucun des Vi n’est développable;
t est régulier; le g-plan (i, x7) s’appuie sur V, sans couper la partie singu-

liere d’aucun des Vi. Alors ce ¢g-plan s’appuie sur un au moins des Vi
réguliérement si q <lI, semi-réguliérement si q=1.

Cette proposition 3 facilite évidemment l'emploi du théoréme 1.
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CHAPITRE I.

Appui sur une variété algébrique.

Ce chapitre I emploie les définitions et prouve les propriétés que
les nos 2, 3 et 4 ont énoncées : critére de réduction, lemme 3, propo-
sition 1. En outre, il énonce et établit les propriétés d’appui d’un
g-simplexe et d’'un g-édre, qu’emploiera le chapitre II.

6. Preuve du critére de réduction, qu’énonce le n° 2. Ce critére
concerne I’équation

6.1) Pt ) =o.
Il est évident quand P({, &) = o, V(¢ %); nous supposerons que cela
n’a pas lieu.
1° Si Péquation (6.1) n’est pas réduite sur T relativement a £, alors
I’équation en p,
PtE+pm)=o0 (p€C)
a évidemment une racine multiple, V(¢ & n)eTXEXE tel que

P(t, n) # o; le discriminant, relatif & p, de son premier membre est
donc nul :

6.2) discrP(t, £+ fn)=o VtEnNeTXEXE.
20 Réciproquement, supposons donné ne X tel que
P(t, n) % o pour ¢ générique,
discrP(t, £+ fn) = o, VvVt E)eTxE.
Choisissons des coordonnées telles que
n=(1,0, ..., 0);
notons (W, Wi, ..., w;) les coordonnées de £; I’équation en w,,
P(t, wo, wy, ..., w))=0

a donc au moins une racine double, Vie T, wy, ..., w,€ G, tels que
P(t, n) # o; les polynémes en w,

opP
P, wy, wy, ..., w), d—wo(l’ Wo, Wiy - - .5 W)

ont donc un facteur commun, de degré > o en w,, dans l’algébre des
polyndmes en w,, sur le corps des fonctions rationnelles de f, wy, ..., w; :
leur plus grand commun diviseur, qui s’obtient par division de poly-
ndémes en w,. On sait (voir [7], t. 1, chap. IV, n° 23, Hilfsatz 2) qu’a
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toute décomposition d’un polyndéme de (f, wo, ..., w/) en facteurs dans
cette algébre correspond une décomposition en facteurs, ayant les mémes
degrés en w,, dans I'algébre des polyndmes de (¢, wo, ..., w;). Les poly-
ndémes

JoP
P, wy, ..., w), W(t’ Woy « .., W)
0

ont donc des facteurs communs qui sont des polyndmes de (¢, w,, ..., w,)
dont le degré en w, est > o; il en existe d’irréductibles; soit p (¢, wo, - - ., w;)
Pun d’eux; il est facteur de

JP dq _ dp

ow, P ow, — Yow,

P=p.gq et

Jp

sans pouvoir étre facteur de o dont le degré en w, est moindre; il

0
est donc facteur de ¢; il est donc facteur multiple de P : I’équation (6.1)
n’est donc pas réduite sur T, relativement a &.

Nous avons ainsi prouvé le critére de réduction qu’énonce le n° 2;
rappelons que ce critére prouve le lemme 2, qui sert & définir (n° 2)
I’équation discriminante.

7. Preuve du lemme 3.

Notons a la substitution unimodulaire

(7.1) a: -:a,-w{a;:}]aazi%,
i
ou i, jefr, ...,l—gq}, d,€C, dét(a)) =1, £;, £, €E.
LeMME. — Pour que le polynéme P(t, ki, ..., &) Vérifie la rela-
tion, ou “(a) est une fonction numérique de a :
(72) P(t, gl, R '@l—q) ZX(Q)P(t9 i/i’ RRE E.é—q)a

Vi, £, a vérifiant (7.1), il faut et suffit que chacun des facteurs irré-
ductibles de P({, &1, ..., £1—y) soit un polynéme de (f, 2 A ... ALiy),
au sens du n° 3.

Note. — P sera donc un tel polyndme, et 'on aura %(a)=1.

Preuve. — Soit

P(t, 5. i) = | Pt 5y - E1g)

la décomposition de P en facteurs irréductibles; (7.2) implique évi-

demment :
Po(t, &y - oy Big) =%a(@) Pa(l, By - .05 Eig)s
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V a suffisamment voisin de I'identité, donc V a. Evidemment :
La(a.a) = yu(a). Xa(a');

%y est donc un caractére du groupe linéaire unimodulaire; ce groupe
étant simple a pour seul caractére

X(a)=1, VYa.

Donc (7.2) implique ceci : chaque facteur P, de P est invariant; autre-
ment dit :

Pa(t; El, sy El—q)=Pa(t, Elia LIRS ] E}—II)

quand il existe une substitution unimodulaire a vérifiant (7.1), c’est-
a-dire quand

BN N By =E A A

Donc (7.2) implique ceci : chaque Pu(f, &1y ..., &—¢) est fonction des
seules variables (¢, & A ... Abi—y); c’est-a-dire : chaque P, est un
polynéme de (£, £. A ... A Z—g), au sens du n° 3.

Le lemme précédent a pour conséquence évidente les deux lemmes
suivants :

LemMME 7.1. — Pour que toute substitution linéaire (7.1) laisse inva-
riante une équation

P, ... g =0,

ou P est un polyndme de (¢, &, ..., £1y), il faut et suffit que P soit un
polyndéme de (£, & A ... A Ei—g).
LemMME 7.2. — Soit une équation

P, 5N ... NagANE) =0,

dont le premier membre est un polyndme de (f, &4 A ... AbLiqg AE)
Toute équation équivalente est du méme type.

Le lemme 3 résulte évidemment du lemme 7.2 et de la définition de
I’équation discriminante.

Rappelons que le n° 4 emploie le lemme 7.1 et ce lemme 3, pour
définir Pappui. Nous allons maintenant déduire de cette définition
quelques propriétés de I'appui.

8. Les propriétés des équations réduites que nous allons établir
seront transformées par le n® 9 en propriétés des équations discrimi-
nantes, puis, par les n°s 10 et 11, en propriétés de I'appui.

LemME 8.1. — Supposons ceci :

— le polynéme p(t, %) divise le polyndme P(t, £);

— T’équation P(f, £) = o est réduite sur T relativement a £.

Alors I'équation p(f, £) = o l'est aussi.

BULL. SOC. MATH. — T. 95, FASC. 4. 22
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Preuve. — Si I'équation p= o ne l'était pas, alors, par définition
(n° 2, 19), le polyndme p(t, £) aurait un facteur multiple de degré > o
en £; donc P(f &) aussi; I'équation P = o ne serait donc pas réduite.

On prouve de méme ceci :

LemMeE 8.2. — Pour que l’équation Il Py(t,t) = o soit réduite

sur T relativement a £, il faut et suffit que les deux conditions suivantes
soient simultanément vérifiées :

— chacune des équations P,(f,£)=o est réduite sur T relati-
vement a &;

— il n’existe pas de polyndme p (%, Z), homogéne en % et de degré > o,
qui divise deux des Pq(f, £).

L’application du lemme 8.2 est aisée dans le cas suivant :

LemME 8.3. — Soit un polynéme

P, ..o =] | Pult E210),

3
ol

21""’5.4’EEE’ '&a:Eaz/\"'/\Ealml’ Iéa1<-~-<a|a|éq,

les a={a, ..., a4} étant tous distincts.

1° Pour que l'équation [P(t, %, ..., £y, £) = o soit réduite sur T x =4
relativement a £, il faut et suffit que chacune des équations Pu(f,£* A £) =0
soit réduite sur T x Z!I*! relativement a &.

20 Les points (4, &y, ..., %) de TXE7 sur lesquels I'équation
P, t, ..., 5, )= o0 nest pas réduite relativement a £ appartiennent
a V'ensemble des points (¢, &, ..., £y) sur lesquels :
ou bien l'une des équations P.(f, £* At)= o n’est pas réduite rela-

tivement a %;

ou bien 'une des équations suivantes est vérifiée :
@8.1) Py, NEj)=o, ou jef{1,...,q}, &{o, ..., %qa}

Preuve. — Ce lemme est évident quand I'un des polyndmes P, est
identiquement nul. Ecartons ce cas. Donc |a | <L

Preuve de 2°. — Supposons qu’il existe un point (4, &, ..., %) de
TxZ7 sur lequel l'équation P(t, £y, ..., 5, 5)=o0 n’est pas réduite
relativement a %, alors que chacune des équations Pq(f, 5* A%) = o est
réduite sur ce point relativement a £. Vu le lemme 8.2, il existe deux
valeurs 3 et v(|y|<|5]) de «, telles (que, en ce point, Pg(t, &3 A\ %)
et Py(t, ¥ A£) aient un facteur commun p(), homogene en % et de

-
[
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degré > o. Choisissons pour vecteurs de base fg, ..., % ORERE

Pg(t, £ AE), donc p(f) ne dépend pas des | 3| premiéres coordonnées
de £ ; donc

pEs)=o et  PyLEA)=o, V5.

Or I'ensemble 3 des 3; n’est pas contenu dans I’ensemble y des 7y
car B2y et || <|B]. L’'une des équations (8.1) est donc vérifiée.

Preuve de 1°. — Supposons chacune des équations Pu(f, £ A\E)=o
réduite sur T X Z7 relativement & £ : les points (¢, &1, ..., &) de TXE7
sur lesquels I'une des équations P, = o n’est pas réduite relativement
a ¢ et ceux sur lesquels I'une des équations (8.1) est vérifiée constituent
une sous-variété algébrique de T X E7; d’aprés 29, hors de cette sous-
variété, 1'équation P(4 i, ..., 5, E) =0 est réduite relativement
a k; vu le lemme 2, 1° (localisation), cette équation est donc réduite

~sur T x Z7 relativement a £.

Réciproquement, vu le lemme 8.1, cette derniére propriété implique
que chacune des équations P,(f, £* AE)=o est réduite sur T xE9
relativement a &.

C. Q. F. D.

9. Propriétés des équations discriminantes.
LemMmE 9.1 (facteur). — Supposons que

pt,t)=o implique P(t, £) =o;
alors
discryp(t,£) =0  implique discr,P(t, £) = o.

Preuve. — Ce lemme est une conséquence évidente du lemme 8.1,
dans le cas particulier ou les équations p(t, ) =o et P({, £) = o sont
réduites sur T relativement a £. Le cas général se raméne a ce cas
particulier en remplacant ces deux équations par des équations réduites
équivalentes.

LemMmE 9.2 (produit). — Soit un polyndéme

P, .. b ) =] ] Patt & N0),
o
ou
Ei, oo By EES, Z“=Za1/\-~~/\£°‘;a; Iéa1<"'<aul“léq’
les a={ay, ..., a4} étant tous distincts. L’équation

dischwa(t, By oo os B 2) =o0
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implique 1’équation

I diserrzrPa(t e A D). T | Pt 2 AED =0,

o o,]

onje{r, ..., q}, &f{ay, ..., 2ay}

Preuve. — Ce lemme est une conséquence évidente du lemme 8.3,
dans le cas particulier ou chacune des équations P(f, £* A£) = o est
réduite sur T X Z!*! relativement a %. Le cas général se raméne a ce
cas particulier en remplacant ces équations par des équations réduites
équivalentes, compte tenu du lemme 7.2.

10. L’appui sur une hypersurface réductible.

Nous allons déduire la proposition 1 du lemme 9.1 et du suivant._

Notations. — V désignera une sous-variété algébrique de T x X, dont
toutes les composantes ont la méme dimension r 4 dim 7.

Lemme 10.1. — Soit V=V,uV,, V, étant une réunion de compo-
santes algébriques de V dont la projection pryV, sur T est de codim >.1,
V, étant la réunion des autres composantes algébriques de V.

1° Pour que le g-plan (¢, x7) s’appuie sur V, il faut et suffit qu’il
s’appuie sur V, ou sur Vi.

20 Pour que (f, 27) s’appuie sur Vi, il faut et suffit que Il —r—1-2¢
et que { appartienne a la plus grande hypersurface algébrique contenue
dans pryVi.

Preuve. — Soit P;(f) = o 1’équation de cette hypersurface; soit
pi(, &7 = o une équation polynomiale exprimant que (f, x7) s’appuie
sur V,; il s’agit de prouver qu’'on peut choisir

Pr(t, £1-1) = P, (f). Py (t, £-).

C’est évident pour ¢=1—r—1. C’est donc vrai V¢, par récurrence
sur ¢, vu la propriété évidente de ’équation discriminante :

diser P (f) P(t, £) = P, (f) discr,P (1, £).

LemMmE 10.2. — Tout ¢-plan (f, x7) s’appuyant sur une composante
algébrique V; de V s’appuie sur V.

Preuve. — Soit Pj{({, §~7) = o une équation exprimant que (f, 27)
s’appuie sur V;; il s’agit de prouver que

P{(t, k%) =0  implique P7({, £~7) = o.
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C’est évident pour g=1I1—r—1. C’est donc vrai V¢, par récurrence
sur ¢, vu le lemme 9.1.

Notons (n° 5) V(¢) la projection de (¢, X)n V sur X.

LemME 10.3. — Supposons r > o. Soit V' une sous-variété algébrique
singuliére de V telle que :

1° dim V' =dim V —i1;

20 tout point de (¢, 2")NV’' est point multiple de Yintersection
@t )N V; cela signifie qu'aprés avoir déplacé légérement (f, ),
de facon qu’il devienne générique, on a, au voisinage de ce point multiple,

plusieurs points de
¢ x")nV.

Alors tout ¢-plan s’appuyant sur V' s’appuie sur V.

Preuve pour q =1—r. — Notons £" A% les coordonnées grass-
manniennes dun (—r—i1)-plan de X : z"—!, La condition
que (t, x7') s’appuie sur V, c’est-a-dire

PG EPNE) =0
signifie que &' coupe V (f); elle signifie donc ceci : le (I-1)-plan z!—,
de coordonnées homogenes &, contient 1'un des points ou V() coupe

le (I — r)-plan 2/~ de coordonnées grassmanniennes £". Vu la définition
de I’équation discriminante (n° 2), I'équation

diSCI‘TxE'P<t9 A 2) =0

est donc l'équation de la plus grande hypersurface algébrique de
T x I (X) contenue dans I'ensemble des (f, /") vérifiant la condition
suivante :

Pintersection(f, )N V contient un point multiple.
Or les (¢, ") s’appuyant sur V' vérifient cette condition, et leur ensemble

est une hypersurface algébrique.
C. Q. F. D.

Preuve pour ¢ >1—r. — Soit P7(f, 59 = o une équation expri-
mant que (¢, z7) s’appuie sur V’; il s’agit de prouver que
Pt ) =o implique P7(t, t—7) = o.
Nous venons de le prouver pour g =1!—r. C’est donc vrai V¢, par
récurrence sur ¢, vu le lemme 9.1.

Rappelons la proposition que nous voulons prouver (voir n° 1).
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ProposiTioN 1. — Soit V une hypersurface algébrique de T xX;
soit V; une composante algébrique, de dimension homogeéne, de l'inter-
section d’'un nombre quelconque de composantes algébriques de V.
L’appui sur V; implique I'appui sur V.

Preuve. — Notons :

“# tout Vi irréductible de dimension r;
Vi tout V7, dont la projection sur T est de codimension>.r1;
Vi, tout Vi, appartenant a I'un des Vi3;*;
Vi tout Vi qui n’est pas un Vi;;

V"=\ ’ka; V}'=‘ ’V{'k, o i€fo, 1,2}
k k

Les hypothéses du lemme 10.3 sont évidemment vérifiées quand on y
remplace V et V' par V! et V{; donc

(10.1) tout g¢-plan (¢, x7) s’appuyant sur V| s’appuie sur V’+,

Soit (£, z7) un g¢-plan s’appuyant sur Vj. D’une part | —r—1-gq.
D’autre part, vu le lemme 10.1 2° {ehypersurface cpr,V;; or
Vi;c Vi*'; d’ou tehypersurface cprrV;*'. Donc, vu ce lemme 10.1,
(t, z7) s’appuie sur V’+!; ainsi

(10.2) tout g¢-plan (¢, 27) s’appuyant sur V; s’appuie sur V'+i,

Vu ce méme lemme, tout ¢-plan s’appuyant sur V" s’appuie sur Vj
ou sur Vi; donc, vu (10.1) et (10.2) : tout ¢-plan s’appuyant sur V~
s’appuie sur V'+', donc sur V' = V. Vu le lemme 10.2, tout ¢-plan
s’appuyant sur I'une des composantes algébriques de 'un des V”, c’est-
a-dire sur I'un des Vj, s’appuie donc sur V.

C. Q. F. D,

11. L’appui d'un ¢-simplexe et I'appui d'un ¢-édre sur V vont
étre définis; leurs propriétés, qu’emploiera le chapitre II, vont étre
énoncées et prouvées en s’aidant du lemme 9.2.

Soit S7 un g-simplexe de X; supposons-le non dégénéré, c’est-a-dire a
sommets distincts. Définissons-le par la donnée :

— de son g-plan, 27, qui est un g-plan de X,
— de ses faces z{~', ou hefo, ..., q}, qui sont des (q—r)-plans
de z7, sans point commun.

Nommons coordonnées grassmanniennes de S7 1’ensemble :

— des coordonnées grassmanniennes £~7 de son ¢-plan x7,
— des coordonnées grassmanniennes £,-7*' de ses faces x]"!.
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Il existe [ 4+ 1 vecteurs &, ..., ;€& tels que
(B9t =EN\E7, ol hefo, ..., q),  E 7=k A...\E
( EoA... NaF 05

£, est défini mod (Zjw1, ..., &) quand hefo, ..., q}; Eg1, ..., & sont
définis & une substitution linéaire preés.

Les r-arétes de S7 sont les r-plans 2" de coordonnées grassmanniennes

(11.1)

DN NEr— NET7 ol o <...<hy,=q, r€fo, ..., qk

Rappelons que S7 a pour g¢-aréte son g¢-plan, pour (¢—1)-arétes ses
faces, pour o-arétes ses sommets.

Définition. — Soit V une hypersurface algébrique de T X X; nous
dirons que le g-simplexe (t, S7) de T X X s’appuie sur V quand l'une
au moins des ses arétes (f, ") s’appuie sur V; cet appui s’exprime donc
par I'équation

(112) P%(ta ‘209 ev ey E/I’ £1—0)=0’
ou P{ est le polynoéme de (¢, %o, .oy gy Egua A e o  AED ¢
(11.3) PE(t Goy «vns Egs EY)

:.r[PO(t, ;__0/\...211.../\2,,/\E/—O)X._.
h

< LI P ane ne)

i<y

< [P @5 A=)y x Prt ey

h ...,i,j€{o, ..., q}; ~ supprime &;.

Notons SJ=* le sous-simplexe de S’ de coordonnées grassmanniennes
ENETI NG, ETTANG, o heln, ... g

Le g-édre de S7 opposé a S}~' est constitué par :
— le ¢g-plan z7 de §7,
— les faces zf~' de S7 telles que hef1, ..., q}.

Les coordonnées grassmanniennes de ce g-édre sont :
( E.lh—q_(—l:&l/\&l_qs olt hE{I, -~-’q;’
E=Lrm N Al

Ses faces se coupent au sommet de S7 opposé & SJ~*!, sommet dont les
coordonnées homogénes sont % A...AE, A&7, Les arétes de ce

(11.4)
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g-édre sont les r-plans de coordonnées grassmanniennes
B\ e e N Er, NEFT, ol 1=h<...<h;,=Zq, refo, ..., ql.
Les arétes de S7 sont donc celles de S7~* et celles de son g-édre opposé.

Définition. — Nous dirons que le g-édre opposé a (t, S{~*') dans (t, S%)
s’appuie sur V quand I'une au moins de ses arétes s’appuie sur V; cet
appui s’exprime donc par une équation

(11.5) Pl ks, ..., EpE ) =0,

olt Py est le polyndme de (f, &, ..., Ep Ega A ... A D) ¢

(116) Pz(t9 Eh ---’E(I’ El—q)
=P%(ta ZO’ Zla ey Eﬂ’ El—q)/P%Nj(t’ E.h ce ey E(]s El—-q/\ EO)
=P EUA. . ANENET)X. ..

x | 1P @ e A A E)

i<j

x [T P & & A e x Prt, )

Lj,...€{1, ..., q}
Voici les propriétés de I'appui des g-simplexes et des g-édres :

LemME 11.1. — Le ¢g-édre de S7 opposé au sous-simplexe S§~' de S7
s’appuie sur V quand il vérifie I’équation discriminante de 1’équation
d’appui de S{~* sur V. En d’autres termes plus précis : I'équation

(11.7) discrrwz P (£ £y ooy Bgy BT AE) =0,
olt £ =E. 4 A\... A E, implique (11.5).
Preuve. — Vu la définition (11.3), on a
Py (e En ETTAE)
=[]Po(t,alA...é,l...A'g,,/\zl—v/\z_) N
i
x [P~ ane nE—AE
i<j

X [] Pi=2(t, £ N\ K9 A\ ) X PI=1(t, E77 A\ E),
J

Ofl h..., i,jE{I, ooc,q}, El—(’=£q+1/\uo/\£h
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L’équation (11.7) implique donc, vu le lemme 9.2 et la définition
Pr =discr P~ (n° 4), ’équation

PN NG ANEDX [P @EA. B AE) XL
h ’
x[IPeune nenx [ PreyArx e =o
i1<j i '
ou A, ...,i,je{1, ..., q}. Or cette équation est I’équation (11.5).
LemME 11.2. — Le g¢-édre de S, opposé au sous-simplexe SJ~* de S7,

s’appuie sur V quand S{~* vérifie 'équation d’appui lorsque ses sommets
se confondent. En d’autres termes plus précis : la condition

(11.8) { PG (L, o B BTN =0,

Ve tel que s AL ANEAETTANE=D0,
implique (11.5).

Preuve. — L’hypothese (11.8) implique que I'une au moins des équa-
tions suivantes est vérifiée, V& tel que &4 A\ .. . AE, AETAE=0:

Pt B A B ANEANETTAE) =0,

PN NETTAND) =0 (<))
P2t B NETTNE) =0,
Pt EET N E) =o,
ou h,...,i,jel1, ..., q}. Cette équation est en particulier vérifiée
pour £€f{f,, ..., &, . L’'une au moins des équations suivantes est donc
vérifiée :
Pt ei N ... NE NEFT) =0,
P e NG NENET) =0 (h<i <)),
P ENGANET) =0 (T <J)
PG ENE) =0,

ou h, ..., i, je{1, ..., ql. Vu la définition (11.6) de Py, I'équa-
tion (11.5) est donc vérifiée.

CuariTRE II.

Intégrale sur un simplexe.

Le chapitre II définit I'intégrale [ w(t, ¢); il prouve que, si » est a
o g1
support singulier algébrique, alors cette intégrale est une fonction a
support singulier algébrique de ¢ et des coordonnées homogénes des
ommets de S7; il détermine ce support singulier.
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12. Le germe de [ w(t, §).
/51

Soit w(t, {) une g-forme différentielle de {<Z, homogéne de degré
nul, & coefficients fonctions de {€T; nous la supposons holomorphe
quand I'image (¢, x) de (f, ) est voisine d’un point donné (¢, 2')e T x X.

Soit S7 un g¢-simplexe de X; nous le dirons voisin de 2’ quand ses
sommets seront voisins de x'; nous le supposerons orienté; cette orien-
tation oriente ses (g— 1)-sous-simplexes S;~* en sorte que son bord soit

087=S{"'+.. .+ Sit.

Soit T7 un g¢-simplexe réel de R?; soit une application contintiment
différentiable
f: T7—>x7

appliquant 77 dans le ¢-plan x7 de S7 et chaque face de T7 dans une
face de S§9, l'orientation étant conservée; f(T7) est donc une chaine
singuliére de X; plus précisément, c’est un cycle singulier du ¢-plan z7

de S7 relatif a la réunion U zf~' des faces de S7.

Définissons, pour ¢ voisin de ¢/, S7 et f(T7) voisins de 2’ :
(12.1) J[t, 87, 0] :f o, 0);
(17

en apparence, J dépend du choix de f.

La restriction de o(f, {) 4 x7 (2 x]~') est fermée (est nulle), puisque
c’est une ¢-forme holomorphe de x; soient

(12.2) ENETY o GANETY, TT=Ea N A

les coordonnées grassmanniennes de SY quand il n’est pas dégénéré
(n° 11). La formule de dérivation de Iintégrale (voir [3], n° 10, théor. 3)
donne, pour toute forme L (%, ¢), bilinéaire en t€Z et {€Z :

L<Zo, diac.> J[t, S7, (,)] — L(&O, c) &&)(tdz)

s

ou :
T7* est un (¢—1)-sous-simplexe de T,
f(T§*) appartient a la face x{~* de S7 de coordonnées %, A £,

L (%, C)&g(tdg) - est la forme résidu de L (%, &) wg(t ZC)
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On peut donc calculer J[t, S7, w] par l'intégration que voici :

0 _ . w00
; - ' — g—1 "
(12-3)q L<ﬁ0’ dEO) J[t’ S” (’)] JI:t’ So s L(';O’ C) Eo‘dc ]’
limJ[¢, S7, w]=0 quand (*) lm& A ... Abi=o, q>o0;
J[t, S, w] =w(l, S quand g¢=o
(12.3), .
[» est alors une fonction de (¢, x)].

De (12.3) résulte, par récurrence sur ¢, ceci (**) : la fonction J[¢t, S7, w]
est indépendante du choix de f. C’est pourquoi nous la noterons

12.4) JIt, 87, ] = f 0@ 0.

D’aprés ce qui précede, elle a les propriétés suivantes :
LEmMMmE 12, — fw(t, ¢) est définie par (12.1) et (12.4); c’est une
89
fonction de (¢, S7), holomorphe quand (¢, S¥) est voisin d’un point (¢, z')
ol »(t, £) est holomorphe; on peut construire f w par les q intégrations
s7
simples (12.3).

Nous supposerons désormais o a support singulier algébrique
V =Ss[w]; V est une hypersurface de T xX; notons son équation

V: Pt O=o.

V() désigne la projection de (¢, X)NnV sur X, c’est-a-dire I’ensemble
des x tels que ({, x)e V.

13. Le support singulier algébrique de f » quand [ =1.
St
LemME 13. — Supposons que X est la droite projective complexe.
Un i1-simplexe S' (n° 11) est défini par son bord : JS'= x,— x;
x, et 1€ X; les coordonnées homogeénes de x, et x, seront §, et {, € Z =C>.
Soit w (¢, ) une 1-forme, homogéne en &, a support singulier algébrique.

La fonction f o (t, ), que le n° 12 a définie, est une fonction de (¢, ¢, 1),

St

(°) plus précisément : quand les sommets de S7 viennent se confondre, en restant
voisins de 2’.

(1°) On peut le prouver autrement : si ¥ est un voisinage convenable de x et si
les valeurs de f sont suffisamment voisines de x, alors f (7') appartient 4 une classe
d’homologie de (“s’nxv, \/{mZ”) qui est indépendante de f.
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a support singulier algébrique; ce support singulier est une composante
algébrique de I'hypersurface de T X Z xZ d’équation

P(t, ). P(t, &).diserrP(t, T) =o.

Preuve. — V (t) est un ensemble de points de X, dont le nombre est
fini et indépendant de f, quand le discriminant de I’équation définis-
sant V(f) ne s’annule pas; c’est-a-dire quand

diserQ(4, £ + pn) # o

[Q# E) =0 : équation réduite sur T relativement a £, équivalente a
P(t,t)=o0; ¢ et n : deux vecteurs indépendants €Z = G*]; c’est-
a-dire, vu le n° 2, quand ¢ est hors de I’hypersurface S de T d’équation

S: disersP(t,£) =o.

V (t) dépend contintiment de € T — S. Autrement dit : Vn[(T — S) x X]
est un espace fibré, dont la base est T— S et dont la fibre (¢, V (¢)) est
un ensemble fini. Donc [(T'— S) X X] — VN [(T — S) X X] est un espace
fibré, de base T — S, de fibre (f, X — V (f)). Notons E son revétement
simplement connexe; c’est donc un espace fibré, de base T —S; sa
fibre est notée E;; sa projection sur T— S est notée

pr: E—~T—S.
L’application identique de
[(T—8)XxX]—Vn[(T—S)xX]|=[TxX]—[(SxX)u V]

dans TxX—V induit une application canonique de E dans le reve-
tement simplement connexe de T XX — V; par hypothése, la forme o
est holomorphe sur ce revétement de T'x X —V; soit ® 'image réci-
proque de cette forme holomorphe par cette application canonique :
w est une forme différentielle sur E; plus précisément, c’est une forme
différentielle sur E,, fonction de .

Nous allons I'intégrer sur des arcs de E; dont voici la définition :
considérons :
Iespace T XX x X, dont les points sont notés (¢, x,, x;);
la sous-variété S x X X X de cet espace définie par la condition: € S;
» » VxX » » » » ttx)EV;
» » XXV » » » » :(t,x)eV;

Soit F le revétement simplement connexe de

TXXXX—[(SXXXxX)Uu(VXX)u(Xx WV)];
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c’est un espace. fibré de base T— S; la projection (¢, o, x;) > (¢, ) de
TXXXX—[(SXXxX)u(VxX)u(XxV)]
sur TxXX—[(SxX)v V] induit une application naturelle
pro: F—E;
Papplication (¢, %o, ;) = (¢, x,) induit de méme

pr.: F—E.
Etant donné f e F, soit

t=prpr,(f)=prpri(f)eT —S;

on a pry(f)eE; et pri(f)€ E;; nous notons y(f) toute classe d’homo-
topie d’arcs de E; joignant pry(f) & pr; (f). On dit que la classe y(f) dépend
continiiment de f quand elle contient des arcs dépendant continiiment
de f. Rappelons une propriété classique des espaces fibrés : soit 2 un
arc de F d’origine f,, d’extrémité f,; soit une classe y(f,); il existe une
classe et une seule y(f), dépendant contintiment de fe€2 et coincidant
avec v(fo) quand f={f,; 7(f.) ne dépend que de y(f,) et de la classe
d’homotopie de A dans F. Puisque F est simplement connexe, y(f) est
donc une fonction de f € F définie par le choix de sa valeur y(f,) en un

seul point f,. Ce choix fait, @ est une fonction, évidemment holo-
i{0)
morphe, de fe€ F. Nous ferons le choix suivant : f, sera tel que

pro(fo) = pri(fo);

v(f,) sera la classe de I’arc confondu avec le point pr,(f,). Alors f ©
YN

est évidemment un prolongement analytique de la fonction | ®, que
St
le no 12 a défini; le lemme 13 est donc vrai.

14. Le support singulier algébrique de f » quand [>1.
o/ gt

Lemme 14. — Supposons que X est I’espace projectif complexe, de
dimension . Soit S' un r-simplexe de bord JS'=x,—xy; 2, et ,€X;
les coordonnées homogénes de z, et x; sont ¢, et {;€Z = CG*!; on
suppose z; dans un hyperplan £~ (f) de X, dont les coordonnées homo-
génes £(f) sont des fonctions polynomiales de ¢ :

c@®.Li=o.
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Soit w (¢, £) une forme différentielle en ¢, fermée, de degré 1 en ¢, & coeffi-
cients fonctions de ¢, nulle sur z~'(f), c’est-a-dire pour

E().dE=¢(f).C=o0;

on la suppose holomorphe prés d’'un point donné (¥, 2')e Tx X et a
support singulier algébrique :

Ss[w]=V: Pt ) =o.

Alors la fonction / o(f, ), que le n° 12 a définie, est une fonction
51

de (4, &) a support singulier algébrique; ce support singulier est une
hypersurface de T x Z, dont les points (¢, {,) vérifient 'une au moins
des quatre équations suivantes :

(14.1) P, %) = o;
(14.2) P, ¢)=o0, V& tel ques(f).0,=o;
(14.3) E().Co=o0

(14.4) disery P(t, §) = o.

L’une des branches de cette fonction f » s’annule avec £(f).%,.
St

Preuve dans le cas ou Uéquation P(t, §) =o est réduite sur T relati-

vement a {. — Le n° 12 définit | w (¢, §) pour (f, S') voisin de (¢, z');
St

c’est une fonction des seules variables (f, ¢,), puisque o est fermée et

nulle sur /' (f). Vu le lemme 13, c’est une fonction holomorphe sur le

revétement simplement connexe du complémentaire de l’ensemble

des (f, ¢,) qui vérifient I'une des conditions (14.1), (14.2) ou

(14.5) discr P(t, §1 4+ £%0) = o, V ¢, tel que £(f).¢ = o.

Supposons que ni (14.1) ni (14.2), ni (14.3) n’ait lieu; alors (14.5)
s’énonce
discr P(¢, &1+ 0%0) = o, ViéeZ

et implique, vu le 2° du critére de réduction (n°s 2 et 6), que

(14.6) L’équation P(f, ) = o n’est pas réduite sur { relativement a ¢.

Par suite, f w(t, ¢) est une fonction de (¢, ¢,), holomorphe sur le revé-
St

tement simplement connexe du complémentaire de ’ensemble des (¢, &)
qui vérifient I'une des conditions (14.1), (14.2), (14.3) ou (14.6).
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Cet ensemble est algébrique. D’aprés un théoréme classique d’Hartogs [1],
ses composantes de codimensions complexes >1 ne peuvent pas étre

des singularités de fonction analytique. Donc f w(t, {) est une fonc-
St

tion de (f, L) & support singulier algébrique; ce support singulier est

une composante algébrique de I’hypersurface de T' x Z dont les points (Z, &)

vérifient 'une des quatre équations (14.1), (14.2), (14.3) ou (14.4).

Preuve dans le cas général. — On se rameéne au cas précédent en rem-
placant I'équation P(f, {) =o par une équation équivalente, réduite
sur T relativement & ¢.

-

15. Le support singulier de j o,

K3

LemME 15. — Considérons f w(f, ¢) (n°12) comme étant une fonc-
87

tion de {eT et de I + 1 vecteurs £, ..., & de Z tels que S7 ait (11.1)
pour coordonnées grassmanniennes. Si @ est a support singulier algé-

brique, alors [ w(f, ¢) est une fonction de (&, ..., &) a support
J s
singulier algébrique; ce support singulier est une composante algébrique
de I’ensemble des (f, &, ..., %) vérifiant I'une des conditions :

10 20/\~~~/\£l:0;

20 (f, S7) s’appuie sur Ss[w], c’est-a-dire (voir n° 11 la définition
de PY) :

Pt o, oo B ETT) =0,

Une branche de cette fonction f w s’annule avec £, A ... A E.

89
Preuve. — Ce lemme est évident quand ¢=o. Supposons-le vrai
quand on y remplace ¢ par ¢g—i1>o. Alors, vu (12.3),, pour
dt=di=...—di—o, d f o(t, ©) est une forme différentielle de &,
89

fonction de (4, &, ..., ) a laquelle s’applique le lemme 14, quand on
y remplace :

teT (lemme 14) par (f, &, ..., E)€eT X EY,

X par I'ensemble des hyperplans de x7;

l=dimX par ¢;

theZ par £ mod g1y - . .5 B)EE =ZmodEgua, .. £
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E€Z =dual de Z par l'image de EiA ... Ak; dans A7E*= dual de Z*;

£.5€GC par G A B A AE A B AL ANEEG
l, % d ,ou dt=dey=...=di;=o;

o (t, o) par fsqw ol i =0

f&w par Lw;

P, 2o) par PG (G Ery ooy S g A e o N EL N E).

D’aprés ce lemme 14, / w(f, ¢) est une fonction de (4, &, ..., %) a
J 51

support singulier algébrique, dont une branche s’annule avecZ, A ... A &;
ce support singulier est une composante algébrique de I’hypersurface de
T x Z+ dont les points (4, &, ..., &) vérifient I'une au moins des
équations
15.1) PG (L, o i B A AN BN Bo) =0
{ P%_1(t’ Es e bp b A ANBIANE)=0;

Vitel que i AL A LA E=o;
(15.3) B ANGAN...N=o0;
(15.4)  disecrrcm P (6 5y oo By Epa A - AEIAE) = o0

(15.2)

Or, d’aprés les lemmes 11.1 et 11.2, chacune des conditions (15.2)
et (15.4) implique

(15.5) Pz(t,ii, e b bgma A ANE)=0.

D’apres la définition (11.6), chacune des équations (15.1) et (15.5)
implique

(15.6) PO Eos Eas o os gy B A N E) =0,
Le support singulier de f w(f, ) est donc une composante algébrique
s
de ’ensemble des (¢, &, ..., &) vérifiant (15.3) ou (15.6).
C.Q.F.D.

16. Le support singulier de f w, considéré comme fonction de ¢
5‘7
et des coordonnées homogeénes {, des sommets x, de S7.

LemMmE 16. — Si o est & support singulier algébrique, alors f w(t, ©)
57

est une fonction & support singulier algébrique de (¢, &, ..., ¢,); ce
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support singulier est une composante algébrique de I’ensemble des
@, %oy ..., &g) Vérifiant I'une des conditions :

1° LA AN E=0;
20 (1, §7) est un ¢-simplexe non dégénéré s’appuyant sur Ss[w].

Preuve. — Soit S7 un g¢-simplexe non dégénéré de X, de coordonnées
grassmanniennes (11.1); ses sommets x;, ont pour coordonnées homogénes

(16.1) Lu=E Ao ibiee ABgAEgi Ao ANE, ol hefo, ..., ql
Les formules (16.1) définissent une application

pr: G, o) Cos oo ey 8g)
de la partie de

T x Zt+t ot L A...AEFo
sur la partie de

T x Z7+! ou ZHA...ANgFo.

Cette application est fibrée; en effet pour que
Pr(t’ EO’ Y] El) = pr(t,s ‘2,0’ ooy 5})

il faut et suffit qu’il existe des constantes c et ¢ telles que

=1,
(z}lzcahmod(&qﬂ, e B0 pour he€f{o, ..., q},
?g; :z‘,c{i; ou i,jel{q+r1, ..., 1} dét(c{')zcﬁ.

7

Deux points (¢, &, ..., &) d’'une méme fibre sont les coordonnées grass-
manniennes d’'un méme simplexe (f, S). Notons A I’ensemble des
tto, ..., 5)eT X 2 qui vérifient I'une des conditions :

@) EA... AL=o;
(ii) le simplexe non dégénéré (f, S;) de coordonnées grassman-
niennes (11.1) s’appuie sur Ss[w].

Notons B l’ensemble des (¢, &, ..., {)€T X Z7+* qui vérifient I'une
des deux conditions 1° ou 2° de I’énoncé. D’aprés ce qui précéde, A est
une hypersurface algébrique de T x Z+!, qu’engendrent des fibres de
T x Z¢+1; pr A = B est une hypersurface algébrique de T X Z¢+!; pr est
donc une application fibrée de T xX E-+t— A sur T X Z79+'— B. Notons F
et E les revétements simplement connexes de T x Z*+'—A et
T x Zr+'— B; pr induit donc une application fibrée

F—>E,.

BULL. SOC. MATH.&-—— T. 95, FASC. 4. 23
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Cette fibration F— E est analytique; la fibre est connexe, car E est

simplement connexe. Or f o(t, {) est, d’aprés le lemme 15, une fonc-
ST

tion holomorphe sur F; sa définition locale (n° 12) prouve qu’elle est
constante sur chaque fibre de F'; elle résulte donc de la composition de
la projection FF— E et d’une fonction holomorphe sur E; c’est ce que
signifie le lemme 16.

CuariTrE III.

Intégrale sur un cycle.

Ce chapitre prouve le théoréme 1 (n° 1); les nos 17 a 19 supposent
m=o, donc V=Ss[w].

17. Le cycle y/(t) a été défini par le n® 1, pour { =1, puis pour ¢
voisin de ¢'€ T — Ss[W]. Le n° 17 supposera t voisin de #', W (f) voisin
de W('). Rappelons que v7(f) est un cycle de

X' relativement a W(f), ou W()= U Wi ().
Vs

Les Wy (f) sont des hyperplans de X; les intersections Wy, () n...n W, (¢)
qui sont de dimension r pour ¢ générique sont notées Wx () si ¢ est tel
que leur dimension soit r; sinon W% (f) n’est pas défini; Wk (f) désigne X.

Le n° 18 emploiera le lemme 17, qui résulte du suivant; bien entendu
Wi c Wi signifie ceci : '

Wi ()< Wi(), V t tel que Wi (t) et Wi (t) soient définis.
LemMe. — Si Wic Wi, alors il existe Wir' tel que
Wic Wi cWi.
Preuve. — Puisque Wi c Wi, il existe au moins un Wy tel que
WiCSWy, Wig Wi
on peut prendre
W' =WinWpy.
LemME 17. — Si Wic Wi, alors il existe Wi tel que
Wic Wi c Wi

Preuve. — Le lemme précédent prouve I'existence de Wi7!, Wi 2, ...

tels que
Wic...cWiPcWi'cWi.
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Notations. — Le g-cycle relatif y7(f) est une chaine singuliére ('')
du type suivant :

av7 =E e ()i (9, bord; ¢, nombres entiers);
N =D @7 (oLr=ge=osir=o);
i
Zs{(r)e’}(r—x):o, vr, i k;

7

chaque y; dépend contintiment de #, et est une chaine d'un Wk7*" (f).
Ce W¥7*", qui contient v/, sera noté

W7 =20 {17 |

W{...] a évidemment les propriétés suivantes :

2w {... ! augmente la dimension de | —q;
R¢ {y57* } est un hyperplan de 0 {7 } si ¢/ (r) £ o.

Chaque chaine v/ (r€fo, ..., q};y/=7y7) est une somme de simplexes
singuliers ¢;; nous dirons que ces simplexes o¢; et leurs sous-
simplexes ¢}(o=s=r) appartiennent & cette chaine y;. A chaque
simplexe o} correspond une chaine y; unique telle que o} appartienne
a v/ sans appartenir & dy] (s << r). Définissons

20[e] =20 v/ .

Les propriétés de 2W[...] sont évidentes :

(17.1) 2W[e] est un Wg;

(17.2) o est un simplexe singulier de 2V[a];
(17.3) dim ?0[o] >l —q + dimo;

17.4) W[e'1 €[] quand ¢’ est sous-complexe de o.

L’emploi d’une subdivision suffisamment fine des chaines y; permet
a W d’avoir en outre la propriété suivante :

( chaque simplexe o* posséde au moins un sommet o° tel que

| W[e*] =30][e’].

(17.5)

(*) C’est une somme de simplexes singuliers; chaque simplexe singulier est I’'image:
continiment différentiable d’un simplexe euclidien : voir les traités classiques de
topologie.
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Preuve de (17.5). — Décomposons chaque simplexe o* ne vérifiant
pas (17.5) en une pyramide

ayant pour base do® et pour sommet un point de ¢° de o°; convenons
que les nouveaux simplexes ainsi introduits appartiennent aux mémes 7
que o°; la condition (17.5) se trouve évidemment vérifiée.

18. Le choix de v7(f) que fait le lemme 18.2 sera employé par
le n° 19.

A chaque o} associons un point arbitraire z; de X; au simplexe sin-
gulier ¢} associons le simplexe (non singulier) S7, qui est I’ensemble des
points z; associés aux sommets o} de o;; notons x} le r-plan de ce sim-

plexe S%, quand il est défini; notons

W[or] = W[ S;] = W[x%], W, =W[x;].
LemME 18.1. — Si tous les sommets x; de S; vérifient la condition
x; €W (1),

alors
SE W[ SE] ().
Note. — Si, de plus, x} est défini, on a donc xi CW[St] ().

Preuve. — Soit z; un sommet de S%; o} est un sommet de s7; donc,

vu (17.4) :
R0; SW[Si];

donc I'hypothese
x;€W; (), V z; sommet de S%,

implique
x;€W[S;](), et parsuite S;cW[SI](D).

On déduit aisément, par une construction classique, du lemme précé-
dent le suivant, qu’emploiera le n° 19 :
LemMmE 18.2. — Supposons
x,-e“w,-(t), V],

{ voisin de ¢’ et z; voisin de ¢}. On peut alors déformer le cycle v7(f)
de X' relatif 4 W(¢) en un cycle homologue

pRAG!

h
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tel que les simplexes singuliers ¢f(f) et tous leurs sous-simplexes o} (f)
vérifient la condition

or ()i,
quand z; est défini.

Le n° 19 va employer la propriété suivante de I’ensemble des valeurs
prises par x}, quand x; €, (f) :

LemMmE 18.3. — A tout z; correspond au moins un Wi possédant les
propriétés suivantes :
l—q+rs;

si t est tel que les W§(t) soient définis, V u>>1—¢q, alors il existe des
x;€W;(f) tels que x; soit défini et soit un r-plan arbitraire de Wi ().
Preuve pour r =o. — On choisit Wj=123;; vu (17.3),
dim?wW > 1—q.
Preuve pour r > o. — Supposons le lemme vrai quand on y remplace r

par r—i>o. Choisissons des notations telles que k=o. Vu (17.5),
notons x, un sommet de S§ tel que

W[z ] =3[ Si];

notons S;~' la face de S, opposée a x,. Il existe un Wi " ayant les
propriétés suivantes :
l—q+rs;

les sommets x; de S;™' peuvent étre choisis tels que :
x;€%W;(f); =z, ' est un (r—1)-plan arbitraire de Wi ().
[On suppose ¢ tel que les Wi (f) soient définis pour u>1—gq.] Donc,
vu le lemme 18.1 (note) :
e[S

done, vu (17.4),

Wi ' ca[S5]=3[x,]).
Vu le lemme 17, il existe donc un W tel que

Wi ' c Wicw[x,].

Choisissons x, arbitraire dans Wj(t)—x;~*. Alors z est le r-plan qui
contient un (r—ri)-plan arbitraire de I’hyperplan Wi ' (f) de Wi(f)
et un point arbitraire de Wj(f), n’appartenant pas a ce (r—1)-plan;
donc xj est défini et est un r-plan arbitraire de Wi (f).

C. Q. F. D.
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19. Preuve du théoréme 1 quand m = o.
Notons N le nombre des sommets x, des S; et ;€ Z leurs coordonnées

homogeénes; notons {’; des coordonnées homogenes de a;('); vu le no 12,
si la subdivision simpliciale

OEPRAC
k

a été choisie assez fine, chacune des fonctions f w(f, ) est définie
s
pour (£, &1, ..., Ly) voisin de (¢, ¢y, ..., {v); notons

O Loy e )= t, 0);
( v z[w< )

c’est une fonction de (¢, &4, ..., {n), holomorphe prés de (¢, ¢\, ..., {n)
et homogene de degré o en chacune des variables ;.

Rappelons que le n° 1 a défini, pour ¢ voisin de ¢ :

J(@)= w(t, ©).

Y9()

D’apres le lemme 18.2 :

LEMME. — Quand (4, &, ..., {n) est voisin de (', g, ..., {n) et tel
que z, €3, (), Vj, alors

JO=PE % .. .5 In).

Supposons @ a support singulier algébrique; alors, vu le lemme 16 :

LemmE. — @ (¢, &4, ..., {v) est une fonction de (f, &1, ..., {n)€T X LY
a support singulier algébrique; ce support Ss [®] appartient a I’ensemble
des (4, %1, ..., Zx) tels que I'un au moins des (f, x;) ne soit pas défini

ou s’appuie sur Ss[w].
Ces deux lemmes vont nous permettre de prouver que J est a support
singulier algébrique et de construire ce support.

Notations. — Notons S la sous-variété algébrique de T dont les points
sont les { vérifiant 'une au moins des conditions suivantes (définies n° 1) :
10 teSs[W];
20 (¢, W (t)) a sur Ss[w] un appui d’ordre [ —gq.
Notons U le revétement simplement connexe de T — S; la projection
U—T
uniformise W(t), les Wx(f), si r>>1—gq, et les W;(); autrement dit :

leurs composés avec cette projection, W(u), Wg(u) et W;(u), sont
holomorphes en u.
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Notons E I’ensemble des (u, %y, ..., v)€ U X ZV tels que x, € 20, (u), Vj.
Il est évident que E est un espace fibré analytique, de base U :

E—U;
sa fibre sera notée E,.

Notons F I'ensemble des (u, &, ..., {x)€E tels que 'un au moins
des (f, x;) correspondants ne soit pas défini ou s’appuie sur Ss[w].

Ces notations permettent d’énoncer une conséquence évidente des
deux lemmes précédents :

LemME. — 1l existe un point ¢’ de E au voisinage duquel la fonc-
tion ® est définie, holomorphe et constante sur chaque fibre; ® (e)= J (f)
si e est voisin de ¢’ et si ¢ est la projection canonique de e sur T; @ se
prolonge analytiquement le long de chaque arc de E — F, d’origine ¢/,
sans point double; ce prolongement analytique est, au voisinage de cet
arc, holomorpe et constant sur chaque fibre.

Ce dernier lemme peut évidemment s’énoncer comme suit :
LemME 19.1. — J est une fonction de u, qui est holomorphe au voisi-

nage de la projection u’ de e’ et qui se prolonge analytiquement le long
de tout arc A ayant les propriétés suivantes :

(i) 4 a pour origine u’;
(ii) 2 n’a pas de point double;
(iii) A est la projection d’un arc de E — F, d’origine e'.

Vu le lemme qui suit, cette derniére condition (iii) est superflue.

LemmMe 19.2. — E,—FnE, est un ensemble connexe non vide.

Preuve que E,— FnE, n’est pas vide. — Supposons qu’il existe ue U
tel que E,c F. D’une part E, est un sous-espace vectoriel de UXZ";
d’autre part F est une réunion de sous-variétés algébriques de U x ZV;
I'une d’elles contient donc E,. Autrement dit, vu la définition de F :
I'un au moins des (f, x;) n’est pas défini ou s’appuie sur Ss[»],

Vzew(m), ..., TyEWyn(u).

Or, vu le lemme 18.3, il existe un W ayant les propriétés suivantes :
l—q+r<s;
il existe z,€30,(), ..., ty€WN(u) tels que x; soit un r-plan arbi-

traire de Wk (u).
Donc (f, Wi (u)) a sur Ss[w] un appui d’ordre s —r>1—q.

Donc, vu le lemme 4 et la définition (n° 1) de l'appui de ({, W (¢)) :
(t, W(t) a sur Ss[w] un appui d’ordre I—gq.
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Donc {€ S, contrairement a4 I'hypothése que f est I'image canonique
de ue U et que U est un revétement de T —S.

Preuve que E,— FnE, est connexe. — E, est un espace vectoriel
complexe et FNE, est une sous-variété algébrique de E..

Fin de la preuve du théoréme 1 (n° 1), quand m= o. — Vu le lemme 19.2,
la condition (iii) du lemme 19.1 est superflue. Donc J est une fonction
holomorphe sur U, qui est le revétement simplement connexe de T'— S.
Mais un théoréme classique d’Hartogs [1] montre que ce résultat reste
vrai quand on y remplace S par la plus grande hypersurface contenue
dans S. D’ou le théoréme 1, dans le cas m=o.

20. Preuve du théoréme 1 quand m > o.
Le n° 1 a défini le cycle y/—(f) pour ¢ voisin de t'; soit h sa classe

dans I’homologie de X' m V;(t) relativement a W(f); son cobord
j

composé 0™ h (voir [2], n° 6) est une classe d’homologie de X'— U V@)

/
relativement a W({); soit $7(f) un cycle de la classe 0™h; on peut
choisir $7(f) fonction continue de t. La définition (3) de J(f) s’écrit
vu la formule du résidu composé et la notation différentielle du résidu
(voir [3], nos 6 et 7) :

_pddpwl! w(t, ¢) .
J(t) - (271' l‘)m 8001 [1)1 (t, C)]1+m . -[Um (t’ C)]H—/:m

Le n° 19 a prouvé le théoreme 1 quand m = o. D’ou, vu la formule
précédente :
J(¢) est a support singulier algébrique;

Ss[J] est une hypersurface algébrique de T contenue dans la réunion

de Ss[W] et de ’ensemble des ¢ tels que (£, W(f)) ait sur Ss[o] U vV,

un appui d’ordre [—q. '

C’est ce qu’affirme le théoréme 1.

CuariTrRE IV.
L’appui régulier est un appui.

Ce chapitre IV prouve la proposition 2 (n° 5); il étudie d’abord (n° 22)
Pappui trés régulier de (¢, X); puis il déduit des résultats ainsi obtenus
des propriétés de I'appui régulier.

Les notations et définitions sont celles que le n® 5 a énoncées; ’hypo-
thése (5.1) est faite, sauf dans la preuve de la proposition 2.
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21. Propriétés des [-plans (f, X) qui s’appuient semi-régulié-
rement sur V.

LemME 21.1. — Les { tels que (f, X) ne s’appuie pas semi-régulie-
rement sur V sont partout denses dans T.
Preuve. — Soient
To=T>T:>T:>...>Tamr=1

des sous-espaces linéaires de T, de codimensions respectives o, 1, ..., dimT
et tels que

T, xX n’est pas tangent 4 V;
(21.1) T:xX » » »  Vn(TixX);

En tout point de Vn(T;xX), régulier sur V, les plans tangents a V
et 4 T;x X, de dimensions égales a celles de ces variétés ont une inter-
section de dimension r 4+ dim 7'—1i : ces plans tangents sont donc en
position générale; par suite (!, X) ne s’appuie pas réguliérement sur V.
Or les T; vérifiant (21.1) sont évidemment partout denses dans I’espace
de tous les sous-espaces de T de codimension i.

LemMmE 21.2. — Soit (¢, ') un point régulier de V ou (¢, X) ne s’appuie
pas semi-réguli¢rement sur V. Alors X posséde des coordonnées locales
Y15 - .., y) d’origine 2’ telles que les équations locales de V au voisi-
nage de (¢, «') puissent s’écrire :

(21.2) Vi met il s oo y)=o,
ou ke{r+1, ...,1}, fr(...) est holomorphe,
[i, yis .. s y) =0  (mody?).

Donc z’ est point régulier de V(t').

Preuve. — Le théoréme d’existence des fonctions implicites.

22. Propriétés des [l-plans (¢, X) qui s’appuient trés régulie-
rement sur V.

Equation tangentielle de V(f). — Notons
(22.1) Pt i)=o0

une équation polynomiale en (¢, -), homogéne en &, vérifiée, quand ¢
est régulier, par les coordonnées homogénes : de tout hyperplan de X
tangent a V(?).

Note. — « tangent » signifie : « tangent en un point régulier ».
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Note. — Si r=o, alors V(f) est un ensemble fini de points et un
hyperplan est dit tangent a V(f) quand il contient I'un de ces points,

Enongons dés maintenant le résultat qu’établit le no 22 :

LemMmE 22. — Supposons que (', X) s’appuie trés réguliérement sur V.
Alors :

1°© V(f) n’est pas développable, quand ¢ est régulier; c’est-a-dire
s=1l—i;

20 on a
discry P (4 £)=o.
Note 22. — Ce lemme reste vrai quand on remplace I'hypotheése :

(¢, ') est point régulier de V
(voir : définition de I’appui trés régulier, n° 5) par I'hypothése suivante :
il existe des { voisins de ¢ tels que V(f) n’ait

pas de point singulier voisin de z'.

Le lemme 22 ainsi modifié permet d’obtenir les variantes a la propo-
sition 1 (n° 4) que la Note 4 signale.

Exemple (quadriques). — Soit P({, £)=o0 I'équation tangentielle
d’'une quadrique V(f), qui dépend d’un paramétre ¢ et n’a pas de point
singulier pour / générique. Cette équation, si elle est réduite sur T rela-
tivement a ?, est homogéne de degré 2 en Z; on sait que, pour une valeur ¢’
de i, telle que V(#') soit un cone de sommet x’, cette équation se trouve
identiquement vérifiée ou équivaut a celle de z’ :

E'=o0 (z': coordonnées homogénes de x').
Elle n’est donc pas réduite sur ¢’ relativement a £.

Notations. — V est défini par (5.3); posons
(22.2) diyl:(t, Yis « - s Yria)=SU,, ou jelr, ...,r+1j;
7

S, Ui, ..., U4 sont des variables numériques telles que
(ub “ ooy u/'+1) # O.

Vu (5.4), pour ui, ..., u., donnés et (s, t—1t') suffisamment petit, le
systéme (22.2) d’inconnues y;, ..., Y-~ a une solution unique voi-
sine de o :

y1 (Ss t, ll), LUK yr+1 (39 l; ll);
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elle est holomorphe. Notons

yh(89 t; ll)= Fh(t9 y1(3, t; ll), ey yl'+l(8, t’ ll)),

22.3
( ) ou hef{r+4o, ..., 1l};

z(s, ¢, u) : le point de coordonnées y, (s, f, u), ..., Y1 (S, ¢, u);
(22.4) fs, t, y=F( y.(s, t, u), ..., grra(s, t, 0));

oF,
frj(s, t, u)y= ——dgl @ yi(s, t, u), ..., Yra (s, £, 0)).
7

Evidemment : y; (o, &, u), z(o, t, u) et f(o, t, u) sont indépendants de u;
nous les noterons y;(t), x(t) et f(f).

L’équation f(s, {, u)=o exprime que x(s, {, uye V(i).

Supposons cette équation vérifiée :

— si s=o, alors z(s, t, uy=x() et ({, X) s’appuie tres régulié-
rement sur V en (¢, z(f)), car en ce point

dF dF /3 .
—— =0 et les =— sont petits;
Y, 9y, P

— si s# o, alors x(s, ¢, u) est un point régulier de V(f); les hyper-
plans de X tangents & V() en ce point xz(s, {, u) ont les coordonnées
homogenes

(22.5) E= <—‘2 uiyi+zflzivhyi_2 ViYn,s uj_z f/l/'v/l., D/C>a
i hi h h
ot i,jei1, ...,r+1}, hhkeir+4+o, ..., 1},

v est un parameétre dont dépendent ces hyperplans.
Notons
(22.6) p(s, t, u, v)=P(}%), ou 7 a l'expression (22.5).
Vu la définition de P :
(22.7) Téquation f(s, f, uy=o implique p(s, i, u, v)=o, V.

Le lemme 22 résultera des suivants, ol sont faites les hypothéses du
lemme 22 :

LemMe. — L’ensemble des hyperplans tangents 4 V(f) au voisinage
de 2’ a la dimension complexe [ —1. (Ce lemme prouve le lemme 22, 1°.)

Preuve. — L’ensemble de leurs coordonnées homogénes 2 a la dimen-
sion [, car ¢ est défini par (22.5), ol ui, ..., Uity Drssy ..., Dy sODE
arbitraires et ou s est défini par I’équation f(s, {, u)=o.
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LemMmE. — L’ensemble des ¢ tels que V (¢) ait un point singulier voisin
de x' est une hypersurface S de T'; #'€ S; si f€ S et si x est ce point sin-
gulier, alors (f, X) s’appuie trés réguliérement sur V en (Z, x).

Preuve. — Nous savons ceci : au voisinage de 2/, le seul point singulier
que V(f) puisse avoir est x(f); si z({) est point singulier de V(¥),
alors (f, X) s’appuie trés régulierement sur V en (¢, z (¢)); pour que x(f)
soit point singulier de V (), il faut et suffit que f({)= o. Pour prouver
le lemme, il suffit donc de prouver ’absurdité de I'hypothése

f)=o0, VLt

Or cette hypothése signifie qu’il existerait des fonctions holomorphes
yi(®), ..., Yrea(t) telles que

JOF
F(t’ Y1 (t)s cevs Yra (t))': d—y, & y (t)’ <o Yraa (t))= 0, Vi,
on aurait donc

oF
d_t (t’ yl (t)’ RN y/-+1 (t)): 0, V l’

contrairement a la définition de ’appui trés régulier (n° 5).
LEMME. — y;(s, {, u) a les propriétés suivantes :

(22.8) y;(o, ', uy=0, Vu;

Ay, o
i (o, t', u) est une forme linéaire en u;

0w — Zu, %1 (o, 1, u)
Zay,ay (t 0, s ) B o, £, ) B o, 1, )

est une forme quadratique en u, non dégénérée (c’est-a-dire
de rang r + 1);
bien entendu : i, je{1, ..., r+1}.
Preuve. — (22.8) résulte de

07!;(1’, 0, ..., 0)=o0.

La dérivation de (22.2) par rapport a s donne, pour {={, s=o,
vu (22.8) :

r ()i '
Zldy o0 (s 0, .0y 0) S0, ) W)=y

d’otr le lemme, puisque Hess, F o vu (5.4).
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LEMME. — f(s, t, u) a les propriétés suivantes :

flo, ¥, u)y=0, Vu; 3—£(o,t, u)y=o, Vi u;

ot m=0w, vu.

Si u est donné, tel que Q(u);# o, alors I'équation d’inconnue s :
(22.9) f@s,t, uy=o0

a deux racines voisines de o, V{; elle ne sont pas égales V.
Preuve. — [ est défini par (22.4). D’ou

f(o, t', u)=o, VYu,
vu (22.8) et 'équation F (', o, ..., 0)=o, qui résulte de (5.4). En déri-
vant (22.4) par rapport a s, et en employant la définition (22.2)
des y; (s, {, u), on obtient
7} dy;
¢)_£(s’ L, u)-—:sz ujdisl(s, t, u);
d’ou
gg(o, t, uy=o, Vi u
et, vu la définition de Q(u) :
0? ,
Pl my=0@, Vvu.

Supposons Q(u)7# o; puisque ¢ est voisin de #, I'équation (22.9),
d’inconnue s, a donc deux racines voisines de o. Pour qu’elles soient
égales, il faut et suffit qu’elles soient égales a la racine unique de I’équation

of -
Js (s, t, u)y=o,
qui est s = o; il faut et il suffit donc que
f) =o.

Or l'avant-dernier lemme a prouvé qu’on n’a pas
f®) =o0, VL.

LEMME. — p (s, {, u, v) a les propriétés suivantes :

(22.10) po, U, u, v) = g%(o, U, u,v)=o, Vu, .
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Preuve. — (22.7) et le lemme précédent montrent que, pour Q(u) 3£ o,
Iéquation d’inconnue s,
p(s, L, u,v)=o0

a au moins deux racines voisines de o, qui ne sont pas égales Vt; elles
s’annulent pour { =#. On a donc (22.10).

LemME. — L’équation P (¥, £) = o n’est pas réduite relativement a ¢.

Preuve. — Les relations (22.8), (5.4) et les définitions de y,(s, ¢, u)
et fx;(s, {, u) impliquent les relations

22.11) y;(o0, ', u)=o, Yr(o, t', u) =o, fuj(o, ¥, uy=0, Vu,

oujef{1,...,r+1}, hefr+o2, ...,1}
Vu la définition (22.6) de p, (22.10), s’écrit donc

Pit,t)=o0 pour & =(0, Uy, vy Uity Upiay ooy D))y Vu, v

Notons wy, ..., w; les composantes de £, c’est-a-dire

£ =Wy, ..., w) ou w,, ...,w e€Qq;

(22.10), s’énonce donc

(22.12) P, o, w, ..., w)=o0, Yw, ..., w.
D’ou
ddp (l, o, Wy, ...,w,):. . dP (t/ o,w1,...,w1)=o, Vw1,...,w,;

par suite (22.10), s’écrit, vu (22.11) et la définition (22.6) de p :
[Eu, dy, (o, ¥, u)+2w,dy" t, u)J—P(t’ 0, Wy, ..., W) =o0,

Yuy, ..., v;; or, par définition,

S W o, 1, 1) = Q)3

d’autre part la définition (22.3) de yu(s, {, u), la relation y,(o, ', u) = o,
et (5.4) montrent que

%(O’t,’u)—:o’ Vu,VhE{r+2,---sl};

(22.10), s’énonce donc

oP
Q(u)dw (t” 0y, Wiy o ., wl)=0, Vu, wy, ..., Wy
o
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c’est-a-dire, puisque la forme Q(u) est non dégénérée, donc non nulle :

(22.13) g—g—o(t’, 0, Wy, ..., W)=o, Yw,, ..., w.

Les relations (22.12) et (22.13) prouvent que le polynéme P (t', wy, w,, ..., w;)
a le facteur double (w,)? : d’ou le lemme.

LeMME. — discr,P(t, £) = o, V 1€ S. (Ce lemme prouve le lemme 22, 20
puisque ¢’ € S.)

Preuve. — Dans le lemme précédent, { peut étre remplacé par un
point quelconque de I'’hypersurface S; I’équation P(Z, £) = o n’est donc
pas réduite sur f€ S relativement 4 . D’ou le lemme, dans le cas ol
I'équation P(f, £) = o est réduite sur T relativement a {. Le cas général
se ramene a ce cas particulier, en remplacant cette équation par une
équation réduite équivalente.

23. Premiéres propriétés de l’appui régulier.

La définition de l'appui régulier (n°5) peut évidemment s’énoncer
comme suit :

LemMme 23.1. — Le g¢-plan (4, 27) s’appuie réguliérement sur V au
point (f, ) quand et seulement quand il satisfait aux trois conditions
suivantes :

1°l—r—1=Zq<s;

20 { est régulier; xex7; (f, x) est point régulier de V;

3¢ si (¢, X) ne s’appuie pas semi-réguli¢rement sur V en (¢, x), alors ('2)
il existe un hyperplan z'~* de X, tangent & V(f) en z, tel que

rex’cx.

Note. — Si l—r—1=g¢, la condition 3° est évidemment vérifiée.
Sil—r = q, cette condition 3° peut s’énoncer comme suit, en notant x"(x)
le r-plan tangent 4 V(f) en « :

27 et 27(x) ne sont pas en position générale (**) dans X.
Voici un lemme évident, analogue au lemme 21.2 :

LemME 23.2. — Supposons [ —r < q; soit xex7; si (f, x) est un
point régulier de V, en lequel (¢, 27) ne s’appuie pas réguliérement sur V,

(**) x est un point régulier de V (¢), vu le lemme 21.2.

("?) C’est-a-dire x7ua(x) appartient a un hyperplan de X; ou encore
dimxinxr(x) >q +r—L ‘
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alors x est point régulier de la variété z7n V (), qui a en ce point la
dimension q¢ 4+ r — 1.

Voici, enfin, un lemme qui définit 'appui régulier par la notion d’hyper-
plan tangent, grace a une récurrence sur ¢; les n°s 25 et 26 I’emploieront.

Lemme 23.3. — Donnons-nous ¢ régulier.

19 Les (I —r —i)-plans (f, ") qui s’appuient réguliérement sur V
sont ceux qui contiennent un point régulier de V; ils s’appuient donc
sur V.

20 Supposons | —r = q <s; soient z7 et x7*+' tels que z7cCz’+';
pour que le g-plan (f, x7) s’appuie réguliérement sur V, il faut et suffit
quil vérifie I'une des deux conditions suivantes :

(i) =7 est tangent a 7+ NV (1);

(ii) (f, 7) contient un point ou (¢, 7+') s’appuie réguliérement sur V.

3° Supposons s =1—1, c’est-a-dire V non développable; les (I —1)-
plans (¢, z/—') qui s’appuient réguliérement sur V sont ceux qui vérifient
I'une des deux conditions suivantes :

(i) ' est tangent a V(f);

(ii) (¢, ') contient un point ol (f, X) s’appuie semi-régulierement
sur V.

Preuve de 1°. — La définition de I'appui régulier (n° 5).
Preuve de 3°. — Le lemme 23.1, ou I'on prend ¢=1—1.
Preuve de 2°. — Soient f régulier et zrex’cxr!, ou l —r =q <s;

supposons (¢, ) point régulier de V. Notons z"(x) le r-plan tangent
a V() en z, quand x est point régulier de V(). Nous allons employer
les propriétés suivantes :

()] : (t, X) s’appuie semi-régulierement sur V en (¢, x);

@ : (t, x7) s’appuie régulierement sur V en (¢, x);

(g + 1) : (¢ 27+") s’appuie réguliérement sur V en (I, x).
Leurs négations seront notées (1), (¢) et (¢ +1).

Nous allons distinguer trois cas.

Premier cas : on a (I) et (¢ +1). Alors, vu le lemme 21.2 et la note ('?)
qui compléte le lemme 23.1 :

x est point régulier de V(f); dimxzr+'nx"(x)=q+r—1+1;

(9) équivaut a dimz'na'(x) >q+r—1L
Donc (q) peut s’écrire :

dim 27 n2" () > dimx7+ N2’ ()
ou
xTnx(x) X7 N (x)
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ou
12z N (x)
ou enfin :
(23.1) z7 est tangent en x a /' nV(I).

Second cas : on a (I) et (g + 1). Alors, vu les lemmes 21.2 et la note ('?)
qui complete le lemme 23.1 :

x est point régulier de V (¢);
il existe un hyperplan z'—' de X tel que
rryr(T) cal.
Donc
zuz(x)ca;
d’ott (g).
Troisiéme cas : on a (l); alors, vu le lemme 23.1 on a (9) et (g +1).

L’examen de ces trois cas prouve ceci : pour que (q) soit satisfaite,
il faut et suffit que (¢ + 1) ou (23.1) le soit. D’ou1 le 2° du lemme.

24. L’appui trés régulier de (f, z/) sur V.

Nous allons définir cet appui trés régulier, qui permettra au n° 25
d’appliquer le lemme 22 & I’étude de I’appui régulier.

Notations. — Soit ¢ régulier; soit ({’, ') un point régulier de V,
ou (¢, X) ne s’appuie pas semi-réguliérement sur X; d’apres le
lemme 21.2, X posséde des coordonnées locales (y, ..., y;) telles lque
les équations de V puissent s’écrire : a

(24.1) Vi gt fult yos oo o5 y) =0,
ou ke{r—+u, ..., 1}, fr(...) est holomorphe.
Soit (¢, x)€ V et voisin de (', 2'); soient |
E=wp, wy, ..., W)

les coordonnées homogénes des hyperplans z‘—' de X tangents en x
a V@), ona

) S5 S I R N
(24.2) w,—ywkd!’;'1 @ Yis oo o5 Ur)s w0=—)—”zv1y1——...—w,y,,

IR N ?
ol Je{I,...,r}, ke{r+i1,..c1};
BULL. SOC. MATH. — T. 95, FASC. 4. 24
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la distance 4 x/~* d’un point de V(f) infiniment voisin de = est propor-
tionnelle a la forme quadratique des différentielles dy; des y; :

0 f
(24.3) Uzkwk-dyi—dyj & Yss - .-, yr) dy.dy;,

o i,jefr, ..., rf, ke{r+4+1,...,1};

le rang de cette forme est donc indépendant du choix des coordonnées
locales (g, ..., y»).

LemME. — La forme (24.3) est de rang r + s—1{ 41 sur un sous-
ensemble partout dense de I’ensemble des couples (x, ') tels que x'~'
soit tangent en x a V(¥).

Preuve. — Vu la définition de s (n°5), quand ¢ est fixe et que
W1 -« os Urs Wrpss « oo, W) varie, alors (W, ..., w;) décrit une variété
de dimension s 4 1; il existe donc un sous-ensemble partout dense de
I’ensemble des valeurs de (U1, « .« .5 Yrs Wre1y - .., W;) OU la matrice

ow, dw, ow, dw,
dy, ) eeey dyr y dwr+1 ) coey dw,
ow, ow, ow, ow,
0y1 ) eeey -——dyr'; ow, ., Y eeey d—_wg

est de rang s + 1; mais (24.1) et (24.2) donnent
dWQ+y1dw1+...+y[dw150 (mOd dt).

Sur ce sous-ensemble la matrice carrée

dw1 011)1 dw1 dwl
_dyi’ eray dyr ) dwr+1’ ooy o,
dw, de dll)l dwl
oy, U7 9y ow, U ow

est donc de rang s +41; or

%%:0 et (%> est la matrice unité, si h, ke{r+1, ..., 1}

Sur ce sous-ensemble, la matrice carrée

<"""‘> ol Bjeln, .ut,)
Wl’ ’ 9 s coesly gy
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est donc derang r + s — I + 1. Or vu (24. 2), cette matrice est la matrice

N 0* fr
24. \ t,s 1y « s Jr, ’

oui,jeir, ..., r}. Cette matrice (24.4) est donc de rangr + s —1 +1
sur un ensemble partout dense de valeurs de (Y, ..., Yrs Wri1s «oer W) € Gl
D’ou le lemme.

Définition. — Un ¢-plan (¢, z7) s’appuie trés réguliérement sur V en
un point (¢, ¥) quand il s’appuie réguliérement sur V en ce point et que
les quatre conditions suivantes sont satisfaites :

10 l—r=Zq<Ls;
20 (¢, X) ne s’appuie pas semi-réguliérement sur V en (/, ); donc,
vu le lemme 21.2, V (f) a en x un r-plan tangent :

@) : Y=...=l =o0;

30 x7yar(x) appartient & un hyperplan de X et a un seul, dont les
coordonnées homogénes sont notées (W, ..., W);

4o la restriction de la forme quadratique (24.3) au (g +r—1 +1)-
plan tangent en x a 7Nz (x) est une forme quadratique non dégénérée
(c’est-a-dire : de rang ¢ +r—1I0 +1).

Voici les propriétés de ’appui trés régulier :

LemME 24.1. — L’ensemble des ¢-plans (¢, x7) s’appuyant trés régu-
lierement sur V est un sous-ensemble partout dense de ’ensemble des
g-plans (f, z7) s’appuyant régulierement sur V.

Preuve. — Soit un ¢-plan (f, %) s’appuyant régulierement sur V
en (f, x); vu le lemme 21.1 et la définition de I'appui régulier, on peut
modifier arbitrairement peu (f, 7, ) de facon que

(24.5) (t, X) ne s’appuie pas semi-régulierement sur V,

mais que (¢, 7) continue a s’appuyer réguliérement sur V en (Z, x).
Par suite, vu les lemmes 21.2 et 23.1, x est un point régulier de V(¢),
ou V() posséde un r-plan tangent z"(z), et il existe un hyperplan x'—
de X tel que

v (x)cx—;

notons (W, ..., ;) les coordonnées homogénes de x—!. Vu le lemme
précédent, en modifiant arbitrairement peu z et z'~!, puis 27, nous
pouvons satisfaire aux conditions suivantes :

(24.6) o' est tangent & V(f) au point régulier x;
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la forme quadratique (24.3) est de rang r + s — 1 +-1;
rexicr,
Par suite
dimz'nz (@) >~q+r—I+1.
On peut donc trouver un (¢ + r—1 -+ 1)-plan a7+ —/+' arbitrairement
voisin de z7nz"(x), tel que
re x¢]+l‘—l+1 C xl—1’
la restriction de la forme quadratique (24.3) au (¢ + r—1 -+ 1)-

24.
(24-7) plan tangent & xv+—+' est de rang ¢ +r—1I[ 1.

On peut enfin modifier arbitrairement peu x7 de fagon & satisfaire aux
conditions suivantes :

rexIH =g nar(x); rrcx.

Evidemment (f, z7) continue & s’appuyer réguliérement sur V en (f, ) et

(24.8) z!~* est le seul (! —1)-plan contenant z7cz(z).

Donc l'appui de (¢, x7) sur V est trés régulier.
C. Q. F. D.

LeEMME 24.2. — Si le ¢g-plan (¢, 2'7) s’appuie trés réguliérement sur V
en (¥, 2') [au sens de la définition du n° 24], alors [au sens de la défi-
nition du n° 5] (#, &), ..., &, X) s’appuie trés réguliérement sur la
variété de T x 27 X X dont les points sont les (¢, &4, ..., £y, ) tels que

t x)eV, rext;

27 désigne le g-plan de coordonnées grassmanniennes &; A ... A &y, = £,

Preuve. — Notons z'” le r-plan tangent & V(') en =’ et 2’ I’hyper-
plan unique de X tel que
FALAVE ek S
Choisissons des coordonnées locales (yi, ..., y) de X, d’origine «’,
ayant les propriétés suivantes :
V a pour équations (24.1);
fisys ..., Y=o (mody?);
z'r, ' et x'7 ont pour équations respectives :
'y Yu=...=Yy =o;
x/l—l: yr+1=0;
x'7: Ygtr—tv2=¢e o =Ylrpg =0,
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La restriction de la forme (24.3) au (¢ + r — [ 4 1)-plan tangent en 2’
a £'7nz'" est donc la forme

s
t, o, ...,0)dydy;,
;dyzdyj( ) y:ay;

ou i, je{r, ..., +r—1+1}; par hypothése cette derniére forme
n’est pas dégénérée, c’est-a-dire

(24.9) HesS, fras(t's Uiy - - o Ygar—iass Or - - .5 0) 0.

Nous allons supposer (f, x, x7) voisin de (', «', 2'7). Les équations de x7
sont

Y+ LiE g oo y) =0, ou je{gt+r—Il+2 .., rt1j;
L; est linéaire en y,, ..., y;, holomorphe en &, ..., &, nul pour

. OL; , .
c — (' ! - My d
Ei oo L) =C o By G i) # o. Les équations de

(t, x7)n V sont donc :
Y+LiE= ..., y)=0, ou jel{q+r—Il+2,...,r+1j;
24.10) { Y+ fil yss ..., y) =0, ou kefr4o,...1};
froaal, Yy oo s 4) + Led G574y .., Y) =0
Puisque
L;E"7 Y1y .., y)=0 et fx@, 4y, ..., y)=o (mody?),

nous pouvons résoudre le systéme (24.10);, (24.10). par rapport a
Ygsr—itas « .5 Ys3 NOUS obtenons

Yyn= F/l.(t, El—{,’ Uiy oo ey yl/+r—l+l)’
ol

he{g+r—I+2, ..., 1},
Fyt', 89, 41y <oy Ygur—iza) =0 (mod y>).

En substituant F, a y, dans
fr—H (t’ yl’ LIRS ] yl) + LI‘+1 (21_79 y19 LICIEE] yl)
nous définissons une fonction

F(t’ g, Y1y -0y yq+r—l+1);
puisque

JL
Lo (59, 41y ... 1)) =0, T
+1(E Ui yl) o d(&i, cees El—r]) 70

fr+1 (tly yh L] yr) =0 (mOdy‘z)’
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cette fonction F a les propriétés suivantes :

r ’ 9 dF
F{, 59y, ..oy Ypsrtr1) =0 (mody?); G

Y e £ 03
T Rk

HeSSJ‘F(t,’ Zylﬁqs Yty oo oy yq+r—l+1)
= Hess)’fr+1 (t,s E,’l_q’ yh LIS ] y7+r—1+19 Oy. v 0y 0) # 0.
Les équations de (f, x’)n V peuvent donc s’écrire :

F 9,01 oo Ygar—ivr) = 0,
y/z = F},(t, al—q’ Uiy « oy y1]+r——l+1)s
Vhe(qtr—Ii4o, ..., 1}
ou
F, g, Yis «oos Ygrr—te1) =Fa(..) =0 (mody?),

oF
_— F .
P T T # o0, Hess, F 2 0

Le lemme résulte de la comparaison de ces relations avec les rela-
tions (5.3), (5.4), qui définissent 'appui trés régulier de (¢, X).

25. Preuve que les appuis régulier et trés régulier sont des
appuis.

LEMME. — Supposons :

t régulier; l—r=q<s; It Car x7—' tangent a z7n V(?).
Alors (f, z7—') s’appuie réguliérement sur V.

Preuve si | —r +1.2q: le lemme 23.3, 2°.

Preuve si l —r = q : le lemme 23.3, 1°, car dans ce cas I’hypothese
« x7—* est tangent 4 7N V() » signifie « 27! contient un point de
N V() »

LEMME. — Supposons
(25.1) l—r=q<s;
(25.2) P, e\ NEg NE) =0,

V (, x7—') s’appuyant réguliérement sur V.

Alors
(25.3) discrr.z— P G A« - AgAE) =0,
V (t, x7) s’appuyant régulierement sur V.
Notations. — i \... Nbi¢g et E A...ANE_gsAE sont les coor-

données grassmanniennes respectives de x7 et x7—'.
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Preuve. — Vu le lemme précédent, (25.2) est vérifié quand I’hyper-
plan de X, ayant pour coordonnées homogénes £, est tangent a x7n V(f).
Vu le lemme 24.2, le lemme 22 prouve donc ceci : si (¢, '7) s’appuie
tres régulierement sur V, alors (', 2'7) vérifie (25.3). Or, vu le lemme 24.1
les (t', 2'7) s’appuyant trés réguliérement sur V sont partout denses
dans I'ensemble des (£, 7) s’appuyant réguliérement sur V; cet ensemble
vérifie donc (25.3).

LemME 25.1. — Les g-plans (f, z7) s’appuyant réguliérement sur V
s’appuient sur V.

Preuve pour ¢ =1—r—i1. — Le lemme 23.3, 1°.

Preuve pour | —r £ q = s. — Supposons prouvé que les (¢ —1)-plans
s’appuyant réguliérement sur V vérifient 'équation (4.1),—s, qui définit
lappui

Pt B A AEg AD)=o.
Alors les g¢-plans s’appuyant réguliérement sur V vérifient I'équa-
tion (4.1),,
P, Es N\ .. NEi—g) = 0,

vu sa définition (n° 4) et le lemme précédent.
Prouvons que I'appui trés régulier est lui aussi un appui.
LeEmME. — Supposons V() non développable quand ¢ est régulier;

c’est-d-dire s=1-—1. Soient : ¢ régulier, x'—* tangent a V(f). Alors
(t, ') s’appuie sur V, c’est-a-dire vérifie I'équation

@)z PG E) =03
£ désigne les coordonnées homogénes de x'—'.

Preuve. — Vu le lemme 23.3, 39, (¢, z/~') s’appuie réguliérement
sur V; vu le lemme précédent, (¢, z/~t) s’appuie donc sur V.

LemME 25.2. — Les l-plans (f, X) s’appuyant trés régulierement sur V
s’appuient sur V.

Preuve. — Vu le lemme 22, 1°, V(f) n’est pas développable, V£ régulier.
Vu le lemme précédent, on peut donc choisir P = P! dans le
lemme 22, 29, qui donne :

Pi(t)=o, V (t, X) s'appuyant trés régulierement sur V.

Note. — Depuis le début de ce chapitre IV, I'hypothése (5.1) a été
faite. Si elle n’est pas vérifiée, les lemmes 25.1 et 25.2 sont cependant
exacts, car alors tout appui est, par définition, régulier ou trés régulier.

La preuve de la proposition 2 (n° 5) est donnée par les lemmes 25.1,
25.2 et la proposition 1 (n° 4).
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CHAPITRE V.

Régularité de 1’appui des g¢-plans
ne coupant pas les singularités.

Ce chapitre V prouve la proposition 3 (n° 5); il traite d’abord le cas
ot V est irréductible.

26. Une condition impliquant la régularité de l’appui.

Cette condition résultera de la propriété suivante de discry :

LemMME. — Soit P(f, £) un polyndme en (f, £), homogéne en . On a
(26.1) diser,P (¢, £) # o

en tout point # vérifiant la condition que voici :

(26.2) : L’hypersurface de = d’équation P(t', £) = o contient un ensemble
partout dense de points ' possédant la propriété suivante :
au voisinage de (¢, £') Uéquation P(t, t) = o équivaut a une
équation F(t, £) = o, ot F est holomorphe en §, continu en t

et —dg # [¢]
Preuve. — L’ensemble de ces £’ est une partie ouverte, partout dense,
de I'hypersurface de & d’équation
(26.3) P{,g)=o.

11 existe donc une droite analytique complexe de = coupant cette hyper~
surface (26.3) en des points appartenant tous a cette partie de cette
hypersurface, chacun de ces points d’intersection étant simple. Soit n
leur nombre; n est le degré de 'hypersurface (26.3). Plus généralement,
vu I'hypothése (26.2), pour ¢ voisin de ¢/, 'hypersurface de = d’équation

(26.4) P, f)=o

coupe cette droite en n points simples et a donc ce méme degré n. Or, vu
le n° 2 : le degré de cette hypersurface est maximum, sauf quand ¢ est
sur une certaine sous-variété algébrique de T; quand ce degré est
maximum, alors

(26.5) discr, P (t, £) +# o.
Donc ce maximum est n, et (26.5) a lieu au voisinage de ¢', en particulier

en t.
C. Q. F. D.
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Notations. — V est une variété algébrique irréductible de T x X;
x7 et 27—t sont un g¢-plan et un (¢ —1)-plan de X tels que 7' cCz’;
ils ont pour coordonnées grassmanniennes

BN Nb—y et B A A\Bg AL
Nous supposons
l—r=Zq=s+1 et, si s+1241l, q<s.

LEMME 26. — Soit une équation polynomiale
(26.6) PLEaN... NagNE)=0
impliquant, quand ¢ est régulier, 'une au moins des deux conditions
suivantes :

1° (¢, 7—1) s’appuie réguliérement sur V;

20 (¢, x7~') coupe la partie singuli¢re de V.
Alors I’équation
(26.7) discrr.cziy P(t, Ex A+ AEig AE) =0
implique, quand ¢ est régulier, I'une au moins des trois conditions sui-
vantes :

(i) (¢, x7) s’appuie régulierement sur V si g s,

semi-réguliérement sur V si g =s +1=10;

(ii) (t, 7) coupe la partie singuliére de V;

(iii) 'une au moins des composantes algébriques de z7n V(f) est
développable.

Note. — Si ¢ =1—r, alors dimz'nV()=o0 et la condition (iii)
doit étre supprimée.

Preuve. — Considérons I’ensemble E des (f, 7)€ T xI'7(X) (**) véri-
fiant les conditions suivantes :
t est régulier; (f, %) ne coupe pas la partie singuliére de V;

(¢, x7) ne s’appuie ni régulierement (¢ << I), ni semi-régulierement (¢ = I)
sur V;
aucune composante algébrique de x7n V(f) n’est développable.

E est évidemment ouvert. Il s’agit de prouver que, sur E :
(26.8) disery.zi—gP(t, B A ... NE_g N E) Z 0.

Soit (¢, 7)€ E; soit x7—'cx?. Le lemme 23.3 a prouvé ceci : pour
que (f, x7—') s’appuie réguliérement sur V, il faut que 27— soit tangent

(**) Rappelons (n° 3) que I''(X) est la g-grassmannienne de X.
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a x7n V(). L’équation (26.6) implique donc que l’hyperplan de coor-
données homogénes # est tangent a z7n V(f); elle signifie donc que
cet hyperplan est tangent a une composante algébrique de x7n V(¢),
qui dépend contintiment de (¢, x7). Or cette composante algébrique
n’est pas développable, par hypothése, et n’a pas de point singulier,
vu les lemmes 21.2 et 23.2. Cette équation (26.6) vérifie donc I'hypo-
these (26.2) du lemme précédent, ou l'on remplace #'€T par
t b, ..., g€ TXZ7; vu ce lemme, on a (26.8).
C.Q.F.D.

27. Régularité de l'appui sur V d'un ¢-plan ne coupant pas la
partie singuliére de V.

Les notations du n°® 26 sont conservées.

LemMME 27. — Si { est régulier, si le g-plan (£, 27) ne coupe pas la partie
singuliére de V et s’appuie sur V, alors il s’appuie réguliérement si ¢ s,
et semi-régulierement si ¢ =1 =s +1.

Preuve pour ¢ <<l — r —1. — Vu les définitions des nos 4 et 5, 'appui
et lappui régulier sont impossibles.

Preuve pour ¢ =1 —r —1. — Les définitions des nos 4 et 5.
Nous allons poursuivre, par récurrence suivant g.

Preuve pour ¢ =1—r. — Le lemme 26, ou l'on choisit P = P/,
la note qui le compléte et la relation P7= discr P7—* (n° 4).

Preuve pour | —r << ¢ £ I. — Soit un ¢-plan (¢, z7) vérifiant les condi-
tions suivantes :

t est régulier;
( (t, x7) ne s’appuie ni réguliérement (¢ < s), ni semi-réguliérement
(@=1 sur V;

\ (t, x7) ne coupe pas la partie singuliére de V.

(27.1)
?

Il s’agit de prouver que
Pi{l, 5s N\ ... Nbi—g) Z O, ou P7=discr P/,

Le lemme est supposé vrai quand on y remplace ¢ par ¢ — 1; les
hypothéses du lemme 26 sont donc vérifiées quand on choisit P = P7—1;
vu ce lemme 26, il suffit donc de prouver ceci :

(27.2) Aucune des composantes algébriques de x7n V(f) n’est dévelop-
pable.

Notons 27! un hyperplan arbitraire de 7. Vu (27.1) et le lemme 23.3,

20 et 39, I'ensemble des z7—' tangents a x7n V(f) est 'ensemble de z7—!
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tels que (f, x/—') s’appuie réguliérement sur V. Vu la proposition 2 (n° 5),
cet ensemble appartient & I’ensemble des (¢, z7—!) s’appuyant sur V;
plus précisément, ces deux ensembles sont identiques, vu que le lemme
vaut si I'on y remplace q par ¢ — 1, et vu que (f, x7—') ne coupe pas la
partie singuliere de V, car (27.1) a lieu. L’ensemble des x7—! tangents
a x7n V(f) est donc défini par I'’équation exprimant que (f, x7—') s’appuie
sur V :
Proi@ i/ Naeg AD) =o.
D’ou (27.2).
C. Q. F. D.

28. Conditions impliquant la régularité de l'appui sur une
hypersurface réductible.

Notations. — Soit V une hypersurface de T X X; notons V; toutes
les composantes algébriques irréductibles de toutes les intersections d’un
nombre quelconque de composantes algébriques de V; notons

r;=dimV;—dimT.

Evidemment :

(28.1) r<r; et rp<<rj, si Vi est une composante de V,nV ;.
Nous supposerons qu’aucune des V; n’est développable : s;=1—1.
t sera dit régulier quand il sera régulier pour chaque V.

Notons
(28.2) PG N Neg ND) =0

une équation polynomiale, réduite sur 7T X Z!— relativement & £,
exprimant que (¢, z7—') s’appuie sur V,. Si ¢ <l—r;, nous prenons
Pit=1, V&, ...,k

LemME. — L’équation
(28.3) disers .z, II Pt s Nee  NigNE) =0
i

implique, quand ¢ est régulier, I'une au moins des deux conditions que
voici :
1° (t, x7) s’appuie sur l'un des V,, c’est-a-dire

(28.4) Pt an.. . Aup)=o;

20 (f, x7) coupe la partie singuliére de I'un des V.
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Preuve. — 11 s’agit de prouver que ’ensemble des (f, x7) vérifiant les
conditions suivantes est vide :

t est régulier;

discry.zi— [I PIi(tE N NEg NE) =03
i
[l PiEsN..-Nbg) Z 0,  out P%=discry .z Pj';
i
| (¢, z7) ne coupe la partie singuliére d’aucun des V;.

Vu la définition de discr (n° 2), il suffit de prouver que l’ensemble
des (¢, z7) vérifiant les conditions suivantes a, dans T xTI7(X), une
codim > 1 :

t est régulier;

le polyndme en &, ]] P (@ Et Ao NEi—y AE), a un facteur multiple;
i

aucun des polynéme P}~'({, &s A ... A&—, /\E) n’a de facteur multiple;

(t, %) ne coupe la partie singuliére d’aucun des V,.

Il suffit donc de prouver que ’ensemble des (f, x7) vérifiant les condi-
tions suivantes a, dans 7 xXTI7(X), une codim > 1 :

t est régulier;
il existe i et j 2 i tels que les polyndémes en £,
28.5) {Pi*(t,EsN... NEigAE)et P7"(...) ont un facteur commun;
(t, 7) ne s’appuie sur aucun des Vi;
(t, %) ne coupe la partie singuliére d’aucun des V,.

Or I'équation
(28.6) PIGE N NEgNE) =0

exprime que (f, x7—') s’appuie sur V;; x7—' est un hyperplan de xz7;
donc (f, x7—') ne coupe pas la partie singuliére de V;; vu le lemme 27,
cette équation (28.6) exprime donc que (¢, z7—') s’appuie réguliérement
sur V.. Or (f, 7) ne s’appuie pas réguliérement sur V,, vu (28.5) et la
proposition 2. Vu le lemme 23.3, (28.6) exprime donc que z7—' est tan-
gent a z7nVi(f), si l—r<q; si l—r;=¢q, z'nV;({) se compose
d’un nombre fini de points et (28.6) exprime que x/—' contient I'un
d’eux; si ¢ <l—r; (28.6) est impossible.

Les conditions (28.5) impliquent donc que

7N V,(t) et a'n V/' (t)
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ont une composante algébrique irréductible commune. C’est une compo-
sante algébrique de
270 Vi),

V; étant I'une des composantes algébriques irréductibles de V,nV;,

Sigq+ri>1l alorsq+r;>1letq+r;>1 vu (28.1); 27 ne s’appuie
ni réguliérement (¢ << 1) ni semi-réguliérement (¢ =1) sur V, V;, Vj
vu (28.5) et la proposition 2; cette composante algébrique commune
axnV(t), 7nV,;({) et 27nV,(f) a donc, d’aprés le lemme 23.2, la
dimension

g+r—l=q+r—l=q+n—10

c’est impossible, vu (28.1).

Si ¢+ rr=101—1, alors (¢, %) s’appuie sur V;; c’est impossible,
vu (28.5).

Donc (£, z7) coupe un V; tel que

r,<Zl—a—gq;

or I'ensemble des g¢-plans ({, x7) coupant ces V; est évidemment une
sous-variété algébrique de T xT7(X) de codimension > 1; donc l'en-
semble des g¢-plans (¢, x7) satisfaisant (28.5) est de codim >1.

C. Q. F. D.

LemMmE 28. — Si ¢ est régulier et si (f, x7) s’appuie sur V, alors I'une
des deux conditions suivantes est satisfaite :

1° (f, x7) s’appuie sur I'un des V;;
20 (f, £7) coupe la partie singuliére de I'un des V.

Preuve pour q¢ = o. — La définition de 'appui (n° 4).

Preuve pour ¢ > o. — Si l'ensemble des (g —1)-plans coupant la
partie singuliére de I'un des V; est une hypersurface de T xI'7—!(X),
alors tout ¢-plan (¢, 7) coupe cette partie singuliere et le lemme est
évident. Sinon le lemme, supposé vrai quand on y remplace ¢q par ¢ — 1,
prouve que tout (f, z7—!) s’appuyant sur V s’appuie sur l'un des V,,
si £ est régulier; vu la proposition 1 (n° 4), 'équation exprimant ’appui
de (¢, z7—) sur V est donc

PO(I)HP’,’-"(t, BN Ne—gNE)=0,

ou P, est un polyndme, ;# o quand ¢ est régulier. Vu la définition de
l'appui (n° 4) et une propriété évidente de discr, I'équation exprimant
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Pappui de (4 x7) sur V est donc

Py(discrrzi | [P (6 EA - NGy AE) =0

7

Le lemme précédent achéve la preuve.

Preuve de la proposition 3 (n° 5) : les lemmes 27 et 28.
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