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INTRODUCTION.

Cet article présente un critère permettant d'affirmer, si les conditions
qu'il pose sont remplies, qu'un polynôme différentiel sur R" (en d'autres
termes, un opérateur différentiel à coefficients constants en n variables),
P(D), possède une solution élémentaire qui est une fonction analytique
dans le complémentaire d'un cône algébrique. La démonstration de ce
critère, énoncé au paragraphe 7 (théor. 1), fait l'objet du chapitre I.
La chapitre II présente quelques exemples d'applications et certaines
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conséquences. Le théorème 1 s'applique tout d'abord aux polynômes
différentiels dont la partie principale est à coefficients réels et dont
toutes les caractéristiques réelles sont simples; un tel opérateur diffé-
rentiel possède une solution élémentaire qui est une fonction analytique
en dehors du cône bicaractéristique réel. Ce résultat était déjà connu
dans un certain nombre de cas, d'ailleurs fort importants : bien entendu,
dans le cas elliptique (cas où le cône bicaractéristique réel se réduit
à { o j), et aussi dans le cas strictement hyperbolique (voir LERAY [6],
MIZOHATA [7]). GÂRDING [3] signale que ce résultat est une conséquence
immédiate de l'étude, menée à bien par cet auteur, des distributions
homogènes — dans le cas où l'opérateur P(D) lui-même est homogène,
c'est-à-dire ne contient pas de termes d'ordre strictement inférieur
à l'ordre maximum. La présence de termes d'ordre inférieur semble
devoir compliquer de toute façon l'étude.

Notre critère s'applique ensuite aux polynômes différentiels semi-
elliptiques. Un tel opérateur possède une solution élémentaire qui est
analytique en dehors d'un certain sous-espace vectoriel de R7^, facile
à décrire (voir p. i83). Par exemple, si l'opérateur en question est para-
bolique, au sens de Petrowski, par rapport à la variable Xi, ce sous-
espace vectoriel est l'hyperplan x^ == o. Bien entendu, le résultat était
déjà connu dans le cas parabolique (voir KOTAKÉ [5]).

Nous démontrons aussi que le polynôme différentiel de Schrôdinger
satisfait aux conditions de notre critère. Mais la démonstration de cette
propriété, effectuée au paragraphe 10, est fort ennuyeuse et prouve que
l'application du critère peut n'être pas du tout automatique.

Un exemple semble d'ailleurs montrer que certains opérateurs à coeffi-
cients complexes ne satisfont pas ce critère.

Ajoutons que pour établir le critère, nous construisons une solu-
tion élémentaire par intégration sur un cycle convenable de l'espace
complexe C".

L'intérêt de pouvoir « situer » le support singulier d'une solution
élémentaire de P(D) tient à ce qu'on peut décider de la régularité de
certaines solutions de l'équation inhomogène P (£))«=/, comme il est
bien connu dans la théorie des opérateurs hypoelliptiques, depuis un
résultat maintenant classique de L. SCHWARTZ ([8], chap. V, théor. XII).
Il en va de même en ce qui concerne l'analyticité des solutions; ceci est
établi au paragraphe 11. Ceci a diverses conséquences, dont l'une répond
affirmativement à une question de Louis NIRENBERG (question qui a
servi de point de départ au présent travail) : soit un opérateur diffé-
rentiel P(D), disons à partie principale réelle et à caractéristiques réelles
simples, r son cône bicaractéristique réel, f une fonction e^ (resp. analy-
tique) dans R", u une distribution quelconque dans R^ vérifiant l'équa-
tion P(D) u==f. Supposons qu'on sache que u est une fonction C^
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(resp. analytique) dans un voisinage de la portion de r qui se trouve
en dehors d'une boule, centrée en o, de rayon > o arbitraire. Peut-on
conclure que u est e00 (resp. analytique) dans un voisinage de l'origine ?
Comme nous l'avons dit, la réponse est affirmative : en nous exprimant
cavalièrement, nous pourrions dire que la régularité se propage le long
du cône bicaractéristique réel.

Le dernier paragraphe de cet article montre que, sous les conditions
précédentes, concernant P(D), et à condition que celui-ci ne soit pas
elliptique, P(D) possède une solution élémentaire dont le support singulier
est l'espace tout entier — et que n'importe laquelle de ses solutions
élémentaires contient toujours au moins un demi-cône bicaractéristique
réel.

CHAPITRE I.

Démonstration et énoncé du critère fondamental.

1. Une construction de solutions élémentaires.

Nous rappelons ici une méthode de construction de solutions élémen-
taire d'opérateurs différentiels à coefficients constants, sans nul doute
bien connue des spécialistes (voir les travaux d'EHRENpREis, LERAY, etc.)
et qui sera utilisée ensuite. On considère un polynôme P quelconque
(mais non identiquement nul !), à n indéterminées, à coefficients complexes.
On se donne une application 0 de R" dans lui-même, possédant les
propriétés suivantes :
(1. i) L'application 6 est une fois continûment dériuable.
(1.2) L'application 0 et chacune des applications

^^ (i^J^)u1^]
sont bornées.

Une application de R'1 dans lui-même est bornée si elle transforme R"^
en un sous-ensemble borné de R"-.
(1.3) I I existe deux constantes p, c > o telles que, pour tout c e R1, | S | ̂  p»

on ait
|Pfë+^(0)l^c.

Ceci posé, nous choisissons arbitrairement une fonction oçCX(R'l)
vérifiant o ^- cp ^-1 et

?(0==° sl \^\<9'' ^(O^1 si |Ç |^2p .

Nous notons S le sous-ensemble de 0 image de R'1 par l'application

^^+io(S).
BULL. SOC. MATH. — T. 95, FASC. 2 11
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Nous poserons alors, pour toute fonction uç.C^(R'1),

(1-4) <F^>=ft^^)dt,

où <I>(Ç) = ©(^), ^ == FleÇ, et où, comme d'habitude,

û(Ç)= / e-2^^^)^.
^7?"

Remarquons que S est une sous-variété C' de R2^ (^ G") en vertu
de (l . i); c'est une n-chaîne de C^, et c'est sur cette n-chaîne qu'on
intègre, dans (1.4), la n-forme

^OCOdÇ W=^i/\...A^),

laquelle est C" au voisinage de S, en vertu de (1.3).
Pour qui aime à intégrer sur l'espace réel R", notons qu'on a

(i.y jr^(o^ î»(9-e.(/+,ee».s,
où nous avons désigné par © la matrice d'élément générique ——•

La formule (1.5) montre immédiatement que l'intégrale qui définit
<F, u > dans (1.4) est finie. En effet, d'après (1.2), la fonction
dét(i + i ©(^)) | est bornée dans R'1, et donc la valeur absolue du

deuxième membre de (1.5) sera au plus égale à

(1-6) f\û^+iUO) ^

que multiplie une constante ne dépendant que de P et de 0 [en vertu
de (1.3) et du fait que © ̂  i]. Mais les propriétés de décroissance à l'infini
de û font que (1.6) est finie. En fait, (1.6) définit une norme continue
sur l'espace C," (R'1) = a) (R11) (pour la topologie de Schwartz). Plus
précisément, si l'on pose
(1.7) B=sup 0(,)|,^ e R11

et si l'on note n le plus petit entier > n/2, on a

(1.8) F û fé+ i6 (£ ) ) d^^Ciefe^^^fi+B^—^YuÇx) dx.
J J \\ 4 ^ /

(Démonstration standard.) De (1.8) et des considérations précédentes
résulte aussitôt que la formule (1.4) définit une distribution F sur R'\
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II est bien connu que cela reste vrai sous des conditions moins restrictives
que (l.i), (1.2), (1.3). Par exemple, il suffira que |0(£) | et | grad ^(c)\
croissent, pour | ̂  - oo, moins vite que Cte log(i + | S | )» et que
P (^ + i ^(0) -1 soit tempérée.

LEMME 1. — Soit F la distribution sur R'1 définie par (1.4)- II existe
une fonction entière h, de type exponentiel sur C", telle que F + h soit
une solution élémentaire de P(—jD).

Démonstration. — On a

<F,P(D)u>= rû(Ç)<D(OdS= fù^)d^—(ù^)[ï—^(Ç)}d^
tys J s ^ s

Mais le théorème de Stokes et les propriétés de décroissance à l'infini
de ù font que

f"(Ç)dÇ:= fû(Ç)dÇ=u(o).
JS Jjin

D'autre part, il existe une distribution H sur R11 telle que

<J^, u >=fû(0[i-<D(0]dÇ=r^ +i 6(0) (7(0^,
Js Jn'1

où l'on a posé
^(0=(i-?(0)dét(J+ie(0).

Noter que g est une fonction continue à support compact, contenu
dans la boule Ï ^20. Il en résulte que, quel que soit le n-uple
p ==(pi , . . . , pn), on a

F a+i ee))^a+ÎÔ(D)^(O^
Jf{n

^(2 p + B^P ' sup ! û(, + i 6(0) | f g(Q \ de.
^e^'1 J

La constante B a été définie par (1.7). On a d'ailleurs

ù^ + i Q(O) [ ̂  Fe^B^\ [ u^) [ ̂

Soit r > o arbitraire ; supposons que u garde son support dans la
boule \x | ̂ r; on a

| <Û^Jf, u > ^ II ^ i|,. II u |]z, ̂ ^(p + i + B)P l.

Ceci contient tout ce dont nous avons besoin. Cela montre que H est
une fonction indéfiniment dérivable dans R'1, puisque D^HçL^,
quel que soit p, et qu'on a, en outre;

sup D?H(x) | ̂ (20 + B)\P l e27^ || g \\^

' D I ' H , u> =\<H,Df)u^
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donc que H est une fonction entière de type exponentiel. Or on a

<F ,P(D)u>+<7î ,u>=iz (o ) .

Il reste alors simplement à utiliser le fait que tout polynôme différentiel,
tel que P(—D), applique l'espace des fonctions entières de type expo-
nentiel sur lui-même (voir e. g. TREVES [9], théor. 9.6, p. 48o). Il existe
donc une fonction de type exponentiel h, telle que P ( — D ) h = H ;
F + h est une solution élémentaire de P(—D).

C. Q. F. D.

Notre but est de démontrer que, sous des conditions convenables,
il est possible de construire une paramétrix F — à l'aide de la
formule (1.4) — q111 s01^ une fonction analytique dans le complémentaire
de l'ensemble des zéros réels d'un certain polynôme Ç. Pour montrer
que cette propriété est vraie, nous utiliserons le lemme suivant :

LEMME 2. — Soient F une distribution dans R'1, Q une fonction C^'
dans R7'. Supposons que, pour tout ouvert borné i2 de R", il existe des
constantes A, M, N=:o telles que, pour tout n-uple p tel que \p =:N,
pour toute fonction u e e^: (î2), on ait

(1.9) ^ Q / ' D ^ F , i^l^M^^pI fe-^M^l \u(x) dx.

Alors F est une fonction analytique dans l'ensemble ouvert

i^eR"; Q(x)^o ;.

Démonstration. — Soit 12 un ouvert borné quelconque de R"; posons
D == sup x \ ; soit u ç. C^ (12) arbitraire. On déduit de (1.9), pour \ p | ̂ N,

^eû

(l.io) KÇ'^'D^F, iQI^^Me-^y^pîlluilz,.

Ceci implique que la restriction à 12 de Q ' ) D^F appartient à L"(^) et
donc que, pour tout q ç ' N ' 1 , q \ > N, D ' i F , et par conséquent aussi F,
est une fonction e30 dans l'ouvert

[ x ç ^ ; Q(x)^o\.

On déduit alors de (1.10), pour tout n-uple p et tout £ > o,

(l.n) sup \DrF(x) ^ M ' ^ M e 4 0 ^ ) ' ' p\.
.r€Û,|Ç^)l>£

La constante M' est ^M, et suffisamment grande pour que (l.n)
soit vrai lorsque p ^ N. Le lemme 2 découle aussitôt de là.
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2. Déformation de la chaîne sur laquelle on intègre.

Nous conservons les notations (et les définitions) du paragraphe
précédent. Nous allons définir, à l'aide de (1.4)» une famille de para-
métrix F^ à un paramètre (réel) T^TO; la paramétrix F que nous
choisirons à la fin pourra être l'une quelconque de ces F^, par exemple F^,.
Le vecteur O(^), qui intervient dans les conditions (l.i), (1.2), (1,3),
et qui sert à définir la chaîne S, va maintenant dépendre de T, de la façon
suivante :

(L(,)=T^),

où \v(î) \ ==i pour l ^ l ^ i . L'hypothèse (1.3) sera désormais remplacée
par la suivante :

(2.i) II existe trois constantes To, o, c > o telles que, pour tout T ^ T O

et tout \ ç. R", E ^ or, on ait
IPÊ+i^a)) ^c.

Nous remplacerons alors, dans (1.4)» ^(0 par ^(Ç) = ^fê/7) (S == î{et)
et nous poserons

(2.2) <^">==/^^(0^

où S^{Ï+i^u(c); ;eR72, ] S ] > Û T ; .
Si 0 = T o ^ remarquons que 5-, n'est pas la chaîne que nous avons

notée S dans (1.4), mais que, tout de même, F = F^ en vertu de la
présence du facteur <I> = <ï>-^.

Soient deux nombres T^T^TO; nous désignerons par B(r, T')
l'ensemble des points de C" définis par

ç=^+îMO» ^^^ ^1^-
Puisque y est de norme i, on a / == ImÇ . Posons alors

(7(Ç) = <?(ReÇ/1 Im ; |), 0,3 = «(Ç) P-' (Ç) d:.

La fonction g est c" au voisinage de J3(r, r7); quant à la n-forme c.),
elle est fermée au voisinage de B(r, T') d'après (2.i). Le théorème de
Stokes implique donc

f dg/\w= gw.
^B (7, T') ^f)B(-,r')

Le bord àB(r, T') de B(ï, T') consiste en trois morceaux : 5- et S - ' ,
plus l'ensemble des Ç e C^vérifiant

ReÇ = = p f , ImÇ==^(ReÇ), T^^^T'.
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Mais la fonction g est identiquement nulle sur ce troisième morceau,
puisque cp(Ç) s'annule pour \ = p (voir p. 157). Ainsi donc, si l'on prend
en considération les orientations (*) et la définition (2.2), on voit que

(2.3) <F., u>—<J^ , u-)== I dg A ^
</B(^, T')

L'intersection du support de dg avec B(r, T') est contenue dans le compact

(2.4) ^=ï+^a);p^ s ^^.T^/^;.
Pour intégrer sur cette (n + i)-chaîne, il est commode d'utiliser les
coordonnées o- == 'ijt (en se rappelant que t ̂  T,) > o) et /. Le domaine
d'intégration est alors défini par

(2.5) p^|^2p, T^^.

Sur (2.4), on a ^ = ta, rj=tu(tcr), et donc
/ . x

dr/ = t ( d^ + î  ; (àlôu) v, j (̂ ) d^ )
< 7.=i /

+ (o-, + i ̂ (^) + U < (7, grady, (/Œ) » dL

On voit donc que, sur (2.4),

d; = t11 dét(J + if. Y(/Œ)) d^
/<

+ ̂ -' ̂  (— O'"7^/^ 0 ̂  A . . . A ^/ A ... A d^ A dt,

où y est la matrice de terme général (^/^Ç/) v / , où le chapeau signifie
que le terme qu'il couvre doit être omis du calcul du produit, et où
les a.j (o-, t) sont des fonctions continues de (cr, t) vérifiant

|ûy(o-,0|^M,<+^,

avec Mi^o ne dépendant ni de T ni de T' pourvu qu'ils restent ^T(,.
D'autre part, ^(r) = ©(cr), et donc, sur (2.4),

dg A dt = (-1)—^- V^, O-^) ^ A d/.
\^ 7 /

^©
'yv"ît^

(*) Plus précisément, on oriente B en prenant —dt , A ... A d:,,/\ dt comme
forme positive.
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Finalement, on voit que (2.3) peut s'écrire maintenant sous la forme :

(2.6) <F,,u>—<F^,u>

r ù^+iu(t^^"L,.,/^^^ '̂̂ ""—'p^l^^p'

où a(a, f) est une fonction e" dans un voisinage du domaine d'intégration,
et vérifie, pour tous o" e R" et tout t ̂  T(),

\a(cr, t) ^M,<+^.

Si l'on remplace u par D I ' U , ce qui revient à remplacer ù par yû, on
déduit aussitôt de (2.6), en tenant compte de (2. i),

(2.7) <F„û/?u>—<F,/,2^u>|

^Tl^p+i)^'^)1^271 fe:^''^ \u(x)\dx.

La constante M:j < + oo ne dépend ni de T, T' (r' > T ̂  T(»), ni de p,
ni de la fonction u. On peut donc remplacer u par Q'^u, où 0 est une
fonction C" quelconque dans R". Soit alors 1̂  un ouvert borné arbitraire
de R11, et soit K = sup Q(x) .

.reû

On déduit de (2.7), pour toute fonction u ç. €^ (^),

]<F,,û^(Ç^'u)>—<F-,D^((^'u)>|

^M:,[(2p + i)K:p' (T^ /-l4-2^ Ç e-^'^ \ u(x) dx.
tj

Nous appliquerons cette formule avec T fixe (par exemple, T = To)
et T'= p\ (en supposant | p | > r). En vue de la formule de Stirling,
nous aurons alors

(2.8) <e^^F,,u>|^|<F^:,^(Q^u)>|

^-M,^4-'1?! fe-^l^l- '^l [u(n;) d .̂

La constante M-, < + oc ne dépend ni de p e N", ni de u € c^ (Î2) (elle ne
dépend pas non plus de T, pourvu qu'on ait TO^T^ | p | ). La majo-
ration (2.8) nous dit que si nous voulons avoir une majoration du
type (1.9), en choisissant F = F^, il suffira d'établir une majoration (1. g)
pour F j ^ j à la place de F. [Il faudra cependant prendre garde que les
constantes A et M de (1.9) soient alors indépendantes de p.]
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3. Intégrations par parties.

Dans le paragraphe 2, nous avons ramené la démonstration de la
majoration (1.9) à celle de majorations du même type pour les quantités

(3.i) <F/,I)^(e.l»)>=^^(ç)^[Ç(_D,)i.,û(ç)]^

où t=\p (supposé plus grand qu'un certain nombre r^ïo). Nous
allons effectuer une intégration par parties, basée sur une identité que
nous commencerons par établir.

Pour simplifier, nous posons

Dj = (2 i 7r)-' àlà'^k [=(21 7r)-1 àjô^k s'il opère sur
des fonctions holomorphes de Ç],

^p

f^)= ^(0
Bien entendu, nous continuons à désigner par ^ la partie réelle de Ç e 0',
et nous poserons

^(O-?^)-^);

cp a été choisie p. 157. Nous commencerons par établir l'identité tout
à fait élémentaire suivante :

(3.2) -ff^)[D,û^)]^)d^
^s,

- A^//ÏO]û(0<ïMO^^
+(217:)- f f(ç) 8(0^(0 A rfr, A ... A ^/ A . . . A d^n.(2l7^)-i < / (Ou(

/^•^.s-

Ceci pour chaque j = i, . . . , n.

Démonstration de (3.2). — II suffit évidemment d'établir (3.2)
lorsque j= i . Posons d^ = d^,/\... f\d^ D'après le théorème de
Stokes, on a

(3.3) f d[^)f^)û(Ç)d^]^ f <MOf(0"(W,
t/^ <^)

en désignant par S [ ' ' ) la portion de Si qui se trouve dans le cylindre
Ç|^r ( r>o) . D'après les propriétés de décroissance à l'infini de û,

le deuxième membre de (3.3) tend vers zéro quand r -> + oc ; comme S^ ' )
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converge vers Si, on en déduit

pOMOAO^W-o,
^Sf

ce qui peut encore s'écrire

(3.4) f ̂  (Ç) d(f(Ç) û (Ç) rfQ = f d^tf\ f(Ç) û (0 d^.
J^ l/^

Mais puisque le produit f(Ç) û(Ç) est holomorphe au voisinage de S / ,
on a, dans un tel voisinage,

d(f(0 â(ç) d0 = (-^ (ç) û(ç) + f(ç) ̂  (ç)) dç.

Ceci, combiné avec (3.4)» donne évidemment tout de suite (3. s).

Comme corollaire de (3.2), on a la formule suivante, où -R est un poly-
nôme arbitraire, à n variables :

(3.5) p(0[a(-I):)û(0]<MOdÇ
^s.

=f[JÎ(D:)f(0]û(0<I»<(Ç)dÇ
^s,

+(ai7T)-^ f(-D:y{[R'"(D,)f(^W)}
q-/--Q *' st

x d<^(0 A d^f\... A (K, A ... A d^.

Dans la somme du second membre, on fait la convention de sommation
suivante : pour tout n-uple q ̂  o, on a choisi, de façon arbitraire mais
une fois pour toutes, un entier j, i ̂ j ^n, tel que q/^î, et l'on a déter-
miné q ' de façon à avoir

D^WBj.

La formule (3.2) s'écrit en effet, en posant G») = <ï» dt et en notant D^
l'opérateur transposé de — D / pour la dualité entre fonctions holomorphes
et formes de degré n sur Si,

D^f^)-.=D^+fD^.

On en déduit, par la récurrence habituelle, la formule de Leibniz :

R(D-)(f^=^^R^(D)fD^».
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On a maintenant :
Çf(r\\Tî(—T).\îi(rfm[R(-D,)ù(t)}^

J^

== fû(^R(D-)(f^
J^

^f^^^WfD^^

En transposant, dans cette dernière expression D^ sur (ujq\) R^(D)f
chaque fois que q ̂  o, on aboutit à (3.5).

Ce qu'il nous faut remarquer, c'est qu'il existe un opérateur différentiel
du Ier ordre, à coefficients continus, sur R", Ay, tel qu'on ait, sur Si,

A, œ, (,) ̂  =-- (2 i T:)-' d<F/ A ̂ . A ... À ^y A . . . A d^.

Pour calculer explicitement Ay, il suffit de se rappeler que, sur Si,
t=c,+itu(c). Notons ^(i, 0 le mineur de rang (j, k) de la matrice
I + it V(0, où Y est la matrice de terme général (àfà'i^Vj déjà introduite,
Alors

n
(3.6) A,=^(E.OA.

Notre hypothèse que les dérivées premières de v sont bornées entraîne
qu'on a, pour tout /^i et tout ^eR",

^/& 0 ^Cte ^-',

ce qui nous servira bientôt.
Nous allons appliquer la formule (3.5) avec R=Q^^. Désormais.

Q sera un polynôme à n indéterminées, à coefficients réels. Il s'agira, pour
nous, d'obtenir des majorations convenables des valeurs absolues des
quantités suivantes :

I,=fù^) JJÎ(D:) (̂ ) j-I»<(Ç)dÇ,

^^ >œ^)^)(^))]iA^<œ^ ^°-
Nous rappelons que t=\p . Nous commencerons par compter les quan-
tités le, qu'il nous faut majorer : il y en a autant que de dérivées non
nulles du polynôme R-, appelons dorénavant d le degré de Q', celui de R est
donc égal à d \ p ; le nombre que nous cherchons est donc

(d p|+n+i)!
(d p|)!(n+i)!



ZONES D'ANALYTICITÉ DES SOLUTIONS ÉLÉMENTAIRES.

Il est plus petit que
167

II suffira donc de démontrer qu'il existe des constantes A, M, N^o
telles que, pour tout n-uples p, q, \ p ^ N, et tout u e C", (R"),

(3.7) ^'^p! (\-4\^)\•\x\\u(x)\dx.\la ^MI^)^Î

Cela entraînera une majoration similaire de <F<, D ' ^ Q / ' u ) ) (pour
t = 1 p | ̂  N) et donc démontrera (1.9) à partir de (2.8).

4. Majoration des quantités 1^ |, q ̂  o.

Comme d'habitude, nous posons \ == ReÇ, ry = ImÇ. On a

(4.i) !û(Ç) ^re^l^n^llu^ld.r.

Considérons une quantité 1^ (p. 166) pour ^7^0 arbitraire. Nous
commençons par remarquer que le domaine d'intégration est compact :
il s'agit en effet de l'ensemble

K t = [ ^ ç S t ; p^|ReÇ ^2p f ! .

Posons, pour simplifier,
1 nv'1X^=^DZ û(OJ?(y)(D:)^J

On a

\I, ^sup X,(0| f A, €?,(;) di,
^ e A ( J

L'opérateur différentiel Ay est défini par (3.6), et d'après la majoration
des coefficients b^- de Ay qui vient tout de suite après (3.6), on a

(4.2) J^A^CO d^M^-^Kgrad 9)0/0 ^

—M^^"-1) ^1 grade?

Par conséquent, si l'on cherche à obtenir une majoration (3.7)
lorsque q ̂ - o, il suffira d'établir qu'on a, pour tout t ç. K/,

(4.3) |Xy(Ç) ^M^^'^p^ (teA\P\•\x\\u(x) dx,

où A et Mo ne doivent dépendre ni de u, ni de p et q, ni de Ç.
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Pour établir (4.3), il va falloir rendre plus stricte notre condition (2. i).
Mais afin de ne pas la rendre inutilement restrictive, nous allons entrer
plus à fond dans les détails. Nous supposerons que x === (x^ x"), avec
x'= (n-j, . . . , Xk), x" =--- (.TÀ+J, . • . , ^//) et que, pour tout .reR^,

Q(x)= (3(^,o).

Nous n'excluons pas le cas où k == n; mais comme Q ne sera pas constant,
donc d==degQ^i, nous supposerons toujours que À:^I. Si ^ est un
point arbitraire de G", on écrira aussi ' C , = ( ^ ' , Ç^). Si (3 est un n-uple,
on écrira aussi ^==(^,^), avec ^==(^, . . . , (3^, 5'== (^,, ...,.3,).
On introduira d'ailleurs la terminologie suivante :

DÉFINITION 1. — Un n-uple ^ sera dit de type Q si ^ " = o.

Puisque R = Q 1 ^ ) , on voit que tout n-uple de type Q est aussi un n-uple
de type R; et vice versa.

Ceci dit, nous pouvons énoncer l'hypothèse qui remplacera doré-
navant (2. i) :

(4.4) II existe quatre constantes To, &, c, s > o telles que, pour tous Ç,
zç. C'1 ayant tes propriétés suivantes :

Ç=,+IT^) , ^çR", T^TO,
^__Ç/ |^3T, 2 / /=Ç / / ,

.OT,

on ait
\P(z)\^c.

Nous poserons alors :

V _ ) 7/= F*//. •3 Yç^ K, 1 T!—— V \ ̂  <- t Z" — Y " {
-H-/ —— ) ^ ̂ : V^» , .3 ^ t -tV/, ^ ^ | ——- iy ^ —— 'ï (•

Les inégalités de Cauchy, appliquées en les variables z\ compte tenu de
ce que le n-uple q, et donc aussi q ' , dans l'expression de X^ (p. 167),
est de type Q, entraînent qu'il existe une constante An> o, ne dépendant
que de n, telle que

sup [X,(Ç)|^A/^/2)-^l sup û^)RW(D,)(——
^GK, Ce A ; \^W

On utilise une fois de plus (4.i), en remarquant que, lorsque ÇeK;,
I Im Ç | ̂  (i + s/a)/, et donc, qu'on a, pour / == p |,

sup
^ç.K't

1 " (01^ Ç e^^^^P^^ u(x) dx.
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D'autre part, q \ ̂ degR= d \p |, donc (^-^^((a/s^pi. Pour établir
(4.3), il suffira donc de montrer qu'on a

(4.5) ^t-^'\ sup J?W(Dr) ——. ^Ml/l^p!.
ç<=^ ' \ - L \^ ) /

La constante M 7 ne doit dépendre ni de p, ni de q (on a t=--\p\).
Si Ç € K;, nous pouvons écrire

j^W-^-f ^ ^<.Y J \YÏ ^21 ^^(ç);-^^?^^ ^--ç'^n.^^—ç,)5

où nous avons utilisé les notations suivantes :

^(x^yj^+^o)^-,

z'—v Zk——^k,

et où Tt(Ç) est l'ensemble des z ç. C'1 vérifiant :

2,——^=^, J = I , . . . , k (£=£/\/'2i), Z^Ç^.

C'est un À-cycle, entièrement contenu dans l'ensemble

K^^eC^ 3ÇeK,, |^—^ ^^^^j.

Or, d'après (4.4), si z ç K " / , on aura \P(z) ^c. Compte tenu de ce que,
pour tout z ç. K ' [ ,

|2 |^(2p+I+£)^,

il en résulte, pour tout Ç e K;,

^(A)(^) ^C-t^p+I+O^]17^^ ̂ (^7

Mais sizer/(r),

^f-7————) ^(50-'7-' J?^)(0)|.
\ Z —— Cs / ——

r

Mais encore, d'après les inégalités de Cauchy,

R^(o)\.^(q+r)\\\Q\\\')\,
où
(4.6) Q\\== sup e(z)|.

l--/!^'!,!-^/^»
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Nous constatons ainsi qu'il existe une constante M s > o, ne dépendant
ni de p, ni de q, telle qu'on ait, pour tout ^ç.K\,

(4.7) t-\^ RW(D:)(^) ^M^^^^t-^^Çq+r^P^
\ f )

_ ^
où ^ signifie que la sommation s'étend aux n-uples r tels que

/•
] q + r \ ̂  d \ p | == degré de jR. On a, puisque t == | p |,

2 ^ 2 r^w-
M^/l/^l M^I/^I

En combinant ceci avec (4.7), et en utilisant le fait que /^'^Mjop!,
on obtient aussitôt (4.5), et donc (4.3) et (8.7).

5. Majoration de Io .

Il nous reste à montrer que (3.7) est valable lorsque q = o. Nous avons
(voir p. 166) :

| Je | ̂  ; sup | ù (Ç) | } f R(D,) ( —— ) 1 . 1 ̂  (Ç) [ . 1 dÇ I.
( ^ e ^ ^ \^W/\

Mais si Ç e *S/, | Im Ç --= t, donc

u(^)\^Ç ̂ ^ u(x) dx,

et, d'autre part,
|^(0i^ supcp(.r)^i.

•z-eR"

En tenant compte de ce que, sur S / , dÇ=dét(J+ itV(i))dî,, où V est
la matrice ((^/^O^/)- e^ d0110 I ^ Ï ^M'^di, on voit que

|Jo|^M^{ ^(i+ISD-^^j

x >s^p[(i+|S|)-1 J?(Dr)(^^) ^^eï7:tw\u(x)\dx.

Donc, en rappelant que / = \ p |, nous voyons que s'il nous faut
obtenir (3.7) pour q ••== o, il nous suffira d'établir une majoration

y(5.i) (i+[S|)^ JR(Dr) \^MW+ip\, ^-ReÇ,"V-PGO.
où la constante Mn > o ne doit dépendre ni de Ce Si, ni de p.
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Nous commençons par appliquer la formule de Leibniz :

J?(ûr) (ï^))^ ̂ W) R{r) (̂ ) (p-' (0)
/•

"2 (^(^'^-'"^-^(ûrXP-^O).
/•-</. v

Nous avons posé ̂  = (^.. Y^V r^p signifie que r/^p, pour

tout j === i, . . . , n. Comme

2 (i^217^1711 ^1^
r-</.

on voit que, pour obtenir la majoration (5.i), il suffira d'obtenir une
majoration

(5.2) sup { ( i + 1 ^ [ )7^' Ç^-/- .R(/-) (Dr) (P-1 (Ç)) | } ̂  M'/; l 4-1? !,
^G^t

où Mi.2 ne doit dépendre ni de p, ni de r (on rappelle que t = \ p et
que ^-^p). Pour obtenir une majoration (5.2), nous devrons renforcer
nos hypothèses, et tout d'abord, supposer dorénavant que Ç, et donc
aussi J ? = = = Ç l / ^ l , sont des polynômes homogènes. Ceci va nous permettre
d'appliquer le lemme 3 ci-dessous.

Il est commode, pour énoncer le lemme 3, d'adopter les notations
suivantes. Soit N(n, ^) le nombre de n-uples a = (aj, . . ., a//) de

longueur l a = = ^ ; on a d'ailleurs N(n, v)= <n + ̂ !. Nous noterons
m v\

alors ^(v) la fonction définie dans R^, à valeurs dans R^7^) dont les
valeurs ont pour coordonnées les fonctions scalaires D^g, |a == v (ici,
comme plus bas, g désigne une fonction e30 arbitraire). Plus généralement,
nous noterons '^ la variable dans R^"^), ̂  sa coordonnée correspondant
au n-uple a, a == -y.

LEMME 3. — Pour ^01^ entier k^o et tout n-uple a de longueur a ^ A-,
l'Z i/ a un polynôme U^ ayant les propriétés suivantes :
(5.3) U^(—îYk[ et U^=o si |a =i;
(5.4) Si 2^|a |^Â' ,[ /â est un polynôme en les 'i^ pour 2 ^ j p ,

p-^a (i.e., ay^p^^ pour tout j =i, . . ., n);

(5.5) 5'z T est une indéterminée,
U^(T^ ...,T-^, .. .)=Tla|^(^ ...,^ ...);

(5.6) ||[/â||^^(À:—|a|4-3-7)!,
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et enfin :

(5.7) Pour tout polynôme homogène H en n variables, de degré k, et pour
toute fonction gçC^,

^)(^^4ç,...,ç,...)^,('ç).
Nous avons défini la norme d'un polynôme U, \\ U ||, en un nombre

quelconque N de variables ^ ( j = i, . . ., N), comme le maximum de U \
sur le « cube » unité de C^ [cjf. (4.6)]

II ^ /1 |= sup |l/(0.
l^-l^i

/=l,... ,IV

Démonstration du lemme 3. — On commence par appliquer la formule
de Leibniz, de la façon suivante :

o=^)(^)=2 ^IIWW{^
\ oc [ ̂  k

où nous avons posé iy.==D" gfg. On déduit de cela

(5.8) -9H(D)^)= ^ ^^(Z))Q).
o<|al^/;

On raisonne alors par récurrence sur le degré k de H. Les propriétés
(5.3) à (5.7) sont trivialement satisfaites, lorsque k=o, par. U°o =i.
On peut donc écrire, d'après (5.8),

(5.9) -^)Q)= 2 !î
o < | a | ̂  /;

x 2 ^"'"(^ ...^(P))^^)),
lP!^--|a|

où E ( V ) désigne l'élément de R-^^'^ ayant pour coordonnées les D ' ^ g l g
avec | r \ = ^. On réordonne la sommation dans (5.9) :

-gH(D)^= ^ ^-lfê(^), ...,^))^?a^(^))
lal=i, |p|^/.--i

+ 2 |î^-la'a^..•.^))?a^)(^)).
2^fal^/ :

iPl^^-la!

Nous appliquons la formule d'EuIer pour les fonctions homogènes :

y ^H^^=(k-\^\)H^^
[a |= i
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d'où

-<7H(Z))f-)= ^ (A- P )[7|-l(^),...)^ç!'fë(,))
'"/ iPl^-i

+ 2 ^ 2 t^-1-1^,,...)^^)^,).
2 ^ | Y 1 ^ ^ \ a+(3=y * /

\ [ a j ^ - 2 /

Finalement, on voit que

(5.io) -u^=(k-\^)u^+ ^ l^lr'",
a+^=Y
|a|^2

où, dans tous les cas, Y | ̂ _ k, et où, au second membre, le premier
terme n'est présent que lorsque |v ^k—i, alors que la somme, qui
constitue le deuxième terme, n'est présente que lorsque Y ^2. On a
U^=—kU^~1 et, en vertu de la récurrence sur k, UI^=Ufv~ï=o
si y | == i, d'où (5.3).

Encore à cause de la récurrence sur A", on voit que [/£ n'est fonction
que des ^a pour a^y et |a ^2, d'où (5.4). De même, la propriété
d'homogénéité exprimée par (5.5) est vérifiée puisqu'elle l'est par les î/a,
avec l^k. Reste à vérifier la majoration (5.6). On a, d'après (5.io),

|[ l/S I ] ̂  (k— | y | ) (k— i — | y | + 3")! e^)'1

+ ^L ^-\^^(k- ̂ 1+3-)!,
•2^| a|, a-^y

d'où l'on déduit facilement (5.6).
Le lemme 3 est démontré. Nous allons l'appliquer en vue d'obtenir

la majoration (5.2); nous prendrons donc H=R(7). Nous obtenons
ainsi :

(5.z.) ^(D)(^)= 2 ^'-'''(^•••^-'(Ç)-
\^\^\p\d-\r\

Soulignons le fait très important suivant, déjà signalé à propos de la
majoration (5.2), que nous nous intéressons seulement aux n-uples r
tels que r ~^ p.

Un autre aspect important de la somme, au deuxième membre de (5.11),
c'est que le n-uple a est nécessairement de type R. Si nous utilisons le
fait que R == Ç17'1, nous voyons que a est de type Q. Revenons d'ailleurs
au polynôme Q. On a, pour tout n-uple s,

(5.12) ^(^^Coô^.-.ô^^,

BULL. SOC. MATH. — T. 95, FASC. 2. 12
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où la sommation s'effectue sur les ensembles o-==((7j, . . . , ( T J ^ [ ) de p
n-uples o-y vérifiant o-j + . . . + o-^ ; = s, et où

Co^^î /^ i ! .. .^i/.i!).

Finalement, nous devons étudier une expression

z,.^^^"-"-1^.-)^^^)-^'.^).

où r est un n-uple de type Q et ^^p. La sommation s'effectue de la façon
suivante : 5 varie dans l'ensemble des n-uples de type Q et de
longueur ^d p ; a == s—r; la sommation par rapport aux o-/ s'effectue
comme dans l'expression (5.12) de -R^. Enfin, remarque importante,

les ^a 1 7 ' 1" 1 7^?-? • • • ) ne dépendant que des P^/P, où 1.3 ^2

et p -< a [d'après (5.4)], en particulier ,3 est de type Q.
Il nous faut démontrer que, sous des hypothèses convenables, on a

(5. i3) sup i (i + I £ y^' I ^-/'^/- }-=cMW+ip\.
^€^ '

Ceci entraînera bien (5.2) [on a iF^)!^0 pour Çe5/ d'après (4.4)].

6. Les hypothèses principales.

Pour établir les majorations (5.i3), nous allons rendre plus strictes
nos hypothèses concernant le polynôme P. Dorénavant, nous supposerons
que Q == Q}, où Ço est un polynôme homogène de degré rfo, et 7 un
entier ^i qui sera choisi plus loin. Nous admettrons qu'il existe des
constantes 0, C > o telles qu'on ait, pour tout nombre t^-o et tout ^eR",
m^
(6. i) Pour tout n-uple ,3 ̂  o, de type Q (définition 1),

/ t \ 0 ( | P | - 4 )^[p^a+^œ) ^c(——) |P(S+^(O) ;
^ , ^ /^a+^q))^ ^ c ( t_\0(6..) Q.[t P(,+^(,)) )\^c[r-^)t

Nous rappelons que P ( ' )=gradP et, plus généralement, que P171 est
le vecteur de C^'^ ayant pour coordonnées les P^3) avec ! ,3 1 ==j = i, . . . .
Nous poserons, pour simplifier,

MOO^t^—)0;
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on remarquera que Af(ii, Q^i. Nous supposerons que la constante C
ci-dessus est ̂ i. Alors, d'après (6. i), on a pour j ̂ 2 et Çe51/,

(6.3) 1^ ^[C^-'M^O^F.^(0
On utilise ensuite la propriété d'homogénéité (5.5), et la remarque
de la page 174. Si nous tenons compte de (5.6) et de (6.3) nous obtenons

.6 ^ ^Y^2^)(6.4) u-[^)-U^PJ^^•'} ^ekn(k—\^ +3 / ()!(C^ lMa,0•/Oa^.

D'autre part, encore en vertu de (6.1) et en augmentant, si nécessaire,
la constante C, on a pour tout n-uple y ̂  o,

Q^ t p^^r
P^) .

^ r
•==. ^9

et donc, pour tout n-uple y,

c7-p^^rP^) .(6.5) Q^ t
— ( C^-M^O'"171

> ^
^À.

Nous allons tenir compte de (6.4) et (6.5) dans l'expression de Z, (p. 174).
Soit o-==(o-i, . . . , ( T ^ [ ) un ensemble de p n-uples; nous désignerons
par ^(o-) le nombre de ces n-uples 07 tels que | o-y | < À/2. En tenant
compte du fait que Q est homogène, de degré d, on a

(6.6) ïr ^^C^^-i^7^ P\——\S ^(ciiy^
X M (^, 0 ' a ̂  C ' - '' ' ) \t-^\P\-\s \ ) M (^, 0^ ̂ /-2.

Nous rappelons que a == s — / et que r-^p. La sommation est celle
que nous avons précisée p. 174. En particulier,

o-,+. . .+ v\p\==s.
II en résulte que

5 1 ^ , ( Pl-^)),

et donc, puisque s—r ^\s\—\p\^

. ; | o î +7^(0)}^ p\,

i ) p\—/-^^

où nous avons posé ? /==( />—4) /4- II es^ bien entendu que nous suppo-
serons dorénavant / > 4. Compte tenu de ceci, nous déduisons de (6.6)

Z/.I^Ml/^'M^.O''1^^^^ p\—\s ^-S")^-^!-^-'.
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Revenons à la définition de M(^ t), et fixons À de manière à avoir À' 6^2,
ce qui entraîne, pour tout n-uple p, tel que | p | ̂ n + i,

Ipl^e^lp +n+i,
soit

M^tY'^^M^t)^^ ' t ^i+n+ï

.t+ Ï\
^^l+^(i+^|)-.-^4_|^ y/.^

en supposant f^T-o^i. Remarquons ensuite que, sur Si,
\^-r ^ ^ + | ^ | ) 1 / — — — 1 ^ ; / - 1 / - 1 ^ + | Ç | ) 1 / - 1 ,

et donc, enfin, pour tout Ç e Si,

| ̂ -"Z, | ̂ M'^l^^i + | ^ | )-^ / i^ l+»+ 1 ^ ,

où nous avons posé

I,--=^(d\p — s\+^)lt-^^,

la convention de sommation ayant été décrite p. 174. Comme t= p ,
on a, pour tout Ç e -S/, en vertu de la formule de Stirling,

( i+ !S )^1 ^•ZJ^M^1?!^,

et il suffira donc de prouver qu'on a I,,^M/c14-1. Or, d'après la formule
de Stirling, on a

(d\p\— s +3'l)\^MW+i(d p — s\Y\î)\-\s\^M^-ï(d\p\)d'[p'[~}[s}

et donc, puisque / = \ p ,

I^M^^c^lpl)-^.

Tout revient à montrer qu'on a

(6.7) ycw\p )-'^^M^i4-1.
Démonstration de (6.7). — Soient X(^(j=î, . . . , | p [ ) p | vecteurs

« indéterminés » de R^; on a

(X(])+...+X^l^=^câ(X( l))^...(X(l^'))(T>^,

où, comme d'habitude, si X est un n-vecteur et p un n-uple,
X^=X^.. .X^, et où la sommation s'effectue par rapport aux n-uples
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o-=(o-i, . . . , o - ) ^ i ) tels que o-j +. . . + 0-^,== 5. Appliquons (6.8) lorsque

X^/ = i / d p pour tous j=i, . . . , |p , k = i, . . . , n.

On obtient

^câ(d p[)-M=d-^l.

Reportons ceci dans (6.7) en nous souvenant que la somme s'y calcule
aussi par rapport à tous les n-uples s tels que | s ^ d p . On voit que

^csa(d\p )-M^d-M27^+.^l+•J.
,s', (7

Ceci démontre (6.7) et, par conséquent, (5. i3).

7. Énoncé du critère qui a été démontré.

Dans les paragraphes 1 à 7 du présent chapitre, nous avons construit,
sous des hypothèses convenables, une solution élémentaire de P(—D)
qui est analytique dans le complémentaire d'un certain cône algébrique
réel { x ; Q(x) == o j . Nous allons maintenant énoncer les conclusions
de cette étude, en y apportant quelques simplifications évidentes. Tout
d'abord, nous raisonnerons sur P(D) au lieu de P(—D). Nous poserons,
pour toute fonction f et x e R",

f(x)=f(-x).

Ceci n'est autre que la symétrie par rapport à l'origine, agissant sur les
fonctions définies dans R". On peut la définir sur les distributions sur R",
en posant

<T, u>=<T,S>, ize^(R/Q.

On voit alors facilement que les hypothèses et la conclusion de l'étude
qui précède sont invariantes par symétrie par rapport à o puisque, si E est
une solution élémentaire de P(—û), Ë en est une, pour P(D), que E
et Ë sont analytiques en même temps dans un cône donné (ceci sous-entend
que le cône est symétrique par rapport à o, ce qu'il est — puisqu'il est
algébrique), et enfin toutes nos hypothèses sont invariantes, comme
on le vérifie en substituant ^ à — c et u (— Ï) à — v(t).

En second lieu, nous remarquons que les zéros de Q et ceux de Ço
sont les mêmes, ainsi que les n-uples de type Q et ceux de type Ço
(définition 1). Ainsi avons-nous le droit de remplacer partout, dans nos
hypothèses [c'est-à-dire dans (6.1)] et dans notre conclusion, le poly-
nôme Q par Ço. Ayant fait cela, nous pouvons omettre l'indice o et écrire Q
au lieu de Ço.



178 F. TREVES ET M. ZERNER.

Soit enfin Ce 5- et zeC tels que z ' — ^ ^ZT, z " = t " (cf. p. 161);
on a, en vertu de (6. i),

P(z)-PC:)i^3 ^ -̂ P(?)(Ç)
P"

f^o,8"=o

^C^IP^)

Si donc ^^i^C^'), nous voyons que |P(z) P(^) |/2. Ceci signifie
que la conjonction de (2.i) et de (6.1) implique (4.4). Nous pouvons
donc énoncer ainsi le critère démontré :

THÉORÈME 1. — Soit P un polynôme à n variables, à coefficients complexes.
Supposons qu'il existe :

i° un polynôme homogène de degré d, à n variables, à coefficients
complexes, Q;

2° une application C\ ^R^—^R", bornée ainsi que toutes ses dérivées
premières, v(c) \ = i si \ \ ̂ i,
satisfaisant la condition suivante :

(7.2) I I y a des constantes p, To, 0, c, C > o telles que, pour tout T^TO
et tout E,eR", | ̂  | ̂ pr, on ait

(7.3) |P(S+ÏT^)) -C:

(7.4) pour tout n-uple p ^z o, de type Q (définition 1),
, 0 ( | p | - - j ^^i ^+^(0)1 ^c(' pa+iï^o) i-'^-

/ g radP( ,+fT^(Q) \ | / T
^^-P(,+i.v©) . f^-^^r-^

(7.5)

Dans ces conditions, le polynôme différentiel P(D) possède une solution
élémentaire qui est analytique dans l'ouvert i rreR"; Q(x)-y^ o j .

Comme scholie, rappelons qu'on peut prendre E == Eo + h, h étant
une fonction entière de type exponentiel, et Eu étant la distribution
définie par

û(Ç)--r^^^^js^a) (' ?-Ëo, û > =

où u est un élément arbitraire de (f^(R^), u sa transformée de Fourier,
T un nombre réel ̂  T(»,

S- == ; re C" ; ReÇ =. ̂  Im: == T^Q :,
(D,(^)==çp(T-iy, où 9ee^c(R/^), o^^^i ,

cp(0==o si ^ | < p et cp (i) = i si c | > 2 o.
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CHAPITRE II.

Exemples d'applications.

8. Polynômes différentiels à caractéristiques réelles simples
et à partie principale réelle.

Comme auparavant, nous considérons un polynôme P en n indéter-
minées, à coefficients complexes, dont nous noterons m le degré. La partie
principale de P, c'est-à-dire la partie homogène de degré maximal, ici de
degré m, sera notée P,,,. Nous ferons l'hypothèse suivante :
(8. i) La partie principale P^ de P est à coefficients réels.
Les caractéristiques de l'opérateur différentiel P(D) sont par définition
les vecteurs t ç. C'1, Ç 7^0, tels que

P/40-o.
Un tel vecteur est appelé une caractéristique simple de P(D) si

gradP^(Ç)^o.

Nous ferons la deuxième hypothèse suivante :
(8.2) Les caractéristiques réelles de P(D) sont simples.

Exemples de polynômes différentiels vérifiant (8. i) et (8.2) : les opérateurs
à partie principale réelle qui sont, soit strictement hyperboliques, soit
elliptiques; les opérateurs ultrahyperboliques.

Supposons donc que (8.1) et (8.2) soient vérifiées. Lorsque ^eR"
parcourt le cône caractéristique réel de P(D),

r=;^o;p./(o=.oi,
la réunion de j o j et de toutes les droites d'équation

x=tgrëidP^), f çR' ,

forme un cône, appelé cône bicaractéristique réel de P(D). Soit 7 l'inter-
section du cône F avec la sphère unité de R\ L'intersection, avec cette
même sphère, du cône bicaractéristique est l'image de y par l'application

^ -W-TlSIff-
II n'est pas difficile de voir que (sous les conditions où nous nous sommes
placés) cette image est un ensemble algébrique, c'est-à-dire l'ensemble
des zéros d'un certain polynôme (puisque nous sommes sur le corps des
réels). (Voir, par exemple, F. BRUHAT [2].)
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Il en résulte que le cône bicaractéristique réel lui-même est l'ensemble
des zéros d'un polynôme homogène, que nous noterons Q. Bien entendu,
ce cône n'est pas identique à l'espace tout entier, i. e., le polynôme Q
n'est pas identiquement nul.

Nous allons démontrer que le théorème 1 admet la conséquence
suivante :

THÉORÈME 2. — Soit P(D) un polynôme différentiel dont la partie prin-
cipale est à coefficients réels et dont les caractéristiques réelles sont simples.

Alors P(D) possède une solution élémentaire E qui est analytique dans
le complémentaire du cône bicaractéristique réel de P(D).

Démonstration. — Soit ^ une fonction e" dans R", o^^^i, nulle
au voisinage de l'origine, égale à i en dehors de la boule | Ç | < 1/2. Soit 'v la
fonction définie en (8.3); posons v=^u. Soit Q le polynôme introduit
plus haut : l'ensemble de ses zéros réels est exactement le cône bicarac-
téristique réel de P(D). Nous pouvons noter d son degré (Q est homogène
de degré d). Nous allons démontrer que u et Q satisfont à la condition (7.2),
avec 0 = i . Ceci résultera de la propriété suivante :

(8.4) II existe une constante c> o et un nombre p^i tels que, pour
tout nombre réel T ̂  i et tout EeR', vérifiant \ ^OT,

l^fë+^(0) ^CT(iÇ|+T)7"-'.

Démonstration de (8.4). — II suffit visiblement de considérer le cas
où P = P,^ Or, pour \ \ ̂  i, on a

P/.(S+iTyfê))|^ P,.(0+iT[gradP/,(,)| —Kï-2^ + r)—2,

où K est une constante ^o, ne dépendant que de P,//, nulle si m^i.
Comme P,/, est réel dans R", on a

P/.0) + ÏT | gradP/,(Q | ^T gradP,,(Q 1.

Comme les caractéristiques réelles de P(D) sont simples, |gradP,/,(£)
ne s'annule pas pour ^o (là où gradP//, s'annule, P//, s'annule aussi
d'après l'identité d'Euler), donc, par homogénéité, pour tout (;€RS

|gradP,^)|^Co|E m-ï.

Finalement, pour | ̂  | ̂ i,

i P.n^ + ̂ V(i)) \ ̂ T { Co \ i^- '——^ïd \ \ + T)̂ -°- j,

De là, la propriété (8.4) découle facilement.
Les propriétés (7.3) et (7.4) sont des conséquences immédiates de (8.4)

(on prend 0 = i comme nous l'avons dit). Reste à vérifier (7.5), aussi,
avec 0 = i .
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Raisonnons sur la sphère unité ^eR"; |^ = = i j . On a, sur cette
sphère,

(8.5) |Ç(gradP,,(E))|^Co ?,.(,) .

En effet, Ç(gradP/^)) s'annule là où ?,„(£) =o, et cette équation
définit une surface algébrique sans singularités (en dehors de l'origine).

Le premier membre de (8.5) est homogène en ^ de degré d(m—i)
alors que le deuxième l'est de degré m, donc, pour ^eR" arbitraire, on doit
avoir
(8.6) (3(gradP,,C)) ^ Co | S |^-1)— \ ?„(£) |.

D'autre part, pour des raisons d'homogénéité évidentes, on a

(8.7) e(gradP,,(0)—e(gradPG+i^(E))) ^C,T(|^ +Ty/(—i)-'.

Supposons maintenant que | '^ \ ̂ pr, comme dans (8.4); on a

|P/.(O ^ -Pfê+t^O) +QT(|, +^-1

^c:jpa+iTi;(o)i.
En tenant compte de ceci et de (8.7) dans (8.6), on voit que

/gradP(g+lT^))\| ( ^\d^-,^n ^ T(|^|+T)^^-1)-I

^\ P(;+^^G)) .) i — " ) ~"7'—-"^w-" + -r^—-•-—iPÊ+^a))^-1 iPÊ+^yco)^
^pT. En utilisant une fois de plus (8.4), onCeci est valable pour

obtient

Q ^gradP^+i^Or
, P(^+IT^)) ^

^ p/_i)(,,,--j)_i
(|^|+^-i)(—i) +T-</+1(IS +^)-

La propriétés (7.5) est une conséquence immédiate de cette inégalité.
Le théorème 2 se trouve ainsi démontré.

COROLLAIRE 1. — Si P(D) est strictement hyperbolique, P(D) possède
une solution élémentaire qui est analytique dans le complémentaire du cône
bicaractéristique.

En effet, si P(D) est strictement hyperbolique, il existe un nombre
complexe Z y ^ o tel que zP(D) ait sa partie principale à coefficients
réels.

COROLLAIRE 2. — Si P(D) est elliptique, P(D) possède une solution
élémentaire analytique dans le complémentaire de l'origine.

En effet, P(D)P(D) est à coefficients réels et n'a pas de caractéris-
tiques réelles, donc son cône bicaractéristique est réduit à } o ;. Si E est
une solution élémentaire de P(D)P(Z)), P(D)E en est une de P(û).
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Supposons toujours que P,n(D) est à coefficients réels et que les carac-
téristiques réelles de P(D) sont simples. Il résulte facilement de (8.4)
que la solution élémentaire E de P(D) construite au chapitre 1 est propre,
ce qui signifie que, pour tout opérateur différentiel à coefficients constants,
R (D), plus faible que P(i) ,(ce qui veut dire que la fonction

2 ̂ Ol2)^!^^!2)
^ / / \ a /

est bornée dans R"; on a
i?(D)E*L^cLL.

9. Polynômes différentiels semi-elliptiques.

Dans ce paragraphe, m désignera un n-uple (m,, .. ., m//) (les my sont
donc des entiers ^o). Si p==(pi, . . . , p//) est un autre n-uple, on pose

IP^I=^Py/^7-

Étant donné un polynôme P (à n variables, à coefficients complexes),
il existe toujours un n-uple m tel que

(9.i) P(X)= ^ a,Xr,
\ / > •• ' n i ̂  i

tel, de plus, que

P///(X)= ^ a,XP
\p:m\-,\

ne soit pas identiquement nul. Mais, en général, m n'est pas unique. Si l'on
peut choisir m de sorte que le seul zéro de P,n dans R'1 soit l'origine, alors m
est unique : car pour chaque j ==i , . . ., n, m; est exactement le degré
de P(X) par rapport à X/.

DÉFINITION 2. — On dit que le polynôme différentiel P(D) est semi-
elliptique s'il existe un n-uple m tel qu'on ait (9. i) et si le seul zéro de P^
dans R" est l'origine.

Les polynômes différentiels elliptiques et ceux paraboliques (au sens de
Petrowski) sont semi-elliptiques. On peut démontrer (voir HÔRMANDER [4],
theorem 4.1.8) que les opérateurs semi-elliptiques sont hypoelliptiques.

Si P(D) est semi-elliptique et si mj est le degré de P(X) par rapport
à x / ( j = l ' • • • , ^ ï ) . nous dirons que m ==(z7?i, . . . , / T ? / / ) est le multi-
degré de P(-D). Nous poserons, pour ÇeC",

T \»l —— T. \'>li 4- -L | Y inn Y' __ (Y V \'-s 1 — ^ 1 1 1^ • • • l̂  j ^/^ 9 ^ — \^ï9 • • • » ^ n ) '
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LEMME 4. — Si P(D) est semi-elliptique de multi-degré m, il y a des
constantes p, C > o telles que, pour tout Ï, 'n ç. R", vérifiant

(9.2) [ ^ ^^pl^l^,

on ait

(9.3) i + | S |- + | YÎ -^C(i + I P(i + ̂ )|).

Démonstration. — II suffit de raisonner dans le cas où P == P,n. Il existe
une constante c > o telle que, pour tout ^eR", si \^\/ll=ï, P//,(i) ^c.
Donc, par continuité, il existe un nombre ô > o tel que si \T^\"l^o,
P/ / /G+^) ^c/2.

Il suffit de prendre p = ô~' et d'utiliser la propriété d'homogénéité

P /fi/fHi v /j/ /«„ v \ _ / P ^ X Y ^
771 \JL -^Vj , . . . , l ' -^V//^ —— t - l /« ^-'^J ? • • • 9 -^!l)f

en choisissant Z = [ ^ -1 pour E ̂  o maintenant arbitraire.
Un autre fait que nous utiliserons c'est que si l'on a (9. i) et si p est

un n-uple quelconque,

(9.4) IP^OI^CO+lçi-)1-!^',
où C est une constante > o indépendante de Ç e G".

Supposons que P(D) soit semi-elliptique. Alors, pour chaque ^eR7 ',
notons d(E) le degré du polynôme P(T Ï ) par rapport à l'indéterminée T.
Nous désignerons par V/< le sous-espace vectoriel de R" formé de 0 et
des 17^0 tels que d(i) soit minimum, sans être maximum et sans être
nul [noter que si degP >o, Ï ^z o implique d(i) ^z o].

THÉORÈME 3. — Si P(D) est semi-elliptique, il possède une solution
élémentaire qui est analytique dans le complémentaire du sous-espace
vectoriel Vp de R".

Démonstration. — On choisit les coordonnées dans R" de sorte que
x\, .. ., xi, soient les coordonnées de l'orthogonal de Y/., i. e., que Y/< soit
exactement l'ensemble des zéros de

e(x)=xî+...+x^.
Ainsi nous nous trouvons dans la situation introduite p. 160. Nous
prendrons v(i) = (i, o, .. ., o). On voit facilement que la propriété (7.2)
est une conséquence du fait suivant :
(9.5) I I existe des constantes p, C > o telles que, pour tout n-uple ^ de

type Q (i. e., tel que (3/= o si j > k) et tout Ç = Ç, + IT, ".') e C"
[ Ç j ^ p T , T^I, on ait

T!PI|P(?)(Ç) ^c( T , , \^ PC:) .
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Nous déduisons (9.5) de (9.3) et (9.4). En effet, prenons Y] = r(i, o, ..., o);
(9.2) devient Sl^^pT7"1, qui est une conséquence de El^p^^T,
puisque mj^my pour toutj. La conjonction de (9.3) et (9.4) entraîne

IP^C:) ^(7(1 + T ^ + 1 ^ ^ ) - I P = ^ I .^(0
Mais si ,3 est de type Q, (3 : m [3 |/m.i et donc

(|^)l^^|^|+_+|^

d'où immédiatement (9.5).

COROLLAIRE 1. — Tout polynôme différentiel elliptique possède une
solution élémentaire analytique dans R"\ { o j.

En effet, si P(û) est elliptique, Vp={ o j.

COROLLAIRE 2. — Si P(D) est parabolique par rapport à Xi, il possède
une solution élémentaire qui est analytique dans rouvert j rceR"; rci 7^0 j .

En effet, si P(D) est parabolique en .r,, Vp est Phyperplan d'équa-
tion x\ = o.

10. L'opérateur de Schrôdinger.

L'opérateur de Schrôdinger

\{àlàt)+(alàx,Y+...+(àlôx.y

possède une solution élémentaire E qui est analytique dans l'ouvert t -^- o,
par exemple

/ pir./'i. \n / I ̂  2 \
E=il———\ Y(0expf^- ,

\2 \/7:t} \ 4" /

où Y est la fonction d'Heaviside. Nous allons montrer que le polynôme
différentiel de Schrôdinger satisfait aux conditions du théorème 1. En fait,
nous raisonnerons sur le polynômeP(X) == Xj — X' |2, où X' = (X.^.... X//)
et \X' ^X^... +X^. Nous montrerons que la condition (7.2) est
satisfaite si l'on prend Ç(X) == Xj et

v (0 ==(^(E),^)),
avec

M£)=û(£)([a(0]2+ ^|2)-1/2,
</(£)= £' (K^+l^l2)-1/2.

La fonction a est définie ainsi :

^(£)=(i+^)^/2,
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et où cp est une fonction (?3C de feR' , o ^ c o ^ i ,O Ù < = I+ s'i2
cp( f )==o pour f=^o , o ( f )==i , pour ^^—i . Nous supposerons qu'on a
toujours
(10.1) ; ^pï, T^I,

où p est une constante qui sera choisie plus bas. Posons Ç ==i; + iry(Ç)-
Alors

ReP(Ç) = ̂ - i ̂  1- - + ï 2 1 ̂  l2/^)]2 + | ̂  2),
ImP(0| =T(^) + 2 ^ ^(^(S)]2^- ^ T2.

Nous allons démontrer qu'on a, sous les conditions (10. i),

(10.2) P^I^CTV^T+IEI)172.

La constante c sera > o et indépendante de T et ^. Comme p(1 '0-- • • ° ) = i
et que les seuls n-uples (3 de type Q sont ceux tels que P/ === o si j > i,
on voit que (10.2) entraînera la validité de (7.2).

Nous distinguerons plusieurs cas, suivant la valeur de t = ^i/(i + '^ 2),
et nous supposerons qu'on a

(10.3) ReP(Ç)|^-(T+IU),
•û

autrement (10.2) est vérifiée.

i ° i^ — i. — Donc ^i < o, en vertu de quoi (10.3) fournit

|^|+|^|^T+2T2 |^/(a2+ ^ 2).

Nous choisissons p dans ( lO.i) de manière à avoir | Ci | + | ̂
d'où

ST^^ ^ Y^+i^l2),

. 2 T,

d'où

(10.4) (^+|^-)1/-2^T.

Puisque t^—i, on a a(y^ ^i : en prenant p > 2 , on a abouti
à une contradiction : donc (10.3) doit être faux, donc (10.2) est vérifiée.

2° — i ^t^Q. — Ici encore, (10.3) implique (10.4)» d'où

ImP(0^^+^|2)^ ^l2 .

Mais [ Ci \^\t\{i + |^p). Si p > 5, ceci exige | ^ | > i , et donc

; 2 | ^ 2, soit ImP(Ç)^(|^ ^l2). Mais le fait que a^i
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entraîne ImP(Ç)^T/2, donc

imp(o^(T+i,, +im
ce qui entraîne aussitôt (10.2).

3° o^^4. — On a | ^ | ^4( i+ ^ ^. Comme a (0=]
pour t ̂  o, on a

ImP(Ç)^T(i+ S72)172^!^ + ^ ï2,

d'où aisément (10.2).

4° t ̂  4. — Alors | ̂  |2 ̂  I | c, ; on déduit de (10.3)

3 „ ^2(r+i,, +i^,r),
d'où u |^i6 T. On utilise une fois de plus le fait que ImP(Ç)^T/2.
Ceci donne, compte tenu de ce que 4 \ '!! |2^ | E i |,

:[mP(Ç)^^(T+|^ +|^),

d'où (10.2).

11. Support singulier des solutions élémentaires et régularité
des solutions.

Nous rappelons que le support singulier d'une distribution T (définie
dans un ouvert 1̂  de R"), suppsingT, est le plus petit sous-ensemble
fermé de i^ en dehors duquel T est une fonction e".

Soient un polynôme différentiel P(D) sur T{'1, x° un point quelconque
de R^.

THÉORÈME 4. — Soit une distribution T dans un ouvert ^ contenant x\
On suppose qu'il existe une solution élémentaire F de P(—D) et un ouvert
relativement compact ^f de i2, ^Brc0, tels que les faits suivants soient
vrais :
(11.1) P(Û)T est cT dans -Q^
(11.2) les ensembles

ôil' n[(supp singF) + x0] et supp sing T

sont disjoints.
Dans ces conditions, T est €^ dans un voisinage de ^°.

Démonstration. — Le support singulier de la distribution T sera
noté cS' (T). Par une translation, nous nous ramenons aussitôt au cas
où ^°==o, et nous considérons un voisinage U de à^ tel que cS(T)
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et Ur^^(F) soient disjoints. Soit gç.C^(^'), g == i dans un voisinage de
o et supp (grad g ) c U. Posons E==F; ainsi P(D)E = ô. Posons aussi

S = P ( D ) ( g T ) - g P ( D ) T :

supp S c ̂ r n (7, et l'on a

^T=£*P(Û)(^T)=£*^P(D)T]+£*5.

Désignons par J? l'une quelconque des deux distributions gP(D)T ou 5'.
Dans les deux cas, suppJ? est compact et eS(7?) est contenu dans

supp (grad g) n ̂  (T) c U n ̂  (T).

On utilise alors le fait, vrai pour n'importe quelles distributions E et R,
dont l'une au moins est à support compact, que
(11.3) ^(£*J?)c^(E) + ^(R)

(cf. démonstration de la proposition 7.2) dans TREVES [9]). Ceci entraînera,
compte tenu de ce que F = É,

^(gT)cU^(T)-^(F),

et donc que ̂ (gT), donc aussi ^(T), ne contient pas 0.
c. Q. F. D.

COROLLAIRE 1. — Soient un ouvert borné ^r de R", T une distribution
définie dans un voisinage ouvert de ^f dont le support singulier ne ren-
contre pas ô^l\ Soit P(D) un polynôme différentiel quelconque sur R\
Si P(D)T est C^ dans ^/, i7 en est de même de T.

COROLLAIRE 2. — Soit TçC'ÇR'1) telle que P(D) T soit une fonction e"
dans R". Si T est C'^ en dehors d'un compact, T est e30 dans l'espace R"
entier,

COROLLAIRE 3. — Si P(—D) a une solution élémentaire qui est (3°°
dans le complémentaire de l'origine, pour toute distribution T dans un
ouvert i^,

supp sing T == supp singP(D) T

Le corollaire 3 est évidemment bien connu ! Le corollaire 2 se trouve
dans AGRANOVIC [1].

12. Remarques complémentaires sur le support singulier des
solutions élémentaires.

Nous avons vu (théor. 2) que tout polynôme différentiel d'ordre m,
P(û), dont la partie principale P,n(D) est à coefficients réels, et dont les
caractéristiques réelles sont toutes simples, possède une solution élémen-
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taire dont le support singulier est contenu dans le cône bicaractéristique
réel. Ceci n'exclut aucunement que P(û) ait une solution élémentaire
dont le support singulier soit plus petit que le cône bicaractéristique
réel, ou bien soit plus grand. Nous démontrons ici qu'en fait, pourvu
qu'il ne soit pas elliptique, P(D) possède toujours une solution élémen-
taire dont le support singulier est égal à l'espace tout entier (théor. 6).
D'autre part, on rappelle que les polynômes différentiels strictement
hyperboliques possèdent une solution élémentaire dont le support est
contenu dans l'enveloppe convexe d'un demi-cône bicaractéristique réel
— et qui est analytique dans le complémentaire de ce demi-cône. Le
théorème 5 ci-dessous énonce que cette propriété est, en quelque sorte,
ce qu'on peut espérer de mieux : sous nos conditions précédentes, à
savoir que ?„/ soit réelle et que les caractéristiques réelles soient
simples, le support singulier de n'importe quelle solution élémentaire
doit contenir un demi-cône bicaractéristique réel.

THÉORÈME 5. — Soit P(D) un polynôme différentiel dont les caracté-
ristiques réelles sont simples et dont la partie principale est à coefficients
réels. Soit E une solution élémentaire quelconque de P(D), ^ç.R\ \ ̂  o,
un vecteur caractéristique réel quelconque de P(D).

Alors Fune au moins des deux demi-droites

x=tgrsidP^) ou bien x ==—/gradP,^), ^o,

est entièrement contenue dans le support singulier de E.
Démonstration. — II existe une fonction u, C'11 dans Rn, qui est solution

de l'équation homogène P(—D)u=o et dont le support singulier est
exactement égal à la droite réelle engendrée par gradP//^) (ZERNER [11]).
Supposons alors que l'assertion du théorème ne soit pas vraie : il y aurait
un intervalle non vide dans chacune des deux demi-droites considérées
qui ne serait pas contenu dans supp sing£'. Autrement dit, il y aurait
un voisinage t2' de o, ouvert et borné, tel que

à^l' n (supp singE) et supp singu

soient disjoints. Si nous appliquons le théorème 4 avec P(D) au lieu
de P(—D), et T = u, on conclut que u est C30 au voisinage de l'origine,
contrairement à l'hypothèse que tout point de la forme x ==^gradP^)
(t réel) appartient à supp sing u.

THÉORÈME 6. — Mêmes hypothèses sur P(D) que pour le théorème 5.
Si P(D) n'est pas elliptique, il existe une solution élémentaire E de P(D)
dont le support singulier est égal à l'espace R'1 entier.

Démonstration. — II existe une solution élémentaire £'0 de P(û) dont
le support singulier est contenu dans un ensemble algébrique distinct
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de l'espace entier, et qui est par conséquent C30 dans un ouvert partout
dense de R'1. Il suffit donc de montrer qu'il existe une solution distri-
bution u de l'équation homogène P(D) u === o telle que supp sing u = R1

et de prendre ensuite E == Eo — u. Le théorème 6 découlera donc du
résultat suivant :

THÉORÈME 7. — Soit un polynôme différentiel P(D) sur R1. Supposons
que la partie principale Pm(D) soit à coefficients réels et qu'il existe un
vecteur Ï e R\ \ 7-= o, qui vérifie

P^)==o, gradP^EJ^o.

A/ors il existe une distribution u sur R1 telle que

P(D) u= o dans R" et supp sing u = R\

Démonstration du théorème. — Les hypothèses nous permettent de faire
un changement linéaire de variables dans R1 qui mette P(D) sous la
forme

P(D) == DT D, + ̂  Qm-k(D') ûi,

où D /===(Z)25 . . . , jD") et Qm-kÇD') est un polynôme différentiel d'ordre
^ m — k. Soit w la solution du problème de Goursat

P(D)w==o dans R^
D'iw = o (o ̂  v < m — 2) et D'^ ~2 w === i si Xi === o,

w = o si Xî = o.

La fonction w est analytique dans R'^ entier. D'après les conditions
aux limites du problème de Goursat, on voit que

p(i,o, •..^)(D)w==o si r r i=o,

d'où l'on déduit que la fonction Y(x^)w(x) satisfait aussi à l'équation
homogène dans R'1, P(D)(Yw)=o (nous notons Y la fonction
d'Heaviside, égale à o pour x < o., et à i pour x ̂  o). Soit alors une distri-
bution quelconque, S(xi), sur la droite; nous l'identifions à la distri-
bution S(xi) (g)!^) sur R", en notant i(.r') la fonction identiquement
égale à i sur R^1 (x1 == (xz, . . . , :r^)), et nous considérons la convolution
par rapport à Xi seulement,

u^(x)=[Y(x,)w(x)]^S(x,),
Xi

qui a un sens lorsque le support de S(Xi) est contenu dans la demi-
droite (o, +°°(» ce que nous supposerons. Bien entendu, P(û)u+==o
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dans R1. D'autre part,

D'i1-1 u^(x) = [D'r1 (Y(^Mrc))]* S(x,)
.ïi

= [Y(.r,)D',"-1 w(x)] i,S(x,) + [^x^D'r'-ivix)] * S(x,).
•Ci Xi

Mais
o^ODï1-2^) = ̂ OD^-^o, ̂ ) = ô(^)

et donc
D^-l u^) == [Y^OD—1 î )] * ̂ i) + ̂ ( î).

.Tt

Nous allons démontrer qu'on peut choisir la distribution S sur la droite
de manière que le support singulier de û^"1^ soit exactement égal
au demi-espace x^ ̂  o. En recommençant le même raisonnement pour
la distribution

u,.(x) =[Y(—x^w(x)} * S(—x^
3L\

dont le support singulier sera exactement égal au demi-espace Xi ̂  o,
on obtiendra une distribution sur jR", u = u^ + u_, qui satisfait à toutes
les conditions de l'énoncé.

Quant à notre assertion sur la possibilité de choisir S, elle est facile
à démontrer : prenons pour S(Xi) une fonction continue dans R' qui ne
possède de dérivée continue sur aucun intervalle non vide de la demi-
droite (o, + °°(- Puisque S(Xi) est continue,

[Y^OD^-'W^I^^^O
Xi

est une fois continûment dérivable; en effet,

A ( [Y(x,)D'i1-1 w{x)} * S(x,) \
f Xi ?

=[Y(x^)Dmw(x)]-kS(x,) + S^ODï1-1»^, x').
X\

Le deuxième terme du second membre est évidemment continu; mais le
premier terme aussi puisque c'est la convolution d'une fonction loca-
lement L°° avec une fonction continue. Alors, si Dm~~lu^ était une fois
continûment dérivable dans un ouvert du demi-espace Xi > o, S(xi) devrait
l'être dans un intervalle non vide de la demi-droite Xi'>o, contrairement
à notre choix.
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