BULLETIN DELA S. M. F.

FRANCOIS TREVES

MARTIN ZERNER
Zones d’analyticité des solutions élémentaires

Bulletinde la S. M. F., tome 95 (1967), p. 155-191
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1967__95 155_0>

© Bulletin de 1a S. M. E., 1967, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. E. » (http:
//smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique 1’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http:/www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1967__95__155_0
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Bull. Soc. math. France,
95, 1967, p. 155 4 191.

ZONES D’'ANALYTICITE DES SOLUTIONS ELEMENTAIRES
PAR

Frangcois TREVES er Mirmix ZERNER.

TABLE DES MATIERES.

Pages.
INTRODUCTION « & ottt ettt ettt et ettt 155
CHAPITRE I. — Démonstration et énoncé du critére fondamental.
1. Une construction de solutions élémentaires............................ 157
2. Déformation de la chaine sur laquelle on intégre...................... 161
3. Intégration par parties......... ...ttt e 164
4. Majoration des quantités | I |, ¢ 0.l 167
5. Majoration de | I, | ...oinnii i e 170
6. Les hypothéses principales. . . ........ .. .. i i 174
7. Enoncé du critére qui a été dérmontré........ ..ot 177
CHAPITRE II. — Exemples d’applications.
8. Polynomes différentiels a caractéristiques réelles simples et a partie princi-
pale Téelle . ... i 179
9. Polynomes différentiels semi-elliptiques. ............. ... ... ... ... 182
10. L’opérateur de Schrodinger. . ........ ...ttt iiiinnennnnen. 184
11. Support singulier des solutions élémentaires et régularité des solutions.... 186
12. Remarques complémentaires sur le support singulier des solutions élé-
MeNtaires. ..o v e et e 187
BIBLIOGRAPHIE. « .ttt ettt ettt ittt o et et ettt ettt 190
INTRODUCTION.

Cet article présente un critére permettant d’affirmer, si les conditions
qu’il pose sont remplies, qu'un polynome différentiel sur R” (en d’autres
termes, un opérateur différentiel a coefficients constants en n variables),
P(D), posséde une solution élémentaire qui est une fonction analytique
dans le complémentaire d’un cone algébrique. La démonstration de ce
critere, énoncé au paragraphe 7 (théor. 1), fait I'objet du chapitre I.
La chapitre II présente quelques exemples d’applications et certaines
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conséquences. Le théoréme 1 s’applique tout d’abord aux polyndomes
différentiels dont la partie principale est a coefficients réels et dont
toutes les caractéristiques réelles sont simples; un tel opérateur diffé-
rentiel posséde une solution élémentaire qui est une fonction analytique
en dehors du cone bicaractéristique réel. Ce résultat était déja connu
dans un certain nombre de cas, d’ailleurs fort importants : bien entendu,
dans le cas elliptique (cas ot le cdne bicaractéristique réel se réduit
a {o}), et aussi dans le cas strictement hyperbolique (voir LErAY [6],
Mizonata [7]). GARDING [3] signale que ce résultat est une conséquence
immédiate de 1’étude, menée a bien par cet auteur, des distributions
homogénes — dans le cas ol I'opérateur P (D) lui-méme est homogéne,
c’est-a-dire ne contient pas de termes d’ordre strictement inférieur
a l'ordre maximum. La présence de termes d’ordre inférieur semble
devoir compliquer de toute facon I’étude.

Notre critére s’applique ensuite aux polyndémes différentiels semi-
elliptiques. Un tel opérateur posséde une solution élémentaire qui est
analytique en dehors d’un certain sous-espace vectoriel de R*, facile
a décrire (voir p. 183). Par exemple, si I'opérateur en question est para-
bolique, au sens de Petrowski, par rapport a la variable x,, ce sous-
espace vectoriel est I'hyperplan x, = o. Bien entendu, le résultat était
déja connu dans le cas parabolique (voir KoTAKE [5]).

Nous démontrons aussi que le polynéome diftérentiel de Schrodinger
satisfait aux conditions de notre critére. Mais la démonstration de cette
propriété, effectuée au paragraphe 10, est fort ennuyeuse et prouve que
Papplication du critére peut n’étre pas du tout automatique.

Un exemple semble d’ailleurs montrer que certains opérateurs a coeffi-
cients complexes ne satisfont pas ce critére.

Ajoutons que pour établir le critére, nous construisons une solu-
tion élémentaire par intégration sur un cycle convenable de I’espace
complexe C".

L’intérét de pouvoir « situer » le support singulier d’une solution
élémentaire de P(D) tient a ce qu’on peut décider de la régularité de
certaines solutions de 1’équation inhomogéne P(D)u = f, comme il est
bien connu dans la théorie des opérateurs hypoelliptiques, depuis un
résultat maintenant classique de L. Scawartz ([8], chap. V, théor. XII).
Il en va de méme en ce qui concerne ’analyticité des solutions; ceci est
établi au paragraphe 11. Ceci a diverses conséquences, dont I'une répond
affirmativement 4 une question de Louis NIRENBERG (question qui a
servi de point de départ au présent travail) : soit un opérateur diffé-
rentiel P(D), disons 4 partie principale réelle et a caractéristiques réelles
simples, T son cone bicaractéristique réel, f une fonction ¢* (resp. analy-
tique) dans R”, u une distribution quelconque dans R” vérifiant I'équa-
tion P(D)u=/{f. Supposons qu'on sache que u est une fonction ¢~
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(resp. analytique) dans un voisinage de la portion de I' qui se trouve
en dehors d’une boule, centrée en o, de rayon > o arbitraire. Peut-on
conclure que u est ¢ (resp. analytique) dans un voisinage de I'origine ?
Comme nous I'avons dit, la réponse est affirmative : en nous exprimant
cavalierement, nous pourrions dire que la régularité se propage le long
du cone bicaractéristique réel.

Le dernier paragraphe de cet article inontre que, sous les conditions
précédentes, concernant P (D), et & condition que celui-ci ne soit pas
elliptique, P (D) posséde une solution élémentaire dont le support singulier
est I'espace tout entier — et que n’importe laquelle de ses solutions
¢élémentaires contient toujours au moins un demi-céne bicaractéristique
réel.

CuariTrRE I.

Démonstration et énoncé du critére fondamental.

1. Une construction de solutions élémentaires.

Nous rappelons ici une méthode de construction de solutions élémen-
taire d’opérateurs différentiels & coefficients constants, sans nul doute
bien connue des spécialistes (voir les travaux d’EHRENPREIS, LERAY, etc.)
et qui sera utilisée ensuite. On considére un polyndéme P quelconque
(mais non identiquement nul !), 4 n indéterminées, a coefficients complexes.
On se donne une application 0 de R* dans lui-méme, possédant les
propriétés suivantes :

(1.1) L’application 0 est une fois contintiment dérivable.
(1.2) L’application 0 et chacune des applications

i zjzn)
ey

sont bornées.

Une application de R* dans lui-méme est bornée si elle transforme R*
en un sous-ensemble borné de R".

(1.3) Il existe deux constantes p, ¢ > o lelles que, pour tout e R", |2 | =,

on ait

|PEA10(¢)[=c.
Ceci posé, nous choisissons arbitrairement une fonction ¢eC”(R")
vérifiant o 9 1 et
9(E)=o0 si|f]<p; 9@ =1 si|E|=2p.
Nous notons S le sous-ensemble de C* image de R”* par I’application

EE4 1)

BULL. SOC. MATH. — T. 95, FASC. 2 11
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Nous poserons alors, pour toute fonction ue C7(R"),

(1.4) (Fu> fﬁ((%fb«)dc,

ol ®(Q) =0(?), - =Ret, et o, comme d’habitude,

@) = / e ir<n Dy (x) de.

J pn

Remarquons que S est une sous-variété C' de R** (=~ G") en vertu
de (1.1); c’est une n-chaine de C”, et c’est sur cette n-chaine qu’on
intégre, dans (1.4), la n-forme

a() _ '
P DAz (dl=du )\ ... )\ dg),

laquelle est C* au voisinage de S, en vertu de (1.3).
Pour qui aime a intégrer sur I’espace réel R*, notons qu’on a

a5 [pGroa=[ sEgR o +ioos:

ol nous avons désigné par © la matrice d’élément générique g?

La formule (1.5) montre immédiatement que l'intégrale qui définit
(F,u) dans (1.4) est finie. En effet, d’aprés (1.2), la fonction
|dét(1+i0(2)) | est bornée dans R", et donc la valeur absolue du
deuxieme membre de (1.5) sera au plus égale a

(1.6) [lac+i0e)d

que multiplie une constante ne dépendant que de P et de 0 [en vertu
de (1.3) et du fait que 9 =1]. Mais les propriétés de décroissance a I'infini
de @ font que (1.6) est finie. En fait, (1.6) définit une norme continue
sur l'espace C;(R?) = ®(R") (pour la topologie de Schwartz). Plus
précisément, si ’on pose

(1.7) B=sup |00,
€ R

et si I’'on note 11 le plus petit entier > n/2, on a

(1 + B*— A?T?)Tlu(x) dx

(1.8) flﬁ(i—l-iO(E))]diéCtefe‘“‘BW

(Démonstration standard.) De (1.8) et des considérations précédentes
résulte aussitot que la formule (1.4) définit une distribution F sur R~
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I1 est bien connu que cela reste vrai sous des conditions moins restrictives
que (1.1), (1.2), (1.3). Par exemple, il suffira que |0(2) | et |grad 0() |
croissent, pour |Z|— 4o, moins vite que Ctelog(i+4-|Z]), et que
P+ i0(2)) | soit tempérée.

LemME 1. — Soit F la distribution sur R" définie par (1.4). Il exisle
une fonclion entiére h, de type exponentiel sur C", telle que F + h soit
une solution élémentaire de P(— D).

Démonstration. — On a
F POy = [ e di= 2@ di— [ 2@ [r— e @] dz.

Mais le théoreme de Stokes et les propriétés de décroissance a l'infini
de @t font que

Jroa= [ a@d=u).
</ pn
D’autre part, il existe une distribution H sur R" telle que

CH, u>=fqﬁ(:)[r—m<:>1dc=fma(a+ i0() 9C) &,
ou l'on a posé
96) =(1— () dét(I + i O()).

Noter que ¢ est une fonction continue a support compact, contenu
dans la boule |[Z|=<20. Il en résulte que, quel que soit le n-uple

p:(p" s ooy pu)’ on a
|<D/’Hs u>|:1<H,D/)u>>i:

[ ¢riveractine o)
/ pn
Z(p+B) sup [2G+ 90| [ 190 |dz
‘ 434 y
La constante B a été définie par (1.7). On a d’ailleurs

RE+10@) | [+ [u@) da.
Soit r> o arbitraire; supposons que u garde son support dans la
boule || <r; on a
|[<DrH, u>|=|glululwe™?(+14B)".

Ceci contient tout ce dont nous avons besoin. Cela montre que H est
une fonction indéfiniment dérivable dans R", puisque D’HeLj,,
quel que soit p, et qu’on a, en outre;

sup [D’H(x)|-= (20 + B)”'e™"?| g | L,
L Zr
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donc que H est une fonction entiere de type exponentiel. Or on a
(F,PD)uy+<H,u>=u(o).

I1 reste alors simplement & utiliser le fait que tout polynome différentiel,
tel que P(— D), applique I'espace des fonctions entiéres de type expo-
nentiel sur lui-méme (voir e. g. TREVES [9], théor. 9.6, p. 480). 1l existe
donc une fonction de type exponentiel h, telle que P(—D)h =H;

F + h est une solution élémentaire de P(— D).
C. Q. F. D.

Notre but est de démontrer que, sous des conditions convenables,
il est possible de construire une paramétrix F — a l'aide de la
formule (1.4) — qui soit une fonction analytique dans le complémentaire
de V'ensemble des zéros réels d’'un certain polyndéme Q. Pour montrer
que cette propriété est vraie, nous utiliserons le lemme suivant :

LemME 2. — Soient F une distribution dans R", Q une fonction ¢*
dans R". Supposons que, pour tout ouvert borné & de R", il existe des
constantes A, M, N > o telles que, pour lout n-uple p tel que |p|>= N,
pour toute fonction ue ¢ (£2), on ait

(1.9) 1£Qr DIF, u>IéM:’/'l*’pr‘e"’“’Hx' lu(@) | de.

Alors F est une fonction analytique dans I’ensemble ouvert

(xeR; Q@) 7ot

Démonstration. — Soit Q un ouvert borné quelconque de R”; posons
3= sup |x|; soit ue ¢’ (L) arbitraire. On déduit de (1.9), pour|p|>N,
:L‘E&)
(1.10) [<Q"DrF,u>|=M(Me*® 7 pl|up.

Ceci implique que la restriction & Q de Q'#! D»F appartient a L”(£2) et
donc que, pour tout geN”, |¢|> N, D7F, et par conséquent aussi F,
est une fonction ¢* dans l'ouvert

fxeQ; Q@ Fol.
On déduit alors de (1. 10), pour fout n-uple p et tout ¢ > o,

(1.11) sup |DrF(x)| = M'(Me'?)7ipl.
x€Q,| Q)| >

La constante M’ est > M, et suffisamment grande pour que (1.11)
soit vrai lorsque | p | =~ N. Le lemme 2 découle aussitdt de la.
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2. Déformation de la chaine sur laquelle on intégre.

Nous conservons les notations (et les définitions) du paragraphe
précédent. Nous allons définir, a ’aide de (1.4), une famille de para-
métrix F. a un paramétre (réel) v r7,; la paramétrix F que nous
choisirons a la fin pourra étre I'une quelconque de ces F-, par exemple F-,.
Le vecteur 0(%), qui intervient dans les conditions (1.1), (1.2), (1.3),
et qui sert 4 définir la chaine S, va maintenant dépendre de 7, de la facon
suivante :

0-() =00,
ou |v(?)| =1 pour |Z|>1. L’hypothése (1.3) sera désormais remplacée
par la suivante :

(2.1) Il existe trois constantes 7,, 5, ¢ > o lelles que, pour foul 7>=7,

et tout zeR", | 2| > o7, on ait
PG+ itv@)|=c.

Nous remplacerons alors, dans (1.4), ®(2) par ®-(2) = 9(¢/7) (£ =ReY)
et nous poserons

2.5) CFoyude= fs ;A‘J(é)) o.(2) d,

oll S.=1{i+itv(); teRy [£]> o7l

Si 0 = 7,0, remarquons que S:, n’est pas la chaine que nous avons
notée S dans (1.4), mais que, tout de méme, F = F- en vertu de la
présence du facteur @ = @- .

Soient deux nombres t'><>.7,; nous désignerons par B(s, )
I’ensemble des points de G* définis par

C=iite(),  Toto7, Rl
Puisque v est de norme 1, on a {= | Im¢|. Posons alors
g =29Ret/|Im7}), o=0QP'()d

La fonction ¢ est ¢ au voisinage de B(z, 7'); quant & la n-forme o),
elle est fermée au voisinage de B(r, t') d’aprés (2.1). Le théoréme de

Stokes implique donc
f dg N\ » =f gom.
B(=,7) 0B (%, 7))

Le bord 0B(z, ') de B(r, t') consiste en trois morceaux : S: et S,
plus 'ensemble des ¢ € Gigvérifiant

|Re¢|=opl, ImZ=1tv(Re)), Tt =7,
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Mais la fonction g est identiquement nulle sur ce troisiéme morceau,
puisque ¢ (%) s’annule pour |Z|=p (voir p. 157). Ainsi donc, sil’on prend
en considération les orientations (*) et la définition (2. 2), on voit que

(2.3) <.F‘7, ll>—<F7/,u;>=j dg/\(,)'

B(z,7)
L’intersection du support de dg avec B(r, ') est contenue dans le compact
(2.4) =24 tv(@);pl Z|Z) Zopl, n Zt 27

Pour intégrer sur cette (n + 1)-chaine, il est commode d’utiliser les
coordonnées ¢ =7/t (en se rappelant que {>~7,>o0) et {. Le domaine
d’intégration est alors défini par

A\

(2.5) pZlo|Zap, o

Sur (2.4), on a z=1lo, n=1v(lo), et donc

dz,—1 (/da/ + ité{ 0]02) v, ({2) da/;>
=1
-+ Eo—,- +iv,(to) + it { o, gradv;(ts) >) dt.
On voit donc que, sur (2.4),
d; =t dét(I + it V(o)) ds
+ tﬂnﬂé(——l)fl—/a,»(a, Doy Aeo s Aoy A )\ do A L,
=1

ou V est la matrice de terme général (d/d%;) v;, ou le chapeau signifie
que le terme qu’il couvre doit étre omis du calcul du produit, et ol
les a, (=, t) sont des fonctions continues de (z, t) vérifiant

|a/'(°-’ t)[éM1<+3C,

avec M,> o ne dépendant ni de 7= ni de =’ pourvu qu’ils restent —.<,.
D’autre part, g(2) = ¢(s), et donc, sur (2.4),

< do
dg A\ d7 = (—1)—fn <Zaj(cr, t)()—g‘/ (a)> ds )\ dt.

J=1

(*) Plus précisément, on oriente B en prenant —d%, ' .../ di,A\ df comme
forme positive.
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Finalement, on voit que (2.3) peut s’écrire maintenant sous la forme :

@.6)  (F.ud>—(F.u>
_re AUE+T0ADN)
= Pty e O

ol a(e, t) est une fonction ¢* dans un voisinage du domaine d’intégration,
et vérifie, pour tous 7€ R” et tout t > 7,

la(e, t) | ZM,<< + .

Si I'on remplace u par D’u, ce qui revient a remplacer &i par {”d, on
déduit aussitot de (2.6), en tenant compte de (2. 1),

2.7) |{Fx, Dru>—< Fu, Dru>|

ZMip 0@ [0 [u@) | de

La constante M;<C 4o ne dépend ni de 7, ' (z'>72>~7), ni de p,
ni de la fonction u. On peut donc remplacer u par Q'”!'u, ou Q est une
fonction ¢* quelconque dans R”. Soit alors £ un ouvert borné arbitraire
de R", et soit K = sup | Q(x) .

xrE Q

On déduit de (2.7), pour toute fonction u e ¢ (),
| Fey DP(Q7') > — < Fly DP(Q'0) ) |

= Mo+ D) K] @) 0 @710 u@) | de.

Nous appliquerons cette formule avec = fixe (par exemple, 7=7,)
et '=|p| (en supposant |p|>>7). En vue de la formule de Stirling,
nous aurons alors

2.8)  [KQVID'Fs u>| Z|<F),, D(Q" u)>|

+M‘i/:]+1p!/‘ezn|p].ixl}u(x)‘dx.

La constante M, <<+« ne dépend ni de pe N, ni de ue ¢ (£2) (elle ne
dépend pas non plus de <, pourvu qu'on ait -y==7=|p|). La majo-
ration (2.8) nous dit que si nous voulons avoir une majoration du
type (1.9), en choisissant F = F, il suffira d’établir une majoration (1.9)
pour F;,, a la place de F. [Il faudra cependant prendre garde que les
constantes A et M de (1.9) soient alors indépendantes de p.]
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3. Intégrations par parties.

Dans le paragraphe 2, nous avons ramené la démonstration de la
majoration (1.9) a celle de majorations du méme type pour les quantités

G0 E D@ = [ 00 gD a0,

ot t=|p| (supposé plus grand qu’un certain nombre 7> 7;). Nous
allons effectuer une intégration par parties, basée sur une identité que
nous commencerons par établir.

Pour simplifier, nous posons

D= (2im)~' d[d% [= (2im)™ /¢ s’il opére sur
des fonctions holomorphes de ¢],

Bien entendu, nous continuons a désigner par £ la partie réelle de { € G,
et nous poserons
I

2 @=7 (%)= ®;

¢ a été choisie p. 157. Nous commencerons par établir I'identité tout
a fait élémentaire suivante :

3.2 —[ QDI e
- [rene e
—|—(2i7r)—'ff(c) A D) A A Ao AL A e A d

Ceci pour chaque j =1, ..., n.

Démonstration de (3.2). — 11 suffit évidemment d’établir (3.2)
lorsque j=1. Posons d¢ =d¢{ A ...Ad¢,. D’aprés le théoreme de
Stokes, on a

(3-3) d[®.() f(Q) a ) de'] = () f(©) (D) dt',

s o8("

en désignant par S;” la portion de S, qui se trouve dans le cylindre
[E|=r (r> o). D’apres les propriétés de décroissance a linfini de i,
le deuxieme membre de (3.3) tend vers zéro quand r— - o ; comme S}’
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converge vers S;, on en déduit
J i@ —o
S,
ce qui peut encore s’écrire

3.4) f ®.(2) d(f(2) 2(2) d7') = f do, \ (@) 2(2) dz.

Mais puisque le produit f(¢) i(2) est holomorphe au voisinage de S,
on a, dans un tel voisinage,

(2@ ) = (L2 +10 5 ©)

Ceci, combiné avec (3. 4), donne évidemment tout de suite (3. 2).

Comme corollaire de (3.2), on a la formule suivante, ou R est un poly-
ndme arbitraire, a n variables :

(3.9) | fO[R(—Dy) ()] . (8) ¢

= | [R(D) O] () P.(¥) dC

St
. I ’ O ’N N
+ein Y gy | DY RODI [O1009)|
g0 U
: A
Xd®, Q) NdG N NAG AN dE
Dans la somme du second membre, on fait la convention de sommation
suivante : pour tout n-uple ¢ o, on a choisi, de facon arbitraire mais
une fois pour toutes, un entier j, 1 -~j < n, tel que ¢,>~1, et 'on a déter-
miné ¢’ de facon a avoir
D" = Dq, .D/‘.

La formule (3.2) s’écrit en effet, en posant » = ® d{ et en notant D;
I’opérateur transposé de — D, pour la dualité entre fonctions holomorphes
et formes de degré n sur S, '

D (fo)=D;fw 4 fDjo.

On en déduit, par la récurrence habituelle, la formule dé Leibniz :

R(DY) (fv) =Y, %RW (D)D" o
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On a maintenant :

[1eIREDy @
= f (0 RD") (fo)
— fs 2 Y, R D) Do

En transposant, dans cette derniére expression D*" sur (@i/q!) R (D)f
chaque fois que q = o, on aboutit a (3.5).

Ce qu’il nous faut remarquer, c’est qu’il existe un opérateur différentiel
du 1 ordre, & coefficients continus, sur R”, A4;, tel qu'on ait, sur S,

S . v

A/’?l(é)di:: (2177)_] do, A\ dz, A RWAN dZ//\ A dz,.
Pour calculer explicitement A;, il suffit de se rappeler que, sur S,
{=Z+itv(:). Notons b%(%, {) le mineur de rang (j, k) de la matrice

I + itV (), out V est la matrice de terme général (0/0%;)v, déjaintroduite,
Alors

(3-6) Aj=2 b} ) Dr.

k=1
Notre hypothese que les dérivées premiéres de v sont bornées entraine
qu’'on a, pour tout £>~1 et tout ZeR”,
| b5, )| < Cte 1,

ce qui nous servira bientot.

Nous allons appliquer la formule (3.5) avec R=Q!”!. Désormais.
Q sera un polynéme a n indéterminées, a coefficients réels. 11 s’agira, pour
nous, d’obtenir des majorations convenables des valeurs absolues des
quantités suivantes :

I= ] 2 | RO pg ) | @0

_ 1 (ipy
I’/_q|f5t' -

Nous rappelons que {=|p|. Nous commencerons par compfer les quan-
tités I, qu’il nous faut majorer : il y en a autant que de dérivées non
nulles du polyndme R; appelons dorénavant d le degré de Q; celui de R est
donc égal a d | p |; le nombre que nous cherchons est donc

@dip|+n+n!
@[pHtn+1)!

2ORID) (p )[4 20 gFo.
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Il est plus petit que

oldlpl+n+1

Il suffira donc de démontrer qu’il existe des constantes A, M, N> o
telles que, pour tout n-uples p, ¢, | p| >~ N, et tout ue ¢z (R"),

3.7) |I,,[éM“’!“p!fe-’”/'f-fl"Iu(x)[dx.)

Cela entrainera une majoration similaire de |<{F, D”(Q'”'u)>| (pour
t=|p|>N) et donc démontrera (1.9) a partir de (2.8).

4. Majoration des quantités | [,|, ¢ ;= o.

Comme d’habitude, nous posons 2 = ReZ, »=Im¢{. On a
(4.1) 2= [erni u@ | de.

Considérons une quantité I, (p. 166) pour ¢ o arbitraire. Nous
commencons par remarquer que le domaine d’intégration est compact :
il s’agit en effet de I’ensemble

K/={teS; ot =|Rel|ZL2pt|.

Posons, pour simplifier,

0= g s )]

On a
| Iy | < sup WXq(f.)lj 14, 9.0) | dz.
€N, .

L’opérateur différentiel A; est défini par (3.6), et d’aprés la majoration
des coefficients b% de A; qui vient tout de suite aprés (3.6), on a

(4.2) f{A/@,(z)id’i_éM;,vt"—?fl(grad@)(i/t)ldi

— M;,tg (/1—1)‘/! gradc? [ di.

Par conséquent, si 1'on cherche a obtenir une majoration (3.7)
lorsque q == o, il suffira d’établir qu’on a, pour tout { € K,

(4.3) er/(C)léMﬂ:”'“P!feAw"“"lu(x)!dfv,

ou A et M, ne doivent dépendre ni de u, ni de p et ¢, ni de £.
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Pour établir (4. 3), il va falloir rendre plus stricte notre condition (2. 1).
Mais afin de ne pas la rendre inutilement restrictive, nous allons entrer
plus & fond dans les détails. Nous supposerons que x = (z', "), avec
=(x, ..., %), "= (L1, ..., T,) et que, pour tout xeR?,

Q@) =0, o).

Nous n’excluons pas le cas ot k = n; mais comme Q ne sera pas constant,
donc d =degQ =1, nous supposerons toujours que k>>1. Si £ est un
point arbitraire de G”, on écrira aussi {= (¢, {"). Si 3 est un n-uple,
on écrira aussi 3= (%', 3"), avec 3'=(Bi, ..., Br)s 3"=Brc1s - Bu)-

On introduira d’ailleurs la terminologie suivante :

DEFINITION 1. — Un n-uple 5 sera dit de type Q si 3" = o.

Puisque R = Q/#/, on voit que tout n-uple de type Q est aussi un n-uple
de type R; et vice versa.

Ceci dit, nous pouvons énoncer I’hypothése qui remplacera doré-
navant (2.1) :

(4.4) Il existe qualre constantes t,, o, ¢, ¢ > o felles que, pour fous ¢,
ze€ CG" ayant les propriétés suivantes :

=:+1iw0(), ¢eR, TN Ty, [Z] =0T,
|2 —¢' | ZLer, 2=t
on ait
[P(z) | >c.

Nous poserons alors :

K ='zeC;3tekK, |7—1| =

._y//l
| t,z"'=1¢ (-

NI!“’

Les inégalités de Cauchy, appliquées en les variables z’, compte tenu de
ce que le n-uple ¢, et donc aussi ¢’, dans I'expression de X, (p. 167),
est de type Q, entrainent qu’il existe une constante A,> o, ne dépendant
que de n, telle que

Sup |Xr/(t)! /A,l( l/g) 2 sup

(€K,

2O R0 (55 )|

On utilise une fois de plus (4.1), en remarquant que, lorsque (€ K,
| Im¢ | =< (1 + ¢/2)t, et donc, qu’on a, pour = |p |,

sup Iﬁ(C)léfe‘”“H/?WW'|u(x);dx.
lek,
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D’autre part, || = degR =d|p]|, donc (s/2)~!7! = ((2/z)?) 7. Pour établir
(4.3), il suffira donc de montrer qu’on a

“4.5) =171 sup R(/])(D:)< > ]/M”"*”p!
ek,

14(9)

La constante M; ne doit dépendre ni de p, ni de ¢ (on a {=|p]|).
Si € K, nous pouvons écrire

v /‘.- ;
R“D%Pm>f£m£@chgiﬂl];a%izy

oll nous avons utilisé les notations suivantes :

R (X) == 2 R+ (0) X7,

1 < 1 I >
= PIEERN) ’
' z—& z— &

et o I',(¥) est 'ensemble des ze C vérifiant :

lz;—¢|=%t, j=1,...,k (E=¢/\yak), 2'=¢".
C’est un k-cycle, entiérement contenu dans ’ensemble
K/ ={zeCQy AteK, |z/—{ | ZLet, z/=¢"}.

Or, d’apres (4.4), si ze K;, on aura | P(z) | > c. Compte tenu de ce que,
pour tout ze K,
[z| Z (20 + 14 9),

il en résulte, pour tout (€ K|,

\ /) l
‘R“"(D:) <%> }éc-ll(gp R s)“]p‘:el (9
Mais si ze T, (%),

~

R >~—5(YV“WR“”®H

Mais encore, d’apres les inégalités de Cauchy,
|R7(0) | = (g + D[ QI
ou

(4.6) [Qll= _ sup [Q@)]

|5l 1Z/Zn
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Nous constatons ainsi qu’il existe une constante M > o, ne dépendant
ni de p, ni de ¢, telle qu’on ait, pour tout {€ K],

(4_7) =1l R(t/)(D:)(PKT/;)MéMV»Hl{2*1*M+/'I(q+r)!}t;/»l,

u E signifie que la sommation s’étend aux n-uples r tels que
lg+r|=d|p|=degré de R. On a, puisque {=|p/,

o s
Y 3§ i!d s Mipi+1,
2 azan”

En combinant ceci avec (4.7), et en utilisant le fait que /7' =~M,,p!,
on obtient aussitot (4.5), et donc (4.3) et (3.7).

5. Majoration de | [, |.

I1 nous reste & montrer que (3.7) est valable lorsque ¢ = o. Nous avons
(voir p. 166) :

0 = ] 0] 4 ¢ B
1= (5w 1001 [ RO (5 )| 19O 11de
Mais si (€S, | ImZ|=1, donc

2@ | = [ e u @) d,

et, d’autre part,
| ®.(9) = sup ¢(@) <1.

En tenant compte de ce que, sur S,, d¢=dét(I + it V() dz, ot V est
la matrice ((r)/()’i_k)v ;). et donc |d¢| < M’ {*dz, on voit que

Li=M, l”‘f(l—kl%)‘”"df%

10 )| fe 1

Donc, en rappelant que {=|p|, nous voyons que s’il nous faut
obtenir (3.7) pour ¢ = o, il nous suffira d’établir une majoration

x| sup[ 521y

les,

Gy (2

R(DY) P(C)>|4M“’l+’p!, £ —Ret,

ou la constante M, > o ne doit dépendre ni de { € S,, ni de p.
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Nous commengens par appliquer la formule de Leibniz :
/ C/l U ” .
RDY (55 )= X 71D EORIDI P2
=3 (P)Gin iz Ro0) P @)
= \ T, - '
/':<_/;

Nous avons posé <€>=<€'><f”>, r =} p signifie que r,~<p, pour
] n

tout j =1, ..., n. Comme

2 <I;) (2im)= 1"l ’églpl,

I’j/)

on voit que, pour obtenir la majoration (5.1), il suffira d’obtenir une
majoration

(-2)  sup {(1+[Z]) & RY(D) (P || = M=),

ou M, ne doit dépendre ni de p, ni de r (on rappelle que t=|p| et
que r =< p). Pour obtenir une majoration (5.2), nous devrons renforcer
nos hypothéses, et tout d’abord, supposer dorénavant que Q, et donc

aussi R = Q/”!, sont des polyndmes homogénes. Ceci va nous permettre
d’appliquer le lemme 3 ci-dessous.

Il est commode, pour énoncer le lemme 3, d’adopter les notations
suivantes. Soit N(n, v) le nombre de n-uples z=(x, ..., 2,) de

longueur |«|=v; on a d’ailleurs N(n, v):g%:—)—l- Nous noterons
alors ¢ la fonction définie dans R”, a valeurs dans RY(¥ dont les

valeurs ont pour coordonnées les fonctions scalaires D*g, |« |=v (ici,
comme plus bas, ¢ désigne une fonction ¢ arbitraire). Plus généralement,
nous noterons £, la variable dans RV ", t, sa coordonnée correspondant
au n-uple o, |a|="v.

LemMmE 3. — Pour fout entier k> o et tout n-uple = de longqueur |« | =k,
il y a un polynéme UL ayant les propriétés suivantes :
(5.3) Ul=(—1)kle Ui=osi |a|=1;
(5.4) Si 2=Z|a|<k UL est un polynéme en les z3 pour 2 =|(,
B=<a(i.e, ;> 3; pour fout j =1, ..., n);
(5.5) Si T est une indéterminée,

UL(T* 2y <oy T - ) =TI US Gy oo B -5
(5.6) ULl =e™ (k— x|+ 391,
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et enfin :

(5.7) Pour tout polynéme homogéne H en n variables, de degré k, et pour
toute fonction ge¢”,

N 2 {v) (1
HD<£ - 2 ut(9-, ..., 9" ...)Hm<g__>.
sHD ) =, (g’ g’ g

Nous avons défini la norme d’un polynome U, || U |, en un nombre
quelconque N de variables %Z; (j =1, ..., N), comme le maximum de | U |
sur le « cube » unité de GV [cf. (4.6)]

U= sup [UEI
IE.fIéJN

Démonstration du lemme 3. — On commence par appliquer la formule
de Leibniz, de la fagon suivante :

— NNy L %) N,
o=rm0;)= 3 gl (;)]
jal <k
ol nous avons posé £, = D* g/g. On déduit de cela
I | . (o —I_ .
6.9 —gHD)(})= ¥ R ;)
0ol Lk

On raisonne alors par récurrence sur le degré k de H. Les propriétés
(5.3) a (5.7) sont trivialement satisfaites, lorsque k=o, par Uj=1.
On peut donc écrire, d’apres (5. 8),
6.9 —gHO)(G)= ¥ 5

oo =k

X Z Us™ " -y ) HEBIE ),

(Bl zk—a]

ou £, désigne I'élément de RN ayant pour coordonnées les D" g/g
avec | r| = v. On réordonne la sommation dans (5.9) :

A c—1 " " (R
—gHO)(})= X UG ) HE G

Jof=1,[B|<Lk—1

+ Z =2 Ué_m(ivzn cos i) HOHBI(E ).

Nous appliquons la formule d’Euler pour les fonctions homogeénes :

Nt H0E0) = (e—| 1) HO ),
o] =1
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d’ou

—gHO) ()= X G—IE)UE Gy VHO )

Brghk—1
+ 2 < 2 %‘Ué'°"<am,...>>Hw><zm).
LY <k \ e+ B=Y
Ja[>2
Finalement, on voit que
k. 1) Uk Ea prk—lal
(5.10) — Ub=(k—|) US + ;ﬁ =us'®,
Py

o, dans tous les cas, |v| <k, et oll, au second membre, le premier
terme n’est présent que lorsque |v|=<k—1, alors que la somme, qui
constitue le deuxiéme terme, n’est présente que lorsque |v|>2. On a
Ut=—kU{™" et, en vertu de la récurrence sur k, Ui=Ui"=o
si|y|=1, dou (5.3).

Encore a cause de la récurrence sur k, on voit que U% n’est fonction
que des &, pour a-<v et |a|>>2, d’ou (5.4). De méme, la propriété
d’homogénéité exprimée par (5.5) est vérifiée puisqu’elle est par les Ub,
avec [ < k. Reste & vérifier la majoration (5.6). On a, d’aprés (5. 10),

NUS | =(e—y]) (k—1—]|7] 4 3m)!elt—un
+ E i_le(k41oy),z(k_].‘,|_|_3n)l’

2ofal a4y

d’ott I'on déduit facilement (5.6).

Le lemme 3 est démontré. Nous allons I'appliquer en vue d’obtenir
la majoration (5.2); nous prendrons donc H = R". Nous obtenons
ainsi :

(") L= X gaipi—ir (P20 R (P,
G.11) R (D)(P> Yy Lu (G )R (1

lal<lpld-—]r]

Soulignons le fait trés important suivant, déja signalé a propos de la
majoration (5.2), que nous nous intéressons seulement aux n-uples r
tels que r =< p.

Un autre aspect important de la somme, au deuxiéme membre de (5. 11),
c’est que le n-uple « est nécessairement de type R. Si nous utilisons le
fait que R = Q!”1, nous voyons que « est de type Q. Revenons d’ailleurs
au polyndéme Q. On a, pour tout n-uple s,

(5.12) Rm=203 Q7). .. QL

BULL. SOC. MATH., — T. 95, FASC. 2. 12
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ol la sommation s’effectue sur les ensembles o= (o), ..., g, de |p]
n-uples o; vérifiant o, ...+ 5),;=s, et ou

cs=sl/(@!...q,,).

Finalement, nous devons étudier une expression

_chUd!/‘?l—]'l< ')Q < ) Q(alp,)<%f>,

ou r est un n-uple de type Q et { = p. La sommation s’effectue de la facon
suivante : s varie dans l’ensemble des n-uples de type Q et de
longueur =Zd|p|; 2=s—r; la sommation par rapport aux ¢, s’effectue
comme dans l'expression (5.12) de R". Enfin, remarque importante,

Lipt—ir [P ‘ . .
les Ug'7i=irl <T’ : ) ne dépendant que des P@I/P, ou |3|>.o
et 3 <« [d’apres (5.4)], en particulier 3 est de type Q.

Il nous faut démontrer que, sous des hypothéses convenables, on a

(5.13) sup { (1 |£) |82, | e Mg pl.
=X
Ceci entrainera bien (5.2) [on a |P({)|>c pour €S, d’apres (4.4)].

6. Les hypothéses principales.

Pour établir les majorations (5.13), nous allons rendre plus strictes
nos hypothéses concernant le polyndéme P. Dorénavant, nous supposerons
que Q=Q}, ou Q, est un polyndme homogéne de degré d,, et 1 un
entier 1 qui sera choisi plus loin. Nous admettrons qu’il existe des
constantes 0, C > o lelles qu’'on ait, pour tout nombre > <, et tout z€R",
l2l=0t

(6.1) Pour fout n-uple 3 o, de type Q (définition 1),

18P + itu(i));éc<tTtlzT>w_”rP<z+ itv()|;
bt in@)) Ly
(6.2) )Q°< PG +itv(2) s* i+]‘|>

Nous rappelons que P=gradP et, plus généralement, que P! est
le vecteur de GV /) ayant pour coordonnées les P® avec |3 | =j=1,....
Nous poserons, pour simplifier,

e 0=(r )"
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on remarquera que M (%, {) = 1. Nous supposerons que la constante C
ci-dessus est > 1. Alors, d’aprés (6.1), on a pour j>>2 et {€ S,

P
P(©)

(6.3)

Z[Ct MG, )],

On utilise ensuite la propriété d’homogénéité (5.5), et la remarque
de la page 174. Si nous tenons compte de (5.6) et de (6.3) nous obtenons

6.4) ]U‘(Pp(g) )| e =+ e me g -

D’autre part, encore en vertu de (6.1) et en augmentant, si nécessaire,
la constante C, on a pour tout n-uple v = o,

[ 1},—22)‘))

et donc, pour tout n-uple v,
 Cr si 1y |> 4,

; L PY@Y |
6.5) ]Q.<t p(c)>é,~ P iy

Nous allons tenir compte de (6.4) et (6.5) dans I'expression de Z,. (p. 174).
Soit ¢ =(oy, ..., 9,) un ensemble de |p| n-uples; nous désignerons
par v(¢) le nombre de ces n-uples ¢, tels que |o;|<<Z/2. En tenant
compte du fait que Q est homogene, de degré d, on a

6.6)  |Z =X s 7=l |p|—]s| +3)1(C[)*
X M, {) > /RCHp =P I=1s0 M(E, £ o),

Nous rappelons que o=s—r et que r—p. La sommation est celle
que nous avons précisée p. 174. En particulier,

G|+...+U|/,}—_—S.

Il en résulte que
A
5= 2(1p1—(@)),
. A A
et donc, puisque |a|=|s-—r|>|s|— p§\j<£—1)|p‘—5u(a),
IEIERATON=AT 3

olt nous avons posé 2’ = (2—4)/4. 11 est bien entendu que nous suppo-
serons dorénavant 2 > /. Compte tenu de ceci, nous déduisons de (6.6)

| Ze | =M MGy N esd ] pl— s | 3L,
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Revenons a la définition de M (%, {), et fixons 2 de maniére & avoir 2’0 > o,
ce qui entraine, pour tout n-uple p, tel que |p |>n +1,

Ip1#0=|pl+n+r1,
soit
TUplentny g [p|+ne1
MG, iy 111 = MG, 1)’ ~(757e7)
SO (o [ E ) ),

en supposant { >~ 7,> 1.-Remarquons ensuite que, sur S,

[ | S B2 2]
et donc, enfin, pour tout €S,

O Z | M G ) s,
ol nous avons posé

=Y p|—]s|+ 3,

la convention de sommation ayant été décrite p. 174. Comme {=|p]|,
on a, pour tout {€ S,, en vertu de la formule de Stirling,

(4 2]y 02, ZMp T pL Y,

et il suffira donc de prouver qu'on a 2, M 7!+, Or, d’aprés la formule
de Stirling, on a

(@|p|— s+ 3 =Myl (d]|p|— syl =M= @ p[yIri=te]
et donc, puisque t=|p|,
Y, =M+ Y esdpl)ll,

Tout revient a montrer qu'on a

(6.7) Nes|pl) =M+

Démonstration de (6.7). — Soient X/) (j=1, ..., |p|) |p| vecteurs
« indéterminés » de R*; on a

X 4...+ X(IPI))S_—_ZCQ_(XUJ)'T: e (X2 D),

ou, comme d’habitude, si X est un n-vecteur et p un n-uple,
Xr=X#...Xn, et oll la sommation s’effectue par rapport aux n-uples
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c=(g1 ..., 9, tels que o, +...+ ¢, =s. Appliquons (6.8) lorsque
X{/'=1/d|p| pourtousj=1,...,|pl,k=1,...,n

On obtient

Desdlpl)yti=d-ieL

Reportons ceci dans (6.7) en nous souvenant que la somme s’y calcule
aussi par rapport a tous les n-uples s tels que |s|=d|p|. On voit que

ECg(d[p[)—]s}éd—]s]zn—t—d[p]+l.

Ceci démontre (6.7) et, par conséquent, (5.13).

7. Enoncé du critére qui a été démontré.

Dans les paragraphes 1 a 7 du présent chapitre, nous avons construit,
sous des hypothéses convenables, une solution élémentaire de P(— D)
qui est analytique dans le complémentaire d’un certain cone algébrique
réel {x; Q(x) =o|. Nous allons maintenant énoncer les conclusions
de cette étude, en y apportant quelques simplifications évidentes. Tout
d’abord, nous raisonnerons sur P (D) au lieu de P(— D). Nous poserons,
pour toute fonction f et xR,

f@ = f(—a).

Ceci n’est autre que la symétrie par rapport a l'origine, agissant sur les
fonctions définies dans R~ On peut la définir sur les distributions sur R,
en posant

{Tyuy=<T, 1> uec(R).

On voit alors facilement que les hypothéses et la conclusion de I’étude
qui précéde sont invariantes par symétrie par rapport & o puisque, si E est
une solution élémentaire de P(—D), E en est une, pour P(D), que E

et E sont analytiques en méme temps dans un cdne donné (ceci sous-entend
que le cone est symétrique par rapport & o, ce qu’il est — puisqu’il est
algébrique), et enfin toutes nos hypothéses sont invariantes, comme
on le vérifie en substituantz a — Zet v (— %) a — v (%).

En second lieu, nous remarquons que les zéros de Q et ceux de Q,
sont les mémes, ainsi que les n-uples de type Q et ceux de type Q,
(définition 1). Ainsi avons-nous le droit de remplacer partout, dans nos
hypothéses [c’est-a-dire dans (6.1)] et dans notre conclusion, le poly-
ndéme Q par Q,. Ayant fait cela, nous pouvons omettre I'indice o et écrire Q
au lieu de Q.
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Soit enfin e S: et ze G tels que |z2'— 7| Z:t, z"=7" (cf. p. 161);
on a, en vertu de (6.1),

T3 .
PO—POI=: ¥ GrIPYQI=:Ce P
820, Br=0 '

Si donc : —1/(2 Ce*), nous voyons que | P(z)|>=| P(7)|/2. Ceci signifie
que la conjonction de (2.1) et de (6.1) implique (4.4). Nous pouvons
donc énoncer ainsi le critére démontré :

TuroreEME 1. — Soit P un polynéme a n variables, a coefficients complezxes.
Supposons qu’il existe :

1° un polynéme homogéne de degré d, & n variables, a coefficients
complexes, Q;

20 une application €', v:R"—R", bornée ainsi que toutes ses dérivées
premieres, |v(Z) | =1 si |Z]>=1,
salisfaisant la condition suivante :

(7.2) 1ly ades constantes p, =, U, ¢, C> o lelles que, pour lout =>~7,

el tout ZeR?, |Z| > p7, on ail
(7.3) [PE+iz0@) [ =c;
(7.4) pour tout n-uple 3 # o, de type Q (définition 1),
PG T oz Y,

181

PCTi70() | T
o o R ()

Dans ces conditions, le polynéme différentiel P(D) posséde une solution
élémentaire qui est analytique dans Uouvert {xeR"; Q(x)= o |.

Comme scholie, rappelons qu’on peut prendre E = E,- h, h étant
une fonction entiére de type exponentiel, et E, étant la distribution
définie par

/ 2@ ¢ (r
{En fp(y)d)()d

ou u est un élément arbitraire de €7 (R"), u sa transformée de Fourier,
7 un nombre réel > 7,
-==,7€C"; Re{=¢ Im{=() |,
P-()=09("'9, ou ge ’”(R“), 091,
¢@=o0 si|i[<p et ¢@=1 si[i[>2p
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CuariTre II.

Exemples d’applications.

8. Polynémes différentiels a caractéristiques réelles simples
et a partie principale réelle.

Comme auparavant, nous considérons un polynéme P en n indéter-
minées, a coeflicients complexes, dont nous noterons m le degré. La partie
principale de P, c’est-a-dire la partie homogéne de degré maximal, ici de
degré m, sera notée P,,. Nous ferons I’hypothése suivante :

(8.1) La partie principale P,, de P est a coefficients réels.
Les caractéristiqgues de I'opérateur différentiel P(D) sont par définition
les vecteurs € G, { Zo, tels que

P,.(9)=o.
Un tel vecteur est appelé une caractéristique simple de P (D) si
grad P,,(2) # o.

Nous ferons la deuxiéme hypothese suivante :
(8.2) Les caractéristiques réelles de P(D) sont simples.

Exemples de polynémes différentiels vérifiant (8.1) et (8.2) : les opérateurs
a partie principale réelle qui sont, soit strictement hyperboliques, soit
elliptiques; les opérateurs ultrahyperboliques.

Supposons donc que (8.1) et (8.2) soient vérifiées. Lorsque Ze€R-"
parcourt le céne caractéristique réel de P (D),

I'={i720; P,() =0},
la réunion de { o} et de toutes les droites d’équation
x=1tgradP, (), teR!,

forme un cone, appelé céne bicaractéristique réel de P (D). Soit v linter-
section du cone I' avec la sphére unité de R, L’intersection, avec cette
méme sphére, du cone bicaractéristique est 'image de v par I'application

grad P,, (%)

@®.3) 200 = Tgradp, ()

Il n’est pas difficile de voir que (sous les conditions oi1 nous nous sommes
placés) cette image est un ensemble algébrique, c’est-a-dire 1’ensemble
des zéros d’un certain polynoéme (puisque nous sommes sur le corps des
réels). (Voir, par exemple, F. BRuHAT [2].)
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Il en résulte que le cone bicaractéristique réel lui-inéme est ’ensemble
des zéros d’'un polyndme homogeéne, que nous noterons (. Bien entendu,
ce cone n’est pas identique a l’espace tout entier, i. e., le polynéme Q
n’est pas identiquement nul.

Nous allons démontrer que le théoréme 1 admet la conséquence
suivante :

THEOREME 2. — Soit P (D) un polynéme différentiel dont la partie prin-
cipale est a coefficients réels et dont les caractéristiques réelles sont simples.

Alors P(D) posséde une solution élémentaire E qui est analytique dans
le complémentaire du céne bicaractéristique réel de P (D).

Démonstration. — Soit ¢ une fonction ¢* dans R", oYy 1, nulle
au voisinage de I'origine, égale & 1 en dehors de la boule |% | < 1/2. Soit ¥ la
fonction définie en (8.3); posons v ={¥. Soit Q le polyndéme introduit
plus haut : I’'ensemble de ses zéros réels est exactement le cone bicarac-
téristique réel de P (D). Nous pouvons noter d son degré (Q est homogene
de degré d). Nous allons démontrer que v et ( satisfont a la condition (7. 2),
avec ) = 1. Ceci résultera de la propriété suivante :

(8.4) Il existe une constante ¢ > o et un nombre o1 {tels que, pour
tout nombre réel = >~ 1 et tout teR”, vérifiant | % | > 07,

[PE A+ imo@) | =cr(g] + o

Démonstration de (8.4). — 11 suffit visiblement de considérer le cas
ou P=P,. Or, pour |Z|>1, on a

[P+ 1i70(©) || Pu) + it|grad P, ()| | — K= (2] + )"
ou K est une constante > o, ne dépendant que de P,, nulle si m 1.
Comme P,, est réel dans R”, on a
| P + it | grad Py || =7 grad P, ()|

Comme les caractéristiques réelles de P(D) sont simples, |gradP,,(z) |
ne s’annule pas pour 2o (la ou gradP, s’annule, P, s’annule aussi
d’aprés 'identité d’Euler), donc, par homogénéité, pour tout ZeR~,

| gradP,,l (E) } >0 | E ]HL—-I.
Finalement, pour |£|>x1,
i'P/n(i + it I)(E)) | >T : Co Iiil::~|_K7(| £| + T)""‘2 3

De 14, la propriété (8.4) découle facilement.

Les propriétés (7.3) et (7.4) sont des conséquences immédiates de (8.4)
(on prend 0 =1 comme nous 'avons dit). Reste & vérifier (7.5), aussi,
avec 0 =1,
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Raisonnons sur la sphére unité {{€R”; || =1]. On a, sur cette
sphére,

@8.5) 1Q(grad P, (2)) | = Co | P (@) |-

En effet, Q(gradP, (7)) s’annule 1a ol P,(f) =o, et cette équation
définit une surface algébrique sans singularités (en dehors de 1’origine).

Le premier membre de (8.5) est homogene en - de degré d(m-—ri)
alors que le deuxiéme I’est de degré m, donc, pour ~ € R* arbitraire, on doit
avoir

(8.6) |Q(grad P, () |.= Gy |17 | P () |.

D’autre part, pour des raisons d’homogénéité évidentes, on a

@.7)  1Q(grad P, () —Qgrad P(; + iz v (D)) [Z Cie (| ] + =)=~
Supposons maintenant que || >.pr, comme dans (8.4); on a

1PuG) | = PG+ izo(@) |+ Caz(|Z] + 2
Z G| PG+ izo().

En tenant compte de ceci et de (8.7) dans (8.6), on voit que

GudPCH i) g f e
e C. e I P

!Q(\ PC+iz0®) J|= TP+ 0@y T T TPCF im0 |
Ceci est valable pour |£j|§pr. En utilisant une fois de plus (8.4), on
obtient

e+ G |
La propriétés (7.5) est une conséquence immédiate de cette inégalité.
Le théoréme 2 se trouve ainsi démontré.

CoroLLAIRE 1. — Si P(D) est strictement hyperbolique, P(D) posséde
une solution élémentaire qui est analytique dans le complémentaire du cone
bicaractéristique.

En effet, si P(D) est strictement hyperbolique, il existe un nombre
complexe z :# o tel que zP(D) ait sa partie principale a coeflicients
réels.

COROLLAIRE 2. — Si P(D) est elliptique, P(D) posséde une solution
élémentaire analytique dans le complémentaire de Uorigine.

En effet, P(D) P(D) est a coefficients réels et n’a pas de caractéris-
tiques réelles, donc son cdne bicaractéristique est réduit & {o}. Si E est

une solution élémentaire de P(D)P(D), P(D)E en est une de P(D).
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Supposons toujours que P,,(D) est a coefficients réels et que les carac-
téristiques réelles de P(D) sont simples. Il résulte facilement de (8.4)
que la solution élémentaire E de P (D) construite au chapitre I est propre,
ce qui signifie que, pour tout opérateur différentiel a coefficients constants,
R (D), plus faible que P (%) ,(ce qui veut dire que la fonction

‘;»<2|RM<’»;)P> /<2|Pw<z) 5

est bornée dans R”; on a
R(D)E % L; c Li,..

9. Polynémes différentiels semi-elliptiques.

Dans ce paragraphe, m désignera un n-uple (m,, ..., m,) (les m; sont
donc des entiers > o). Si p=(ps, ..., p,) est un autre n-uple, on pose

|p:m|=Yp,m,

J=1

Etant donné un polyndme P (i n variables, a coefficients complexes),
il existe toujours un n-uple m tel que

©.1) PX)= Y aX,

[pim |1

tel, de plus, que
P,(X)= Y aX

{prm|=—1

ne soit pas identiquement nul. Mais, en général, m n’est pas unique. Sil’'on
peut choisir m de sorte que le seul zéro de P,, dans R" soit 1'origine, alors m
est unique : car pour chaque j =1, ..., n, m; est exactement le degré
de P(X) par rapport a X,.

DEFINITION 2. — On dit que le polynéme différentiel P(D) est semi-
elliptique s’il existe un n-uple m tel qu’'on ait (9.1) el si le seul zéro de P,
dans R" est Uorigine.

Les polyndmes différentiels elliptiques et ceux paraboliques (au sens de
Petrowski) sont semi-elliptiques. On peut démontrer (voir HorRMANDER [4],
theorem 4.1.8) que les opérateurs semi-elliptiques sont hypoelliptiques.

Si P(D) est semi-elliptique et si m; est le degré de P(X) par rapport
a X,;(j=r1, ..., n), nous dirons que m=(m,, ..., m,) est le mulli-
degré de P (D). Nous poserons, pour € C",

e =1almt G =, )
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LemME 4. — Si P(D) est semi-elliptique de multi-degré m, il y a des
constantes p, C > o telles que, pour tout %, ne€ R”, vérifiant

(9.2) lZ">pn|m,
on ait
9.3) 1 g A [n | =C+ | PE+in))).
Démonstration. — 11 suffit de raisonner dans le cas ot P = P,,. Il existe
une constante ¢ > o telle que, pour tout zeR”, si |£|" =1,| P, (7)) ]| > c.

Donc, par continuité, il existe un nombre ¢ > o tel que si |n|"-=9,
[P, (c-Fin)|=clo.
Il suffit de prendre p = 6~ et d’utiliser la propriété d’homogénéité

Pm(ti/le“ LI ] tl/m"Xn) —_—th (Xu ey Xll)’

en choisissant { = |z |~' pour ;= o maintenant arbitraire.

Un autre fait que nous utiliserons c’est que si 'on a (9.1) et si 3 est
un n-uple quelconque,

9.4 | PBI(Z) | = C(x | g|m)=!Bim,

ot C est une constante > o indépendante de ¢ € G".

Supposons que P(D) soit semi-elliptique. Alors, pour chaque Z€R”,
notons d(£) le degré du polyndme P (T %) par rapport a I'indéterminée T'.
Nous désignerons par V, le sous-espace vectoriel de R* formé de O et
des = o tels que d (%) soit minimum, sans étre maximum et sans étre
nul [noter que si degP > o, % = o implique d (%) = o].

THEOREME 3. — Si P(D) est semi-elliptique, il posséde une solulion
élémentaire qui est analytique dans le complémentaire du sous-espace
vectoriel Vp de R".

Démonstration. — On choisit les coordonnées dans R de sorte que
i, ..., x; soient les coordonnées de I'orthogonal de V,, i. e., que V, soit
exactement I’ensemble des zéros de

QX)=Xi+...+ Xj.

Ainsi nous nous trouvons dans la situation introduite p. 160o. Nous
prendrons v(f) = (1, o, ..., o). On voit facilement que la propriété (7.2)
est une conséquence du fait suivant :

(9.5) Il existe des constantes p, C>o telles que, pour foul n-uple 3 de
type Q (i. e., tel que 3,=osij>k) et tout 7=+ i, )el

[Z] > pt, 721, on ail
=811PoG) | =

T

)EP@L

EH
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Nous déduisons (9.5) de (9.3) et (9.4). En effet, prenons n = (1, o, ..., 0);
(9.2) devient |£|™>xp7™, qui est une conséquence de |%|>xp'/ur,
puisque m, =< m; pour tout j. La conjonction de (9.3) et (9.4) entraine

PA()

_IW écl(l__l_Tm,_]_"&lm)—IB:m[.

Mais si 3 est de type Q, |B: m| =|3|/m, et donc
(gl 8o i=]z|+. ..+ |2,
d’ott immédiatement (9.5).

CoroLLAIRE 1. — Tout polynéme différentiel elliptique posséde une
solution élémentaire analytique dans R* ™ {o}.

En effet, si P(D) est elliptique, V,={o}.

COROLLAIRE 2. — Si P(D) est parabolique par rapport & x,, il posséde
une solution élémentaire qui est analylique dans Uouvert {xeR"; x, =0 |,

En effet, si P(D) est parabolique en x,, V, est I'hyperplan d’équa-
tion x, = o.
10. L’'opérateur de Schrédinger.

L’opérateur de Schrédinger
% 9]0ty + (9]0x))* + . . . + (9]dx,)?

possede une solution élémentaire E qui est analytique dans I'ouvert { = o,
par exemple
, . eiT/h \n ' T '2
E =i — ) Y()ex »—)
<2v’7ri> ® p\[llt ’

ot Y est la fonction d’Heaviside. Nous allons montrer que le polynéme
différentiel de Schrodinger satisfait aux conditions du théoreme 1. En fait,
nousraisonnerons surle polyndme P(X) = X, — | X' |, ou X' =(X,,. .., X))
et | X'|*=2X;+... + X;. Nous montrerons que la condition (7.2) est
satisfaite si 'on prend Q(X) =X, et

v(E) = (019, V' )

avec
0,() = a@®) (@@ + |51
Ve = ¥ @@+ 12 )

La fonction a est définie ainsi :

a(f) = (14717
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ou t= et ou v est une fonction ¢* de teR', o ¢ 1,

£
418
9()=o0 pour f{> o0, ¢(f)=1, pour {=—1. Nous supposerons qu’on a
toujours

(10.1) AN T,

ou p est une constante qui sera choisie plus bas. Posons { =% + it v(%).
Alors

ReP() =5 — 12 [+ 2 Fila @ + 2 ),
ImPE) | =@ + 22 PIQa@PF + |2/

Nous allons démontrer qu’on a, sous les conditions (10. 1),
(10.2) [P = ca(z + £ '

La constante ¢ sera > o et indépendante de v et 2. Comme P® % =
et que les seuls n-uples 3 de type Q sont ceux tels que 3;,=o0 si j>1,
on voit que (10.2) entrainera la validité de (7. 2).

Nous distinguerons plusieurs cas, suivant la valeur de { ==Z,/(x + |2’ |*),
et nous supposerons qu’on a

(10.3) |ReP(9) | =2 (= + %)),
autrement (10.2) est vérifiée.
1° { ~Z—1.— Donc %, < o, en vertu de quoi (10. 3) fournit
G+ 8P+ [ P(@+ |2 ).

Nous choisissons p dans (10.1) de maniére a avoir |& |+ [ P> 27,
d’ou
(&P =47 2 P(a* + E ),

d’ou
(10.4) (@*+ (&) =
Puisque t~—1, on a a(f)>> Z,| : en prenant p>2, on a abouti

4 une contradiction : donc (10.3) doit étre faux, donc (10.2) est vérifiée.

20 — 1 <t = 0. — Ici encore, (10.3) implique (10.4), d’olt

ImP(C)éé (a2 )|

Mais |5 ||t (14 ]E ). Si p> 5, ceci exige > 1, et donc

by
-
S

15, = 2| |, soit ImP(C)éi(!iM—i—l"&_’ ). Mais le fait que a>1
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entraine Im P (¢) > /2, donc
ImP(Q) =g (= + [ 4] + 2 ),
ce qui entraine aussitot (10.2).
3¢ oZtl=4 — On a |5[=Z4(+]ZF). Comme a(i) =1
pour { > o, on a
P Q)=+ 2 ) =gt (4] + |2 )
d’olt aisément (10.2).

4° t>= 4. — Alors | &' |* = - |z, |; on déduit de (10.3)

I
Zl
e Loz 45+ 157,
d’olt |Z,] <16 7. On utilise une fois de plus le fait que ImP(Q) > </o.

Ceci donne, compte tenu de ce que 4|2 2| %, |,

MPE) > —< G+ 4]+ ]2 ]),
doit (10.2).

11. Support singulier des solutions élémentaires et régularité
des solutions.

Nous rappelons que le support singulier d’une distribution T' (définie
dans un ouvert & de R”), supp singT, est le plus petit sous-ensemble
fermé de £ en dehors duquel T est une fonction ¢~.

Soient un polyndme différentiel P(D) sur R”, x° un point quelconque
de R~

TurtoreEME 4. — Soit une distribution T dans un ouvert 2 confenant x°.
On suppose qu’il existe une solution élémentaire F de P(—D) et un ouvert
relativement compact Q' de Q, Q'>x°, lels que les fails suivants soient
vrais :

(11.1) PD)T est ¢* dans Q';
(11.2) les ensembles
dQ' n[(supp sing F) + x°] ef supp sing T

sont disjoints.
Dans ces conditions, T est ¢” dans un voisinage de x°.
Démonstration. — Le support singulier de la distribution 7 sera

noté & (7). Par une translation, nous nous ramenons aussitdt au cas
ou x'=o0, et nous considérons un voisinage U de 0Q' tel que $(T)
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et Un'$(F) soient disjoints. Soit ge ¢ (L), ¢ =1 dans un voisinage de
o et supp (grad ¢)c U. Posons E = F; ainsi P(D)E = ¢. Posons aussi

S=PD)(@T)—gPD)T:
supp Sc'nU, etlon a
9T =E%x P(D) (yT) = E*[gP(D)T] + E%S.

Désignons par R I'une quelconque des deux distributions ¢ P(D)T ou S.
Dans les deux cas, supp R est compact et S(R) est contenu dans

supp(grad g)nsS(T)c Uns(T).

On utilise alors le fait, vrai pour n’importe quelles distributions E et R,
dont I'une au moins est & support compact, que

(11.3) S(E % R)cS(E) + $(R)

(cf. démonstration de la proposition 7.2) dans TREVESs [9]). Ceci entrainera,
compte tenu de ce que I = E,

S(T)cUNS(T)— S(F),

et donc que $(¢gT), donc aussi $(T), ne contient pas O.
C. Q. F. D,

COROLLAIRE 1. — Soient un ouvert borné ' de R*, T une distribution
définie dans un voisinage ouvert de Q' dont le support singulier ne ren-

contre pas 0. Soit P(D) un polynéme différentiel quelconque sur R
Si P(D)T est ¢* dans L', il en est de méme de T.

CorOLLAIRE 2. — Soit T € ¢'(R?) telle que P(D) T soit une fonction ¢”
dans R*, Si T est ¢* en dehors d’un compact, T est ¢* dans I’espace R”
entier.

CoroLLAIRE 3. — Si P(— D) a une solution élémentaire qui est C”
dans le complémentaire de Uorigine, pour toufe distribution T dans un
ouvert 2,

supp sing T' = supp sing P(D) T

Le corollaire 3 est évidemment bien connu! Le corollaire 2 se trouve
dans AgraNovic [1].

12. Remarques complémentaires sur le support singulier des
solutions élémentaires.

Nous avons vu (théor. 2) que tout polynome différentiel d’ordre m,
P(D), dont la partie principale P, (D) est a coefficients réels, et dont les
caractéristiques réelles sont toutes simples, posséde une solution élémen-



188 F. TREVES ET M. ZERNER.

taire dont le support singulier est contenu dans le cone bicaractéristique
réel. Ceci n’exclut aucunement que P(D) ait une solution élémentaire
dont le support singulier soit plus petit que le cone bicaractéristique
réel, ou bien soit plus grand. Nous démontrons ici qu’en fait, pourvu
qu’il ne soit pas elliptique, P(D) posseéde toujours une solution élémen-
taire dont le support singulier est égal a I'espace tout entier (théor. 6).
D’autre part, on rappelle que les polyndémes différentiels strictement
hyperboliques possedent une solution élémentaire dont le support est
contenu dans I’enveloppe convexe d’un demi-céne bicaractéristique réel
— et qui est analytique dans le complémentaire de ce demi-cone. Le
théoreme 5 ci-dessous énonce que cette propriété est, en quelque sorte,
ce qu'on peut espérer de mieux : sous nos conditions précédentes, a
savoir que P, soit réelle et que les caractéristiques réelles soient
simples, le support singulier de n’importe quelle solution élémentaire
doit contenir un demi-cone bicaractéristique réel.

THEOREME 5. — Soit P(D) un polynéme différentiel dont les caracté-
ristiques réelles sont simples el dont la partie principale est a coefficients
réels. Soit E une solution élémentaire quelconque de P(D), € R", 2 # o,
un vecteur caractéristique réel quelconque de P (D).

Alors U'une au moins des deux demi-droites

x=tgradP,, (%) ou bien x=—tgradP,, (), 1> o,

est entiérement contenue dans le support singulier de E.

Démonstration. — 11 existe une fonction u, ¢ dans R", qui est solution
de ’équation homogéne P(— D)u=o et dont le support singulier est
exactement égal a la droite réelle engendrée par grad P,, (%) (ZERNER [11]).
Supposons alors que 1’assertion du théoréme ne soit pas vraie : il y aurait
un intervalle non vide dans chacune des deux demi-droites considérées
qui ne serait pas contenu dans supp sing E. Autrement dit, il y aurait
un voisinage Q' de o, ouvert et borné, tel que

0Q' n (supp sing E) et supp singu

soient disjoints. Si nous appliquons le théoréme 4 avec P(D) au lieu
de P(—D), et T = u, on conclut que u est C* au voisinage de 1’origine,
contrairement a I’hypothése que tout point de la forme x =fgradP,,(5)
(t réel) appartient a supp sing u.

THEOREME 6. — Mémes hypothéses sur P(D) que pour le théoréme 5.
Si P(D) n’est pas elliptique, il existe une solution élémentaire E de P(D)
dont le support singulier est égal a Uespace R" entier.

Démonstration. — 11 existe une solution élémentaire E, de P(D) dont
le support singulier est contenu dans un ensemble algébrique distinct
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de Pespace entier, et qui est par conséquent C* dans un ouvert partout
dense de R”. Il suffit donc de montrer qu’il existe une solution distri-
bution u de I'équation homogéne P(D)u = o telle que supp sing u = R»
et de prendre ensuite E=E,— u. Le théoréme 6 découlera donc du
résultat suivant :

THEOREME 7. — Soit un polynéme différentiel P(D) sur R". Supposons
que la partie principale P, (D) soit a coefficients réels et qu’il existe un
vecteur € R", % = o, qui vérifie

P’”(E) =0, gradpm (E,) 7‘3 0.
Alors il existe une distribution u sur R telle que
PD)u=o0 dans R" et supp singu = R".

Démonstration du théoréme. — Les hypothéses nous permettent de faire
un changement linéaire de variables dans R* qui mette P(D) sous la
forme

m—2

P®) =D~ Dot Y, Qui(D') D,

k=0

ou D'=(D,, ..., D" et Q, (D) est un polyndéme différentiel d’ordre
= m — k. Soit w la solution du probléme de Goursat
PD)w=o0 dans R~
Diw=o0 (oZLv<m—2) et D *w=1 sixz =o,

Ww=o0 Sl T, =o.

La fonction w est analytique dans R" entier. D’aprés les conditions
aux limites du probléme de Goursat, on voit que

pPuho-sO(hw=o0 six =o,

d’olt I'on déduit que la fonction Y (z,)w(x) satisfait aussi a I'équation
homogeéne dans R?, P(D)(Yw)=o (nous notons Y la fonction
d’Heaviside, égale 4 o pour < o, et & 1 pour x = o). Soit alors une distri-
bution quelconque, S(x;), sur la droite; nous l'identifions a la distri-
bution S(z,) ® 1 (z') sur R*, en notant 1(z’) la fonction identiquement
égale 4 1 sur R* (' = (2., ..., ¥,)), et nous considérons la convolution
par rapport a z, seulement,

e (2) =[Y @) w@)] % S(),

qui a un sens lorsque le support de S(z;) est contenu dans la demi-
droite (o, 4 (, ce que nous supposerons. Bien entendu, P(D)u. =o
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dans R D’autre part,
DY @) = [0y (Y @)w @)k S@)
=[Y @) DI w@)] % S@) +[3(x) D' *w(@)] % S (@)
Mais N i
o(x)D"*w(x) = o(x)) D" *w(o, ') = ()

et donc
Dy —'u (v)=[Y (@)D 'w(x)] t[ S(x1) + S(xy).

Nous allons démontrer qu’on peut choisir la distribution S sur la droite
de maniere que le support singulier de D} ~'u. soit exactement égal
au demi-espace x, > o. En recommencant le méme raisonnement pour
la distribution

u(x)y=[Y(—z)w@)] t S(—ux),

dont le support singulier sera exactement égal au demi-espace x, o,
on obtiendra une distribution sur R*, u =u, + u_, qui satisfait a toutes
les conditions de 1’énoncé.

Quant a notre assertion sur la possibilité de choisir S, elle est facile
a démontrer : prenons pour S(x,) une fonction continue dans R' qui ne
posseéde de dérivée continue sur aucun intervalle non vide de la demi-
droite (o, 4 <« (. Puisque S(x,) est continue,

[Y(x)D} 'w()] :k S(z)

est une fois contintiment dérivable; en effet,
D, : [Y(x) D} 'w(x)] * S(x)) 3
=[Y (z,) D} w(x)] % S(x:) + S(x:) D ~'w(o, x').

Le deuxiéme terme du second membre est évidemment continu; mais le
premier terme aussi puisque c’est la convolution d’une fonction loca-
lement L~ avec une fonction continue. Alors, si D?~'u. était une fois
continiment dérivable dans un ouvert du demi-espace x, > o, S(x;) devrait
I’étre dans un intervalle non vide de la demi-droite x, > o, contrairement
a notre choix.
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