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EQUATIONS DIFFERENTIELLES D'ORDRE INFINI

PAR

Anxpre MARTINEAU
(Nice).

Introduction.

Dans le texte qui suit, je développe en premier lieu 'article Equations
différentielles d’ordre infini [17], texte d’une conférence donnée au deuxiéme
Colloque du C.B. R. M. sur I’Analyse fonctionnelle, tenu a Liége en 1964.

Le but de cet article était, d’'une part montrer que la méthode de
plongement que j’avais employée dans la démonstration du théoréme
de l'indicatrice de croissance pour une fonction entiére du type exponen-
tiel [16] se généralisait aux espaces de fonctions entiéres d’ordre fini,
et d’autre part, d’expliciter quelques résultats sur les équations de convo-
lution. Je corrigerai en passant le « lemme de décomposition » (p. 42 de [17])
dont I'énoncé était manifestement incorrect.

En second lieu, je donnerai des démonstrations directes des théoremes
de division dont j’ai besoin.

Enfin, pour les fonctions entiéres de type exponentiel, je compléterai
les résultats obtenus par I'introduction d’une transformation de Laplace
que j’appellerai transformée de Laplace projective. Les méthodes utilisées
sont délibérément élémentaires. Ce texte est basé sur trois conférences,
données en décembre 1965, du Séminaire dirigé par Jean LERAY au
Collége de France.
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PREMIERE PARTIE.

La transformation de Fourier-Borel
dans les espaces de fonctions d’ordre fini.

1. Notations et premiéres définitions.

Dans la suite, V désignera un espace vectoriel complexe de dimension
finie. On notera V” pour préciser que V est de dimension n. Et par choix
d’un systéme de coordonnées, on entendra un isomorphisme vectoriel
(complexe) entre V et G* : si z€ V, nous écrirons alors z=(z,, ..., z,).
On notera par V' I'espace vectoriel (complexe) dual de V. On désignera
par fonction entiére une fonction holomorphe sur V (resp. sur V’).

Soit ¢ une fonction continue sur V. On notera par B,(V) I'espace (')
des fonctions (z— f(2)) telles que |f(z).exp(—o(2))| tende vers zéro
4 linfini muni de la norme

() [fllo= sup |/ (2).exp (—0(2));

B, est un espace de Banach. L’espace B, peut étre réduit & zéro; en
outre se pose le probléeme de savoir dans quelle mesure B, dépend de p.
Je reviendrai ailleurs sur ces questions.

Dans tout ce qui suit, p va étre tres particulier.

(a) Fonctions entiéres de type exponentiel. — On se donne une norme
réelle sur V, c’est-a-dire une fonction p telle que g(2) >0, p(2) =0=2z=o0,

(') Danslasuite, nous noterons B?'_é la’place de B,(V), etc., quand aucune confusion
ne sera possible.
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o(u, + w) Zo(w) + o(u:), o(Au)=12p(u) pour tout 2>~ o. On désigne
par E' la réunion

(2) U B«=E"

Un élément de E! sera dit, fonction entiére de type exponentiel.

Il revient au méme de dire qu’'une fonction entiere est de type expo-
nentiel s’il existe A et K tels que

©) [f@)|=K.exp(A.p(2)),
ou ¢ est une norme réelle.
Il est clair que E' ne dépend pas du choix de p. De méme, I'espace
) [\ Bio=Ei
A>0
ne dépend pas du choix de la norme.

Un élément de cet espace sera dit fonction entiére de type exponentiel
zéro.

On est de méme amené a introduire les espaces

(5) U BAszllr,p’

A< R

espace des fonctions entiéres de type exponentiel et de p-type inférieur
aA,et

(6) (" Bio=Eine

A>R

I’espace des fonctions entiéres de type exponentiel et de p-type égal a A.
Ces espaces dépendent de p. On est amené aux conventions naturelles

E()I,O,p:E<I)9 Eelo,p—':El,
ce qui nous permettra dans la suite de faire prendre a R les valeurs o

et oo respectivement dans E, r , et dans Ej ..

(b) Fonctions entiéres d’ordre fini. — Nous remplacons la fonction A
par (A p)f olt k> 1, et nous noterons par E* I’espace des fonctions entieres
d’ordre k et de type moyen, soit

(7) Ef= U Biigp,

A>0
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et par Ef son sous-espace des fonctions de type zéro, soit

A>0

Ces deux espaces ne dépendent pas du choix de p. Nous désignerons
par Ej , I'espace des fonctions entiéres d’ordre k et de o-type inférieur a R,
soit

(9) Ei= U Biigs

AR

puis par Ef » , I'espace des fonctions d’ordre k et de p-type égal a R, soit

(IO) E(]f,g,p= m B(Ap)lr.
A>R
On a donc
E},, P_Eﬁ et Eﬁ,p:E“.

(¢) Fonctions d’ordre infini. — Nous poserons, et ceci sera justifié
dans I’avenir, E* pour I'espace des fonctions holomorphes au voisinage
de l'origine de V, E; pour l'espace des fonctions entiéres, Eqr , pour
I'espace des fonctions holomorphes dans I'ouvert p(z) < R—, E% , pour
I’espace des fonctions holomorphes au voisinage du compact p(z) = R,

2. Nature vectorielle topologique des espaces de fonctions
entiéres.

LemMmE 1. — Si A < A', Uapplication identique de B4, dans B ) est
compacte.

Démonstration. — Supposons d’abord k = co. La boule unité 3 de B«
est compacte pour la topologie de la convergence uniforme sur tout
compact de V d’aprés un théoréme de Paul MonNTEL. Si f, est une suite
d’éléments de cette boule, on peut donc en extraire une sous-suite f,,
convergeant vers f,, ol f, € 3, uniformément sur tout compact. Mais ¢ > o
étant donné, il existe R, tel que p(z) > R, entraine

(11) exp (Ap (@) —(A"p(9))) < Z

et R, étant fixé, il existe n, tel que n'> n, entraine |f,l (2)—fn@)|<c
pour tout z tel que p(z) =< R,. Donc

() —Fu(2)]-exp — (4.0 ()
= sup( sup, () —[u(3)) +

+ sup (| [:0@)— ()] UP I eeer—remty 2,
21> R
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Donc les f, convergent dans B, vers f,. Le lemme est démontré
pour k#200. Pour k= =, il se réduit a la propriété déja rappelée de
MONTEL.

C. Q. F. D.

On peut munir I'espace E% , de la topologie de la limite inductive
des B ot A <R. De méme, Efp, sera muni de la topologie de la
limite projective des B,y Si k200, il est immédiat de constater que
ces topologies sont plus fines que celle de la convergence uniforme sur
tout compact, donc que la topologie de la convergence simple.

D’aprés le théoréme du graphe fermé de KoTHE-GROTHENDIECK [8],
il en résulte que les topologies introduites sont les seules topologies
d’espaces -7 plus fines que la topologie de la convergence simple dont
peuventétre munis ces espaces. Pour k =oo et les espaces E7 ,, (vesp. Eq r,;),
on considere la topologie de la convergence simple des coefficients des
séries de Taylor des éléments de E%, (resp. Eir ;) en tout point de
Iensemble o(z) =~ R~ [resp. p(z) < R™'], topologie moins fine et séparée
qui rend naturelle, vu le théoréme du graphe fermé, les topologies intro-
duites (on aurait pu faire de méme dans les autres cas).

Dorénavant ce sont ces topologies que nous considérerons.

ProrosiTioN 1. — Les espaces E*, Eﬁ)(, sont des duals de Fréchel-
Schwartz, les espaces E% et Ef r.p sont des Fréchel-Schwartz.

Démonstration. — La terminologie adoptée est celle de l’article de
GROTHENDIECK [7]. Je renvoie a cet article pour la théorie de ces espaces.
La propriété découle du lemme, cf. [7].

Remarque. — 11 est aisé de renforcer le lemme et de montrer que I'appli-
cation de B, dans B4« est nucléaire. Donc nos espaces sont méme
des espaces nucléaires [8], ce qui d’ailleurs ne m’est d’aucune utilité dans
la suite.

3. Représentation des éléments du dual d’un espace de fonctions
entiéres.

Soit k3#co. Désignons par C’ , l'espace des fonctions g continues
sur V et telles que | g(2).exp (— (A p(2))") | tende vers zéro a I'infini muni
de la norme

g—>sup|(g.e! 2 (2) |.

C’est un espace de Banach. Alors nous désignerons par F{ . , I'espace
(12) ( ‘Cft,p
A>R

et muni de la topologie de la limite projective des C% ;. C’est un espace
de Fréchet dont je vais déterminer le dual. Le dual de 'espace C% ,
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est formé des mesures i sur V telles que p.e ¢ ) soit une mesure bornée.
En effet, si C, est 'espace des fonctions continues tendant vers zéro
a l'infini, dont le dual est justement I’espace des mesures bornées, 1'appli-
cation C,— Cp,, définie par g g.e“®" est un isomorphisme métrique
dont le transposé envoie Cj , sur le dual de C,. Les fonctions continues
& support compact sont denses dans Cp., comme on le voit par une tron-
cature, donc le dual Cj , de cet espace est un ensemble de mesures, et
I'application transposée est p— x.e1#. Ceci démontre I'assertion.

I1 vient alors le lemme ci-dessous :

LemME 2. — Soit k #co. Le dual de F{ ., est constitué des mesures .
qui satisfont & la propriété : il existe A > R tel que 1..e1?" soil une mesure
bornée.

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer, vu ce que nous venons de démon-
trer, et notant que le dual de F§p . est un espace de mesures, le corol-
laire 2 de la proposition 10, § 2, chap. IV, de BourBaki [3].

L’espace Ef ., apparait comme un sous-espace fermé de Fip, car
il est déja fermé dans ce dernier pour la topologie moins fine de la conver-
gence uniforme sur tout compact. Donc une application du théoréeme de
Hahn-Banach nous donne la proposition suivante :

ProposiTION 2. — Soit k#co0. Tout élément T du dual de Ejr .,
peut étre représenté par une mesure . telle que | p.|.exp(Bp)* soit bornée
pour un B> R au moins, cest-a-dire que, pour foute f eEf R ON @

(= [ 1))
el réciproquement.

Pour k=co, tout élément T du dual de Eir, peut éire représenté
par une mesure 1. a support compact dans Uouvert p(z) <R~'.

Pour la représentation du dual Ef ., on a la proposition suivante :

ProposITION 3. — Toutl élément T du dual de Ef , (k#o0) peul élre
représenté par une mesure p. telle que | 1+ |.exp (Bp)* soit bornée pour tout B<<R.

Démonstration. — La restriction de T a B, ot A < R, est continue,
donc provient d’une forme linéaire continue p, sur C ;. Convenons
d’appeler mesure de Cauchy une mesure de la forme

(13) g»@lﬁf g@dz  (de=dnA ... Ndz),
v (3)

ol v(z,) est la frontiére distinguée orientée d’un polycylindre de centre z,.
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On a le lemme suivant :

LemMmE 3 (MorERA). — Soit k#co. Les mesures de Cauchy forment
un ensemble lotal dans le sous-espace (B4 (orthogonal de By,
de CEAP)“’

Démonstration. — Pour cela, il suffit de voir que si j»(f) = o pour toute
mesure de Cauchy p, alors f est holomorphe ce qui est précisément le

théoréme de Morera.
C. Q. F. D.

Nous appliquons maintenant le procédé de Mittag-Leffler.

Si A, ..., A, ... est une suite strictement croissante de nombres
réels telle que lim A,= R, et si 'on note par || ||, la norme dans Ci,, g,
on remarque que || ||| |l dans Ci4, . Ayant trouvé p, qui

représente T sur B4« puis p) sur By, la mesure (p,— ) est
orthogonale a B, donc on peut lui ajouter une combinaison linéaire
finie de mesures de Cauchy v, telle que

(h) = v i< -
On posera po=y,—va; [y, ..., b1 ayant été choisies en sorte que

(15) ” IJ‘/I~1 - P-nﬁz “n~2 < Py ! k)

n—:2

on pourra trouver p, telle que p, représente T' dans B, Donc on
peut trouver v, combinaison linéaire finie de mesures de Cauchy telle que

’ I
(16) “ P'u’_— V/z‘_‘!J-lz~J Hn—l< !

211.——I

Alors lim ., existe dans chaque espace Ci4,pr Si -+ est la mesure
> o
limite, elle répond a la question.
C. Q. F. D.

Je ne vois pas la possibilité d’une telle propriété pour k =co.

4, La série de Taylor.

Soit feEfr, (resp.f€E};,), et considérons sa série de Taylor a
Porigine
(17)  s() =Z a,.z* (considérée en tant que série formelle).

A
Posons

(18) Pn(fQZ = Z a.z*

lal=n

[on a a=(ou, ..., 2), |a|=a14...+ &),
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alors on a la proposition suivante :

ProrosITION 4. — Supposons que p(4.z) = | 2|.p(2) pour tout } complexe.
La série de terme général P,(f; z), si f€Ef g, converge vers f dans cet
espace. On a, plus précisément, si f € B4y, sa série converge absolument
dans toul By, o A'> A, ce qui eniraine que, si feE}f,, la série

EP,,(f; z) converge vers [ dans cet espace.

n

VARIANTE. — V = G Une norme o est dite de Reinhardt si
p(e . uy, ..., e ) =0, ..., u,).

Si o est de Reinhardt la série de Taylor de f€EL s, converge dans cet
espace vers f (resp. la série de Taylor de f € E} p converge dans cet espace
vers f).

Cette proposition admet le corollaire suivant :

COROLLAIRE. — Les polynémes sont denses dans E* (resp. E¥).

Démonstration. — Prendre pour p une norme complexe et appliquer
la proposition.

Remarquons que cette propriété a lieu en général dans tous nos espaces
sous les seules hypothéses du début pour o, mais je ne le démontrerai
pas ici.

Démonstration de la proposition. — On considére la fonction
(19) 9(z; ) =[(.2), Cz=zi, ..., Lz).

I1 vient la formule

(20) P =51 |

Supposons que f € B, c’est-a-dire en particulier que
(21) sup [f(9).exp —(Ap(@) | = M(4) <+co.
Ceci nous donne

(22) |9(z; ©) | =M (A).exp(Ap(2))*

et, posant R=p(z), il vient

(23) Sup, | Pu(f; 2) | =M (A).exp(A.R)*

parce que p(e”.z) =p(z), d’ou

) sup( sup [FA0:2

exp(4.R)¢
vo=r| (p(2))"

Rn

) =M (a)
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k
LeMME 4. — Le minimum de la fonction R—>?—m(;{+m est altteint
_(n\Y*1 e . k(Ax)\'/*
pourR—<§> 1 Il vaut <T> .
Ce type de raisonnement est classique. Posons
| P(f3 2) |
25 U= SUp —
) P @y
et soit
_— n 1/k N
== —_— ui/n
(26) ) hm((e.k> u >
LemME 5. — feEf 4, équivaut a © = A.
Démonstration. — fe€ By, pour tout A’> A, d’ol, par le lemme
précédent,
® A" pour tout A'> A4,
car on a
(27) N e M ATy, A7
7 e.k "= e

Dans Pautre sens, supposons que ® =< A. Alors a partir d’un certain
rang, A’ étant donné supérieur & 0, et si O <A"<<A’, on a

N
o ()",

d’ou

(29) = ((SE) "y = (SHALYT),
Calculons la norme

(30) sup | Pu(f; 2).exp(—(A"0(2))) | = 4.
On a

LAY RN 13
M (e—i(hél ) ‘R".exp(—(A". R)")

et, utilisant le lemme 4,

, . n k/n
(31) Re.exp— (A .R)‘é<m> :
d’ou
A// n
32) ne ()

pour n assez grand, ce qui montre que la série converge.
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Elle converge donc vers une fonction f(z) telle que
sup | f(2).exp —(A'p)"(2) | <40
et A'> A étant arbitraire f.exp — (A’ p)* tend vers zéro a Uinfini.

Démonstration de la variante. — On suppose donc que V= C* et que p
est une norme de Reinhardt. On pose

(33) vy= sup |z[%,
CES!
puis
34 r = 1lim lef W.yl/lal, a, V1Y,
( l) " e k o | cxl

Alors feE} ;. équivaut a == A.
En effet, on a
(35) u,Z®(n). sup vy.|a,l,
tal=mn

ot ®(n) est le cardinal de I'ensemble des = tels que | « | =n; ®(n) est un
polynome de la variable n.

Donc,

(36) <L 1/k ul/n_~ _n_>1//; (I)( )'/” su 1/n [(1 I|/,L
. e.k "= e.k n 1 p Ve * ’

|=n
d’ot O Z .

Dans I'autre sens, appliquons la formule de Cauchy a P, (z) = 2 a.z*

|| —=n

I1 vient
I n P" z
(37) aa=<m> f...f sz‘l) dz,
|21 | =Ayyeeis | Gn| =4,
O (Ayaes, Ap)=1
d’ou
(38) lax | = :—)l—”y soit | @y 0y | = U,
X

d’ou 7= 0 ce qui montre 1'égalité de - et de ® dans le cas d’une norme
de Reinhardt.

Enfin, cette méme inégalité montre que la norme de a,.z* dans un
espace B,z ou g est de Reinhardt, est inférieure a celle de P4 (f; 2),
donc est majorée par une série de puissances convergente. Le nombre
des a, tels que | o | = n, étant un polyndme de n, cette série est sommable,

donc sa somme est égale a E< Z ax.zl) =

n |x|=mn

C. Q. F. D.
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MAJORATION DES COEFFICIENTS. — On a les majorations suivantes :
Si feB,,, on a

) e. k(AR \*

(30) = SEEA2Y

Si o est en oulre une norme de Reinhardt :

e. k(A% '“[/k'l'
2 ) Do

(4o) asl = Lo

5. Application diagonale et convolution.

Considérons I'application définie pour toutes les fonctions de V &
valeurs dans 'espace des fonctions définies sur VX V et que je noterai A :

(41) A: (e f@R) e (u, v) > f(u+ ).

L’application A peut aussi étre définie par la formule (41) pour les
germes de fonctions définies au voisinage de l’origine de V et de Vx V.

ProrositioN 5. — L’application A applique E*(V) dans E*(Vx V)
qu'on peut identifier a E%(V)&. EX(V).

Démonstration. — Le cas de k =oo est bien connu (cf. par exemple [16],
p. 88).

Dans la suite, nous supposons k = oco.

1° Si ¢ est une norme sur V, nous considérerons sur VXV la norme
a(u, v) = o (u) + 0(v),
(42) [f(u+v)|=M.exp(Ap(u + v))t

= M.exp(A(p(w) + p ()
<~ M .exp(Ao(u, v))-.

La définition de E* ne dépendant pas de la norme choisie, la premiére
assertion est démontrée.
20 Le produit tensoriel ¢ est stable par passage a un sous-espace [8],
[22], [23]. On sait que
Co(VX V)~ Co (V) ®: Co(V)  [22].

L’espace C% (V) s’envoyant isométriquement sur C,(V) par I'appli-
cation fi>f.e /", en appliquant le résultat précédent, on trouve

(43) Ch (V). Ch (V) ~CE (VX V),

4, B
ou

(44) (@.0,0(u, ) = (Ap @)+ (Bp ).
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Donc B, étant fermé dans C% , quel que soit A, p, on en déduit
Bl (V) ®: B, (V) ~ BS, (VX V).

En passant a la limite inductive, ce qui est possible notre espace étant
complet [8], on obtient le résultat.
C. Q. F. D,

L’identification de E*(VxV) avec E%(V)&.E*(V), combinée a A,
nous permet de définir la convolution; A devient une application linéaire
continue de E#(V) dans E¢(V)®: E¢(V).

L’application transposée ‘A envoie les applications bilinéaires inté-

grales sur Ef(V)x E*(V) dans E*(V), en particulier les tenseurs élémen-
taires T @ U dans E*“(V). Par définition, on posera

(45) TYU=ATQU)
soit
(46) (TxU) ()= (T ® U) (&f).

L’espace (E*(V))' apparait comme une algébre commutative et uni-
taire. En outre, comme E*(V)CE”*(V) si k< h, 'inclusion étant dense,
et comme A définie sur EX(V) est la restriction a cet ensemble de 4,
définie sur E*(V), (E"(V))’ est une sous-algébre de (E*(V))’. Notons
de méme que (C*(V))" est une algébre et que la représentation est un
homomorphisme d’algébre, toujours parce que A est le méme.

De facon analogue, on vérifiera :

L’application A envoie EX(V) dans E%(Vx V) quon peut identifier a
EX(V) &< EX(V). On en déduit que si

TeEN(V), UeE((V))
et si I'on pose
(47) TxU="A(TQU),
(EX(V))' devient une algébre commutative et unitaire; (E*(V))’ est sous-
algebre de (EX(V))'.
6. L’isomorphisme de Fourier-Borel.

L’espace E' ou, si k>1, les espaces Ef , et Efp,, pour tout R> o,
contiennent les fonctions exponentielles (z—exp<z, u>) ol u parcourt
le dual V/, de V {z u) désignant la valeur de u sur z. L’espace E} ,
ne contient, lui, que les exponentielles u telles que
(48) : sup (Re<{z, u>) <R,

65 <t
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donc I'ensemble o' (u) < R ou p’ désigne la norme duale de p. Nous dirons
que nous sommes dans le cas (2). La situation précédente sera le cas (1).

De toute fagon, pour toute T & (E%, p)’, on peut définir T.(exp {z, u))
quand (z—exp<{z u>) appartient a l'espace, et si p, est une mesure
représentant T et satisfaisant aux conclusions de la proposition 3, on aura

T.(exp<z, u>)=f.dp7.exp {z,u>=27T(u).

Dans le cas (1), la fonction u— & T (u) est une fonction holomorphe
entiére de u. Dans le cas (2), elle est holomorphe, définie dans I'ouvert

o’ (u) <1. Posons R'= é, et si R=0, R"'=00, R=00, R'= 0. Soit k' le

complément de k, c’est-a-dire si k =1, k' défini par llc + f?’ =1,sik=1,
k'=o0, et si k=00, k'=1.
On a le théoréme suivant :

TuEorEME 1. — p élant une norme complexe, la transformation de
Fourier-Borel établit un isomorphisme entre

: / , N o k )
(Eﬁp(v» et E(]f,m}c).ﬁ)r,p'(v), ou ;\(k)z(k_l)(/c—n/k ®).

Pour k=1, il suffit de supposer que p est convexe (c’est le théoréme de
Iindicatrice de Polya).

La démonstration du théoréme de I'indicatrice de Polya sera donnée
plus loin par une méthode nouvelle. (Pour d’autres démonstrations,
cf. [16], [9].) C’est aussi une conséquence du « Fundamental principle »
de L. EHrENPREIS [5]. Donc, jusqu’a nouvel ordre, je suppose que g est
une norme complexe.

Lemme 6. — L’application T+ 5 T (dite transformation de Fourier-
Borel) est injective de (E} (V) dans Ef; ;g (V') [resp. de
(E} (V)" dans EY (k)_,,),’p,(V’)].

Démonstration. — Les polynomes sont denses dans E%,, donc il en
est de méme des combinaisons linéaires des fonctions exponentielles
telles que p’(u) < R (dériver en u et faire u = o!). Ceci assure la biunivo-
cité de la correspondance.

Pour le cas de Ef r ,(V), on note que

Elnp (V)= (") e (V)

A>R

(*) Cet énoncé est esquissé de fagon trésincompléte dansl’Ouvrage de MM. GEL’FAND
et SiLov sur les distributions.
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et 'on définit la transformation de Fourier-Borel de

Elr (V)Y =\ E5e (V)

A>R

par la définition précédente. Elle est donc injective de (Efz.(V))
dans

A k
U (Ex. . 4y, w (V)= Eo .y, (V)

A>R

si I'assertion a été démontrée dans le premier cas que je vais consi-
dérer maintenant jusqu’a la fin.

Soit 1 représentant T. D’apres la proposition 2, dans le premier cas,
et avec ko0, il est possible de choisir u, pour tout B < R, en sorte
que |p|.exp(Bp)¢ soit bornée. Considérons l'intégrale

(49) f exp 2, u>.dud) = 7 T ().

Toute dérivée partielle en u donne une intégrale absolument conver-
gente, donc #7T est holomorphe.

On peut écrire
Go)  FTW= j;exp«z, u>— (Bp(@))).expBo ) - dp (2.

La mesure v =p.exp(Bp)‘ est de masse totale bornée K et il faut
évaluer

(51) max Re({z, u)—(Bp(2))) = J (u)
si o(z)=R :
max Re<dz, u>=R.p' (n),

z,p(8)=R

ou o’ est la norme duale, d’out

. ) /lo/ k/k—1 k—1
9 :J(u)=mgx<Rp'<u)—<B.R>ﬂ>=(“ ) =

si k#1, o0
On peut écrire

J (1) = <?'(u).B" Q‘—#——“)”“ﬂ

done

(3) lﬁT(u)léK.expCo’(u)_Bfl(k+)k"/k>

k/k—1
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La constante B étant arbitraire inférieure a R.
Si nous posons

(54) 7 (k) =

on a bien

k

T T € Ey .y, (V')
Lorsque k=1, l'intégrale converge quand o'(u) < B, donc FT est

I N . . S
holomorphe pour o (u) < R’ c’est-a-dire, avec les conventions précé-

. . . (k—x)k—rk

dentes, appartient a Eir . (V’'). Notons que hm———k'—=1, ce
k>1

qui montre que la formule est ainsi prolongée de facon naturelle

pour k=r1.

Si k=oc0, pour tout B < R, il existe une mesure p., & support compact

dans louvert o(z) <B~', telle que FT(u) :/ exp {z, u >dp(z), d’ou

FT(W)| <\ p]-exp(, sup Relz u),

el

soit
(55) | 7T (u) | < || ||-exp(B~". 0" ().

La formule se prolonge a nouveau de facon naturelle. Le lemme est
démontré. Remarquons que %(k) atteint son maximum pour k=2 et
vaut alors 2.

LemME 7. — Si W est un espace vectoriel quotient de V par une appli-
cation linéaire continue u, et si o est la norme quotient de o, E% (W)
[resp.Ef r o(W)] s’identifie a un sous-espace fermé de Ef; (V) [resp. Ef r, (V)]
par Uapplication f—fou a savoir le sous-espace des fonctions constantes
sur les fibres de u.

Démonstration.— Le sous-espace des fonctions constantes sur les
fibres de u est fermé dans E} (V) [resp. Ef r.5(V)], car il est déja fermé
pour la topologie de la convergence uniforme sur tout compact de V
dans la situation k;#co, ol, dans le dernier cas, pour les topologies
décrites juste avant la proposition 1.

Considérons d’abord k;Zco. Soit f constante sur les fibres de u et
telle que |f(z)| < K.exp(Bp(z))f. Alors, si g(f) est la fonction définie
sur W par g(f) =f(z) ou u(z)=1, on a

(56) 9| ZK.exp(B( inf 0()))<K.expBs (D).

Dans I'autre sens, si f=gou et si |g(f)| < L.exp(Co(f)), on a
(57) [f@ =19 | <L.exp(Co(®)'=K.exp(Cp(2))*
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puisque p(2) > o (t). Il est clair que le lemme 7 résulte de ces inégalités.

Ensuite si k=00, cela résulte de ce que, si f est constante sur les fibres
de u et si f est holomorphe pour p(z) << R, alors g est holomorphe
pour c(f)y < R,

LeEmME 8. — Le théoréme 1 est vrai pour V = G,
l2li=21z1 llzll.=sup|zL.
j=1

Démonstration. — Rappelons que lorsqu’on pose V = G, on identifie V'

a G, la forme bilinéaire de dualité <z, u)> devenant Ezj.uj. Dans

/
ces conditions, la norme duale de || ||; est la norme || |,.
I suffit de démontrer le théoréme avec les espaces Ef , et p=| |
oup={[ [L..

. . s . .. N Z% . u*
Soit z > exp < z, u > une exponentielle de I'espace E} ,. La série Z 21

o

est sommable dans cet espace fonctionnel, donc

T(exp<zud>) =N T(z*) ”_!

a

Nous posons ¢, = T'(z*). La série de Taylor de & T est donc

e

22

A&
(58) v Cacl:—! :2 ba.u“.
[

Soit fe Ef , de série de Taylor Zj‘aoc.zac absolument sommable, donc
o
sommable, dans l’espace fonctionnel vers f d’aprés la proposition 5.

En conséquence :

(59) T(f) =2 T (axz%) :Zal Qs Doy

a famille des nombres o > a! a,. b, étant sommable. Réciproquement, si

b, est une suite de nombres tels que, pour toute f € E ,, f:Z a,.z% la
o

famille des nombres (! ay. by) est sommable, il est clair que f —>Z al ax. by
. o

définit une forme linéaire sur E} .. La continuité résultera des inégalités

qui vont suivre. La transformée de Fourier-Borel de cette forme linéaire
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continue est donc par (59) et (58) la fonction de série de Taylor a
Porigine M\ b.u*.
o4

Majorons maintenant les b, sous la seule hypothése de convergence de

toufes les séries 2 al dy.by. D’aprés le lemme 5 appliqué avec la norme || |,

&%
il faut calculer v, :

_ Lo ]!
(zi+... +z)*= 2 1 .z,
= x|
d’olt
su [a“-[zilél
Nalli=1 ! -
et
ol
(60) U@é m’
D’autre part
al
©n) V= TR ()

En conséquence, dans le calcul du type, on peut remplacer v, par {171“
Le type = d’une fonction f de E* par rapport a la norme || ||, sera donc
donné par

c(fy =T (LN = e
(6) () =T (5 )yl e,

Si feE%, cela veut dire qu’il existe un A, tel que, pour tout A tel que
Ay <A <R, on at(f)y<A. Donc, deés que |«| est assez grand, on a
ek \'*VE ol

(63) @)z (£5) A

3

d’aprés la formule (62).

La série Za! a,.b, est sommable, donc il existe une constante telle

que |alay.be| <M, d’oit |by|-Z|ala,|~". Or on peut prendre
ek \I1*VE Jafl
= Al%l =1
axm A ()T

. . , e Al .
puisque A < R, car, avec ce choix, la série z a,.z* a pour somme, d’aprés

le lemme 5, un élément de E%, || ||,. Ceci nous donne
g (Lo LY
(66) e <oA= ()

BULL. SOC. MATH. — T. 95, FASC. 2. 9
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et
| o]

o N\ 1/k 1
(65) | by V! IéMl/Ill.A-J(W> e

On a la formule de Stirling :

1t = (L20) T VaRTaT exp(— (12 o)

ol
oZd(lx[)<Lr [2],
on en tire
66) | bal* = MY13(Vam [a] .expd(| o |)xa)"*!
/_ [Ot| “(*14—1/1:)1{1//;( I —(1—1/k) B
X%"‘-(I—I/k)“'g ' I_Tc> AT
On a bien

Kk
(%)
L’inégalité (66) ayant lieu quel que soit A < R, il s’ensuit que

kl
D ba2* € B mil 11
[«3

3k =

, e . QY ’ . .
Réciproquement, si Zba.z“eE.ﬁ Ok.R—4,] 1.0 Ceci veut dire que, pour

A

tout A <R, on a

e k' (A(k). Ay K \I*l/k
&) (el by (AT
Si f=2a1.z°‘ appartient a B, ) ;,, on a

=2

(68) lao | < fla ||,<

bl

e.k(A"))Wi/k. o]l

| o | al

donc la série de terme général | a! ay. b, | a son terme majoré par

M@ fllae (o7 ) 12 (5)

donc
lzaxaa.ba = M(A).| flla, H,Zwma!'(‘%)I )
(69) 2«11aa-bzléK'M(A)'“f”/I’:H Ihe
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Ce qui montre que la forme linéaire ainsi définie est continue sur

chaque By, |, donc sur E% |, donc que l'application de Fourier-
Borel envoie le dual de E% ; \, sur E& o u.m—111 11.e

De fagon analogue, on verra qu’elle envoie le dual de Ej; |, sur
Efoi.m—,) 1. Le lemme 8 est démontré.

Notons qu’il était évidemment possible de commencer par les iné-
galités (67) a (69), puis d’appliquer le lemme 6. Mais nous avons voulu

< rg s . r. N
montrer en outre la propriété que, si la série Za! a,. b, converge pour

toute feE}, ou p est une norme de Reinhardt, alors les b, sont les
coefficients de Taylor de la transformée de Fourier-Borel d’'un élément
du dual de cet espace. Quant a la notion de convergence de départ pour
la série, elle est indifférente, car on peut toujours remplacer a, par

|ax|-%, donc la série doit toujours étre sommable.
[

LemMME 9. — Soit u une application linéaire injective de V dans W,
deux espaces normés complexes de dimension finie. On suppose que si o
est la norme de 'V, p celle de W,

o(u(e)) =o(e) pour tout e de V.

Soit u’' Uapplication transposée, surjective de W' sur V'.
Si Te(Efp o) [resp. T €(E} )], on définit u(T) par u(T) (f) = T(fo u)
pour loute f € Ef p , (resp. f € E} ;). On a la formule

(70) F(T)=7(T)ou'.
Démonstration. — Pour tout f' € F',

F (1) (f)=u(T) (fr>exp{f. ')
=T(explu(f), f'>)=T(erexple u'(f')>) =T Tu'(f).

C. Q. F. D.

LemMME 10. — Mémes hypothéses qu’au lemme 9, c’est-a-dire que Vc W
est un sous-espace vectoriel normé de W. L’application de restriction de
E% (W) [resp. Ef p,o(W)] @ V est surjective sur E}, ;(V) [resp. Ef 5 5(V)].

Démonstration. — On peut utiliser les résultats de L. HORMANDER [9],
mais ce lemme est de nature trés élémentaire. On va utiliser le résultat
suivant bien classique quand n=r.

LEmME 11. — A f holomorphe au voisinage de Uorigine de W el de série

k
de Taylor Za,.z“, on associe la série de Taylor E <%> 0y 2= O(f).

-3 &$
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Soit p une norme complexe. Si feEf (W) [resp. feEf (W), 0.(f),

. .. . N S/ n o\t
regroupée en série de polynémes homogénes 24<7573> -P,(f; z), converge
dans Egp (W) [resp. dans Ej ,(W)] vers Si(f). L’ application f—> Si(f)
établit un isomorphisme enire Ef p (W) et E7n (W) [resp. entre E§ (W)
et Ef .(W)] qui commute avec Uopération de restriction a un sous-espace
complexe de W; S; ne dépend pas du choix d’un systéme de coordonnées.

Démonstration. — Si fe Ef R0
ek, \F S
G w=| fH,,”,(—n—A > pour tout A > R d’aprés (3g),
donc
N\ A .
(72) i(k_n;) Uy | || fll4,.-A* pour tout A >R,

k
donc 2 (%) -P.(f; z) est une série convergeant uniformément absolu-
n

ment sur tout compact de P'ouvert p(z) < R . Réciproquement, si une série

N A . . .
ZQ"(Z) de polyndmes homogeénes converge uniformément sur tout com-
n

pact de I'ouvert p(z) < R™', on a
(73) sup | Q.(2) | ==M(A).A* pour tout A >R.
gl

Donc la série de polvnomes P, (f; z) = ( %)A- Q. converge dans Ef . ..
Ceci démontre I'isomorphisme dans le premier cas. Il en est exactement
de méme dans P'autre cas. Enfin la restriction de P,(f;2z) & V, si V est
une sous-variété complexe de W, est la partie homogéne de degré n du
développement de la restriction de f a V. Il en résulte la commutation
de l'opération de restriction avec S;. Un polynoéme homogéne P, de
degré n, est caractérisé par le fait suivant, P(i.z) = 2"P(z), parmi

i
les fonctions entieres et S.(P)= < ?c%> - P ne dépend pas du choix d’un

systéme de coordonnées. Ceci reste vrai pour toute fonction.
C. Q. F. D.

Démonstration du lemme 10. — Appliquant S, on est ramené au fait
suivant bien connu (H. CArTAN) : Si & est un ouvert convexe (resp. un
compact convexe) de W, espace vectoriel complexe de dimension finie,
et si V est un sous-espace linéaire de W, la restriction 4 VnQ de H(2)
est égale a l'espace des fonctions holomorphes dans I'ouvert VnQ de
la variété V.
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On peut donner une démonstration ¢lémentaire de cette propriété
basée sur la représentation intégrale de J. LEray (formule (110)] du
moins dans les hypothéses que nous venons d’adopter.

Lemme 12. — Soit Vc W, sous-espace vectoriel normé de W, espace
vectoriel complexe de dimension finie. On note par o la norme de V, par o
celle de W. Les polynémes nuls sur V sont denses dans le sous-espace des
fonctions de Ef, (W) [resp. E p -(W)] nulles sur V.

Démonstration. — 11 suffit de démontrer ce lemme quand V est un
hyperplan. On choisit des coordonnées, et 'on suppose que V est de la
forme z,=o. Si f entiere s’annule sur V, elle est de la forme f=z,.g.
11 reste 4 voir que ge€Ef (W) [resp. g€EE g s(W)]. Soit @ (%) holo-
morphe au voisinage du disque |{|="1. Par I'inégalité de Schwarz, on
sait que

(7%) @@ 1< 1¢] sup [() |
Done, appliquant ceci a ®(0) =f(z:, ..., 2.1, £.2,), O A

(75) 9@ 1= sup [[Gi ..o, E.2) | = K.exp(A(p(2) + )

si [[(2)| = K.exp(Ap(d), on

a= sup ¢((o, ..., 0, {)),
18 1=1

ce qui assure évidemment que ¢ appartient au méme espace fonctionnel
que f. Maintenant g est limite d'une suite P, de polynomes dans Ef (W)
[resp. Ef » 5(W)] (proposition 4), donc f= lim z,.P,.

n>=»
C. Q. F. D.

LemME 13. — Soient Vc W, un sous-espace vectoriel normé de W,
espace vectoriel complexe de dimension finie, et p, o les normes de V et W.
Soit u l'injection de V dans W. Alors @ € (E}; -(W))' [resp. © € (E{ z «(W))']
est de la forme @ =u(T) ot Te(E% (V) [resp. Te(Efnr (V)] si
et seulement si 50 est constante sur les fibres de u'. Il revient au méme de
dire que O(f)=o pour toule fonction f de Ef ,(W) [resp. de Ej x ,(W)]
et nulle sur V.

Démonstration. — Notons par r I'application de restriction, qui admet
(T u(T)) comme transposée. L’application est surjective d’apres le
lemme 8, donc u a une image fermée, car nos espaces sont simultanément
des (@) ou des () [7]. En conséquence, cette image est connue par
son orthogonal, a savoir le noyau de r. Il reste a4 voir que O(f) = o pour
toute f telle que r(f) =o équivaut a : 70 est constante sur les fibres
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de u'. Or O(f) = o si et seulement si, d’aprés le lemme 12, ®(p) = o pour
tout polynéme p nul sur V.

Si I'on choisit un systeme de coordonnées (z, ..., z,), V, défini par
Zy=...=2Zp_t+1 =0, alors 70O ne dépend pas des derniéres coordonnées.
Réciproquement, si 70 ne dépend pas des derniéres coordonnées, cela
signifie que sa série de Taylor a I'origine ne dépend pas des k derniéres
variables, ce qui d’apres la formule (58) et la définition des c, signifie
que O est orthogonale a tous les polyndmes z* ol o= (a4, ..., o,) I'un
des o; pour j>>~n-—k 4 1 étant différent de zéro, donc est orthogonale
a tout polynome s’annulant sur V.

C. Q. F. D.

Démonstration du théoréme 1. — Soit p une norme complexe, on peut
~

trouver p,, norme quotient d’'une norme 2 | z;| aussi voisine qu’on peut
i=1
de p, telle par exemple que p =~ ;== (1 + ¢)p (cf. [16]).

Nous notons I'ensemble des telles normes p, par <. Soit g I'application
surjective de l’espace (GV,| |[:) sur l'espace (V,p;), de passage au
quotient, et soit ¢’ sa transposée, injective de (V’, p;) dans (GY, || ||.)-

D’aprés le lemme 8, la transformation de Fourier-Borel établit un
isomorphisme entre Ej | 1, (GY) et (E{w.a 1.(GY)). D'aprés le
lemme 7, Ef (V) s’identifie & 'ensemble des fonctions de Ef; |,(C")
constantes sur les fibres de ¢. Soit f un élément de cet espace. Il existe
un élément O de (Ef .z, 11.(CGY)) tel que O = f. Alors nous savons
que O_est de la forme ¢'(T) ot T € (E& ny.ny,; (V') grace au lemme 13.
Enfin, grace a la formule du lemme 9, on a f= T oq ce qui montre
que 7 est injective de (Ei.w.np (V")) sur Ej (V). Le théoréme
est démontré avec p. Sa validité en résulte pour toute norme complexe
car, par exemple, du cas déja démontré, on déduit

(76) (E(I»cn p), = U E(ki(k).m',o—' = E(k)'\(k).lt)', pre

=T
oxp

Tous les autres cas s’en déduisent de facon analogue.
C. Q. F. D.

COROLLAIRE. — « Représentation de Polya ».

(@) Si feE§n.(V), il existe une mesure ., définie sur V', telle que,
pour tout A < (1(k).R)', |1+|.exp (Ao’ (w))f soit bornée et telle que

@7) f@=[ explnuddp@) s ko
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(b) Sans hypothése sur k, si f€Ef (V), il exisle une mesure p. définie

sur V', telle que | p.| . exp (A o’ () soit bornée pour un A supérieur a (2.(k).R)'
et telle que

79) @)= J exp <z u>dut)

Démonstration. — On utilise les propositions 2 et 3 sur la représentation
du dual de

Ef .y, (V') [resp. de E .y )y

5

puis le théoréme 1.
C. Q. F. D.

Dans larticle [17], j’ai énoncé un lemme de décomposition (p. 42)
manifestement erroné. Il est aisé de le reformuler de facon raisonnable.
Je m’inspirais du classique lemme de décomposition de A.J. MACINTYRE [2]

(p. 80).

LemMeE 14 (MAcINTYRE). — Supposons V' recouvert par des cones
convexes Iy, ..., I'y de sommet de Uorigine et d’intérieurs non vides. Soit '}
le cone dual, c’est-a-dire le cone des z tels que Re { z, u > = o pour tout ueT';;
on notera de fagon plus générale par I'; le céne défini par

(79) I7={z], Re{z up =ap' () p(z), Vuel,}.

Soit maintenant f € Ef;, ,(V) [resp. f € Ef r,,(V)]. 1l existe des fonctions f;
telles que:

10 f:Zf/';

20 f;€Eh (V) [resp. [;€Ein (V)i
30 f; est bornée sur I'}. Plus généralement si k = 1, 0o, pour z€ I'}.

(80) If;(@| = K;(B).exp((k)~'.2.B.0(2)),
pour fout B> R dans le second cas.
(81) |f; (@) | <= K;(B).exp ((1(k')".«.B).0(2)),

pour un B <R dans le premier cas.

Lorsque k=1, (81) reste valable et on Uappliquera aux deux situations.

Quand k =oo, on doit interpréter comme suit :

Dans le second cas, f; est holomorphe dans Uouvert p(z) < R, dans Uinté-
rieur de 'ensemble I';n {p(z) = 1/Ra} et dans Uintérieur de I'}.

Dans le premier cas, elle est holomorphe au voisinage du compact p(z) =~ R
et dans un voisinage de chacun des compacts Y'5n {p(z) <1/Ra ).
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Démonstration. — 11 est commode d’utiliser la représentation de Pélya
contrairement au plan de [17].

On a f=8T ou Te(Elu.n, (V) [resp. Te(Ew.a,.(V))].
Si k' :#c0, donc k =1, il est possible dans le second cas de trouver des .,
1; telle que son support soit dans I'; et telle que | 1;|.exp (A o' (w)* soit
bornée pour tout A << (2(k).R)~', telle enfin que p. =Z 1; représente T.

Ca 7
Nous considérons alors

fi= [ exp <z wdp, o)

Pour zeI%, on a Re<z,u)<a.o(2).0'(u). Cette intégrale, si k'~ 1,
donc k 00, définit une fonction entiére.

On a pour tout A << (A(k).R)" :
(82) [f;(2) | = exp(sup(x.p(2).0" (u) — (A.p"(w)"))
X[ g exp (Ao @)* |,
soit

) 1H@I=K@.ep((ZEY () a—uw)

—ZK;(A). exp<1 AR o(z)>

Lorsque k=00, on voit que l'intégrale converge lorsque
2.0(2). 0" (W) —A.p" (W) = (2.0(2) — 4).0"(w)

reste négatif, donc pour

A I A A
0(2) < S <Ry dans le cone I'.
Les autres cas se traitent par des modifications évidentes. La raison
de la différence de k=1 avec k fini tient a4 la proposition 3.

C. Q. F. D.

7. Théorémes de division.

Partant d’une remarque que m’avait faite B. MALGRANGE, je vais
démontrer les théorémes de division sur les fonctions enticres, dont
nous avons besoin, en utilisant le fait que F/G est sousharmonique sur
les droites complexes issues de I'origine. En fait, V. Avanissian [1],
en utilisant une idée de P. LELONG et les propriétés des moyennes des
fonctions plurisousharmoniques étudiées par celui-ci dés 1950 [11],
apporte une simplification notable en donnant une démonstration fondée
sur les seules propriétés des moyennes. LLa méthode que j’avais donnée
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dans [17] passait par lintermédiaire des produits canoniques a une
variable [2] et, pour passer au cas de n variables, utilisait la structure
des indicatrices de croissance.

Si g est une fonction définie dans le plan complexe (je n’ai pas dit une
fonction holomorphe!), nous noterons M(g; z, r) la moyenne de g sur
le disque de centre z, et de rayon r par rapport a la mesure de Lebesgue.

LemME 15 (module minimum). — Soit ¢+ G(£) une fonction entiére
d’une variable complexe { et satisfaisant a une majoration,
|G | =K.exp(A[L]),  G(o)Fo.

Alors, pour tout > o, on a

S0 Mog| Gz 71z =15 ) 6 +...

(1= (S )+ =

)

pour tout A'>A el |z| assez grand, précisément |z|>z, (K, A’) ou
1/k
0, )= (BGRUE DDY

At— A%
Démonsiration. — Posons v=log|G|. Pour A'>A et si
]zlé(sup(A—%%g_K—Aka o>>w, on a
(85) v—(A4".|z)<o.

Supposons ceci réalisé, et posons R= (14 7).|z| ou 2> o, puis
(86) v'=v—(A'.R),,
on a l'inégalité
(87) R.M@G ' 50; R)=(A|z))*. M5 25 | 2.z)),
car on integre une fonction négative.
D’autre part, »' est une fonction sousharmonique, donc on a
(88) R:(log | G(o) | — (A".R)*) ZR*.M(¥'; o3 R).
Il vient donc
(89) 2[M(v; z; 2|z])— (A".R)‘]| = (1 + 2)*(log [G(0) | — (A". R)"),
d’olt

() MGizifz)=(*) dog| 6|

* <I_<I_‘:;\>2\)((I+X)A’|z[)4-_

C. Q. F. D.
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TutorEME 2 [1]. — Soit F entiére dans le plan complexe. On suppose
| F(z)| Z K.exp(A | z|)‘. Soit G entiére telle que F|G soit entiére, G(o) £ o,
et telle que | G(z)|<L.exp(B|z|)*. Pour tout A'>A, B'>B et
lz| > sup(z (K, A"), z,(L, B')), on a linégalité

147

(00) |FIGE|=| Gy (T
Xexp([(A’(r —+ 1))~

+ 0By ()] )

Démonstration. — La fonction F/G étant entiére, log| F/G| est sous-
harmonique, donc

(91) log | F|G(z) | =M (log | F|G; 2, 7| z])

et il vient

(92) M(log| F|G|; 2, #|z[) =M(log|F|; z; 2| z|) —M(log| G|; 2, 7|z]).
Ceci nous donne d’aprés le lemme 15, pour | z | > sup (2, (K, A’), z/(L, B"))

(90") 1og! FIG@) | =( (A G+ 1y + (152 ) =1 ) B+ 1Y)

x|z — (15 ) 1og| GO |

C. Q. F. D.

COrROLLAIRE 1. — Soient F' et G deux fonctions entiéres définies sur V,
d’ordre fini k ef de types A et B relativement ¢ une norme complexe p. Si F| G
est entiére, c’est une fonction entiére d’ordre fini k et de type inférieur a

@ i@y eer () =)

En particulier, si B = o, le lype de F|G est égal a A.
Démonstration. — On a des majorations

|F@)| =K(A").exp(A'p (@), | G| =L(B').exp(B'p(2)"

pour tout A'> A, B'> B. Soit z, un point ot G(z))=o0. On a

(94) p(2) —p(z0) Z (2 + 20) < p(2) + 2(20),
donc
(95) lim 2E+2) _

£ (2) > P(Z)
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Donc les fonctions F(z—z,) et G(z—z,) sont d’ordre k et de types
inférieurs 4 A et B par rapport & p. Posons (c’est la méthode de
MALGRANGE [14]) :

(- =F@E.E—a) |
9:() = GE.c—2)) )

On a, pour tout couple A’> A, B'> B, ¢ assez grand mais uniformé-
ment en z :

(97)

(96) pz—z)=1.

) [ f@=K'(A").exp(A"[L])
[1g:() | =L (B).exp (B | ]).

Donc d’aprés I'inégalité (93) :
(09 log|f-(9/g-(2)| |
(@ ey (B2 ) =) @ Gy

\

\ 2

_ (\I:Xr_l)'lom G:,(0) |

pour |¢| = (z(K', A"), z(L', B)).
Donc F(z—z,)] G(z— z,) est de type inférieur ou égal a

(e on((2) =)

quel que soit A’> A, B'>B, 2>o0. Il en est de méme pour F/G(2).
Notons par «(H) le type d’une fonction H.

Si B=o, % étant fixé ainsi que A’, il résulte de (93) que
a(F/G) <A’ (14 2), donc :

(99) a(F/G) < A.
Mais on a clairement
(100) o (G.(F| G)) <L a(F| G) + a(G),
d’out I’égalité. v C. Q. F. D.

Ce théoréme a été démontré pour la premiére fois a n-variables par
B. MaLGRANGE (type exponentiel) et L. EHrRENPREIS (ordre fini) sous
la forme : Le quotient de deux fonctions entiéres d’ordre fini et de type
moyen est une fonction entiére d’ordre fini et de type moyen. Le cas
trés utile de B=o pour une variable est un théoréme de G. PorLva
(cf. [2], p. 191, et [20]).

L’extension aux fonctions de n variables de la théorie des produits
canoniques, donnée par P. LeELong [11], permet une méthode directe,
prolongeant & n variables celle de LINDELGF.
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8. Applications aux équations de convolution.

Considérons I'espace E*(V) [resp. EX(V)]. Son dual, comme nous I’avons
vu, est une algebre de convolution.

Soit T e (E*(V)) [resp. T € (E%(V))']. Nous nous proposons de montrer
que les résultats précédents ont des conséquences importantes pour
léquation linéaire T xX=1Y, ou XeE! (resp. XeE%), YeEf,
(resp. Y € EY). L’opérateur X —>T % X est évidemment défini par la
relation

(101) (T %X,0>="X,Tx0>.

L’application transposée de X-> T % X est alors par définition I'appli-
cation @ T % O de (E*(V)) dans (E*(V)) [resp. de (E.(V)) dans
(EX(V))']. La méthode que nous suivons est celle de Scawartz [21], [14].

Utilisons I'isomorphisme de Fourier-Borel :

( { FEG(V))=E"(V),
102) (P :
| F((EX(V)))= E{ (V).

L’application devient 70 — FT.50. C’est une application injective,
d’autre part elle est d’image fermée, grace au corollaire du théoréme 2.

En effet, si  est un point de V' au voisinage duquel une fonction
de Ef (V') [resp. E¥(V')] est holomorphe et si f, est un filtre convergent
vers fo, B.(f,) la série de Taylor en x de f, converge vers &(f,) pour la
topologie de la convergence simple des coefficients. Donc il en résulte
qu’'une limite de fonctions de la forme FT.f, a sa série de Taylor, en
chaque point ou elle existe, divisible par celle de 7 T. Soit ge E¥ (V')
[resp. ge E% (V)] telle que cette propriété soit vraie en chaque point
de V' ou toutes les fonctions de E¥ (V') [resp. de E% (V’)] sont holomorphes
Alors g/T est dans tous les cas holomorphes en tous ces points [14],
et donc, si k'=oco, g/Te€E"(V') [resp. g/T€E"(V')], et si k=0,
g/T € E¥(V') [resp. ¢/T e EX(V')] d’aprés le corollaire du théoréme 2,
c’est-a-dire que g est un multiple de T.

Nous avons donc montré les deux propriétés. Dans E* (V') [resp.
dans E¥ (V)] :

(a) L’idéal des multiples de 7 T est fermé, donc ’application ® — T % €
est injective et d’image fermée, ce qui entraine, nos espaces étant soit
des (@), soit des (7), que sa transposée est surjective (*).

(b) Sauf dans la situation de E”(V’), une fonction appartient a cet
idéal si, et seulement si, sa série de Taylor en tout point de V' est divi-

(*) La théorie des Fréchet-Schwartzet des duals de Fréchet-Schwartz est élémen-
taire.
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sible par celle de & T'; dans le cas de E*(V’), c’est vrai si, et seulement si,
sa série de Taylor & l'origine est divisible par celle de FT. Mais ceci,
selon MALGRANGE [14], veut dire qu’une telle fonction est orthogonale

a l'ensemble des exponentielles polyndmes de I’équation TxX=o.
Donc cet orthogonal est juste, 7 % (E*)’ [resp. T % (E%)].

11 vient donc le théoréme suivant :

THEOREME 3. _

(a) L’équation T *X={, ot f€EXV) [resp. fe€ Ef(V)] si T e(EFV))
[resp. T e(EL(V))'], admet toujours une solution dans le méme espace
fonctionnel.

(b) Toute solution de I'équation T % X=o est limite des solulions expo-
nentielles polynémes de U'équation homogéne.

Ce théoréme, pour k=oo dans le premier cas est da a
B. MaLGrANGE [14]. II est possible de préciser le type de X en fonction
de celui de f a I'aide du théoreme 2.

Maintenant, appelons opérateur différentiel (a coefficients constants)
relativement a Uordre k tout élément T de (EV)'.

Donc, un opérateur différentiel relativement a 1’ordre k est un opéra-
teur dont la transformée de Fourier-Borel est une fonction entiére d’ordre k'
el de type zéro. Une équation aux dérivées partielles a coefficients constants
est dans ce cas quel que soit 'ordre.

Les raisonnements précédents s’adaptent immédiatement. Le corollaire
du théoréeme 2 dans le cas B=o donne donc ceci :

TutoreME 4. — Si T est un opérateur différentiel d’ordre infini relative-
ment a Uordre k alors, pour tout R, tout p,

(@) T *x Efp,CEln, (resp. T * E} ,cEL ).

(by L’application f T % f est surjective dans chacun de ces espaces
fonctionnels.

(c) Les exponentielles polynomes du noyau sont lotales dans le noyau.

Démonstration. — Traitons seulement de Ef .. L’assertion (a) est
évidente grace a l'isomorphisme de Fourier-Borel. Le point (b), ainsi
que (c), résultent des faits suivants :

(Ek, o (V) =2 Ei, .y, (V')

et une fonction de Ef ;4 g, (V') est de la forme f.7 T, ol f appartient
au méme espace si, et seulement si, elle est divisible en chaque point
par & T. Remarquons a nouveau que ce théoréme s’applique a toutes
les équations aux dérivées partielles et & coefficients constants pour
tout k>1.
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Voici deux cas extrémes :

k=co: Ej , (resp. Efr,) est l'espace des fonctions holomorphes au
voisinage du compact o(z)=~ R~ [resp. dans l'ouvert o(z) < R~']. T est
un opérateur différentiel d’ordre infini.
k=1: E} s, est 'espace des fonctions entiéres de p-type exponentiel R.
On pourra prendre pour T n’importe quel opérateur aux différences
et méme par exemple un opérateur du type suivant :

+»

(103) T=Y 13,

— %
ou |4,|p(z,) est a décroissance plus rapide que toute exponentielle.
On aura dans ce cas :

Etant donné f du type exponentiel et de p-type R, il existe g du
méme type telle que

(104) F= gz —2),

la série convergeant dans E; r, et a fortiori pour la convergence normale.
Notons que si T est sans zéros, il y a unicité de la solution. Il y a
évidemment de tels opérateurs non triviaux, c’est-a-dire distincts du
cas de la translation dés que k < 2, a savoir les T telles que & T'= exp o (2)
ou ¢ est un polynéme de degré supérieur a 1.
Dans le méme ordre d’idées, on a, par exemple, le théoréme d’unicité
suivant :

ProposITION 7. — Soit 1. une mesure positive sur R", telle que p. exp Ao (x)
soit bornée pour un A. Il existe un B tel que toute solution de I'équalion

pxf=o0 Aoiz feEs, (resp. fe€E; ;)

est la solution nulle. En plus, si j..exp Ap(x) est bornée pour toul A >o,
Papplication f+> pf est un isomorphisme de Ejy . sur lui-méme (resp.
(resp. de E; p, sur lui-méme).

Le nombre B est évidemment le rayon de la plus grande g-boule ne
contenant aucun zéro de Fu, et Fp.(o) > o, donc B> o. En exemple,
prenons la mesure e~ !Y" olt | X | est une norme euclidienne, dX désignant
la mesure de Lebesgue attachée a la forme quadratique | X |

L’application
1 £ — | w|?
(103) fr> (gﬂ.)u/:ﬁ”t(z‘{‘u)'e du
a pour inverse

(106) gH(?;?ﬁL”g(Z—l—iu),e—l’ziﬁdu (f,gEE')-
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Dans le cas des espaces E, p ; (resp. Ef;), il convient de noter que
les résultats connus sont beaucoup plus complets. En effet, d’aprés
H. CartaN [4], un idéal fermé dans I'un des espaces E”, ... est caracté-
risé par sa fermeture algébrique, donc, dans ces espaces, l’ensemble des
solutions exponentielles polynémes d’un systéme homogéne quelconque
d’équations de convolutions est dense dans U'ensemble de toutes les solutions.
Ce genre de remarque a €té utilisé pour la premiére fois systématiquement
par B. MALGRANGE dans son « cours Peccot » au Collége de France.

DEUXIEME PARTIE,

Compléments dans le cas des fonctions entiéres de type exponentiel :
La transformée de Laplace projective.

9. L’indicatrice projective de Fantappié.

La lettre V désignant toujours un espace vectoriel complexe de dimen-
sion finie, P(V) sera le projectif obtenu a partir de V en lui ajoutant ses
points a l'infini, V' sera le dual de V, et P(V’) le projectif associé¢ a V'.
Nous noterons par (,, z) les coordonnées homogenes d’un point de P(V),
ze€E, {,€ G, par (¢, £) celles d’'un point de P(V’).

L’hyperplan de P(V), associé a (%, £), est défini par I’équation
(107) L-lo+ {2 2) =0,
et noté par £.

Cette correspondance sera dite dualité pour une raison évidente.

Soient z—(z, ..., z,) des coordonnées choisies dans V, etz — (51, ..., %)
les coordonnées duales dans V'.
Soit

n

(108) m@=da .. Ndz T =X (VAN NG AN

. j=1
et soit

(109) w2 =3¢ A7 (2.
La forme

=, 2) :_é(—1)/‘g,dz./\...Alf‘g//\.../\dgn/\dzl/\ c Ndz,
({2, B> + o) Gt T 2t B

est homogéne de degré zéro en :, donc dans le complémentaire dans
VxP(V') de lensemble des points {z,£> -+ & =o0 elle définit une
forme différentielle. Nous orientons un ouvert 2 de G* par la condition

(2 l)” :r (z) A T(2) > o.
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Soit maintenant I' le bord d’un ouvert @ strictement convexe, supposé

régulier, orienté par la formule de Stokes écrite : f T = f dr.
Q

A tout point z de T, on associe I’hyperplan complexe Z(z) passant par z
et tangent a I. L’image par l'application z—(z, Z(z)) de I est une

variété Z(I‘) de Vx P (V') isomorphe & I'. On oriente cette variété par

transport de l'orientation de I'. Soit alors f une fonction holomorphe
au voisinage de I'. On a la formule démontrée par Jean LErAY [12] :

(110) f<u>=<—r)"1(m‘)l'f RClcor e

si uef. Nous allons linterpréter.
Soit K un compact de G* Nous désignons par H (K) I'espace lim H (»)
—

wDK

limite inductive, dans la catégorie des espaces localement convexes,
des espaces de Fréchet H(w). Comme Papplication de restric-
tion H(w)— H(»') est compacte, si o' est relativement compact dans o,
et comme H(K), muni de la topologie de la convergence simple des
coefficients des séries de Taylor en chaque point de K, est séparé, il
s’ensuit que H(K) est un dual de Fréchet-Schwartz [7] (c’est méme un
espace nucléaire).

Nous notons par GK la partie ouverte de P(V’) formée des hyper-
plans £ tels que ZNnK = 0.
Soit T'e H'(K). Considérons la fonction

Eo
(111) <——2,,>—I—Eo

qui, étant homogéne de degré zéro en %, ne dépend que de I’hyperplan
défini par (%, &).
Si EGGK, c’est une fonction holomorphe de z au voisinage de K,

donc elle définit un élément de H(K) que nous noterons encore

Qo
<Z, a>+’0

On peut prendre la valeur de T sur cet élément.
DErINITION (FANTAPPIE). — On désigne par indicatrice projective de T

la fonction Er> ( <z > Zz &E; T E,o)) définie sur GK, el qu’on notera ®r.
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11 vient le théoréme suivant :

THEOREME 5 [18]. — Le dual de H(K) ot K est un convexe compact,
est isomorphe avec sa lopologie forte, par Uapplication T +> ®; qui, ¢ une
fonctionnelle analytique T définie sur K, associe son indicalrice projective,

a lespace P0<GK) des fonctions holomorphes dans GK el nulles aur
/

points a Uinfini de [}K, (20=o0), muni de la topologie de la convergence
compacte. Ce résultat a été retrouvé par L. A. AIZENBERG [26].

Démonstration. — On a le lemme suivant :

LeEmME 16. — K étant un compact quelconque, ®  est holomorphe dans GK
et nulle a Uinfini.

Démonstration. — On a

(112) ‘DT(E):EO'T(Z'_)m>

des coordonnées étant fixées. Donc si {(z, &)= o0, on voit que ®;

s’annule quand %, s’annule. Ensuite, K = n w, ou les », sont des
n—1

voisinages ouverts de K. Si j, est 'application canonique (de restriction)
de H(»,) dans H(K), nous noterons par T, I’application continue T oj,.
L’espace H(w,) est un sous-espace fermé de C(w,) I'espace des fonctions
continues sur », et muni de la topologie de la convergence uniforme sur
tout compact. Par Hahn-Banach, il existe une mesure j, & support
compact dans w, et telle que

(113) T,(f) = f fdu, pour toute feH ().
Considérons, si £Nw,= @, la fonction

. 2 ,
<Z€"’"’ m<z,£>+.&)>

Par définition, on a

0,(2) = T,l<<z€ W Z > <Z—,f>lq_‘£—0>>’

o w0 =t 5 H0

BULL. SOC. MATH, — T. 95, FASC. 2. 10

d’ou
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qui est donc manifestement holomorphe en %, ...,%, pourvu que
¢na(p) =0 ol 7(4) désigne le support de .. Ceci ayant lieu pour tout n,
@, est holomorphe dans [}K.

C. Q. F. D.

LemME 17. — Supposons K convexe. Soit |y une fonction définie surGK,

holomorphe et nulle a Uinfini; soit f € H(K) : on considére un représentant f

de f, holomorphe dans un voisinage 2 de K; soit » un voisinage strictement
convexe a frontié¢re réguliére de K inclus dans €; on pose

@) )=t | 1@ 5 (£40) e,
ol '

Le nombre ainsi défini ne dépend que de f, donc ne dépend pas du choix

de f, puis de celui de m, et Uapplication > Ty (f) est une forme linéaire
continue sur H(K).

Démonstration. — Remarquons d’abord que l’expression a un sens.
En effet, en dehors de linfini, Y(£)/Z, est de degré —1 en %, donc

n—1
%(ME}/EA.) est de degré —n en £ et
~0
. du~l o\ -
(116) o) G W) = S (VOE) O AT @)
est de degré zéro en %, ce qui fait que cette forme est bien définie sur [}K

privé de ses points a linfini. En ce qui concerne linfini, faisant par
exemple £, =1 apreés choix d'un systéme de coordonnées, on voit
que Y (£)/%), puisque ¢ s’annule a l'infini, est holomorphe au voisinage
de tout point a linfini de GK tel que %, 0. Il en est de méme pour
toutes les autres cartes obtenues a partir du systéme de coordonnées.

g ( i L}J(‘é)) Z(z) est une forme différentielle holomorphe définie
]

sur GK, et 'intégration indiquée en (115) est possible.

La fonction f étant choisie, montrons que l'intégrale ne dépend pas
du choix de ». Pour cela il suffit de vérifier que si o' Cn,

G f@e®Ew= [ @) e ).

3 () N o)
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Pour cela il suffit, griace au théoréme de Stokes, de vérifier
que E(m’) —2 (») est le bord d’une variété sur laquelle f(u).» (V) ¢, u)
est une forme fermée.

Nous considérons un point M, intérieur a »’. Si M est un point sur la
frontiére de o, nous considérons la demi-droite (réelle!) issue de M,
et passant par M, qui rencontre la frontiére de »" en un seul point M'.

Si £y désigne une équation du plan tangent complexe en M a }:(m)
et £, une équation du plan tangent complexe en M’ a Z (»'), au point
(118) tM + (1— ) M, o<l<r,

la valeur de Z, est égale & (1—1). Z,(M’'), et celle de £, est égale a
t.zy. (M), donc posant

ey e _
(1) Lon U0 T

I’hyperplan d’équation
(120) tup(@d) =o
passe par M (1).
Montrons que cet hyperplan complexe ne rencontre pas K. Pour cela,
désignons par =, une équation réelle de I’hyperplan tangent a Z(m)

en M, et par =, celle de ’hyperplan réel correspondant en M’; alors
posant

_ " IZy =
(121) -‘-J/u)=<m\/l—1)_(l—t) = (M))

l’hyperplan réel, d’équation Zu(z)=o0, contient I’hyperplan

complexe %, défini par Z, . Il faut voir que cet hyperplan ne contient
pas de pomts de o'. Mais

(122) —(1—1) g:gﬁ; <o,
donc

. - (Z)
(123) }2]2<——(1—t)_u (M)>>O
De méme
(124) zgg—%g ~o,
donc

(2 £
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d’olt

(126) ol = @ >o.

Il est clair que (M, t) donne au voisinage de chaque point, ou { £ o,

une carte du lieu des points (M (2), Zuw) qui forme une variété 2 (», »")

de bord Z(m’) —Z (»). Maintenant sur Z(m, '), calculons

(27) (@) G )
=wﬂwAwweuo+ﬂw@Q%:@mOSQ

ANm@ +f(w- (,—u O U 50 A @),

Le premier terme est nul, card’ f A\ = (u) =o. De la relation < u, 2 >+%,=o0
on déduit

(128) AT =o,

d’ou la nullité du second et du troisieme terme. Ceci montre 1’égalité (117).

En conséquence Ty (f) ne dépend que de f.
Enfin, » étant donnée, si w' Cw, »' strictement convexe a frontiére
réguliére,

)

i

[ 1@.o@) G w=Ty(
‘/2 (w1

est manifestement linéaire continue sur H(»). Donc Ty est une forme

linéaire et continue sur H(K).
C. Q. F. D.

Posons, des coordonnées étant choisies, ¢, = T'(z*) si Te H'(K). On a

Zo _ N a!|a|l(c2)
(29 Lt oo “‘5 AT

pourvu que la série converge, ce qui a lieu uniformément dans un voisi-
nage de K si sup|%;/Z,| est assez petit. Dans ce cas, la série converge
J
aussi dans I'espace H (K).
D’ou

£

< Cy

‘I)T( @Z( p) e 120 |0C||

glo]
=0
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9

pourvu que % soit assez prés de l'origine de V'. On fait alors £,=1,
et @ s’exprime dans les coordonnées duales comme suit :

(130) o) =3 (e e, e,

Soit LIJGP0<[}K>. Considérons, pour calculer les moments ¢, de T'y,

une spheére £ de centre 1’origine et de rayon R assez grand pour contenir K

dans son intérieur. Pour tout Ee[}ﬂ, la série de Taylor a 'origine de ¢

converge, et ce uniformément sur [}Q Silon a

(131) Y (u) =2al.u°‘,
X

il vient
T

()n—l e —
(132) (—1)"*'(W(¢(c_)/:.o)=>_,(lal+I)~--(lxl+n—1)aaahf—m-

A

L’hyperplan tangent au point (z,, ..., z,) a la sphére & de rayon R
et d’équation

(133) —R4Yz.2,=0
j=1

a pour coordonnées projectives :

(134) Lo=—R?, L=z
On a donc a calculer :
o (_I)n—l 3
<135) C‘j— ml— ) ] 2
0(25,-:,-<R’>

El

XE(M[—I—I)...(|c<|—l—n—1)aa(i~§,—_,)mﬁ)

><~--<Z(—1)"E/,d'z'. A A tﬁ/,A.../\d—z,l> A 7 (2).
h=1

Vu la convergence absolue uniforme de la série, il suffit d’évaluer
chaque terme :

n (lﬂ_i_(l)—.}{iz)(r]yfjla-j:n_l)z'fﬁzlg@)/\Tf(z)-

(136) Ty 5=
,)(E:i}.i<m)
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On peut appliquer la formule de Stokes, le bord étant orienté comme
il faut, et faire R =1 en vertu de la formule (117), d’ou

63 nmg= [ ELR T e Ane)
}_] :j":.j<1

(138) ;.wz_/" (1] —{—(I_).I)'I'“(Ptoli' +n)zfﬂ217:(2)/\7’.(2).
by sjgp<d

j—=1
Ceci donne, avec nos conventions d’orientation :

‘7.%3:0 si BFHa,

(139) ; IR +n)_,  al
S o e (e

d’out

(135") cy= (—1)i8! T!ll as,

d’olt

7, (1) :2 a,.u* au voisinage de u= o,
A

soit
(I 40) (DT.%, == 'JJ.

T

La formule (115) réalise donc l'inversion de l'application définie par
la formule (112). Il est aisé de vérifier les assertions topologiques du
théoréme 5 a partir de (112) et (115). Je ne le ferai pas. La démonstration
du théoréme 5 est achevée. Les calculs qui précédent sont inspirés par
ceux effectués par Jean LErRAY pour la démonstration de la formule de
Cauchy-Fantappié [12].

Signalons que nous avons montré que, réciproquement, quand pour

un compact réel K, tel que K =[}[}K, le théoreme 5 est valable, alors K

est forcément convexe pour n> a.

10. La transformation de Laplace projective.

Commencons par le cas d'une variable. Soit F'(7) une fonction entiere
de type exponentiel. Si D est une demi-droite issue de l'origine, on consi-
dére l'intégrale de Laplace :

(141) ,(p) = | FQ).e5rds.
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On introduit la fonction \.(2)= lim r-'.log| F(r.g)|. Il est classique
o

que cette fonction est une fonction convexe, positivement homogéne [2],
c’est-a-dire que
Ar(t.)) =tArQ) si I>o,

Ap(zi4 22) < \p(z) + Ap(za).
L’intégrale (141) converge absolument pourvu que
(142) Re(z.p) > \r(0) si ¢{eD, L#Zo,
et uniformément absolument si Re(Z.p) > \#(Z) +¢|¢| pour un ¢ > o.
Nous noterons <2 le demi-espace de convergence défini par la relation (142).

Il est alors connu [2], que U *p est le complémentaire d’un convexe
D
compact I', dit diagramme indicateur de croissance de F, ce compact
étant caractérisé par la fonction

(143) hr(®)= sull) Re(p.2) [pel < Re(p.z) < hr(2) pour tout z].
rel’ .

Si p,NZp, 7Y, on a
d)I),'— ®1)2= [¢] dans .‘?])1 N "?Dz’
donc les @), se prolongent analytiquement les uns dans les autres et défi-
nissent dans [}I‘ une fonction holomorphe L, (p) dite transformée de

Laplace de F.
La fonction p > Ly(p) tend vers zéro a linfini.
Introduisant la sphére de Riemann, qui est le compactifié projectif de G,

cette fonction apparait comme la restriction a GK d’une fonction

holomorphe dans l’ouvert GKu(oo) et nulle a Vinfini. Mais les points

sont des hyperplans, donc les points de GK sont ceux de [}K différents

de o. L’identification est effectuée par

e \ - - . E,u
p>Ceuc) ou ZL+ZLip=o,  soit p=—=-

Il apparait I'intégrale
(144) | F@expt@).de
D

qu’on va transformer, par le changement de variable :
(143) fo=—u
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en

(146) f F(—%i.u). e %, du,
.

(47 . D'=E,D.

Nous adoptons, par raison de simplicité, I'intégrale suivante :

(148) £p () =5 1F(

D

Zi.u).e~Sr du,

Une telle intégrale converge absolument dans l'ouvert Q: p, défini
par la relation

A(—%i.u)<Re(t,.u) ou uzo appartient a D.

Mais, U Q p= [}l‘; tout point de [}I‘ est un point de convergence
D

absolue d’une des intégrales (148). On a le lemme suivant :

LemMmE 18, — GI‘ est Uintérieur de I’ensemble des points de convergence

absolue d’une des intégrales (148).

Démonstration. — En effet, supposons que cette intégrale converge
absolument pour (D, £, &), et supposons £,5= o, alors par le changement
de variable inverse de (145), et le changement de demi-droite d’intégration

inverse de (147), il en résulte que I'intégrale j F(2).e5%/% . dZ converge
&.D

absolument, donc que le point ¢,/Z, appartient & [}I‘. Réciproquement,
tout point de Gl‘ se transforme par (145) et (147) en un point de conver-
gence absolue d’une intégrale (148). Si & = o, l'intégrale est identique-
ment nulle, mais le point a l'infini est toujours intérieur dans GI‘.
C. Q. F. D.
En vertu de ce lemme, nous disons que [}I‘ est le domaine naturel de

convergence d’une intégrale du type (148), et nous écrivons

(149) £p(E) =5 Sy F(—Z%.u).e % .du

pour tout point (%), Z,) du domaine de convergence; le symbole S}
introduit rappelle qu'on intégre sur une chaine arbitraire de
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bord {0} —{ o} (mais 'égalité n’a lieu que pour un choix convenable de
la chaine). La fonction £, est dite transformée de Laplace projective de F.

La formule (149) s’étend immeédiatement comme suit 4 un nombre

fini quelconque de variables complexes (et méme infini). Soit z = (%, £)
un point de l'espace projectif P(V’). L’application (u'+ F(u’)) étant
une fonction entiére de type exponentiel, nous considérons l'intégrale
prise au sens (149) dans le plan complexe des ¢ :

(150) £p(2) =587 F(—%,.1).e %0 dL.
Nous appelons domaine naturel de convergence dans P (V') pour cette

intégrale I'intérieur dans P(V’) de 'ensemble des points de convergence
naturelle des intégrales

E,o [F(_ i[ . t) Le—nl dl,
D
SiI' est un convexe compact de V, espace vectoriel complexe de dimen-
sion finie n, on pose hr(u)= sup Re{z u). La fonction (uw> hr (u))
el =3 F

est positivement homogéne convexe, et caractérise I', c’est-a-dire que
I’ensemble des zeT', tels que Re<{z, u>-hr(u) quel que soit u, est
juste T,

LemMmE 19. — Soit F entiére définie sur V' et telle que, pour tout ¢, :>o,
| F(u) | ZK(e).exp(hr(u) +<|uj),

ol || u|| est une norme arbitraire sur V'. Le domaine naturel de convergence

de son intégrale de Laplace projective (150) contient [}I‘.

Démonstration. — Si Z=oco, lintégrale converge. Soit mainte-

vl

¥
nant ZEGI‘, mais Z00. On peut prendre comme équation pour
Iéquation
E={z|{z,up—1=o0l.

On considére l'application de V' dans G définie par z—{z, u).
L’image de T est un compact G de C, et 'image de - est le point 1.

Soit D, une demi-droite telle que, pour tout » de D,, on ait h; (v) < Re(v).
Cette demi-droite existe puisque 1€ G. L’intégrale

(151) fDF(u.t).e-l.dt

est absolument convergente, car
(152) | F(u.t) | = K().exp(hr(u.t) +c[ul])
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et by (u.f) = he(f). On voit donc que
(153) [F(u.t)y.et.dt| Zexp(—m|t)),

olt o <7|t|<(Ret— hs(f)) si teD,. Donc  est un point de convergence

absolue. L’ensemble ouvert [}I‘ est donc formé de points de convergence
absolue.
C. Q. F. D.

LemmE 20. — Des coordonnées élant choisies, pour chaque _], (E salzsfalt

@ des majoralions, pour tout : > o :

oF

(154) o

< K(e). A exp(hr (u) + < [[u]]),

o 10gA=H§hlrr;11hr(u)l+ ¢(, Sup Fall).

111 <1
Démonstration. — Par l'intégrale de Cauchy, on a
(155) :))F 2;/‘ F(U—{-k/)d:/,
Wy 21T J, i<y =/
d’olt
o P sup [F(, ...,u;+Z;U, oo, U,)]

éK@.(exp( sup hr(:))')-(eXI)(elfug1 12i))
x (exp (A (UH— lall)).

C. Q. F. D.

LemME 21. — Dans le domaine naturel de convergence de Uintégrale (150),
la fonction ) est holomorphe et, au voisinage de Uinfini, coincide avec
Uindicatrice projective d’un élément T de (E;(V)) admettant F =35T
comme transformée de Fourier-Borel.

Démonstration. — Je ne démontrerai pas la premiére partie de ce lemme,
me contentant de faire remarquer que les théorémes usuels sur I'intégra-
tion terme a terme d’une série, sur la dérivation sous le signe somme,
s’étendent aux notions d’intégrales introduites en (14g), (150). Mais
je n’ai pas lintention de développer cette question. Il me suffit pour la
suite de constater que l'inégalité (154) montre trivialement la conver-
gence de chacune des intégrales

oF
—(—u.f).et.dt
jl;t)u/
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*
quand fF(~—u.t).e~/.dt converge et que ueGI‘ Donc il est au moins
D "
sir que £y est holomorphe dans GF

Maintenant, des coordonnées étant choisies, si F(u) = 2— u>
— / aa n "
F—un=¥(¥ )(—I) N

% &€
] ‘u
n |al=n

Ceci donne, si u est assez petit en sorte que | F(—u.l)| Z K.expA ||
ol A <1,

(157) £ (u) f 2< ¥ ;‘“>(—1)~.t~.e~t.dt.

o |=n
<
Ny 2
_-Z( 1 az! u
o

et, apres homogénéisation
(158)

= " Rl L aq I a %
#x(2) =@°'Z(“’)' A <_> '

Or, si T est un élément de (£ (V)) dont la transformée de Fourier-
Borel est F, et si ¢, est le o-iéme moment de 7', d’apres la formule (38),
7T = Z %17 donc (157) et (130) coincident.

C. Q. F. D.
11. Théoréme de l'indicatrice de croissance

La conjonction du théoréme 5

et des lemmes 19 a 21 permet d’énoncer
le théoreme suivant :

TutoriME 6 (de Uindicalrice de croissance, ou du diagramme conju-
qué) (12], [16]). — Si F, définie sur V', satisfait @ une majoration

| F(u)| = K(c).exp(hr(u) + z||ull) pour tout : > o,
oit T est un convexe compact de V, elle est la transformée de Fourier-Bore
d’un élément T du dual de H(T)

On a la représentation de Polya : £5(%) étant donnée par (150) dans Gl
on a [15] :
(159)  F(u)=

o , ,
] S —— (2,(5) )7 z
(er)u . EXP <Z, u/ <()5Ié—l ('] 1 (‘,)/-.0)>‘m(z’ 1)’
AJU'))

olt » est un voisinage strictement convexe arbitraire a frontiére réguliére de
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LemME 22 [16]. — Si F est la transformée de Fourier-Borel de T élément
de H'(T') et si G est entiére de type exponentiel zéro divisant F, F|G est
aussi la transformée de Fourier-Borel d’un élément de H'(T).

Démonstration. — 11 serait possible de se ramener au corollaire 1 du
théoréme 2. Mais il est agréable de constater que le lemme 15 fournit
directement le résultat. D’abord on peut toujours, grace 4 une transla-
tion, supposer que F/G(o) 7o si F/G n’est pas identiquement nulle,
cas trivial. Ensuite :

(160) | F (1) | =K (). exp(hr (@) + <" [[u]),
| G(u)| Zexpe”||u|l pour ||u| assez grand
entraine

(161) log | F(u) | < L(') + hr (@) + &' [ u |,
log| G(u) | <<".]ju]| pour ||ul]| assez grand.

On reprend les calculs du théoréme 2, et ’on obtient
(162) log| (F/G) (w) | = M(log| F; z, 2| z|)—M(og| G; z, 7|z]),
soit, en tenant compte de
(163) hr(z + Au) Zhr(z) + Xlnls:ul?zn [hr(u) | Zhr(z) + 2. M. || z|],
lz4rz[| Z(x+ 1) |zl

et du lemme 15 :

(164) log|F/G(u)| = L(s) + hr(u) + 2. M [Ju|| 4 (14 2). | u |

+((B2) =)t meal
— (1) 1081 GCo) |

Soit ¢ donné, on prend ' < ef4, puis on peut choisir 2 en sorte que

(165) MM & (14 1) < /4.
. " 14 A\ - " . 3 N
Ensuite, on prend " en sorte que <<——)— —1 ) (1+ 2).:"<z/4, d’ou

(166) log | F/G(w)| <L N@E) + hr(u) +:||u|| pour |u| assez grand.

Il suffit alors d’appliquer le théoréme 6.
C. Q. F. D.

THEOREME 7. — Soient Q un ouvert de V (resp. un compact convexe de V),
et D un opérateur différentiel d’ordre infini (relativement & lordre o0),



EQUATIONS DIFFERENTIELLES D ORDRE INFINI. 153

c’est-a-dire tel que FD soit de type exponentiel zéro.

On a

(a) D H(®) = H(®Q);

(b) toute solution de ﬁf: o dans L est limite des solutions exponentielles
polynomes de Uéquation [17].

Démonstration. — Grace au lemme 22, on peut appliquer les raison-

nements du théoréme 4.
C. Q. F. D.

Remarquons en fin de compte que ces transformations permettent
de caractériser les régularisées semi-continues supérieurement des indi-
catrices de croissance des fonctions entiéres de type exponentiel. Je
reviendrai ailleurs sur cette question & l'aide d’'une autre méthode uti-
lisant la cohomologie a croissance.

Remarque. — Ceci vient d’étre publié simultanément par M. KiseLMAN
et moi-méme (cf. [24] et [19]).
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