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Bull. Soc. math. France,
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OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS
PARTIELLEMENT HYPOELLIPTIQUES

PAR

YOSHIO RATO

1. GÂRDING et MALGRANGE [2] ont défini la notion cThypoellipticité
partielle des opérateurs différentiels. MIZOHATA a étendu leur résultat
au cas des coefficients variables, c'est-à-dire qu'il a montré dans [4]
qu'un opérateur différentiel, formellement partiellement, hypoellip-
tique ('), est partiellement hypoelliptique. Dans cet article, on va
étendre le résultat de [4]. Nous avons adapté le raisonnement de
HÔRMANDER, exposé dans [3].

Partout dans cet article, nous désignerons par x = (x\ x " ) une
partition des variables xçRn, où x'çR^, x^çR^, o<n/<n et
n"==n—n'. On utilisera de plus les notations suivantes :

DÎ = (— i àlàx^ ... (— i àlâx^,
DÎ', = (— i àlôx^... (— i àlàx^,
DS = (— i àlàXn^V^... (— i àiàXn) ̂ \
\ a [ = ai + . . . + çi.n, a ! = ai î . .. a/, !,

où a e N^, a' € N7^ et y." ç. N^ (N désignant l'ensemble des entiers ̂  o).
Soit P(x, D) un opérateur différentiel s'écrivant sous la forme

P(x,D) =^a^x)D-, a,(x)çC-^),
a

où ^ est un ensemble ouvert de R". On dit que l'opérateur P^ÇXyD)
défini par

P^(x,D)u^(-D)-(a.(x)u)
a.

(1) Voir [1] pour cette notion.
BULL. SOC. MATH. — T. 94, PASO. 3. 16
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est l'adjoint de P(x, D). Posons, pour abréger,

P^(x, 0 == (^l/^ ... à^)P(x, 0, ^R",

P^^==(^\^^Q^.
\ a /

2. En suivant SCHWARTZ [5], nous définissons un noyau sur 12 qui
est un noyau très régulier au sens de Schwartz, si n' == n.

DÉFINITION 2.1. —• Soit t2 un ensemble ouvert de R\ Un noyau K(x, y)
(une distribution sur ^2 x R^ est dit très régulier en ( x ' , y ' ) , s'il vérifie
les conditions suivantes :

(N i) K(x, y) est régulière en x dans ^.xR1 (2);
(N 2) Si f(x) est une distribution sur i2 à support compact et régulière

en x' dans t2, <^K(x, y), f(x)\ est régulière en y ' dans R1;
(N 3) Soient Y et W des ouverts bornés de R^ et de R11 respecti-

vement, tels que VxWc^. Alors <K(rr, y), ^ ( y ' ^ Y y " est indéfiniment
dérivable dans l'ensemble

^ x V— { { x ' , x\ y ' ) ; x ' = y', x" e W j (3)

pour tout cp€^(W).

DÉFINITION 2.2. — Un opérateur différentiel P(x, D) sur i2 est dit
partiellement hypoelliptique en x' dans ^2, si chaque distribution u(x),
définie dans i2 et solution de l'équation P(x,D)u=f, est régulière
en x ' dans tout ouvert où f l'est.

SCHWARTZ a montré qu'un opérateur est hypoelliptique, s'il a une
parametrix très régulière. Le théorème suivant se réduit au résultat
de Schwartz, si n==n', et notre démonstration est inspirée de [5].

THÉORÈME 2.1. — Soit P(x, D) un opérateur différentiel à coefficients C30

sur ^2. Alors l'adjoint P\x, D) de P(x, D) est partiellement hypoelliptique
dans î2, s'il existe deux suites de noyaux sur ^îxR'\

[ E p ( x , y ) } ^ et [ L p ( x , y ) } ^ , ,

satisfaisant aux conditions suivantes pour chaque p :

(P i) P(x, D) E,(x, y) + L,(x, y) == à(x—y);
(P 2) Ep(x, y) est très régulière en {x ' , y ' ) ;

(2) Si f (x) est une distribution sur ^ à support compact, on peut définir la distri-
bution < K (x, z/), f(x) >^ sur as comme suit :

« K {x, y), f (x) >„ 4. (y) > = < f (x), < K (x, y), ^ (y)>^.>, + e CD (^).

(3) On désigne par X— Y l'ensemble { x; x e X, x ^ Y }.
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(P 3) Lp (x, y) est régulière en x;
(P 4) Soient S ç ê ' ^ ) une distribution à support compact. Alors,

quel que soit le nombre réel s, il existe un p=p(s), et un réel t =t(s),
tels que

<L^(.r, y), S(x)\çH{^) (Q.

Démonstration. — Soit v(x) une distribution à support compact dans 12,
c'est-à-dire y^eê^) et régulière en x ' dans un ouvert i2i contenu
dans t2. D'après (Ni) nous avons <^E^(x, y), u(x)\çCO'(R1). Soit ûû
un ouvert d'adhérence contenue dans 12,, et relativement compact.
Soit a(x) une fonction appartenant à dD(^) et égale à i dans ex). Alors
<£/,(rr, y), y.(x) v (x) >,,. est régulière en y ' dans R^ d'après (N 2). Soient V
et W des ouverts de R1' et de R^ respectivement, tels que V x W c o û j ,
où oui est un ouvert d'adhérence contenue dans ûû. Alors on voit faci-
lement queJ.t/Allt/111/ UU.O

(2.1) (^—^)xyci2xy—i(^,^',y');^=,y^x^W}.

Donc. d'anrès (N 3^ et ^2.i^ nour co^=d)^WV nonDonc, d'après (N3) et (2.i), pour cpe<P(W), nous avons

(2.2) «E,(x, y), (,—^x))u(x)\, ̂ {y")\"
=^—^(x))v(x\ ^E,(x, y), cp0/')>r->..

Car ( i—^ ( x ) )u ( x )==o dans GJ. D'autre part le second membre de (2.2)
est dans C^(V). D'où <£^(rr, y ) , v(x)\ est régulière en y ' dans ^2i.

Supposons maintenant que u(x) soit une distribution sur ^2, solution
de P\x,D)u ==/, où f est une distribution sur î2 et régulière en x '
dans un ouvert ^oC^2. Soit ^(x) une fonction appartenant à o)(i2) et
égale à i dans un ouvert borné dont l'adhérence est contenue dans t2o.
Cela entraîne que pueê^) etP*(|3u) est régulière enrt/ dans I2i. Comme
on l'a déjà vu au début, <^Ep(x, y), P*(^u) (x)\ est régulière en y ' dans
^i. En utilisant (P i), (P 2) et (P 3), on déduit sans peine que

PO/)"Q/) =<E,(x, y), P\x,D)^u(x)\+<^L,(x, y\ ̂ u(x)\.

D'après (P 4), quel que soit s réel, il existe un p et un réel t tels que

< Lp (x, y), P u (x) >, e H^ (R-).

(4) fçH^ ^<=> (i) f est une distribution tempérée,

(ii) 1/-0) ( i + I ^ D ^ i + I ^ D ' e L J .

^ e H'^ (Q) ̂ ^f ç. H^ t pour tout ^ e d) (a).
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D'où pu est régulière en y ' dans t2i. Ce qui entraîne que u est régulière
en y' dans ^i. Donc le théorème est conclu du fait qu'on peut prendre î2i
arbitrairement dans î2o.

3. Dans ce paragraphe, nous donnerons une condition suffisante sous
laquelle un opérateur sera partiellement hypoelliptique (PHE).

Soient d et A nombres positifs et o<d^i . Alors posons

A(A, d) == { Ç ; (i + | ̂  y^A(i + [ ̂  |2)} .

On dira qu'une fonction ^i(Ç) est de type (A, d), si elle s'écrit sous la
forme

^(0 = p(A(i + [ ï " p)/(i +1 y |y), ç =(^, ̂ ),
où p^eC'do.oo)), o^p(0^i, ==o pour t>i et =i pour f<i/2.

DÉFINITION 3.1. — Un opérateur P(x,D) est dit satisfaire la condi-
tion PHE en x ' dans i2, si

(a) P(a;, D) n'est identiquement nul dans aucune composante
de t2;

(b) Les coefficients sont dans C'°(^);
(c) II existe des nombres d, k (o <d^i, o^k<i) et des fonc-

tions Mj(x, 0 sur {(a-, E); a:et2, ÇeA(A.,.,d)} tels que, pour tout a
et P,

/Q ^ ( I^^-P^OI^^^I+I^D-^'IM^^.E) P^.QI,
\0 , I ) <

( SeA(A,,d);

i^X(rr,Q^C.(i+ ^|)^(i+ ^1)^ i^i^n', .
î M;(rc, O^C^i+[^1)^ n'+i^J^n.

(3.2)

Ici, A.y, Cp,r et C.̂  sont bornés quand x parcourt des sous-ensembles
compacts de ^, N;eN(j=i , . . . ,n) , et Ç=(^,^) est une partition
telle que ^çR^, ̂ çR^. On pose

M^ == M^-^... M^-^.

PROPOSITION 3.1. — Si un opérateur P(x, D) vérifie la condition PHE
en x ' dans i^, P(x,D) n'est nul en aucun (x, E), xç^î, ^€A(A.^, d), et

i/l-P(^ 0 ^G..(i + ISI)^, ^eA(A,, d),

où m^ esf e^aZé à U ordre de P(x, î) par rapport à E. Ici on désigne par C,.
une quantité bornée si x parcourt un compact.

Démonstration. — Supposons que P(Xo, Eo) soit nul pour un point Xo e ̂
et un Ço€A(A^, d). De (3.i), on a

D^P(xo, Ço) = o pour tout a e N^-
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Donc P(xo, E) = o pour tout E. Les relations (3. i) et (3.2), avec a = o
et [3==i, nous donne

grad,P(a-, E) | ̂  C ,̂ | P(^ £) [, Ce A (A,, d).

Cela entraîne que P(x, Ï ) = o pour tout Ç et tout x dans la composante
de Î2 contenant rco, ce qui est en contradiction avec la condition PHE.
Donc P(x,l) n'est nul en aucun xç^ï, Ce \(A.^,d).

Maintenant on voit facilement, de (3.i) et (3.2),

P(^O^C,]P(^,0 , xç^, ÇeA(A,,d).

Le développement de Taylor nous montre que

P(x,o)^C(î+^\)m-P(x,l).
Donc

i / 1 P(x, 0 | ̂  C.(i + \ \)^IP(X, o), Ç€ A(A,, d).

On a vu, au début de la démonstration, 'que P(x, 0)7^0 dans ^2. D'où
résulte la seconde moitié de la proposition.

PROPOSITION 3.2. — Si un opérateur P(x, D) vérifie la condition PHE
en x' dans ^2, il existe des fonctions K^(x, £) (j==o, i, ...) sur { ( x , E);
xç^î, ^eA(A.^, d ) } telles que les conditions suivantes soient vérifiées :

(3.3)

(3.4)

D^K,(x,Ï) ^Ca,^,/(i+ ^D-^l^^M^^O/ P(^Q|,
^€ V(A^d),

( (27:)^(^)==P(^,D) r^{Ko(.r,0+...+K;(rr,Oj^a)$(0^
V ^

+fe^ {P(x, 0 K^(x, £) ̂ ,0 + ̂ o(0 i $(.) ̂

pour cpea)^'),

^/ c ̂  e7an^ un ouvert relativement compact dans ^ï, ^i une fonction^de

type (A, d) (A ̂ j^^) ^ ^o = i—4/i [M(x, Q et A.^ ont la même
signification qu'en (3.i)] (°).

Démonstration. — D'abord nous définissons des fonctions K / ( x , t)
sur | (rc, E); ^eî2, ^eA(A^, d ) } comme dessous :

(P(x,^K,(x,î)=i,

(3-5) P(x, €)K,(x, E) +^P-(x, DDÎK^ÇX, 0/a! =o.
\ a^o

(5) La proposition 3.1 et la formule (3.3) montrent que les intégrales figurant
dans (3.4) sont absolument convergentes.
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On va démontrer la relation (3.3) par induction. Pour des raisons
de convenance, on pose X_i = o. Dans ce cas, on n'a qu'à démontrer :

(a) (3.3) est vraie pour j, a == o et (3 = o si elle est vraie pour
tout j'<j et a, (3;

(b) (3.3) est vérifiée si elle est vraie pour tout j'^j et tout
v, ^ e N" tels que \v + ^ [ < | a [+ ] |3 |.

(a) est clair. Pour (b) on opère D^D^ à (3.5), ce qui montre que
P(x, QD^D^K/(x, E) est combinaison linéaire des termes

D^DiP(x,^'DÏDÏ.K,(x,l) (y+,=a,ô+^=P,M+|^|<M+IP!)

et des termes

D^ûl.P ,̂ 9 .DJÛ^Ky^ (y + ̂  = a, ô + ̂  = p, o ̂  £ e N"),

de sorte que la relation (3.3) avec j, a, j3 est déduite de l'hypothèse
de l'induction au moyen de (3.i) et (3.3).

Maintenant nous voulons établir (3.4). En additionnant les équa-
tions (3.5) jusqu'à j +i» on aura

P(x, D, + 0(^o +. . . + K,) + P(x, l) K^, =i, xç i2, ^e A (A,, d).

Par conséquent,

P(X, D^ + E) (Ko + . . . + ̂ y) 4^1 (0 + P(^ 0 ̂ /+i ̂ 1 Ê) + +o = I,

XG^, î^eR^
(3.4) résulte alors de la formule d'inversion de Fourier.

COROLLAIRE. — Soit P(x, D) un opérateur sur t2 vérifiant la condi-
tion PHE en x ' dans ^2. Alors Kj ayant la même signification que dans
la proposition 3.2, on a
(3.6) | Dl(P(x, F) K,(x, S)) | ̂  C3,.,y(i + | ̂  D-^-O + S 1)^'^ l,
(3.7) I)?I)?.Ky(^,E)[^Ca,^,/(I+|S/i)m--rf('a'^)+^^l(I+ Ç^D-^^'Pl

pour t e A (A.,,, d), où N == max f i, Ni, ..., N/, j ^ p = (3', ^").
PROPOSITION 3.3. — Si P(x, D) vérifie la condition PHE en x ' dans ^2,

l'opérateur adjoint la vérifie aussi.
Démonstration. — Si l'on écrit

P(x,D)==^a,(x)P,(D),

où Pj(D) sont les opérateurs D^ indexés comme une suite, alors

P-(x,D)v =^((-û,)aa,(^).P^(-Z))p/a!.
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D'où
(3.8) p*(a;, -,) ̂ (-i^DîP^x, t)/a!,

ce qui entraîne, d'après (3.i) et (8.2),

[p*(^_^)_P(;r,E)|^C,(i+ ^\)-d\P{x,^\, xç.^1, Ç € = V ( A , , d ) .

Par conséquent, on peut trouver une constante B^A.^ telle que

(3.9) ]P(^,0|^2 P*(^,—£)|, xç^ ^A(B^d).

De (3.8), (3.i) et (3.2), on déduit immédiatement, en utilisant (3.9),

D^D^P'(x, —0[^ C^.(i + | ̂  D-^W3-^, 0 | P^x, —0 ,
a;e^, S€A(^,d),

ce qui démontre la proposition.
Énonçons maintenant le théorème principal de cet article :

THÉORÈME 3.1. — -Si un opérateur différentiel P(x,D) sur ^ vérifie
la condition PHE en x' dans ^2, il est partiellement hypoelliptique en x'
dans Î2.

Sommaire de la démonstration de ce théorème. — D'abord nous intro-
duisons des noyaux de la manière suivante. Si F(x, y) est dans
C^ (^f X R^, nous posons

F{x,Q=fe-^F(x,y)d^

et écrivons

(3.io) <^Ej(x, y), F(x, y)> =^7:)—(T e^K^x, î:)^)F(x, ̂ dî^dx,

<^Lj(x, y), F(x, y) y
(3'11) = (^TT)- fTe^ { P ( x , 0 K^ (x, Q ̂ Ç) + ̂ o fê)} F(x, 0 dxd^.

Ici Kj, ^/, ^i et ^o ont la même signification que dans la proposition 3.2.
Les égalités (3.10) et (3.11) définissent bien des distributions sur ^1' xR^
car chaque Kj est bornée par une puissance de î, à l'infini, d'après le
corollaire de la proposition 3.2. De ce même corollaire, on déduit
aisément que, pour tout ^çCQÇR'1), les fonctions

(3.i2) <£y(rc, y), ?(y)>r=(27r)-^' e^K,(x, 0^i(09(0^

<Ly(:K,l/),CpO/)>r

(s- I3) = (27T)-J1^ { P(X, 0 K^(X, 0 ̂ (0 + ̂ ofê) i ? Ê) ̂



252 Y. KATO.

sont indéfiniment dérivables pour x ç ^ ' . Donc Ej et Ly sont régulières
en x.

D'autre part, la formule d'inversion de Fourier, jointe à (3.4)» montre
que l'égalité (Pi) est vérifiée. Pour établir le théorème, il nous suffira
donc d'établir (P 2) et (P 4) '' ceci sera l'objet du paragraphe 4.

4. PROPOSITION 4.1. — Pour chaque j, <£'y(^, y), f(x)\ est régulière
en y ' dans R^ si f(x)ç. ê ' ( ^ ' ) est régulière en x' dans ^f, où ^/ est un
ouvert contenu dans t2 et relativement compact dans t2.

Démonstration. — Soit f{x)ç.&'(^1) régulière en x' dans ^/; quel que
soit l'entier s^o, il existe un entier Z^o tel que fçH5'-^ et ts^t,'
si s^s' (voir [2]). D'où il résulte qu'il existe une constante ^Cs )>o telle
que

(4.1) Wf,^)>^C.||^||o^ (6), ^€<P(^).

On déduit de (3.7) et (3.12)

«£^, y), f(x)^, 9(y)> =(^)-'/<f(^ e^K,(x, 0^i(0>$(0^,

cpe^W,
d'où

^;.[<£;(rr, y), f(x)\] (7) = (^)-^f(x), e^K^x, 0 ̂ (0:.>.

De là, pour tout a',

(4.2) ^Kfi.^y),/^)^]^'
= (27r)-" (f(x), (fl.î.;e^) Xy (a;, Ç) ̂  (S) >

= ^ Cp,,v<£»r/'(^ e-^(D^K,(x, E) ^,(0) >.
P'+'."=a'

Soit a(a;)e<-®(î2'), et égale à i sur le support de /".Alors en utilisant
(4.i),

(4.3) | Wf(x), e^D^ (K, (x, 0 ̂  (:)) > [
^ \\DW,(x:ff^))e^^x) \\^

^ ^ C^v,,D^D^(K,(x,^Çy)D^.(e'^»(xfy ,
\'•S'•"+'/"^=l^^^ ^

où y.", v"eN"".

(.) I l {\\^ = / | f (Ç) |î (i + | Ç' D. (i + I y |2)'^ pour f e H^.
( ' ' ) On désigne par 9* la transformée réciproque de Fourier.
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D'après (3.7), il résulte que

(4.4) i|ÛS:DÇ:(K,(^ E) ̂ ))D^^(x)) |[^
^C(ï+ l^l)7»-^-^-!0''! (i+ l^l)"14-^'0''1-^!)

avec
^+1'=^, 1^+^l^ia-l.

Ici m = max m^.
xçLÎ'

II suit de (4.2), (4.3) et (4.4) que

^[<E,(x, y), f(x) \} \ ̂  C(i + ^ |)—^-(--^(i + | ̂  | )——v(/^)

pour tout r e N. Soit s un nombre quelconque. Prenons r assez grand
pour que

s + m — dj •— ( i — k ) r <—n'/2»
et posons

Z =^72 +m+N(r+t,)+i.

Alors nous obtenons

^[<£,(:r, y), f(rc) >...] (i + | ̂  I)- (i + | V D-^Lj.

Donc ^E^(x, y), f(x) \ est régulière en y ' dans ^/ (^oir [2]).

PROPOSITION 4.2. — Pour chaque j, Ey(x, y) est indéfiniment dériuable
dans ^/ x R"— { (x, x); xç. ̂ }.

Démonstration. — Pour aeN" et F(x, y)e^)(t2' x R'1), on a

(4.5) ^ ( x — y r E , ( x , y ) , F ( x , y ) y

== (27r)-Jf(-DO^ (K;(rr, 0 ̂ (0) e-^F^, 0 d;̂ ,

où l'on a utilisé la formule

^ [(^ — y)' ̂  y)] = ̂ ^ -Dl (^'^ F^ 0)-
D'après (3.7), on a

(-û^ (K;(̂  ^) ^, (0) | ̂  c(i + I y D—^i^o +1 v
^C(ï + [^ |)^+(^+^+i)^-^(iai+/)(i 4- ^|)-^+1), ^e^7,

puisqu'on peut facilement déduire

|̂ ;2)̂ (0 |^Ca(i+ l^l)-^"', a=(a /,a / /),
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de la définition de ^i^), et puisque ^) = o en dehors de A (A, d).
Prenons a assez grand pour que
(4.6) m + (m + n" + i) d—d(\ a | +j)<-n'.

Alors on déduit de (4.5) que

<(x—y)-E,(x,y),F(x,y)y

=j dx dy F(x, y) (2 n)-Fe^-r) ̂  (— D^ (K,(x, Ç) ̂  (Q) (R,

pour a vérifiant (4.6), d'où

(4.7) (x—yY E,(x, y) = ̂ n)-fe^-y^(—D^(K,(x, Q ̂ ,(0) ̂ .

Si l'on pose

DÏDJ.{DÎ(K,(X,Î)^(^^-^}

= ̂  C.^ÛS.Û?(K;(^0^,(0).^ïe«^^^
V+[l:=^

(y, ^.êN^), on trouve d'après (8.7) que

D^DJ.[D^(K,(x^^(^)^-y^}\
^C(i + j ï," \y}l+\^\+\^\-(l(\^\+y)(î 4- l ' ç " | ) ^ + A ^ i i 3 | 4 - i y i
^(^(l -)- ^ )^+lPl+lTl-^( lai+/)+(m+^V|pl+lvl+/^+i)r f / j i |^/ i\_(^+i^

On voit donc que le second membre de (4.7) a des dérivées continues
jusqu'à l'ordre p inclusivement par rapport à (x, y), si l'on prend a
assez grand pour que

(4.8) m+p—d( a |+ j ) + (m + Np + n" +1) d <—n'.

Ceci achève la démonstration de la proposition 4.2.
De la proposition 4.2, il est clair que les noyaux Ej(x, y) vérifient

la propriété (N 3). On va finalement démontrer que les noyaux Lj(x, y)
vérifient (P 4).

PROPOSITION 4.3. — Soit Seê'^'). Alors, quel que soit le nombre
réel s, il existe un j et un t tels que

<L;(^),^)>e^(^),

où ^! est le même que dans la proposition 4.1.

Démonstration. — Notons d'abord que Lj(x, y) est régulière en x.
On a alors, d'après (3.i3),

(4.9) ^[<L,(x,y),S(x)y]
= (2 TT)-< S(x), e^P(x, 0 K^ (x, 0 ̂  (0 > + (2 7r)- S(— Q ̂  (y.
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II est clair qu'il existe une constante C > o et un entier l ̂  o tels que

|S(-o ^c(i+|^iy, ^R\

En utilisant le fait que ^o(0 =-- o dans A (2 A, d), on déduit

(4.io) ^\S(-Î)^) 2(I+|^|)-(I+ ^|)^

^ C r (i + | ̂ /D-^-^O + | ̂  l)2^2^^! + | ̂  l)2^2^
ÇA (2^,^)

^C/Q+ |^ |)-c-)(,+ ^<•———-+E>+2(+2^,

où £ est un nombre positif et vérifie l'inégalité

2 S + ̂ l + ̂ '+ £^0.

Si l'on prend f de manière que

^(2S+ 2 / + n / + s) + 2 < + ^l<—n\

le dernier membre de (4.io) est fini.
Maintenant, il est aussi clair qu'il existe une constante C > o et un

entier r > o tels que

<5,cp>|^C V sup \D^(x) , cpeê.
,-—— .T€Supp[S1

|ô [^r

Ceci entraîne évidemment que

W 1 ̂  C V sup 1 D^(P(x, 0 K^(x, 0^,© 6-) ,
^——— 'y-CSnnnrSI^-- .r€Supp[S|

I ol^r

ou
W =< S(a-), e-K^^ 9 K^(x, •Q ^,(0 e'̂ )>.

Si (3 + Y = 8, on déduit de (3.6)

sup | £>?.(P(.c, 0 X^, (x, 0 4'i (0) O.ïe'̂
.resuppis]

^C(i + 1 ̂  |)-rfl/+l)+;vlcl (i + ^'l)^0'.

Soient s et t des nombres quelconques. Alors,

1 W 1 (i +1 ^' D-'O +1 ï" |)'^= C(i +1 s' |)-^«)+-viîi (i +1 ̂  |)^!îi+'.
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Si l'on prend j et t de manière que

s—d(j+i)+N ô ]<—n72,
N à\+t<—n"l^

on a
wo+i^o+is'iyeLi.

Ceci achève la démonstration de la proposition 4.3.

5. — Dans le dernier paragraphe, nous démontrerons le théorème
dont on déduit qu'un opérateur, appartenant à la classe d'opérateurs
(formellement partiellement hypoelliptiques) que MIZOHATA a introduit
dans [4], vérifie la condition PHE. Et (d'après HÔRMANDER, nous
donnerons quelques exemples d'opérateurs qui vérifient la condition PHE,
mais pas formellement partiellement hypoelliptiques.

THÉORÈME 5.1. — Soit P(x,D) un opérateur à [coefficients 'appar-
tenant à C30^) et n'étant identiquement nul dans aucune composante de ^2.
Pour que P(x, D) vérifie la condition PHE en x' dans 'ft, il faut et il suffit
qu'il s'écrive sous la forme

P(x, D) == Po(rc, D^) ]+^P,(x, D,/) Q^D,.),
/>0

avec
D^D^P, (x, S-) |

,5^ ) ^C^(i+ ^D-^'-'-^M^'^OPo^E'), Çç^,
) I^M,(x^f)^C^I+\^\Y, i^i^n',
Y i^M^x, y)^ C^ n' + i -=] ^n

pour tout a', (3, les Qj(^') étant des opérateurs à coefficients constants,
les d, k et Z/ constants avec o < d ̂  i, o ̂  k < i, Zo === o, i ̂  ̂  > o (7 > o),
et C^, C^x bornés quand x parcourt un compact de ^2.

Démonstration de la suffisance, — D'abord nous notons que, pour un A^,

^o(^0^2|Po(^,0[, 1 ^ 1 ^ A,.

Supposons que (5.i) ait lieu. Soit / = min/y, p=max (deg Çy, i)

et (T= dZ/p. Si B,(^i) est assez grand, ^e \(B^ d ' ) entraîne | ̂  | ̂  A.,..
Pour ÇeA(B.,., d ' ) et j > o, alors

(5.2) \D-D^(P,(x,y)Q^))

^C^(i + | ^-D-^-i ̂ M9-\x^)(i + [ ̂  \)P-^"\ \P,(x, 0 {
^c^o+l^l)-^1^^^^^-'^^--^,^
^C^(i + | ̂ |)-^l^l MP-̂ (rK, 0 |Po(o;, 0 |,
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où a = (a', a") et p — \ a" | ̂  o. De plus,

(5.3) | P(x, 0 | ̂ | P,(x, 0 ] - C^ | P,(a-, !,')] (i +J^ [)/'
/>0

^iP.(a-,0|(i-B,/'C,)

^'IPo^.OI, S<=A(B,,d'),
2

si l'on prend B^ suffisamment grand.

De (5. i), (5.2) et (5.3), on déduit que P (x, D) vérifie la condition PHE
en x ' .

Démonstration de la nécessité. — Supposons que P(x, £) vérifie la
condition PHE en x1. Alors P(x, Ç) peut s'écrire sous la forme

P(x, Q = P,(x, 0 +]^P^, ̂ f) Q^') (y^N^
Y" > o

avec

P^,0=Pï(rc, 0|:^o
Q^(^) = C^(^")r (C^ sont constants).

D'oùjl résulte que pour tout y" et quelques jBr^A^,

(5.4) IÛ^P^O
^^(i+I^D-^'-l-^l-DMP-^^o)!^^,^)], I^I^B,

On vérifie aisément qu'il existe une constante Cx telle que

(5.5) |Po(;r,0|^Cj^O

(^oir proposition 3.1). De (5.4) et (5.5), la nécessité résulte.

EXEMPLE 1. — L'opérateur

P(x, y, JD,, Dy) == i + | x \^a(x, y) AS+ ^ b^(x, y) DÎQ^D,)
:o^,|a|<2p-

vérifie la condition PHE en x, si

^>^ , ^^-eN, a(a;, y)€C,,, (—i)^a(x, y) > o,

^a(^, t/) e C,v, D^.b^(x, y) = o à a; = o pour P [ ̂  ^ | a [,
f^

les Qy.(D^) étant des opérateurs à coefficients constants.
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EXEMPLE 2. — L'opérateur
P(:r, /, y , D,, A, û,) == i + \x\^a(x, t, y) j A^+ î ̂ V" 'j

+^,(x, t, y) Dî.D[Q^(Dy), (-L + ̂  < i

vérifie la condition PHE en (rr, t), si
^ >> ,̂ m ̂  2 ,̂

a (:r, ^, ^7) € C, t,,, (— i)'^ a (x, t, y) > o,
b^(x, t, y)çC^^y,

D^b^i(x, t, y) == o à x == o pour | (3 [ ̂ 2^ fi^-!- + -L\
\ 2^. m /

les Q^i(D,) étant des opérateurs à coefficients constants.

EXEMPLE 3. — L'opérateur
P(x, y , D,, û,) = i + D^1 + D^ + ia(a;, z/) D-D^

^ ̂ ^ „) Z)̂ ,̂e,.(D,), (— + ̂  < z+y^^y)^û^
^/

(.r == (.Tj, Xî)) vérifie la condition PHE en x, si
a —i a b —i

+-^<i» <i,277Î 272 2772 2 7Z

a(x, y)ç. C^, y à valeurs réelles,
b^(x,y)çC^y,

les Qij(Dy) étant des opérateurs à coefficients constants.
D'après le théorème 5.1 et les exemples donnés par HÔRMANDER [3],

on peut vérifier que les opérateurs figurant dans les exemples 1, 2 et 3
satisfont la condition PHE avec

M(x, 0 = ; (i + | S p)/(i + x ^ \ ̂  |̂ ) }2^

M(x, ̂ r i ) = { (i + Ç p + | ri |-)/(i + | x ^([ ^ [2U + | TÎ -)) ̂ ,
et

M(O = ( i + sr + ̂ ' +1 ̂  \ )/( i + sr + si')
respectivement; chacun des opérateurs

i+ \x ^a(x, ï/)Afc i+\x ^a(x,t,y)\^.+i(—Y\,
. ià t .

et
i+D^+ D^ + iûr(rr, y) D^

correspond à Pô du théorème 5.1.
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