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OPERATEURS DIFFERENTIELS
PARTIELLEMENT HYPOELLIPTIQUES

PAR

Yosuio KATO

1. GArDING et MALGRANGE [2] ont défini la notion d’hypoellipticité
partielle des opérateurs différentiels. MizonaTa a étendu leur résultat
au cas des coefficients variables, c’est-a-dire qu’il a montré dans [4]
qu'un opérateur différentiel, formellement partiellement, hypoellip-
tique ('), est partiellement hypoelliptique. Dans cet article, on va
étendre le résultat de [4]. Nous avons adapté le raisonnement de
HORMANDER, exposé dans [3].

Partout dans cet article, nous désignerons par z=(z', ") une
partition des variables re€R", ol z'eR", z"€R", o<<n'<n et
n”"=n-—n’'. On utilisera de plus les notations suivantes :

D* = (—id[dx))* ... (—i0[dx,)*,
D% = (—1i9[ox,))* ... (—10[0%n)*,
D% = (—10/0%p)*+1. .. (—10[0x,)*",
la| =oy4...4 ap al=ol...a,l,
ot ae N7, 2’ e N” et «” € N¥ (N désignant ’ensemble des entiers > o).
Soit P(x, D) un opérateur différentiel s’écrivant sous la forme

P(,D) =Y a@D*  a(@)eC(Q),

ou Q est un ensemble ouvert de R”. On dit que l'opérateur P*(zx, D)
défini par

P*(z, D)u =¥ (—D)*(ax(x) u)

(1) Voir [1] pour cette notion.
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246 Y. KATO.
est 'adjoint de P(x, D). Posons, pour abréger,
Pz, ) = (9'*)[0z%. .. dZ3) P(x, %), teRy,

P@ ) = <2|Pa(x, 3 1>

2. En suivant ScHwaRrTz [5], nous définissons un noyau sur Q qui
est un noyau tres régulier au sens de Schwartz, si n’ =n.

DzrinITION 2.1. — Soit £ un ensemble ouvert de R”. Un noyau K (z, y)
(une distribution sur 2 xR”) est dit trés régulier en (z', y'), s’il vérifie
les conditions suivantes :

(N 1) K(z, y) est réguliere en x dans QX R* (?);

(N 2) Sif(x) est une distribution sur & a support compact et réguliére
en ' dans Q, { K(z, 1), () >. est réguliére en y' dans R";

(N 3) Soient V et W des ouverts bornés de R” et de R respecti-
vement, tels que VW c£. Alors {K(z, y), 9(y") >,» est indéfiniment
dérivable dans ’ensemble

QXV—{@, ", y);a=y,z"eW} ()
pour tout ¢ € ®(W).

DEriniTION 2.2, — Un opérateur différentiel P(x, D) sur Q est dit
partiellement hypoelliptique en z’' dans €, si chaque distribution u(x),
définie dans 2 et solution de 1’équation P(x, D)u=/{f, est réguliére
en z' dans tout ouvert ou f I'est.

ScHwARTzZ a montré qu'un opérateur est hypoelliptique, s’il a une
parametrix trés réguliére. Le théoréme suivant se réduit au résultat
de Schwartz, si n=n’, et notre démonstration est inspirée de [5].

TutorEME 2.1. — Soit P(x, D) un opérateur différentiel a coefficients C»
sur Q. Alors Uadjoinl P*(x, D) de P(x, D) est partiellement hypoelliptique
dans Q, s’il existe deux suites de noyaux sur QX R",

{El'(x’y)};:l et {Lﬁ(x’y)};_—u

satisfaisant aux conditions suivantes pour chaque p :

(P 1) P(x, D) E,(x, y) + L, (z, y) = o(x—y);
(P 2) E,(x, y) est trés réguliére en (x', y');

(») Si f(x) est une distribution sur @ a support compact, on peut définir la distri-
bution < K (x, y), f (x) >, sur @ comme suit :
KK @,49), @) 00 $@) =@, <K@, y), ¢, ¢ €a(R).

(®) On désigne par X -— Y l’ensemble {x; x € X, x ¢ Y }.
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(P 3) L,(x, y) est régquliére en z;
(P 4) Soient Se&'(L2) une distribution a support compact. Alors,

quel que soif le nombre réel s, il existe un p=p(s), ef un réel t =1(s),
tels que

{Ly(x, y), S@) Dw€ Hizi(R") ().

Démonstration. — Soit v(x) une distribution & support compact dans £,
c’est-a-dire v(x) € &'(L2) et réguliere en 2’ dans un ouvert £, contenu
dans Q. D’aprés (N 1) nous avons { E,(z, y), v(x) >.€® (R"). Soit w
un ouvert d’adhérence contenue dans £, et relativement compact.
Soit «(x) une fonction appartenant 4 @(Q,) et égale a 1 dans w. Alors
{E,(x, y), «(x) v (x) >. est réguliére en y’ dans R* d’apres (N 2). Soient V
et W des ouverts de R" et de R" respectivement, tels que VW cw,,
o w, est un ouvert d’adhérence contenue dans w. Alors on voit faci-
lement que

2.1) QR—o)XVcQXV—{@,z",y);2’=y,z"eW]|
Donc, d’aprés (N 3) et (2.1), pour ¢ € ®(W), nous avons

2-2) CCEy @, )y (1—=a(@) (2) Das 9(Y") Dy
={(1—a@)v@), <E, (@ ¥)s 9F") >s Do

Car (1— «(x)) v(x) = o dans w. D’autre part le second membre de (2.2)
est dans C; (V). D’ou { E,(z, y), v(x) >. est réguliére en y' dans ..

Supposons maintenant que u(x) soit une distribution sur £, solution
de P*(x, D)u ={, ou f est une distribution sur Q et réguliére en z’
dans un ouvert £,c Q. Soit 3(xr) une fonction appartenant a @ () et
égale 4 1 dans un ouvert borné dont I’adhérence est contenue dans £,.
Cela entraine que fu e &' (2) et P*(3u) est réguliére en x’ dans &,. Comme
on I'a déja vu au début, < E,(z, y), P*(Bu) (x) >.. est réguliére en y’' dans
Q,. En utilisant (P 1), (P 2) et (P 3), on déduit sans peine que

B u@y) =<E, (), P', D) Bu(@) >o+ {Ly(@, §), Bu(®) D

D’apres (P 4), quel que soit s réel, il existe un p et un réel ¢ tels que

Ly (@, y), Bu(@) > € Higi(RY).

(*) feHs < (i) f est une distribution tempérée,
@) 7@ G+12 D+ 12 el
fe H)!(2) < ¢fe Hst pour tout ¢ € @ ().
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D’out Bu est réguliére en y' dans Q,. Ce qui entraine que u est réguliére
en y' dans £,. Donc le théoréme est conclu du fait qu’on peut prendre &,
arbitrairement dans ,.

3. Dans ce paragraphe, nous donnerons une condition suffisante sous
laquelle un opérateur sera partiellement hypoelliptique (PHE).

Soient d et A nombres positifs et o <<d 1. Alors posons
A, ) =[5 0+ EP)'=A@+ ")

On dira qu’une fonction ¢, (f) est de type (4, d), si elle s’écrit sous la

forme
U@ =p(AGC+[EPIC+EP))  E=E,E)
ot p(t)eC*(Jo, 0)), 0 ZLp(f) L1, =0 pour {>1 et =1 pour f<<1/2.
DEriniTION 3.1. — Un opérateur P(x, D) est dit satisfaire la condi-

tion PHE en z' dans L, si

(@) P(x, D) n’est identiquement nul dans aucune composante
de Q;

(b) Les coefficients sont dans C~(2);

(¢) 11 existe des nombres d, k (o <d <1, 0ok <1) et des fonc-

tions M;(z, £) sur {(x, ?); x€Q, t€ A(A,, d)} tels que, pour tout «
et 3,

% 3 -
(3 . I) ID; DAILP(x’ :)

= Cao(x+ [E' )~ MP~>(z, 5) [ P(z, 2) |,
teA(A, d);

1= M, ) = C.(e+[E DG+ [E)Y, 1=ZiZn),

1My, ) =Co(r+ "))V,  n'+r1=j=n.

e~ ~—

(3.2)

Ici, A, Cg. et C,. sont bornés quand x parcourt des sous-ensembles
compacts de &, N;eN(j=1, ..., n), et £=(3,%") est une partition
telle que £’ €R”, £"€R"". On pose

M35 = Mb—as, MB—2,
ProrosiTiON 3.1. — Si un opérateur P (x, D) vérifie la condition PHE
en ' dans Q, P(x, D) n’est nul en aucun (z,%), t€, t€ \(A., d), e
1| P(x, &) | Z Co(x + |£])"= E€A(Aus d),

oit m,, est égale a Uordre de P(z, c) par rapport & %. Ici on désigne par C.,.
une quantité bornée si x parcourt un compact.

Démonstration. — Supposons que P (%, %) soit nul pour un point z, € Q
et un {,€A(A,, d). De (3.1), on a

DgP(xy, %) =0 pour tout o€ N7
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Donc P(xo, £) = o pour tout %. Les relations (3.1) et (3.2), avec « = o
et B=1, nous donne

|grad.P(z, £) | < Crx | P(, B) |, te\(As d).

Cela entraine que P(z, ) = o pour tout 7 et tout x dans la composante
de Q contenant x,, ce qui est en contradiction avec la condition PHE.
Donc P(z, t) n’est nul en aucun z€®, te \A(A., d).

Maintenant on voit facilement, de (3.1) et (3.2),

P(x,5)=C. P, ze€Q, ieA(A,d).
Le développement de Taylor nous montre que

P@, o) =C(+ |2)y"=P(x,?).
Donc .
1/ |P@,5) | Z Co(r+ |2))"[P(x, 0), E€A(As, d).

On a vu, au début de la démonstration, ‘que f’(x, 0) #Z o dans Q. D’ou
résulte la seconde moitié de la proposition.

ProrosiTiON 3.2. — Si un opérateur P (x, D) vérifie la condition PHE
en ©' dans , il existe des fonctions K;(x,t) (j=o, 1, ...) sur {(z, £);
xe, FeA(A., d)} telles que les conditions suivanies soient vérifiées :

@@wmw&@aéumm+meWMH@WW@m
' fe \ (A d),

(2m) ¢ () =P(x,D)fe""5§Ko(x, D4...+K;j@2) 4 ()80 d:
3.4)

[ P@ I Kl D0 + 10120 &
pour ¢ € @(LQ'),

Q'cQ étant un ouvert relativement compact dans L, §, une fonction” de
type (A, d) (4 =SUPA) o yo=1—13, [M(z,?) et A. ont la méme
signification qu’en (3.1)] ().
Démonsiration. — D’abord nous définissons des fonctions K;(z, £)
sur | (x, £);x€e, te A(A,, d)} comme dessous :
P ) Ki(, %) =1,
3-5) lp@a&ma+2m@amemww=m

%£0

(®) La proposition 3.1 et la formule (3.3) montrent que les intégrales figurant
dans (3.4) sont absolument convergentes.
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On va démontrer la relation (3.3) par induction. Pour des raisons
de convenance, on pose K_, =o. Dans ce cas, on n’a qu’a démontrer :

(a) (3.3) est vraie pour j, a=o0 et =0 si elle est vraie pour
tout j' <<j et a, B3; :

(b) (3.3) est vérifiée si elle est vraie pour tout j'—=j et tout
v, n€N” tels que |v |+ || <<|a|+]|B]

(a) est clair. Pour (b) on opére DE_‘DE. a (3.5), ce qui montre que
Pz, E)DgD}%K j(x, £) est combinaison linéaire des termes
DiD}P(z,})-DiDYK,;(@5) (v+v=20+p=0[v|+|p|<|a|+]8])
et des termes

DI**DiP(5, %) -D;Di+<K;y ({+v=ub+p=00~:cN,

de sorte que la relation (3.3) avec j, 2, 3 est déduite de ’hypothése
de l'induction au moyen de (3.1) et (3.3).

Maintenant nous wvoulons établir (3.4). En additionnant les équa-
tions (3.5) jusqu'a j +1, on aura

P@,D.+5)(Ky+...+-K)+P@x)K;u=1, x€, :eA(A,d).
Par conséquent,
P@, D.+%) (Ko+...+ K) () + P ) Kjahi ) + do=1,
rel, teR
(3.4) résulte alors de la formule d’inversion de Fourier.

COROLLAIRE. — Soit P(x, D) un opérateur sur  vérifiant la condi-
tion PHE en z' dans Q. Alors K; ayant la méme signification que dans
la proposition 3.2, on a

(3-6)  [DUP@ 5 Kj(@ D)= Caey (1 +1 £ (4 [2)VIE),
(3-7) [DEDLK (@, D)]:= Co,j (o [E e 1% /B (aop [ 7 e VTS
pour ;€ \(4,,d), ot N=max{1, N, ...,N,} et 3=(3',8").

ProrositioN 3.3. — Si P(z, D) vérifie la condition PHE en x' dans £,
Uopérateur adjoint la vérifie aussi.

Démonsiration. — Si 1’'on écrit
P(x, D) = a;(z) P;(D),

ou P;(D) sont les opérateurs D* indexés comme une suite, alors

P'(x, D) v =¥ ((—D.)*a;(x))- P3(—D) vfal.
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D’ol

3.9 P'(z, —5) =\ (—1)*D2P*(z, D)[al,

ce qui entraine, d’aprés (3.1) et (3.2),

| P, —5)—P@, )| =C(+ ) [P@ )L, 2€, Le\(dsad).
Par conséquent, on peut trouver une constante B,> A, telle que
3.9 |P@ 9| <2 | P, —5)], z€L, t€A(B,d).

De (3.8), (3.1) et (3.2), on déduit immédiatement, en utilisant (3.9),

|DEDE P (3, — ) | = Cana + |2/ )41 ME-2(x, £) | P*(@, —2) |,
ze®, :eA(B.,d),

ce qui démontre la proposition.
Enoncons maintenant le théoréme principal de cet article :

THEOREME 3.1. — Si un opérateur différentiel P(x, D) sur Q vérifie
la condition PHE en z' dans Q, il est partiellement hypoelliptique en x'
dans Q.

Sommaire de la démonsiration de ce théoréme. — D’abord nous intro-
duisons des noyaux de la maniére suivante. Si F(x,y) est dans
C7 (' x R"), nous posons

et écrivons
B.10) (E;@ y) F(@ y)> =(n) [ e%K, @ 5 @) F @, 5 d: de,
<L1' (x’ y)’ F(x’ y) >

G _mn et (P@D K@) 0O + 1) | Py deds.

Ici K, ', ¢, et 4, ont la méme signification que dansla proposition 3.2,
Les égalités (3.10) et (3.11) définissent bien des distributions sur ' x R,
car chaque K; est bornée par une puissance de £ a linfini, d’aprés le
corollaire de la proposition 3.2. De ce méme corollaire, on déduit
aisément que, pour tout ¢ € @(R"), les fonctions

(3.1 <CE/@ 1) o)y =00 [ K, @ ) hO 20 &
CLi @ y)s () >r

3.1 . .
G130 amr (et P D Ky ) 1)+ 00) | 0 Q) &
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sont indéfiniment dérivables pour x€Q'. Donc E; et L, sont réguliéres
en .

D’autre part, la formule d’inversion de Fourier, jointe a (3.4), montre
que 'égalité (P 1) est vérifiée. Pour établir le théoréme, il nous suffira
donc d’établir (P 2) et (P 4) : ceci sera I'objet du paragraphe 4.

4. ProposiTiON 4.1. — Pour chaque j, {E;(x, y), f(x) > est réguliére
en y' dans R, si f(x)e &' (Q') est régquliére en x' dans ', oit Q' est un
ouvert contenu dans Q et relativement compact dans Q.

Démonstration. — Soit f(x) € &' (') réguliére en =’ dans Q'; quel que
soit V'entier s > o, il existe un entier {,>> o tel que fe H>~! et {,>.t,
si s>8' (voir-[2]). D’ou il résulte qu’il existe une constante !C; > o telle
que

(4.1) D d@>=Col[$ b, () YR,
On déduit de (3.7) et (3.12)
CCEH @ 9)s (@) s 0(y) > = (27) ™ f (f@), e K;(@, b)) > §©) s,
9 €@ (R"),
d’olt
FUCE @, 9), @] () =@m)™{f@), K, &) $: ()
De 14, pour tout o,
(4.2) FICE; (2, 9), f(2) 2] €)*
= ()" {f@), (Dre?) K; (2, 8) 41 (2) )
= 2 Cp.r{DLf@), e (DEK,(, 5) 41 (D) >-

T—

Soit a(x) € @(RQ'), et égale 4 1 sur le support de f. Alors en utilisant

“4.1),

4.3) | DL f(), DY (K, (2, 5) %:()) |
= Cy || DEE /@) 41 0) €722 (@) [l
Y Cu, wDEDE(K (@, D1 () D (e ()

B+ =4

= C*{’

ol P‘”’ v e N»",

NP =S1T @ PG+ 181 (4 |E ) dE pour f e H

(") On désigne par 5* la transformée réciproque de Fourier.
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D’aprés (3.7), il résulte que
(4.4) | DL DE (K (x, £) 41(9) DY (et a (@) |1

~C (I + |£I ‘)'N—(/I'.-H’ll'l (I + [Ell |)’""‘N([°"1+’iwl)
avec

B4y =d, [+ v <t
Ici m = max m,.
xel)

I1 suit de (4.2), (4.3) et (4.4) que
|FILCE (@ g (@) o] | = Ca |2yt (a o |27y

pour tout reN. Soit s un nombre quelconque. Prenons r assez grand
pour que
s+m—dj—(1—k)r<<—n'/[2,

et posons

l=n"l24+m+ N +1)+r1.
Alors nous obtenons
FHCE; @ y), f@) .0+ 12D (+ (8" els
Donc { E;(x, y), f(x) >.. est réguliére en y’ dans Q' (voir [2]).

Proposition 4.2. — Pour chaque j, E;(x, y) est indéfiniment dérivable
dans Q' X R"— { (z, x); x€Q |.

Démonstration. — Pour aeN" et F(x, y)e (' X RY), on a
(4.5 <{(@—yE;@y), F@,y)>
= (m) [[ (= Do (@ ) 4 ) <P @ ) did,
ol l'on a utilisé la formule
F,[(@—y)* Fx, y)] = e+ DE (e F(z,9)).
D’aprés (3.7), on a

(—De)* (K (@, &) p1 @) | = C(r+ |27 )00 (x4 2]
= C(x+ [E [yt D@l N (277, ve

puisqu’on peut facilement déduire

IDEDEG ) | ZCar+ |E )15, a= (o, a"),
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de la définition de .(f), et puisque ¢,(:) =o en dehors de A(4, d).
Prenons « assez grand pour que

(4.6) m+(m+n"+1d—d(a|+j) <—n
Alors on déduit de (4.5) que
e —y*E;(@ y), F(x, y)>
= [[ de dy F@, ) (2 [ et~ D (@ ) 40 2

pour « vérifiant (4.6), d’out
(4.7) @—y*E;@ y) =@r)™ | e (—Dy)*(K;(x, 2) 41 () d-.

Si I'on pose

DD | D (K (%, %) 4 () e}
= Y CouDEDUE; @ D) $a()) 2rrvens s
v pe=f

(v, € N"), on trouve d’aprés (3.7) que
| DYDY | D2 (K (x, £) 41 (9)) €% |

Z C(1 4= [E" |y +1BIIvi=dUaiwii (g 4= | g7 |yn+ N1BI+IY]

= C(I +1 4 | )m-q—(@|+[~(|—d(|a]+/‘)+(m+N|{3[+|"{1+n~+1)d(1 + " |),(,l"+“.

On voit donc que le second membre de (4.7) a des dérivées continues
jusqu’a l'ordre p inclusivement par rapport a (z, y), si I'on prend «
assez grand pour que

4.8) m+p—d(la|+j)+(@m+ Np+n"+1)d<<—n'.

Ceci achéve la démonstration de la proposition 4.2.

De la proposition 4.2, il est clair que les noyaux E;(x, y) vérifient
la propriété (N 3). On va finalement démontrer que les noyaux L;(z, y)
vérifient (P 4).

ProrositioN 4.3. — Soit Se€&'(R'). Alors, quel que soit le nombre
- réel s, il existe un j et un t ftels que

CLj(, y), S(@)>eHY'(RY),
oi1 Q' est le méme que dans la proposition 4.1.

Démonstration. — Notons d’abord que L,(z, y) est réguliére en =z.
On a alors, d’aprés (3.13),
(4.9) FICL; (=, y), S@)>]
= (2m) 7 S@), € P(x,£) K;a (%, £) 41 €) > + 2m) " S(—E) 4o (0.
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I1 est clair qu’il existe une constante C > o et un entier [ > o tels que
S3—nl=CcG+z)), zeR.

En utilisant le fait que ¢y(¢) = o dans A (2 4, d), on déduit

@10) [13D 0@ (12 o+ 27 )

= Cf (& ]y e+ | g |)2s+atenve(p 4 | B )22
cA(‘.’.A,rl)

=C [ 1g ) 2]

(2s+2l4+n"+¢8)+2¢+21

dz,

ou ¢ est un nombre positif et vérifie I'inégalité
2s + ol +n'4+ > 0.

Si I'on prend { de maniére que
:—1(23 +oaldn+ ) + ol +ol<—n,

le dernier membre de (4.10) est fini.

Maintenant, il est aussi clair qu’il existe une constante C > o et un
entier r > o tels que

[<Serl=C ¥ sup [Dy@)  ¢eb.
IOI rwebupp

Ceci entraine évidemment que

1LO1=C Y, swp [ DUP@HEm@DNE €
e a € Supp [S
ou

I,(6) = S@), e (P(x, £) K1 (x, £) $1(2) €79
Si B+ 7 =3, on déduit de (3.6)
sup | DE(P(x, £) K b (3, £) $i () D

x € Supp [S]

ZC(+1E ‘)—‘1(/'+1)+N|€| (1 + lii”|)’\"’3‘.

Soient s et { des nombres quelconques. Alors,

/@1 (12 ) (o |57 ) Gl (500  a 2 P91
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Si I'on prend j et ¢ de maniére que

s—d(j +1) + N|b|<—n']>,

N[3| +t<—n"js,
on a .
L) (4 12 o+ 2 ) e L

Ceci achéve la démonstration de la proposition 4.3.

5. — Dans le dernier paragraphe, nous démontrerons le théoréme
dont on déduit qu'un opérateur, appartenant a la classe d’opérateurs
(formellement partiellement hypoelliptiques) que MizoHaTa a introduit
dans [4], vérifie la condition PHE. Et jd’apres HORMANDER, nous
donnerons quelques exemples d’opérateurs qui vérifient la condition PHE,
mais pas formellement partiellement hypoelliptiques.

TueEorEME 5.1. — Soit P(x, D) un opérateur a ‘coefficients ‘appar-
tenant a C* () et n’étant identiquement nul dans aucune composante de <.
Pour que P(xz, D) vérifie la condition PHE en 2’ dans 'Q, il faut et il suffit
qu’il s’écrive sous la forme

P(z, D) = Po(z, Do) 4 Y .P;(x, D) Q;(D.o),
j>0
avec
[ |DEDEP; (@, F) |
= Cy(r+ £ )y~ +OMB—(z, ) Po(x, &),  E€R!,
rE M@, E) < Co(i |2 ) 1=isn,
V1M, t)<C.,, n'+1Zj=<n

B.1)

pour fout o', (3, les Q;(:") étant des opérateurs a coefficients constants,
les d, k et 1; constants avec o < d 1,0 Zk <1,ly=0, 1>x1;> 0(j > o),
et C., C3 bornés quand x parcourt un compact de £2.

Démonstration de la suffisance. — D’abord nous notons que, pour un 4,
Py(x, &) Z2 | Po(x, £) ], 12| A
Supposons que (5.1) ait lieu. Soit [ =minl;,, p =max (deg Q;, 1)
. j>0 j
et d"= dl/p. Si B.(>x1) est assez grand, € \(B,, d') entraine | 2" | > A,.
Pour te A(B., d') et j > o, alors
(5.2) |DXD(P;(@, %) Q;(") |
= Cap(r+ B0 T OME==(@,2) (1 4| [)» =11 | Po(2, &) |
< Cog (1 [ET]) U@ & IME==(x, &) | Py (z, 2) |
Z Cop(r+ [E']) 41 MB=(x, £') | Py (x, £ |,
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o « = (o', «") et p—|a” | 0. De plus,

(.3)  [P@ 5= Po@, ) |—CX | Py B) | (1412 )
j>0
=[Py, ) | 1— B C.)

SHPG@E)L  EeA@B.d),

si I'on prend B, suffisamment grand.

De (5.1), (5.2) et (5.3), on déduit que P (z, D) vérifie la condition PHE
en z'.

Démonstration de la nécessité. — Supposons que P(z, ) vérifie la
condition PHE en x'. Alors P(x, £) peut s’écrire sous la forme

P8 =P@t) + X Pr@ ) QrE)  (1"eNv),
>0

avec

Py(@, £) = PT (@, %) o
Qu(E") = CpEY (C,» sont constants).

D’ouil résulte que pour tout v” et quelques B> A,

(.6) |DEDEPy(,¥)|
= Cao(1-+ |8/ )10 1D MB=2 (2,5, 0) | Py(@, E) ], | £|>Bu

On vérifie aisément qu’il existe une constante C, telle que
(.5) | Po@, £) | < CoPo(@, £)
(voir proposition 3.1). De (5.4) et (5.5), la nécessité résulte.

ExempLE 1. — L’opérateur

P(x’ y, D.I:’ D]) =1 + l x 12"(1(1:, y) Ag—i— 2 bo‘(x’ y) DiQ“(D.‘)
nLlal<ew

vérifie la condition PHE en z, si

y>p, v, peN, a@yeCi, (—)a@ y) >o,
bu(z, y)€Cryy  DBbu(z,y) =0 2z =0 pour lmé;m.

les Q«(D,) étant des opérateurs & coefficients constants.
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ExempLE 2. — L’opérateur

P(x, t; Y, D‘r, Dl, D\) I+Ix|"va(x t y)SAu_,_ l<lddt>m‘%

+ i £ 9) DEDIQD), (2] k< ()

oLl
vérifie la condition PHE en (z, {), si

v >, m< 2\,
a(xa t3 y) € C:,l,}’ (— I):‘L a(x’ t’ y) > O,
ba,i(xs 1, y) eCy, Ve

Dib,,(x,t,y) =0 a4 x=o0 pour Iﬁ|42v< y;: _'_L)’

les Q.:(D,) étant des opérateurs a coefficients constants.
ExempLE 3. — L’opérateur

P(z,y,D., D)) =1 + D"+ D'+ ia(x, y) DD,
i .
+Zb”(x y)DT1 ltel(D ), <—+lﬁ<1>

2m 2

(x = (x), ,)) vérifie la condition PHE en z, si

a—i b a b—1
+_<Is — +
2m 2n a2m 2n

<1,

a(z, y)e C, a valeurs réelles,
bij(x, y) €CZ.,s

les Q;;(D,) étant des opérateurs a coefficients constants.

D’apres le théoréme 5.1 et les exemples donnés par HORMANDER [3],
on peut vérifier que les opérateurs figurant dans les exemples 1, 2 et 3
satisfont la condition PHE avec

M,2) = { (4 [EP9/(c+ 2P 22 7

M@, 5 ) = { (14 [E o [0 ])/(xF [ Q2P L) 7,
et |
M) = (1 5B+ B+ [H2])/ (B8

respectivement; chacun des opérateurs

. d m
1+ |z ax, y) AL, 1+ [z a, y)%% +1 (z_dt> },

et
1+ D"+ D2 4 ia(x, y) D2, DY,

correspond & P, du théoréme 5.1.
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