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« DIAGRAM-CHASING » DANS LES CATÉGORIES ABÉLIENNES ;

LUCILE BÉGUERI ET GEORGES POITOU (1).

Le procédé de <( diagram-chasing » consiste à observer des relations
entre divers objets ou flèches d'un complexe double (ou multiple);
on montre ici que tout complexe double sécrète des flèches de trois types
simples reliant l'homologie des lignes et des colonnes et la « bihomologie»
du complexe, et que les principaux résultats connus de « diagram-
chasing » s'obtiennent par la combinaison des propriétés des flèches
élémentaires.

Ces flèches élémentaires peuvent être définies dans des catégories
assez générales; leurs propriétés d'exactitude dans la catégorie des groupes
commutatifs se transportent aux catégories abéliennes, grâce au théorème
de plongement de celles-ci dans celle-là; ce sont ces propriétés d'exac-
titude qui fournissent les lemmes habituels (lemme des cinq, lemme du
serpent, définition de cobords, etc.) dont une revue est passée à la fin
de l'article.

1. Remarques sur les noyaux et les images.

On sait [3] que le noyau et le conoyau d'une flèche quelconque peuvent
être définis (sans que leur existence soit assurée) dans une catégorie
où il existe un système de flèches nulles, c'est-à-dire une application de
l'ensemble des couples d'objets dans l'ensemble des flèches telle que
l'ensemble de ses valeurs soit globalement stable par multiplication
(à droite ou à gauche) par une flèche quelconque. Supposons donc donnée
une catégorie J où il existe un tel système w (nécessairement unique);
nous noterons encore c*j toute flèche nulle, c'est-à-dire toute valeur de
l'application ûo.

(1) L'un des auteurs a bénéficié des entretiens qu'il a eus avec André BLANCHARD.
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On rappelle [2] que le noyau d'une flèche u (s'il existe) est un objet x
muni d'une flèche x dont la source est x et le but la source de u, cette
flèche étant telle que ux = G), et universelle pour cette propriété, ce qui
signifie que pour toute flèche u telle que uu == co, il existe une flèche
unique w telle que xw = u; il en résulte que Ï est un monomorphisme;
on notera d'habitude le monomorphisme associé à un noyau par la
même lettre que celui-ci, fléchée; à défaut d'autres notations, on utilise :
Keru, Keru.

Le noyau d'une flèche dépend fonctoriellement de celle-ci, au sens
suivant :

LEMME 1. — Pour tout diagramme commutaitf (i), si les noyaux utiles
existent, il existe une flèche unique w rendant commutatifle diagramme (2) :

A " T~) T7- Ker M .——>B Keru —>A
(i) A- y (2) ^ \ .z-v / 4- ^ v / ^ 4-

C——>û Keru^C
Ker v

II y a un lemme analogue pour les conoyaux (notation : Cok; on fait
la convention analogue de désigner l'épimorphisme associé à un conoyau
par la même lettre que celui-ci, fléchée).

COROLLAIRE 1. — Si le produit uu de deux flèches u et u existe et possède
un noyau ainsi que u, il existe une flèche unique w : Keruu->Keru telle

/—-^ \ /—^ \
que [Keru) w == u[Keruu).

COROLLAIRE 2. — Si le produit uu de deux flèches u et u existe et possède
un noyau ainsi que u, il existe une flèche unique w : Ker u -> Ker uu telle

(—> \ —>
que \Keïuu) w == Ker y.

On obtient la preuve des deux corollaires en spécialisant le dia-
gramme (i) ainsi (s désigne une flèche neutre) :

A-^B A—>B
(Cor. 1) < - | [ ^ (Cor. 2) s [7 ^ -^ v / ^ ^ /

C—>B A—>D
n liv

L'image d'une flèche u est le noyau du conoyau de u (s'ils existent);
elle est notée Im u à défaut d'une autre lettre; de toute façon, elle est
la source d'un monomorphisme dont le but est le but de u, et ce mono-
morphisme peut être noté par la même lettre que l'image, mais fléchée.
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LEMME 2. — Pour tout diagramme commutait f (i), si les images utiles
existent, il existe une flèche unique w rendant commutait f le diagramme (2) :

—>
„ y Im il „

A—->B ïmu —>B
(I) -, [v (3) -i i1-

C—>D îmu -r^
•-' Im P

COROLLAIRE 1. — 5l le produit uu de deux flèches u et v existe et possède
une image ainsi que u, il existe une flèche unique w : îmuu—îmu, telle
que [ïmu)w = ïmuu.

COROLLAIRE 2. — Si le produit uu de deux flèches u et u existe et possède
une image ainsi que u, il existe une flèche unique w : ïmu->ïmuu, telle
que (im uu) w = u (,1m y}.

COROLLAIRE 3. — Si F image de la flèche u existe, il existe une flèche
unique, notée u, telle que ( îmu) u == u.

LEMME 3. — Pour tout couple (u, u) de flèches tel que uu = w, il existe
une flèche unique w : ïmu—^Keru, telle que [Kerujw == ïmu.

/____^ \
En effet, il existe une flèche unique x telle que u == x [Coku), et l'on

applique le corollaire 2 du lemme 1.

2. Flèches produites par les complexes doubles.

Soit J une catégorie où existent un système de flèches nulles, les
noyaux et conoyaux, les produits et sommes finies.

Soit cl un double complexe de J dont les éléments seront notés ainsi :
les indices décrivant les entiers rationnels, on note Aij les objets du
complexe, et

dij : Aij -> A;j+i, ô;j : Aij -> A,+i,/

les flèches du complexe; il est entendu qu'on a les relations

di, /+i di, j == o, ô; +1, / (^ j == o,

et les relations de commutativité des diagrammes
di,;

Aij —-> A;j+i

U k-
Y t

Ai+ij -——> Af+ij+i
«i+i, /
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Convention typographique. — Nous aurons très souvent à écrire
les couples d'indices (i.,j), (i,j + i), (i + i,j); nous nous permettrons de
les remplacer respectivement par l'absence de signe, un simple accent,
un double accent; exemple :

A =A,j, A'=A^, A^A^j.

Notations relatives aux noyaux :

z == Kerd, z :2->A, flèche canonique;

Ç = Kerô, ç : Ç-^A, flèche canonique;
^ ->- ^

Z = zAS (produit fibre de z et Ç au-dessus de A); désignons par Z
la flèche canonique de Z dans A;

m : Z->z, p. : Z->Ç, projections canoniques du produit fibre, telles
^ > > >

que zm == Z, Ç|UL = Z;
/ : z — z", T : Ç—^, flèches définies par le lemme 1, caractérisées par

les identités
>zf/t=ô>z, ^ï=dt

Notations relatives aux images :
->-

b = Im6^/_i, 6 : b-^A, flèche canonique;
->-

p == Im^_i^, p : 3-^ A, flèche canonique;
->-

B = Imd;j_i ^_i^_i, B : 5-^A, flèche canonique;
n : B -> b, v : B -> j3, flèches définies par le corollaire 1 du lemme 2

->- •> -> >
et caractérisées par les identités bn == B, Ç^v === B;

a : b->B\ a: ^->B\ flèches définies par le corollaire 2 du lemme 2
et caractérisées par les identités B" a == §b, B' y. === dp.

Notations mixtes :

k : & -> z, x : (3 —^ Ç, flèches définies par le lemme 3 et caractérisées
^ > •> >

par les identités zk = ^), Ç% = [3.
Observons que z s'envoie par / dans z " et par ^ ' ô î dans ^ / /, de façon

compatible avec \" : z " ->A" et ^ : ̂ " -^A"; donc il existe des flèches
uniques

s : z->Z", c r : ^-.Z'

telles que m^ = /, ^ " s = y."ïz\ m ' ' a - =kf d^, ^a = T.
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Observons encore que B s'envoie par kn dans z et par x^ dans Ç,
^ >

de façon compatible avec z et Ç; donc il existe une flèche unique
K: B-.Z

telle que mK == /en, ^JC == xy.
Posons enfin

7i=CokÂ-, 7 î=Cokx, H=CokK,
> ^ ^
A, Y}, H désignant les flèches canoniques correspondantes. Nous dirons
que ces objets constituent respectivement Uhomologie des lignes, Uhomologie
des colonnes et la bihomologie (2) du bicomplexe donné, pour les
indices (i, j).

Flèches du premier type (bihomologie dans homologie). — Le lemme 1
pour les conoyaux fournit à partir du diagramme commutatif (i) suivant
une unique flèche f : H -> h rendant commutatif le diagramme (2)
suivant :

B-^>Z Z-^->H
(i) n \m (2) /" /v / ^ 4- v / ^ ^

b —> z z —> h

Autrement dit, la flèche f:H->h est caractérisée par l'identité
> >

fH = hm ; de même il existe une unique flèche cp : H -> T], caractérisée
par l'identité ^H == ̂ .

Flèches du second type (homologie dans bihomologie). — Le même
raisonnement définit une flèche g : h - > H " à partir des diagrammes
suivants :

A k ^ î,b —> z z ——> h

(i) a \s (2) s \ sv / -.. 4- \ / ,, ^
B"—>Z" Z " — — > H "

K" H"

-> >
autrement dit par l'identité gh == H " s (la vérification de s k = K " a est
aisée); de même une flèche ^ : ^ — ^ H r est définie par l'identité ^Y} = H ' ' a .

Les flèches des deux premiers types fournissent des complexes :
PROPOSITION 1. — Les diagrammes suivants sont des complexes :

H->h->H" H->rî->H1
f 8 ? ^

(2) II existe, outre cette espèce de bihomologie, une notion duale.
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-^
Preuve. — Comme H est un épimorphisme, il suffit de prouver que

gfH === ûo ; or
^ = ̂ hm = JTs/n,

et il suffit de prouver que sm === ûû, ou même que Z"sm == w, puisque Z "
est un monomorphisme; or

Z"sm == ï'm"sm == 'z"tm = ôîm ==^JL = 00.
PROPOSITION 2. — Les diagrammes suivants sont des complexes :

h-.H" -^r/ yî-^jr-^
6- ^ ^ /'Preuve.
> -^ >rf //-^^"gh = q/JTs === YÎ^'S = ̂ ^x'ôi^ 0).

Flèches du troisième type (dans Vhomologie des complexes de la
proposition 2). — Désignons par C et r respectivement l'homologie des

->• •>
complexes de la proposition 2, et par C : Kercp^—^C, F : Kerf'—^r les
épimorphismes correspondants; ce sont les conoyaux de flèches notées
L: Im^-^Kerq^, A : Im^-^Kerf7; désignons encore par Y le noyau
de (T'ô^c^d, par Y le monomorphisme canonique de Y dans A, et
construisons des flèches canoniques de Y dans C et r.

Il existe des flèches w : Y ->- z " et •/ : Y -> ̂ " définies, la première par
l'identité z " w == ôY (corollaire 1 du lemme 1), la seconde par % == -/." ôY
et compatibles avec z " et ^ " \ donc il existe une flèche unique W : Y - > Z "
telle que m"W = w, p^W = %; c'est aussi Punique flèche telle
que Z^W-ôY.

-^
La flèche H"W : Y - ^ H " , composée avec ^ " : H"—>ri\ donne u;

en efîet, ^"H^W === ^'^"W == ^% = ̂ '//^Y == ûo; donc il existe une
/—^ \ •>

flèche unique y : Y-^Kercp", telle que [KeT^^v == H^W; ceci fournit
une flèche

Cv: Y-^C.
Montrons que cette flèche donne oo, si on la compose avec les flèches

> ^
y : z -^ Y et v : Ç -> Y définies respectivement par les identités Y y == z,
> >
Yu == Ç (corollaire 2 du lemme 1). En effet :

i° Cvy = CLgh = G); en effet, Z " W y == àYy == ôt== Z 1 ' s , donc
Wy == s, donc

(Keîcp") Lgh =gh= H" s = ̂ // Wy = (Ke '̂) yy,
_-^

donc Lgh == py.
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2° Cy^ == ûo car (Kercp7')^ == c,), ce qui résulte de (Kercp^pu = Tî^W^
et de ce que Ï"Wv == ôYv = ̂  == GU.

D'autre part, les flèches y et ^ commutent avec les flèches m et ^,
> ^ -^ ^ ^ '

car Y y m = zm == Z == ̂  == Yvp.; donc elles produisent une flèche M
de la somme amalgamée m V ^ de z et Ç au-dessous de Z dans Y, et cette
flèche M, composée avec Cu, donne c,), ce qui produit une flèche dans C
du conoyau de M :

c : CokM-^C.

On définit de même une flèche

y : CokM-^r.

Les flèches c et y sont les flèches élémentaires du troisième type.

PROPOSITION 3. — Les flèches élémentaires f, cp, g, ^p, c, y dépendent
fonctoriellement du complexe double Cl, en ce sens qu'elles commutent
avec les flèches canoniques convenables déduites d'un morphisme de
complexes doubles.

3. Cas de la catégorie des groupes commutatifs.

Les noyaux et les images se décrivent dans ce cas selon les procédés
usuels; en particulier Z = znÇ.

Les flèches élémentaires des deux premiers types se décrivent ainsi :

f(x+B) ==x +b (xçZ),
^(x+B)==x +P (xçZ),
g ( x + b ) --=^x+B" (xçz),
^(x+^) --^dx+B' (xç.t).

PROPOSITION 4. — Les complexes de la proposition 1 sont des suites
exactes.

Preuve. — Montrons, par exemple, que le complexe H—>h->H" est
J 8

une suite exacte; soit x un élément de z représentant la classe x + b
de h, telle que g(x + b) == o; alors Sx 4- B" = o, donc il existe dans Afj_i
un élément Ç tel que ^x === ôd^ ;_i (i) ; substituons x—di^--.i(l) à x;
alors ôx == o, donc x e Z et x + b === f(x + B), donc la classe x -}- b est
dans l'image de /*.

PROPOSITION 5. — Les flèches c :CokAf-^C et y : C o k M — ^ r sont
des isomorphismes.
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Preuve. — Déterminons par exemple le noyau de Cu : Y—>C. Soit x
•>-

un élément de Y tel que Cu(x) == o, c'est-à-dire un élément de A tel
que d"^x == o et ôx + B" ç. ïmg; soit ; un élément de z tel que

^ x + B " = g ^ + b ) = ^ + B " ' ,

soit X un élément de A;,;_i tel que §(x—Q = ôd^_i(X); substituons
x—d;,/-i (X) à x; alors ô(x—E) = o, donc x appartient à z + Ç.

Observons que le groupe z + Ç n'est autre que la somme amal-
gamée m V ^ de 2 et Ç au-dessous de Z = z n Ç, donc est contenu dans
le noyau de Cu d'après le paragraphe 2; comme on vient de voir qu'il
le contient, il est prouvé que c est un isomorphisme.

COROLLAIRE. — Les complexes de la proposition 2 ont des homologies
isomorphes par la flèche y-1 c : T -> C.

^. Cas des catégories abéliennes.

Pour toute catégorie abélienne J, il existe un foncteur exact et fidèle F
de J dans la catégorie Ab des groupes commutatifs [l], [4]. L'exactitude
de F montre que F commute à la formation du noyau, du conoyau,
de l'image, donc de l'homologie d'un complexe. Sa fidélité montre alors
qu'un complexe transformé par F en une suite exacte est une suite
exacte.

Il en résulte aussitôt que les propositions 4 et 5, ainsi que le corollaire
de cette dernière, s'étendent de la catégorie des groupes commutatifs à
toutes les catégories abéliennes.

5. Applications.

A titre d'exemples, on donne ici diverses conséquences des propo-
sitions 4 et 5; les premières, de caractère préparatoire, résument des
raisonnements élémentaires souvent utiles; suivent des applications
usuelles.

Les énoncés sont munis de titres imagés qui ne sont littéralement
vrais que sous quelques précisions; par exemple, si les colonnes sont
toujours exactes; des hypothèses précises sont indiquées à la suite.

Recette 1 (Nullité de la bihomologié). — La nullité de h, r\\ H ' entraîne
celle de H " .

Preuve. — La nullité de H ' entraîne celle de r, le corollaire de la propo-
sition 5 celle de C, qui s'identifie à H " si h et ri" sont nuls.
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Recette 2 (Identification de la bihomologie en diagonale). — La nullité
de h, h\ YÎ, r\" entraîne l'identification de H ' et H " .

Preuve. — H ' = C et H " = r, et il suffit d'appliquer le corollaire
de la proposition 5.

Recette 3 (Au-dessous d'une ligne de o, identification de Uhomologie de
la ligne et de la bihomologie du dessous). — La nullité de A;_i,/,
A;_i,y+i, A;_i,/+2, y?, r i " , ri' entraîne l'identification par g de H " à h.

Preuve. — La recette 1 entraîne la nullité de H ' , donc de r, donc
l'exactitude de

o->h->H" ->o
f K y

Recette 4 (Au-dessus d'une ligne de o, identification de Uhomologie de
la ligne et de la bihomologie). — La nullité de A;4-i ,y__j, A;+i,y et •^,7-1
entraîne l'identification par f de H à h.

Preuve. — Les hypothèses entraînent l'exactitude de la suite
o ——> H ——> D ——> o
k/-. /

PROPOSITION 6 (Transfert de Uhomologie à travers n lignes exactes).
— Si les termes Aij sont nuls dans les lignes i=—i et i = n + 2,
si les lignes sont exactes pour i ̂  i ̂  n, et si les colonnes sont exactes
(le lecteur énoncera lui-même des hypothèses plus économiques), alors hoj
et hn+ïj-n s'identifient.

Preuve.
ho,f === -Tll,/ == -"•2,7-1 ==...== jn.n+i,^—n :==: hn+ï^'—rr

Cas particuliers où n = 2 : lemme des cinq, lemme du serpent.
i° Complétons le diagramme commutatif et exact

Ai.i ->Ai,2 -> Ai,:>, —^Ai ,4 —^AI,.-,

Aa,! —> As,2 -> As,3 -> Aa,4 —^ As,.-,

par la ligne des noyaux et celle des conoyaux (de sorte que la propo-
sition 6 s'applique); si do,3=0, alors 6?3, i==o; en particulier, on peut
affirmer que Ao,3 = o si, d'une part Ao.s = o == Ao,i, ce qui identifie Ao,3 et
do.3» et d'autre part Â3,i== o, ce qui implique ^3,1 = o; c'est dire que, dans
le diagramme ci-dessus, la flèche verticale médiane est certainement mono-
morphique si ses deux voisines le sont et si celle de gauche est épimor-
phique; de même, la flèche médiane est épimorphique si ses deux voisines
le sont et si celle de droite est monomorphique.

2° Dans le diagramme commutatif et exact
A^2->Ai,3 -^Ai,4--^0

Y Y Y

0 -> A.2,2 -> Â2,3 -> Â2,4
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complété par la ligne des noyaux et celle des conoyaux, la proposition 6
identifie Fhomologie ^0,4 et ds^. des complexes

Ao,3 ->Ao,4-^0, 0-^A.3,2-^A3,3,

ce qui revient à donner une flèche Ao,4-^A:;,2 telle que la suite

Ao,2 —^ A.o,3 —^ -Ao,4 —^ A.3^ —^ A:3,3 —>- -A:^4

soit exacte sur les deux termes médians; en fait, une autre application
de la proposition 6 montre que la suite entière est exacte.

PROPOSITION 7 (Cobords issus d'une suite exacte de complexes). — Si les
termes Aij sont nuls dans les lignes i = o et i === 4» et si les colonnes
sont exactes, on obtient une suite exacte

. . . /h ,7——A-2,7—^3,/—^1,7+1 —^2,7+1—^3,7+1 • . . .

Preuve. — L'exactitude des colonnes entraîne l'exactitude de la suite
. . . H^ j —-> 7î2, 7 ——> H^ 7 ——-> Hî, y+i -—> 7î.2,7+1 —> H.}, 7+1 . . . »

/2,y y i , j J î , J + i P'2,/4-1

où les flèches non nommées viennent du corollaire de la proposition 5;
le passage à la suite exacte de l'énoncé résulte des recettes 3 et 4.

Bien entendu, l'application de la proposition 3 montre que les iso-
morphismes de la proposition 6 et les suites exactes de la proposition 7
dépendent fonctoriellement des complexes doubles qu'ils produisent.
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