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PROXIMITE ET DUALITE DANS UN ESPACE HILBERTIEN ;
PAR

Jean-Jacoues MOREAU
(Montpellier).

1. Introduction.

1.a. — Soit H un espace hilbertien réel (ce qui suit peut évidemment
concerner aussi un espace hilbertien complexe, par la structure hilbertienne
réelle sous-jacente). Soit C une partie convexe fermée non vide de H
et soit z€ H; on sait que l'application u — || z— u || de C dans R atteint
sa borne inférieure en un unique point x de C, usuellement appelé projec-
tion de z sur C (notons £ = proj¢ z).

En particulier, si C est un sous-espace vectoriel fermé de H, on retrouve
la projection orthogonale sur un tel sous-espace. La décomposition classique
de H en somme directe de deux sous-espaces supplémentaires orthogonaux
se généralise utilement dans la propriété suivante, déja publiée dans [15]
et qui apparaitra ici comme un corollaire de notre proposition 4.a :
Soient, dans H deux cones convexes fermés, P et Q mutuellement polaires,
c’est-a-dire que

P={xeH:(x|y) <o pourtout yeQ}

(relation symétrique entre P et Q). Alors tout z€ H est égal a la somme
de x = projpz et de y = projyz; on a (r|y) = o et c’est la l'unique
décomposition de z en somme d’un élément de P et d'un élément de Q
orthogonauz.

1.b. — Les besoins de la mécanique, plus précisément la dynamique
des systémes matériels a liaisons unilatérales (cf. [16], [21], [27]) et aussi
la statique de tels systeémes (milieu élastique de compressibilité limitée
de W. Pracer [29], [30], [31]) nous ont conduit & I’extension suivante
de I'idée de projection sur un convexe fermé :

La notation I'y(H) désignera ’ensemble des fonctions a valeurs dans
) — o, -+ o), partout définies sur H, convexes, semi-continues inférieure-
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274 J.-J. MOREAU.
ment, non partout égales & 4 oo. Soit fel',(H) et soit z quelconque
dans H; on montrera que la fonction numérique u — ; [z—ul]*+ f(u)

atteint sa borne inférieure en un unique point z noté prox, z. On retrouve
la projection sur un ensemble convexe fermé C en prenant pour fla fonction
indicafrice de cet ensemble, c’est-a-dire f(u) =o si ueC et f(u) = + «©
siugC.

Le théoréme de décomposition de tout a I’heure se généralise alors
en invoquant la notion de fonctions convexes duales (ou conjuguées)
introduite pour H = R par S. ManpELBroJT [10], puis pour H = R~
par W. FeEncHEL ([7], [8]), adaptée aux espaces de dimension infinie
par A. BRONDSTED [3] (comme sources plus lointaines et classiques,
on pourrait également citer les fonctions conjuguées de Young, sur (o, + oo (
ou méme l'idée de fransformation de Legendre en théorie élémentaire
des équations aux dérivées partielles). Il nous a été nécessaire de reprendre
cette notion sous une forme légérement différente (fonction pouvant
prendre la valeur + co, cf. [17]). Si f €', (H), la fonction

v 9(v) =supl(u|v) — (W]

est appelée fonction duale de f. Cette fonction appartient aussi a I (H)
et f est, symétriquement, la fonction duale de g.

On peut dire aussi bien que g est la plus petite fonction numérique
telle que, pour tout x et tout y dans H, on ait

@+ 9@ =[y).
Deux points = et y de H sont déclarés conjugués par rapport a f et g si
f@) + 9@ =@[y),

et la proposition clef du présent mémoire peut s’énoncer : Touf ze H
est égal a la somme de x = prox,z ef de y = prox,z; les poinis x et y sont
conjugués par rapport a f et g et c’est la Uunique décomposition de z en somme
de deux éléments conjugués par rapport a f el g.

Ce résultat a déja été publié dans [18]; dans [19] est paru un sommaire
de certains développements ultérieurs, diffusés sous forme multigraphiée
dans [20].

1.c. — Le présent article expose d’abord les éléments utiles pour
la suite de la théorie des fonctions convexes duales. On reprend ensuite,
avec des améliorations et compléments, tous les résultats du fascicule
multigraphié [20], lequel est donc désormais périmé : existence de prox,z,
exemples élémentaires, théoréme des fonctions duales, propriétés élémen-
taires des applications prox, fonction primitive d’une application prox,
fonctions numériques « plus convexes » ou « moins convexes » que
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la fonction z — N || z[]* et caractérisations diverses des applications prox.

La notion de « fonctions sur-duales » introduite dans la section 11 présente
un intérét technique pour les applications de la théorie a I’analyse fonc-
tionnelle. On établit enfin un rapprochement entre la proposition 4.a
et un théoréme de G. J. MiNTY sur les relations (ou applications multi-
voques) « monotoniques » dans un espace hilbertien.

Afin de ne pas trop allonger ce mémoire, nous avons réservé pour des
publications ultérieures les applications essentielles de la théorie, ou H est
réalisé comme espace fonctionnel (voir aussi [15], [27]).

1.d. — L’idée de problémes variationnels « conjugués » qui domine
la présente étude est trés classique et a donné lieu a de nombreuses
publications. Dans la plupart des cas, les éléments des deux problémes
sont, grossiérement parlant, mis en dualité, et il n’est pas essentiel que
ces deux problémes soient formulés dans un méme espace fonctionnel.
L’algorithme des fonctions convexes duales constitue justement un instru-
ment trés efficace pour l'exploitation systématique de cette idée dans
le cas convexe (c¢f. C. BErGge, A. GuouiLa-Houri [1], chap. 5 et
R. T. RockaFELLAR [33] pour l'utilisation du procédé dans la théorie
de la programmation convexe, en dimension finie). Il est beaucoup moins
usuel de voir, comme ici, ces éléments directement comparés ou addi-
tionnés. Notons cependant quelque analogie entre notre paragraphe 5.c
et les considérations mises par W. Pracer et J. L. Synge [32],
J. L. SynGE [3D5] 4 la base de la « méthode de I’hypercercle » (pour
le principe de cette méthode, voir Courant et HiLBERT [6], chap IV, § 11,
et, pour un exposé technique détaillé, J. L. SynGE [35]). Il s’agit chez
ces auteurs de problemes linéaires et les fondements géométriques
consistent dans I’'orthogonalité de variétés linéaires. Dans le méme esprit,
divers travaux ont été consacrés a la détermination de majorants et
de minorants pour les valeurs extrémales des fonctionnelles quadratiques
associées 4 des problémes linéaires de la physique mathématique (pour
un exposé de synthése, voir J. B. Diaz [7]) : notre paragraphe 9.c vise
un but analogue dans le cas non linéaire.

2. Fonctions convexes duales.

2.a. — Nous présentons dans cette section les éléments utiles pour
la suite de la théorie des fonctions convexes duales, telle qu’elle est exposée
dans [17].

NoratioN. — Notons T (H) I'ensemble des fonctions numériques définies
sur H qui sont des enveloppes supérieures de familles de fonctions affines
continues. Notons T',(H) Uensemble des éléments de T (H) autres que
les deux constantes — oo (enveloppe supérieure d’une famille vide) et -+ co.
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A Tégard de cette notation, il est indifférent de considérer sur H
la topologie forte ou la topologie faible puisque la classe des formes
linéaires continues (donc aussi la classe des fonctions affines continues)
est la méme pour ces deux topologies.

Il résulte des propriétés classiques des enveloppes supérieures que
toute fel' (H) est une fonction a valeurs dans ) — oo, 4 o0 ), convexe
et semi-continue inférieurement. Réciproquement, on montre (cf. [17], § 1,
ol 'on considere, plus généralement que I'hilbertien H, un espace vectoriel
topologique localement convexe séparé quelconque) que loute fonction
a valeurs dans ) — oo, 4 o), convexe et semi-continue inférieurement,
aulre que la constante + oo, appartient a I'y(H). Ici aussi, comme dans toute
celte seclion, il est indifférent de considérer sur H la topologie forte ou
la topologie faible, puisque la semi-continuité inférieure de la fonction
convexe [ signifie que, pour tout k€ R, I’ensemble convexe {xe H : f (x) <k |
est fermé.

ExempLE. — La fonction indicatrice 4, d’ une partie A de H, c’est-a-dire

o si xe€A,
(@) = -+ oo si zg¢A

appartient a Iy (H) si et seulement si A est convexe fermé non vide.

2.b. — Il résulte de la définition que toute f € I',(H) est égale a ’enve-
loppe supérieure de la famille, certainement non vide, des fonctions
affines continues qui la minorent.

Une fonction affine continue, soit x —~(z | y) — 3, avec ye H et 3R
minore f si et seulement si

2.1) sup [(x|y) —f(@)] <5,
x€H

ce qui conduit a s’intéresser a la fonction

2-2) y=>g@ = sup [y —f@)]

= sup [(@[y) —[@)]
SR <+

appelée fonction duale de f. Elle appartient aussi a I', (), puisqu’elle est
enveloppe supérieure d’une famille non vide de fonctions affines continues
et qu’elle n’est pas partout égale & + co [car (2.1) est satisfaite par
au moins un 3 €R].

Pour construire f comme enveloppe supérieure de ses minorantes affines
continues; on peut évidemment retenir seulement celles de ces minorantes
qui sont mazimales, c’est-a-dire prendre 3 = g(y), donc

f@y=_sup [(=1y)—g@)]
= 1sél}[) [ ]y)—g@)],

ce qui signifie que f est, symétriquement, la fonction duale de g.
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=4

On vient de définir une bijection involutive de I'y(H) sur lui-méme.
Cette involution se prolonge d’ailleurs a I'(H) car, selon la définition (2. 2)
les constantes -+ oo et — oo sont deux fonctions duales I’'une de I'autre.

ExeEmMPLE. — Prenons f = {., fonction indicatrice d’'un ensemble C
convexe fermé non vide; la fonction duale

9@ = Sup [(x]y) —f(@)] = sup(x|y)
Sy <+ = x€C

est classiquement appelée fonction d’appui de 'ensemble C.

2.c. — La définition des fonctions duales implique
2.3) vz, vy, (@) + 9@ =(x|y).
Si deux points x et y sont tels qu’on ait ’égalité
(2.4) f@) 4 9(@) = @[y),

on dit qu’ils sont conjugués par rapport au couple de fonctions duales fet g.
Cela signifie aussi que la fonction affine continue

u—>uly) —g@) =@u—z|y) + f(x)

qui est une minorante de f, prend au point x la méme valeur que cette
fonction (minorante de f « exacte » au point x). Nous disons alors que y est
un sous-gradient de f au point x.

NotaTioN. — L’ensemble des sous-gradients de f au point x est noté df (x),
de sorte que (2.4) peut s’écrire, de fagon équivalente, y €9 f () ou, symé-
triquement, x€d g(y).

L’ensemble o f(x) est convexe fermé (éventuellement vide) puisqu’il
s’écrit, d’apres (2.3) et (2.4),

If(@) =lyeH:f(x) + 9@ =|y)]
=1yeH:g@y) —(x|y) =—f (@)}

et que la fonction y— ¢g(y) —(x|y) est convexe, semi-continue infé-
rieurement.

2.d. — Sidf(x)# O la fonction fel'\(H) est dite sous-différentiable
au point x; c’est évidemment le cas, en particulier, si cette fonction
(convexe) est différentiable au sens de Gateaux (différentiabilité « faible »)
au point x ou, a fortiori, au sens de Fréchet (différentiabilité « forte »);
Jf (x) est alors réduit a un seul point. L’ensemble des points de H ou la
fonction f est sous-différentiable est appelé assise de f.

Pour une étude plus approfondie de la sous-différentiabilité dans
les espaces vectoriels topologiques, on se reportera a [24], [25], [26].
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L’utilité de la sous-différentiabilité tient, pour une part, & la remarque
tautologique suivante : d’aprés la définition des fonctions duales, la borne
inférieure de f est — g(o); 'ensemble des points ou [ atteint cette borne

est d g(o); autrement dit encore f présente un minimum au point x
si et seulement si o€d f ().

3. Applications « prox ».

3.a. ProrositioN. — Soit fel',(H); quel que soit ze H, la fonction
numérique

I 2
u—®@) =1 |u—z [+
posséde un minimum strict.
En effet, on remarquera d’abord que, de méme que f, la fonction

I . . . ,e . .
u- - || u — z||* est semi-continue inférieurement sur H faible puisque,

pour tout kR, la boule { ue H : é l|u—z|* <L k1 est fermée dans H fort

ou faible; donc, la somme ® est semi-continue inférieurement sur H faible.

D’autre part, f appartenant a I',(H) posséde au moins une minorante
affine continue, soit u-—>(a|u) — 3, de sorte que ®(u) est minorée
par l'expression

Slu—zl @ —6=lu—E—a P+ —la—5

Par hypothese, il existe be H tel que f(b) # + oo. De la minoration
précédente de ®(u) il résulte qu'on peut trouver p > o tel que
la condition ||u—(z—a)| > ¢ entraine ®(u) > ®(b). Appelons B
une boule fermée de centre z — a, de rayon supérieur 4 p et contenant b.
On sait qu’une telle boule est compacte dans H faible; donc ®, fonction
numérique semi-continue inférieurement, présente sur cette boule
un minimum en un point . On a ®(b) > ®(zr) et comme, hors de B,
® surpasse @ (b), ce minimum est aussi le minimum de ® sur H.

. I 5 .
Enfin, comme la fonction u— 5 [|u—z|* est strictement convexe

et que [ est convexe, ® est strictement convexe sur l'’ensemble
{ueH:®(u)# + o{. Il en résulte que le minimum précédent est
strict.

3.b. NoraTtioN. — L’unique pointx ot la fonction u — é Ju—z|*+ f(u)

alteint son minimum sera noté x = prox,z, « point proximal » de z relative-
ment a la fonction f €T’y (H).

Si f est une fonction constante, prox, est I’application identique.
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3.c. ExEmpLE. — Prenons pour f la fonction affine continue
f@) =(a|u)—B (ot ae H et BeR).

Par le calcul déja fait7ci-dessus, on a
) = u—@E—a) |+l —[al—5

qui atteint son minimum pour u = z — a. Donc, ici

prox,z =z—ad.
Ainsi toute franslation dans H est une application prox.

3.d. ExeMPLE. — Soit C une partie convexe fermée, non vide de H,
et prenons f = Y¢(cf. exemple 2.a). Dans ce cas ® prend la valeur + oo
hors de C; c’est donc quelque part sur C que cette fonction présente

son minimum; comme pour u€C on a ®(u) =é||u—z||‘l, on voit

que prox. est la projection de z sur C : point de C le plus proche de z.
En particulier, si C est réduit a un unique point ¢, on a prox,z = ¢ pour
tout z.

3.e. ExempLE. — Un cas usuel est la synthése des deux précédents.
En appelant encore C un ensemble convexe fermé, on prend

f@) =(a|u)—5 + Ye(w),

c’est-a-dire que f vaut + oo hors de C et se réduit sur C a une fonction
affine continue. On trouve alors

Prox,z = projc(z — a).
3.f. ExEmMPLE. — Soit k > o une constante et
f(w) = k[ ulP
Un calcul élémentaire donne

I
pI‘OXfZ - mz.
Donc toute homothétie (ici de centre O), de rapport 2 € (o, 1) est une
application prox.
Plus généralement, les résultats des paragraphes ultérieurs permettent
facilement de montrer qu'une application linéaire de H dans lui-méme

est une application prox si et seulement si elle est aufoadjointe, positive,
de norme 1.
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&. Théoréme des fonctions duales.

4.a. ProrositioN. -— Soient f €X'y (H) et g €'y (H) deux fonclions duales
lune de I'auire; soient x, y, z irois éléments de H; les propriétés (I) et (I1I)
suivantes sont équivalentes :

@ z=x+y, @+ 9@ =y);
(I1) T = proxsz, J = proxgz.
Démonstration.

1° Soient z, y, z possédant la propriété (I) [cela implique f (x) ==+ oo ].
Il résulte de la définition des fonctions duales que, pour tout ueH :

I =ly) —f(w,
donc

@|y)—f@=@ul|y)—f ().

Pour la fonction ® du paragraphe 3.a, cela donne
YW — @) = |u—z—ylP+f@—yl—@)

= lu—e—y =y + @y —@|y)

. (qie s 1 ) :
et ce dernier membre se réduit a 5 ||u — x |*> o, nul seulement si u = x;

donc x = proxrz. Raisonnement semblable pour y, lequel est donc égal
a prox,z.

20 Réciproquement, soit ze€H, soit x = prox,z [cela implique
f(x) £+ oo] et soit y' = z— x. Pour toutue H et pour tout’z.€)o, 1(,
la convexité de f donne

flru+@G—nal<=if@) +(a—nf ()

et, comme la fonction @ (u) a son minimum au point z,
lhu+G—Ne—z|f+ fla+ =1l 2z —z |+ [ @).
En rapprochant ces deux inégalités, on obtient
Sy =) —y [+ @) <A @)+ — 1) (@)
ou, apres développement et réduction,

— 2R flu—z |+ Mu—2|y) ZHf (@) —Af @).
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Puisque 2 > o, cela équivaut a
@y)—f@=@y)—f@+ > illu—z|

Comme 2 peut étre pris arbitrairement voisin de zéro, il en résulte
@y)— (@) =max[(u|y) —f @] =gF)

Donc z, y', z possedent la propriété (I); le 1° montre alors que y' = prox,z,
ce qui achéve la démonstration.

4.b. — Un cas particulier utile est celui ott 'on prend pour fla fonction
indicatrice Y, d’un céne convexe fermé P (de sommet O). On voit immédia-
tement que la fonction duale

y—>g(@y) =sup(@|y)

est la fonction indicatrice du cone convexe fermé

Q=1{yeH: (x|y) <o pour tout z€ P |

dit céne polaire de P (et la relation entre les deux cdnes est symétrique).
D’aprés I'exemple 3.d, les applications prox, et prox, sont alors
les projections projs et projo.

La relation des points conjugués

f@ -+ 9@ =y

impliquant que f(x) et g (y) sont finis exige ici f(x) = g(y) = o : cette
relation se réduit donc dans le cas présent a l'orthogonalité (x|y) = o,
avec r€Petye(,dou:

CoRroLLAIRE. — Si P et Q sont deux cones mutuellement polaires dans H
et x, y, z trois éléments de H, les propriétés (1) et (1) suivantes sont équi-
valentes :

(1) z=x+y, zeP, yeQ, (@Y =o;
(€8)) Z = projpz, Y == projoz

5. Gontraction des distances.

5.a. — Remarquons que la relation « x et y conjugués par rapport
au couple de fonctions duales f et ¢ » est monofonique au sens de
G. J. MiNTY [11], c’est-a-dire que, si 2/, y’ est un autre couple de points
conjugués par rapport & fet g, on a

B.1) (x—=z'|ly—y)>o.
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Cela s’obtient en écrivant la définition des points conjugués
f@ +9@ =y,
@)+ 9@) =&y,
ou tous les termes sont nécessairement finis, puis par I'inégalité (2.3)

(@ |y)<=f@x) +9@),
@y Zf @)+ 9@).

Ajouter membre 4 membre, simplifier, regrouper.

On va en tirer :
5.b. ProposITION. — Quels que soient z et z' dans H, on a
(®-2) [ prox,z—prox,z' | <[ z—2' ||

de sorte que application prox , est continue de H fort dans H fort.
En effet, si ’on pose

T = prox,z, ' = prox,z';

J = proxgz, y' = prox,z/,
on a, d’aprés la proposition 4.a,
(®.3) fe—dP=llr+y—2"—y'|}

=le—2'P+[ly—y [P+ 26—2" [y —¥).
L’inégalité (5.1) entraine donc
lz—z [FI=[lz—2' [

On voit, en outre :

REMARQUE. — L’inégalité dans (5.2) a lieu si et seulement siy —y' = o,
c’est-a-dire si

Prox,z = prox,z'.

5.c. — Cette contraction des distances est importante pour les tech-
niques numériques. Le point z étant donné, on cherche une construction
approximative de x = proxyz. On construit (les considérations de
la Section 11 pourront étre utiles pour cela) un premier couple x,, y, tel

que y,€0f(x,), puis la somme z,=2x,+ YJo; en vertu de la propo-
sition 4. a, on a x, = prox,z,, d’on

(5.4) le—z(<Zlz—20 s

ce qui localise le point inconnu x dans la boule de centre x,, de rayon
connu || z— z ||
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Une localisation plus raffinée peut étre obtenue si I'on recherche
simultanément x = prox,z et y = prox,z. La relation (5. 3) fournit en effet
I'inégalité, plus serrée que (5.4),

le—2 P+ ly—y Pl z—20 I

La connaissance de y,€0 f(x,) permet, d’autre part, d’améliorer
P’approximation par une méthode de gradient.

6. Questions d’images.

6.a. ProprosiTiON. — L’image réciproque d’un point a€ H par U'appli-
cafion prox, est ensemble convexe fermé (éventuellement vide)

pr61x/-(a) =a+ Jdf(a).

En effet. pour que prox,z = q, il faut et il suffit, d’aprés la proposi-
tion 4.q, que z = a + y, ou y est conjugué de a par rapport aux fonctions
duales f et g, ce qui se note aussi bien y €9 f(a).

6.b. — L’image réciproque en question est non vide si et seulement
si d f(a) est non vide; donc :

CoroLLAIRE. — L’image prox,(H) de Uespace enlier est I’ensemble
des points oi1 la fonction f est sous-différentiable, ensemble appelé assise de f.
Evidemment, si f est sous-diftérentiable en un point a, ona f(a) <+ oo.
Mais le contre-exemple suivant montre que f(a) <+ co n’implique
pas nécessairement 0 f (a) # 0
On prend H =R et
— oz our .o,
F@) = { Ve pour zx
+ o0 pour x <o,

ce qui donne comme fonction duale

+ o pour y=>o,
9@ =y 1

our < o.
v p )

Bien que f (o) 7% + 0, le point o ne posséde pas de conjugué relativement
a fet g, puisqu’un tel conjugué, soit y, devrait vérifier f (o) 4- g(y) = o.y,
c’est-a-dire g(y) = o. Or ¢ ne prend nulle part la valeur o.

RemarQuE. — En rapprochant le corollaire ci-dessus de la propo-
sition 3. a (existence de I'application prox), on voit que I'assise de f € I', (H)
ne peut pas étre vide.



284 J.-J. MOREAU.

6.c. ProrosiTION. -— L’ensemble (éventuellement vide) des poinis fixes
de Uapplication prox, coincide avec I'ensemble 0 g(o) des points ot la fonc-
tion f atfeint sa borne inférieure (cf. remarque finale de la Section 2).

En effet, puisque
Z = ProxX,z -+ proxz,

on voit que z est un point fixe de prox  si et seulement si
prox,z = o,

c’est-a-dire z€d ¢g(o), d’apres la proposition 6. a.

7. Fonction primitive d’une application prox.

7.a. — prox,z étant, par définition, le point o la fonction
I 9
V@ = Ju—z |+

atteint son minimum, il est naturel de s’intéresser 4 la valeur de ce mini-
mum considérée comme fonction de z :

DEFINITION. — La fonction, a valeurs dans R, partout définie sur H,
I 2
2=>9@) = lylF+f@),

oll x = prox,z el y = prox.z, est appelée fonction primitive de Uappli-
cation proxg.

La proposition 7.d légitimera cette dénomination.

7.b. ProrosiTiON. -— La fonction ¢ appartient a T'y(H) el sa duale
est la fonction

y—>0() =g+ 1yl

En effet, soit £ un élément quelconque de H, soit > = prox,{, soit
7 = proxg¢. La fonction affine continue.

2 2 (2) = (0] D) — || n|P— g ()
est une minorante de ¢, car

9@ — @ = Iy P+ @ —(]2) + 2]+ g(n)
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M
(o]
c

et, en vertu de l'inégalité
f@ +g()—@|2) =0,
cette différence est minorée par
SN+ S =l z—2) = Jlly—u=o.
En outre, 12: est une minorante « exacte » de ¢ : elle prend au point ¢
la méme valeur que ¢ puisque, d’apres la proposition 4.q, on a
c+n=¢,
@+ gC)=Cln),

ce qui donne

(7.1) ' (@) = (—¢n) + 9 (D).
Donc
(7.2) ?(2) = Sup s @,

cela montre que ¢ appartient a I'y(H), puisque enveloppe supérieure d’une
famille de fonctions affines continues.

Pour chercher la duale de ¢, on écrit (7. 2) sous la forme

0@ = suwp | (19— lnl—g0 |

éfélg[(nl@—ﬁ(n)],

c’est-a-dire que ¢ est majorée par la duale de 0; donc 0 est majorée par
la duale de o. Il reste 4 prouver I'inégalité inverse :

0(@y)=sup[(Z]y) —2 @)
leH
c’est-a-dire montrer que, pour tout y et tout ¢, la quantité

8 — 1Y)+ 2@ =9@) + > 1y IF—C1y) + O+ Ll

est positive. De fait, en notant que
G+ 9@ =Cly,

on minore cette quantité par

Sy lr—Ely) +Cly) + SlnlE= | n—yl=>o
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7.c. REMARQUE. — La proposition 7. b peut étre rattachée a la théorie
générale de l'inf-convolution. Avec la terminologie de [22] et [23],
on reconnait dans

T E—

) . . 1 R N
Iinf-convolution de f avec la fonction 2 : z— R || z|]*>. De méme que

fet 2, cette inf-convolution appartient a I', (H) parce que 2 est inf-compacte
(cf. [22], [23]) sur H faible. Sa duale est la somme des duales de f et de 2,
c’est-a-dire la fonction ¢ 4 2 = 0, puisque — on le verra tout a I’heure —
12 duale de 2 est 2. C’est dans cet esprit qu’on peut adapter divers
résultats du présent article a des espaces vectoriels topologiques plus
généraux que 'hilbertien H.

7.d. ProrosITION. — En tout point z de H la fonction ¢ est différentiable
au sens de Fréchet; son gradient en ce point est y = prox,z.

En effet, puisque la fonction p., telle qu’elle est exprimée en (7.1),
minore ¢, on a

(7.3) 9(2) —9(O) = (z—C|n),
avec 1 = prox,g¢{. De méme, en échangeant z et ¢,
(7.4) PO —9@=E—zly),

avec Jj = prox,z. En rapprochant (7.3) et (7.4), on obtient
0=9()—9@—@|t—)=(—y[{—2).

Comme 7 et y sont les images respectives de { et z par 'application prox,,
laquelle contracte les distances, le dernier membre admet la majoration

(n—ylt—aZln—yll . |E—z]| <[ L—z]

Cela montre que la fonction ¢ posséde comme différentielle de Fréchet
au point z la forme linéaire
dz-- (y | dz).

Autrement dit, y est le gradient de o.

ExempLE. — Comme dans I’exemple 3.d, prenons f = d¢(C, partie
convexe fermée non vide de H). Alors

X = projcz

de sorte que ¢ (z) est la moitié du carré de la distance de z a I’ensemble C.
Il est élémentaire que cette fonction est différentiable au sens de Fréchet
et que son gradient est y = z—x.
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8. Détermination d’une fonction par son application prox.

8.a. — Comme on I’'a déja noté, 'application prox, est inchangée
si on ajoute a la fonction ¢ une constante finie; nous montrons
la réciproque :

ProrosiTioN. — Si deux fonctions gel'y(H) et g'€l'\(H) sont telles
que prox, = proxy, on a ¢' = g + K(K € R constante).

En effet, d’aprés la proposition 7.d, les fonctions primitives ¢ et ¢
des applications prox, et prox, sont, dans ce cas, deux fonctions diffé-
rentiables ayant méme gradient; il existe donc K €R telle que

¢=¢—K,
d’ou, en passant aux fonctions duales 6 et 0/,
0'=10+ K.

Par la proposition 7. b, on en tire la conclusion cherchée.

8.b. De méme, une fonction appartenant a I',(H) est déterminée,
a une constante additive prés, par son sous-gradient :

ProrositioNn. — Si deux fonctions gel',(H) et ¢’ €l'y(H) sont telles
que pour tout yeH, on ait Jdg'(y)cdg(y), alors ¢g=g+ K
(K €R constante).

En effet, la proposition 4.a montre que, pour tout z€H, I'unique
décomposition de la forme z =z + y, telle que x€d g(y) est obtenue
pour y = prox,z. Donc prox, = prox,, ce qui ramene a la proposition 8.a.

8.c. — Dans le méme ordre d’idées, signalons que la présente théorie
fournit des démonstrations simples pour les propositions suivantes :

10 Toute fonction f €T'\(H) est déterminée par sa restriction a son assise :
elle est égqale a Uenveloppe supérieure des fonctions affines continues qui
minorent cette restriction [c’est-a-dire encore que f est la plus grande
fonction de I'y,(H) minorant ladite restriction].

20 Toute fonction f €', (H) est égale a I'enveloppe supérieure de ses mino-
rantes affines continues exactes (c’est-a-dire, selon la terminologie déja
employée au paragraphe 2.c, minorantes prenant quelque part la méme
valeur que f).

En fait, il a été établi dans [24] que ces deux propriétés (d’ailleurs
duales 'une de l'autre) sont vraies, plus généralement, lorsque, au lieu
de I’hilbertien H, on considére un espace de Banach réflexif; A. BRONDSTED
et R. T. RockaFELLAR [4] transposant des idées de E. Bisumop et
R. R. PuEeLps [2] les ont ensuite étendues au cas d’un espace de Banach
quelconque.
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9. Fonctions plus convexes ou moins convexes que 2.

9.a. ProposiTiON. — L’unique fonction qui soit égale a sa duale est
I 2
2: z—>5|iz||-.

En effet, I'identité

Proxsz -+ proxgz =z
montre que, si les deux fonctions duales f et g sont égales, on a
I
Prox,z = prox,z = —z.

La fonction primitive ¢ de I’application prox, est définie, 4 une constante
additive preés, par son gradient, ce qui donne ici

o(2) = i”zH'Z—I-K (avec KeR).

On calcule alors la duale 9 de ¢ :

0(9) = sup | :19)— } 21— K |

=sup [ +(5210)— |32 —x]

——K+lyl+sup|—|y—3z
z€H
=—K+ [yl

q"

La proposition 7. b implique donc
9@) = llylP—K.

Par un calcul semblable a celui qu’on vient de faire, on constate que
la duale de la fonction y— é lyl>— K est la fonction z— é lz]?+ K.

Donc 1'égalité f=g¢ a lieu si et seulement si K=o, ce qui acheéve
la démonstration.

9.b. DEFINITION. — Il S’agit ici, comme d’habitude, de fonctions a valeurs
dans ) —o0, 4+ 00 ). On dira qu'une fonction convexe ¢, est plus convexe
qu’'une fonction convexre ¢,(ou que 9. est moins convexre que ¢,) s’il existe
une fonction convexe y telle que o, = @5 4 .
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ProposrtioN. — Les frois propriétés suivantes sont équivalentes :
O o€l (H) est moins convexe que 2;

(I)  9€Ty(H) a pour duale une fonction plus convezxe que 2;
(III) ¢ est la fonction primitive d’une application prox.

Montrons d’abord que (I) = (II). Par hypothése, il existe une fonction
convexe y telle que ¢ 4 v = 2. Comme 2 est partout finie, il en est
de méme de ¢ et y de sorte qu’on peut écrire

T=2—0;

2 est continue sur H fort,— ¢ est semi-continue supérieurement; donc y est
semi-continue supérieurement sur H fort. Puisque y est convexe, il en
résulte (cf. BourBaki, Espaces vecloriels fopologiques, chap. II, § 5, n° 2)
que cette fonction est continue sur H fort, donc qu’elle appartient a I', (H)
Par suite, v est 'enveloppe supérieure de ses minorantes affines continues.
Notons (m;);c; cette famille de minorantes; on écrit

0 =2—7=2— sllélla m;, = iigf(f’z —my).

Les fonctions 2 —m; appartiennent a I',(H); il se trouve que leur
enveloppe inférieure ¢ appartient, par hypothese, a T',(H); ¢ est donc
le plus grand élément de I')(H) minorant les 2 —m;. Comme la dualité
inverse I'ordre, 1a duale 0 de ¢ est le plus petit élément de I'y(H) majorant
les duales 2— m;, c’est-a-dire 1’enveloppe supérieure de cette famille
de duales [car I'enveloppe supérieure d’une famille de fonctions appar-
tenant a I',(H) appartient aussi a I'y(H)]. Un calcul élémentaire fournit
la duale de 2 —m; sous la forme 2 4 n;, ot n; est une autre fonction
affine continue. Par conséquent,

0 =sup(2 -+ n) =2+ supn;
i€l i€l

ce qui montre bien que § est la somme de 2 et d’une fonction convexe.

Montrons ensuite que (II)=> (III). Soit 0 €T'\(H) une fonction plus
convexe que 2; alors ¢ =0—2 est une fonction convexe & valeurs
dans) —oo, + o), non partout égale & - co. Comme les deux termes 0
et — 2, la fonction ¢ est semi-continue inférieurement sur H fort, donc
elle appartient a I'y(H). D’apres la proposition 7. b, la fonction primitive ¢
de Papplication prox, est la duale de § = g + 2, ce qu’il fallait démontrer.

Montrons enfin que (III)=(I). On suppose qu’il existe geT'\(H)
telle que ¢ soit la fonction primitive de l’application prox,. On appelle f
la duale de ¢ et y la fonction primitive de I'application prox,. Soit z
quelconque dans H et

- X = prox,z, Y = prox,z.

BULL. S0C. MATH. — T. 93, FASC. 3. 19
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D’apres la définition 7.a, on a

9@ =1y I+ @,
1@ =Nzl + g9

et, d’apres la proposition 4.q,
z=x+1Y,
f@) + 9(@) = (x|y).
On en tire, par addition et réduction,
9.1 9@ +7() =2(2).
Donc ¢ est moins convexe que 2.

9.c. REMARQUE. — L’identité (9.1) est importante pour les techniques
numériques. Le point z étant donné, il arrive qu’on s’intéresse plus
a la valeur minimale ¢ (z) de la fonction

- | z—ul + f(a)

qu'a la détermination précise du point x = prox,z, ol ce minimum est
atteint [l'estimation de la seule valeur numérique ¢(z) est d’ailleurs
a priori, un probléme beaucoup plus simple que la recherche de z, lequel
est habituellement un élément d’un espace fonctionnel].

Le choix arbitraire d’'un u,€ H fournit d’abord, par le calcul de

1 || z— wo||* + f(uo) un majorant de ¢(z). De méme, si v,€H, le calcul
2

de é”z—vo]]“‘—i— g(u) fournit un majorant de +v(z2), donc, par

Pégalité (9.1) un minorant de ¢(z) qui se trouve ainsi encadré. Le calcul
est d’ailleurs simplifié si I’on a pu choisir u, et v, conjugués (on trouvera
au paragraphe 11.b des remarques techniquement utiles pour la construc-
tion d’un tel couple).

9.d. — De la caractérisation précédente des fonctions primitives
d’application prox on peut tirer, par exemple :

ProrposiTioN. — Soit (p;), i =1, 2, ..., n, une famille finie d’appli-
cations prox et soit (%;), i =1, 2, ..., n, une famille de n nombres réels
n

positifs tels que }: a;=k 1. Alors Uapplication

i=1
n

2>p(d) = Y, @pi(2)

est une application prox.
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En effet, soit ¢; la fonction primitive de ’application p;. Alors p(z) est
le gradient au point z de la fonction convexe

n

¢ = hy % Qi

i—=1

laquelle est moins convexe que 2 puisqu’a chaque ¢; s’associe 7; convexe
telle que

Ion ]
vitvi= 2,

ce qui donne
Y +z aiai,i_l_(l__k)}z = 9,

i=1

10. Une caractérisation des applications prox.

10.a. — Soit P une application multivoque : loi associant a tout ze H
une partie Pz (éventuellement vide) de H (la donnée d’une telle application
équivaut aussi bien a celle d’une relation binaire sur H, ou partie de
I'espace produit H X H). On dira que 'application P conlracte les distances
si

zePz, ?eP; = |z—2'||<Z]z—72 .

Il en résulte évidemment que z =z'=x = ' : I'ensemble P z contient
donc au plus un élément; mais il peut étre vide. L’application P est
« au plus univoque », ce qui revient a une application univoque non
nécessairement partout définie sur H.

10.b. ProposiTioN. — Les trois propriélés formulées dans la proposi-
tion 9. b équivalent a la suivante :

(IV) ¢ve€l',(H) et U'application (a priori multivoque) z—> d¢(z) conlracte
les distances.

11 est clair en effet que (111) = (IV) puisque, si ¢ est la fonction primitive
de I’application prox,, on a d ¢(z) = | prox,z | et qu'une application prox
contracte les distances.

Montrons maintenant que (IV)= (I).

Soit & la fonction primitive de I'application prox,. Cette fonction est
partout différentiable et son gradient au point ¢ est

z = proxy¢.
Il résulte de la proposition 4.a que si I'on pose x =z —1{, on a

x€d ().

19.
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De méme, pour tout autre point ¢’, avec z’' = prox,¢’, on a
77— =a"€dqg()
Donc, si ¢ posséde la propriété (IV),
=g —z+ P2 —2 )P,
ce qui s’écrit encore
(10.1) (22— —o2z4C|T— >0,

Or 2z —¢ est le gradient au point ¢ de la fonction 25— 2 =3,
L’inégalité (10. 1) montre que cette fonction est convexe (on en tire en effet
que la restriction de la fonction ¢ a toute droite de H est une fonction
d’une variable a dérivée croissante). Autrement dit, la fonction 2 & est
plus convexe que €; par la proposition 9.0, il en résulte que sa duale
est moins convexe que £. Or d’apres la proposition 7.b, la duale de & est

la fonction ¢ 4 2 : un calcul simple montre alors que la duale de 25 est
la fonction
1 1
w—>zq><~w> + zQ(—wj.
2 2 )
Puisque cette duale est moins convexe que 2, il existe une fonction

convexe, notons-la w —» 2y (é w>, telle que
2xp<é w> + 2cp(éw> + 22 (éw) = 2(w).
En utilisant I’homogénéité de 2 et en écrivant u pour é w, cela donne
¢ (W) + 4 @) = 2(u).

Donc ¢ est moins convexe que 2, ce qu’il fallait démontrer.

10.c. CoroLLAIRE. -—- Une application p (univoque, partout définie)
de H dans lui-méme est une application prox si et seulement si elle coniracte
les distances et s’il existe une fonction (convexe) ¢ telle que pour tout ze H
on ait

(10.2) p(R)€d o (2).

La condition est évidemment nécessaire d’aprés les propositions 5.0
et 7.d. Réciproquement, si ’on a (10.2) pour tout z€ H et si p contracte
les distances, le raisonnement du paragraphe 7.d prouve que ¢ est partout
différentiable et que p est son gradient. Donc d¢(z) = { p(2)}, ce qui
ramene a la proposition précédente.
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11. Fonctions sur-duales.

11.a. — Les résultats de cette section ont un intérét technique pour
les applications de la théorie a I’analyse fonctionnelle.

DEFINITION 1. — On dit que F et G, fonctions définies sur H, a valeurs
dans (—o0, +00) sont sur-duales si, pour tout x et tout y dans H, on a
(11.1) - F@) + Gy =(z|y)

[avec, si besoin est, la convention o0 — o0 = 40, de sorte que (11.1)
équivaut a F(x) >(x|y)— G()].

DEFINITION 2. — Si F est une fonction, a valeurs dans (—o0, 4+ 0],
partout définie sur H, on note F* la fonction

F' () = supl@|y) — F @)]

dite fonction polaire de F.

Visiblement, I*eT (H).

Si Fel'(H), la fonction polaire F* est la fonction duale de F : T'usage,
d’un vocable particulier pour ce cas insiste sur la réciprocité qui
se manifeste alors entre les deux fonctions.

On voit que I* est la plus petite fonction qui soit sur-duale de F : deux
fonctions sont sur-duales si et seulement si 'une quelconque d’entre elles
majore la fonction polaire de I'autre.

Il résulte de la définition de F* qu'une fonction affine continue, soit
—>(x|y) — B, minore F si et seulement si 3> F*(y). L’enveloppe
supérieure de ces minorantes de I peut donc s’écrire

z—supl@]y) — ()] = F" (@),

fonction polaire de F*. Cette enveloppe supérieure est aussi le plus grand
élément de I' (H) minorant F : nous I’appelons la I'-régularisée de F. .

Deux fonctions sur-duales F' et G possédent toujours au moins un couple
de minorantes duales, c’est-a-dire un couple de deux fonctions f—F
et g = G qui soient duales I'une de 'autre : tel est par exemple le couple
des fonctions F** et F* ou, aussi bien, le couple des fonctions G* et G™.
Drailleurs, le passage aux fonctions polaires inversant 1’ordre,

f[£F = f['=¢xF = fZF"
9=G = g=f>G6G = g¢=G"
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d’olt pour tout couple f, ¢ de minorantes duales des fonctions sur-duales
Fel G,

(11.2) G'~f— F*~F,
(11.3) F'— g~ G*"~G.

Les fonctions sur-duales F' et G possédent donc un seul couple de mino-
rantes duales si et seulement si F**= G*(ce qui équivant a F*= G").

11.b. Notation. — Soit F' une fonction partout définie sur H, a valeurs
dans ) —oo, +-00), aulre que la constante -+ co. Pour tout zeH,
on notera Pnz Uensemble (éventuellement vide) des points ot la fonction

u—>flu—z|}+ F)

atteint sa borne inférieure.

Si F est convexe, la fonction en question est strictement convexe,
de sorte que Pyz contient au plus un élément. Si Fel,(H), on a

P,z = { proxyz }, non vide quel que soit z.
ProposiTiON. — Soienl F et G deux fonctions sur-duales; soient f el g
un couple de minorantes duales. S’il existe x, y, z lels que
z=2x+Y,
(11.4) F(x) + Gy) =(|y),
alors
Ppz={xj={prox,zj,
Pez = {y} = {prox,zj.
En outre, au point z,
(11.5) f(x) = F(x) = F"(2) = G'(2)
el, au point y,
(11.6) 9@) = G = ") = F'©).

Démonsltration.

1° Notons d’abord que (11.4) implique que les valeurs F(x) et G(y)
sont finies; donc ni F ni G n’est la constante -+ oo; donc ni G*, ni I*
(qui respectivement les minorent) n’est la constante + oo. Par suite, G et I
possédent des minorantes affines continues : ces deux fonctions prennent
donc leurs valeurs dans ) —oo, 4 o0 ) et les conditions de la notation 11.b
sont remplies.

20 Par hypothese, f -~ F et ¢ = G, donc
f(@) + 9@) = F@) + G@y) =@|y).
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Puisque f et g sont duales, I'inégalité (2.3) exige alors
f@) 4+ g9(@) = (|y)
et la proposition 4.a montre que
I = proxyz, J = ProXyz.
30 D’autre part, (11.4) implique
F@=sup [(t|r) — GO)] = G @.

Comme F et G sont sur-duales, G* minore F; cela exige qu’au point z,
on ait

(11.7) F@@) = G'(2).

Comme G*et G* constituent un couple de minorantes duales de F et G,
on a, d’aprés le 29°,
T = ProXg:z,

ce qui signifie que la fonction

w2 flu—z|}+ G'()

présente un minimum strict au point x. Il en est donc de méme de
la fonction

x> lu—z|*+ F(u)

qui la majore et prend la méme valeur en ce point ; donc
) — ()
Ppz={x}
et, symétriquement,
Paz=1yj.

4° Enfin, en rapprochant I’égalité (11.7) des inégalités (11.2),
on trouve bien (11.5), puis, par symétrie, (11.6).

11.c. ProposrrioN. — Soit F, a valeurs dans ) —oo, +00), convexe
(de sorte que Pz est, soit vide, soit réduit a un élément). Si Pz = {x |,
on a

Z = ProXmZ.

Au point x les deux fonctions F et F* prennent la méme valeur et
admeltent z — x parmi leurs sous-gradients.
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En effet, le raisonnement utilisé av paragraphe 4. a, 2° (ouI’'on invoquait
seulement la convexité de f, mais non sa semi-continuité inférieure)
montre, en posant y =z—ux, que

(11.8) (xly) —F(x) = F @),
d’oli, par la proposition précédente,
T = ProxXsmz.
L’égalité F'(x) = I**(r) résulte de (11.5); alors (11.8) donne
F(2) + F'(y) = ()

c’est-a-dire yeod F”(xr). Comme la fonction F majore F** et prend au
point x la méme valeur, elle admet, elle aussi, y comme sous-gradient
en ce point.

12. Sur un théoréme de G.J. Minty.

12.a. — Nous avons déja rappelé au paragraphe 5.a que, selon
G. J. MinTy ([11], [12], [13], [14]) une relation binaire ®} sur H (ou, si I'on
préfére, une partie de I'ensemble produit H X H) est dite monolonique
si I'on a 'implication

TRy, TRY = (@—2'|y—y)>o.

(Antérieurement a G. J. MiNTY, cette hypothése a été exploitée, pour
une application univoque x—y de H dans H, par E.H. ZARANTONELLO[37].
Pour des développements plus récents, voir F. E. Browbper [5],
E. H. ZARANTONELLO [39].)

La relation ® est dite monotonique mazimale si elle n’admet pas
de prolongement strict qui soit encore monotonique (autrement dit,
I'ensemble représentatif de ® dans H X H n’est pas strictement contenu
dans un autre ensemble monotonique). Un théoréme de G. J. MiNTY
peut alors se formuler comme suit :

Si R est une relation monotonique maximale sur I'espace hilbertien H,
tout ze H posséde une unique décomposition z =x + y telle que x R y;
les applications z — x et z — y ainsi définies sont continues.

Le rapprochement s’impose avec notre proposition 4.a; le résultat
suivant le précise :

12.b. ProposiTioN. — Si fely(H), la relation xRy : yedf(x)
(C’est-a-dire : « x el y conjugués par rapporf @ et a sa fonction duale g »
est monotonique maximale.
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En effet, on a vu au paragraphe 5. a que cette relation est monotonique.
Pour prouver qu’elle est maximale, on doit montrer que si un couple
a€H, be H assure I'implication

(12.1) yedf(x) = (@—aly—b)>o,

alors bed f(a).
Posons a cet effet

a' = proxs(a + b), b’ = proxg(a + b).
La proposition 4.a donne
(12.2) a+b=a-t+b;
(12.3) b edf(a).

L’implication (12.1) exige donc
(@—a|b—bd)>o,
c’est-a-dire, en tenant compte de (12. 2),
ld—alP=o,
d’out
a=adad, b=1,

ce qui, vu (12.3), acheve la démonstration.

On voit que cette démonstration repose essentiellement sur la propo-
sition 4.a; il ne semble donc pas que dans les pages qui précédent, I'appel
au théoréme de Minty aurait permis de simplifier I’exposé.
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