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LES NŒUDS DE DIMENSIONS SUPÉRIEURES ;

MICHEL A. KERVAIRE (*).

Un nœud de dimension n, ou n-nœud, est un plongement difîéren-
tiable f : S" -> S^2 de la sphère de dimension n dans la sphère de dimen-
sion n + 2. Comme on le sait, S^2—fÇS") a toujours l'homologie du
cercle S1 mais n'est pas en général du type d'homotopie de S1. En parti-
culier, le groupe de Poincaré 7:1 (S^2—fÇS")) n'est pas nécessairement
infini cyclique.

Dans le premier chapitre, on étudie le problème de caractériser algé-
briquement les groupes qui sont isomorphes au groupe de Poincaré de
l'espace complémentaire S^2—f^) d'un n-nœud f : Sn-^ 5^-2.
Le théorème 1.1 fournit un résultat complet pour n^3. On observe
que la condition nécessaire et suffisante pour qu'un groupe soit iso-
morphe au groupe de Poincaré de l'espace complémentaire d'un n-nœud,
n ̂  3, est indépendante de n. Pour n = 2, on obtiendra un résultat
partiel (théorème 1.3). Le problème (classique) pour n = i échappe à
nos méthodes et n'est pas considéré.

Au chapitre II, on étudie le premier groupe d'homotopie de S^2— fÇS")
qui diffère du groupe correspondant de S\ i. e. on suppose que
^.(5/î+2—fÇS")) ̂  TCi(S1) si i^i<q pour un certain entier ^^2,
et l'on se propose de caractériser algébriquement le Z[J]-module
A = Tïy (^+2—/'(5^)). (J désigne le groupe (multiplicatif) infini
cyclique 7Ti(511) de générateur canonique t, et Z[J] son anneau de groupe

sur les entiers.) Pour q < ï n, on obtient des conditions algébriques
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relativement simples (théorème 11.1). Pour q = J-n ou q == Jl (n + i),
les conditions portent sur les présentations de A et permettent tout au
plus de dresser une liste des modules considérés (théorèmes 11.2 et 11.3).
J'ignore comment ces conditions peuvent se traduire en conditions
intrinsèques. On sait que si 7^,(5'/^+2—/*(*Sf/^))^7:,(51) pour tout
i^^n+i), le nœud f : S'1^ S^2 est difïéotope à un nœud de la
forme ih : S'1— S'1^-, où h : S'1-^ S ' 1 est un diffeomorphisme et i : S'1-^ S'^2

est le plongement canonique (c/*. [11]). Il n'y a donc pas lieu de consi-
dérer le cas q> J-(n + i). [On suppose ici n^/1.]

Les résultats du chapitre II, pour q == I- n ou q == ï (n + i), permettent
2 2

d'aborder l'étude du cobordisme des n-nœuds (chap. III). Il se présente
deux définitions possibles de la notion de cobordisme de n-nœuds qui
généralisent toutes les deux cette notion pour n = ï. On dira que deux
nœuds fo, fi : S ' ^ S ' 1 ' ^ - sont concordants s'il existe un plongement difîé-
rentiable f : S ' 1 X I -> S'1^- x I en <( bonne position » tel que f(x, o) =(fo (x), o)
et f(x, ï) == (fî(x), ï). Deux nœuds fo, /\ : S'1 -> S'1^- sont cobordants
s'il existe un difîéomorphisme h : S'1-^ S" de degré + ï tel que foh
et fi soient concordants. Si deux nœuds fo, /\ sont cobordants, il existe
une sous-variété V^1 c S^- x I dont le bord est constitué par les images
foÇS'^cS^xÇo) et f^S'^cS^-xÇî) et qui se rétracte par déformation
sur fo^S^ et /•i(^). Il suffit de prendre Y = f(S'1 X J). Réciproquement,
pour n 7^ 2, 3, l'existence de Y (satisfaisant à une condition de bonne
position) implique le cobordisme de fo et fi (via les théorèmes de
SMALE [20]) et pourrait servir à définir cette notion. On retrouve ainsi,
pour n == ï, la définition usuelle du cobordisme des ï-nœuds (cf. R. Fox
et J. MILNOR [4]). Nous adoptons la définition donnée ci-dessus (à l'aide
de la concordance) pour éviter les problèmes de Poincaré en dimen-
sions 3 et 4-

Concordance et cobordisme sont des relations d'équivalence et les
ensembles de classes de concordance et cobordisme de n-nœuds, notés G/*,
et G,, respectivement sont munis de structures de groupes abéliens.
On a un homomorphisme surjectif G/*, -> Cn dont nous déterminerons
le noyau (théorème III. 3).

Le groupe Ci introduit par Fox et MILNOR n'est pas de type fini
(cf. [4]). On verra qu'il en est de même de tous les groupes C^-i (k ̂  ï). Si
un nœud f : S2^ -> 5^ M satisfait à l'hypothèse TT, (S'2^ —/*(5'^-1)) ̂  TT, (S1)
pour i < k, le Z[J]-module A = n^S'2^1—f(*S1^-1)) a une présentation
d'excès o, c'est-à-dire une présentation avec un nombre égal de géné-
rateurs et de relateurs (x,, . . . , x^; R,, . . . , J?a). Les relateurs 7?, ayant
la forme Ri===^a^x^ avec a^çZ[^], on peut définir le déterminant
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A^(/) == dét(a^) qui s'avère être (à la multiplication par un élément
inversible de Z[J] près) un invariant du module A. Ce déterminant
joue un rôle analogue à celui du polynôme d'Alexander d'un i-nœud.
En particulier, on a A(f) == ± t2171 A(f-1) et pour que le nœud donné f :
52/-l -> S2^ soit de classe de cobordisme triviale, il faut que -\ soit de
la forme J?(/).J?(Ï-1), où R(t) est une fraction rationnelle en t à coeffi-
cients rationnels. En utilisant le théorème 11.3, on peut ainsi construire
une infinité d'éléments indépendants dans C^_i.

Par contre, C.^ = o pour /c^ i. La démonstration s'appuie sur la
technique des modifications sphériques (cf. [10]).

CHAPITRE I.

Le groupe de Poincaré.

1. Les nœuds de dimensions n ̂  3.

Soit f : S11-^ S'1^- un n-nœud et TT == Ti^S'^—fÇS'1)) le groupe de
Poincaré de son espace résiduel. On va tout d'abord dégager quelques
propriétés de TT qui seront donc des conditions nécessaires pour qu'un
groupe donné arbitrairement soit le groupe de Poincaré de l'espace
résiduel d'un n-nœud. Le résultat principal de ce chapitre sera la démons-
tration de la suffisance de ces conditions.

En fait, ces conditions seront nécessaires pour que T: soit groupe de
Poincaré de l'espace résiduel d'un plongement difîérentiable f : V'1-^ M'1-^'2,
n ̂  i, où V et M sont des variétés différentielles compactes, sans bord,
pourvu que V soit connexe, que M soit 2-connexe, et que l'une au moins
des deux hypothèses suivantes soit satisfaite :

(i) V est simplement connexe, ou
(ii) n = i.

Nous nous plaçons donc dans ce cas plus général.

(1) Le groupe TT admet une présentation finie (par générateurs et
relateurs). En effet, 7^=7TJ(M / l + 2—/'(V)) est le groupe de Poincaré
du complexe fini obtenu en triangulant l'espace complémentaire M — U
d'un voisinage tubulaire ouvert U de f(V) dans M.

(2) On a l'isomorphisme TT/T^ ̂  Z, où n ' désigne le sous-groupe
engendré par les commutateurs de TZ-. En effet,

H,(M— U) ̂  H,(M, M— U) ̂  H,(U, b U) ̂  H^V) ̂  H^V) ̂  Z.

(3) Soit H^) l'homologie de TC à coefficients entiers, Z étant consi-
déré comme Z[7r]-module trivial. On a H^(n) = o. En effet, d'après
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H. HOPF [6], si X est un complexe dont le groupe de Poincaré est iso-
morphe à TT, on a

H,(7r)=^(X)/p7r,(X),

où p désigne l'homomorphisme de Hurewicz. En prenant X = M — U,
on trouve H^fn) = o. La suite d'isomorphismes

H, V ̂  H-1 V ̂  H^ÇU) ̂  H^U, b V) ̂  H,(M, M—U)

montre en effet que l'une ou l'autre des hypothèses (i), (ii) ci-dessus
entraîne la surjectivité de H^M ->H^(M, M— U) dans la suite exacte
d'homologie de (M, M— [/). D'où H,(M — U) = o.

Avec les notations qu'on vient d'introduire, on écrira la condition (2)
sous la forme H^ (TT) ̂  Z.

(4) Enfin, G étant un groupe -^- { i { , on désignera par w(G) le plus
petit des entiers k tels qu'il existe un ensemble de k éléments de G dont
l'adhérence normale soit G. [L'adhérence normale (S) d'un sous-ensemble S
de G étant le plus petit sous-groupe normal de G contenant S.] Par conven-
tion, w ( j i j ) == o. L'entier w(G) sera appelé le poids de G. [S'il n'existe
pas de sous-ensemble fini de G dont l'adhérence normale est G, on posera
w(G) == oo.] On verra sans peine que si TT est groupe de Poincaré de
l'espace résiduel d'un plongement difîérentiable f : V^-^M^2, où V
et M satisfont aux hypothèses ci-dessus, alors w(n) == i.

THÉORÈME 1.1. — Soit n un entier ^3. Le groupe TT est groupe de
Poincaré de l'espace complémentaire d'un n-nœud f : S11-^ S^2 si et seule-
ment si TT admet une présentation finie, Hi(n) ̂  Z, Hï(n) = o et w(n) == i.

Avant de démontrer (1) que les conditions énoncées sont suffisantes
nous démontrons que w(7r) = i est nécessaire.

LEMME 1.2. — Soient M^2 une variété différentielle simplement connexe
et V71 une sous-variété connexe de M. Le poids de 7:1 (M— V) est inférieur
ou égal à i.

Si, en outre, V est compacte, sans bord, et si M est 2-connexe, le
poids de 7:1 (M — Y) est supérieur ou égal, donc égal à i.

Pour établir le lemme, il s'agit de démontrer qu'il existe un élément
du groupe de Poincaré de M — V dont l'adhérence normale est tout
le groupe.

Soit ao un point de V et soit T un voisinage tubulaire de V dans M.
Appelons Q le disque de dimension 2, fibre de T passant par âo et soit Xo
un point du bord de Ç. Nous prendrons Xo comme point base pour le

0 La démonstration ci-dessouy u théorème 1.1 est reproduite de [8] avec une
petite amélioration.
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groupe de Poincaré de M — V. Le bord de Q (orienté de façon arbitraire
mais fixe) détermine un élément a de 7:1 (M—V, Xo). Je dis que
l'adhérence normale de a est 7:1 (M—Y, Xo). Pour le voir, soient
ÇCTT^M—V, Xo) un élément arbitraire de 7:1 (M—V, rco) et f :
(S\ a) -> (M — T, Xo) une application difîérentiable représentant £.
Puisque M est simplement connexe par hypothèse, on peut prolonger f
en une application F : (û2, S1) —^ (M, M — T) qu'on peut supposer
difîérentiable et transverse à V. L'intersection F(D2)r\V est alors
formée de points isolés, en nombre fini puisque D2 est compact. Pour
chacun des points bi, . . . , 6y€Z)2, avec F(bi)çV, on peut supposer
qu'il existe un petit disque A de centre bi contenu dans intû2 tel
que F (A) soit le disque fibre de T passant par F (6;) == a;. (On réalisera
cette condition en modifiant l'application F dans le voisinage de bi si
cela est nécessaire. On peut supposer en outre que les A sont disjoints.)
Soient maintenant Wi, ..., Wq des chemins sur V joignant do à ûi, . . . , a^
respectivement. (On peut modifier F pour que les 0.1 soient distincts,
mais cela n'est pas nécessaire.) En utilisant Wj, . . . , W q , il est alors
facile de modifier F dans chaque A de sorte que pour un disque Ei c intA
on ait

F(Ei)=Q et F(Di—Ei)cbTcM—V.

[On définit la nouvelle application F dans Ei de manière que F(Ei) == Q,
et on la prolonge à A—Ei en remarquant que Wi fournit une homo-
topie sur bT entre le bord de Q et F(bDi).] Soit yi un point du bord
de Ei tel que -F(yQ = Xo, i == i, ..., q. Un chemin t, de û2 joignant a
[le point base de S^cD2] à y;, disjoint de intEy pour tout j, fournit
par l'application F un lacet représentant un élément T;e7Ti(M— V, rco).

En choisissant les ti mutuellement disjoints dans D2, on a \ ̂ \\^ a£iT;»
i

avec s ;==±i . Donc ^e(a), ce qui achève la démonstration du
lemme 1.2.

Passons à la suffisance des conditions du théorème 1.1.
Soit TT un groupe de poids i tel que JZi (TT) ̂  Z. Supposons qu'il existe

une variété différentielle M^2 compacte, sans bord, orientable, telle
que TTiM^T:, Hc,M = o pour ï^q^n. Si n ̂  3, on peut alors
construire un n-nœud f : S'1-^ S^2, avec TT ^ 7:1 (^S^2—/'(*S")) de la
manière suivante. Soit cpo : ^-^M un piongement difîérentiable repré-
sentant un élément a €7:1 M dont l'adhérence normale est 7:1 M. (L'adhé-
rence normale étant invariante si l'on remplace a par un élément conjugué,
il est inutile ici de préciser le point base.) Comme M est orientable, le
fibre normal de cpo est trivial et il existe un piongement difîéren-
tiable 9 : S^D^-^M qui prolonge cpo. (Pour obtenir cp on munit M
d'une métrique riemannienne.) Soit alors s^2 la variété obtenue à
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partir de M par la modification sphérique ^(9). On obtient s à partir
de la réunion disjointe de M—9 (S1 X intû7^1) et D ^ x S ' 1 en iden-
tifiant (x, y) e S1 x S'1 CD'-X S71, avec 9 (^ y) € M — cp (51 x intD^1).
On sait que s peut être munie d'une structure différentielle naturelle
(cf. [13]). On notera ^ ' : D2 x Sn —^ s^2 l'inclusion qui est alors un plon-
gement difïérentiable.

Le théorème de Van Kampen (cf. [3]) fournit

7riS^7riM/(a)== ( i },

en tenant compte de ce que, pour n > i, l'inclusion de M — ^ ( S } xD'1^)
dans M induit un isomorphisme des groupes de Poincaré. On va voir
que H^ ^ ^(iS^2). La variété s^2 a donc le type d'homotopie de S'^2.
Il suffit d'écrire les suites exactes d'homologie des paires (s, ^(D^-xS'1))
et (M, ( ^ ( S 1 xD^1)). On obtient

H^M^ Hr/(M, cp(51 xD^1)) pour ^2,

car © | S1 X (o) représente un générateur de H ] M ̂  Z. Or, par excision,
on a

H^(M, cp(51 xD7^1)) ̂  Hy(î., cp,(D2 x S'1))

pour tout q. D'où la suite exacte

Hc, (D1 x S ' ) -^ Hrf s -> H^ M -> H^ (D2 x S^

pour q ̂  2. Il s'ensuit

H,/ s == o pour 2 ̂  ç < n,

et comme s est une variété de dimension n + 2? on conclut

H^^H^S'1^-).

Puisque D2 x S" est difïérentiablement plongé dans 2, en prenant la
restriction de ce plongement à (0) X S'1 on obtient un plongement difïé-
rentiable g : S^-^s^5. On a

7:^(2—^(^)) ^^(^—-(/(û'-x^))^ 7r,(M—cp(511 xD^)) ^TriM^T:.

(Pour obtenir l'avant-dernier isomorphisme, on utilise n ̂  2). En modi-
fiant la structure différentielle de s dans le voisinage d'un point de
s-^(^) on peut obtenir S^2 pourvu que n ̂  3. (Cf. [30]. Il suffit
de former s — U , où U est un disque plongé dans s — ^ ( S " ) et de
recoller s — U et U par un difïéomorphisme bU->b(^—U) conve-
nable.) On obtient ainsi un plongement difïérentiable f : S11 -> S^2

satisfaisant ^(S^4-2— f(S'1)) ̂  TT.
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Pour démontrer le théorème 1.1 il suffit donc de construire une variété
orientable, compacte, sans bord M^2 telle que HqM == o pour 2 ̂  q ̂  n
et dont le groupe de Poincaré soit le groupe TT donné satisfaisant aux
conditions du théorème.

Soit (rfj, . . . , Xy.\ J?i, ..., jRp) une présentation finie de TT par géné-
rateurs et relateurs. On part de la variété

Mo = (S1 x S^) # (S1 x S^1) #... # (S1 x S'1^)

somme connexe de a copies de S^S7^'. On va obtenir M par modifi-
cations sphériques successives de Mo. Le groupe de Poincaré de Mo
est un groupe libre à a générateurs que nous identifions avec x^, . . . , Xy..
(Il est commode de prendre comme « point » base dans Mo un ouvert
contractile.) Soient alors cpi, . . . , q ^ : S^Mo des plongements difîé-
rentiables dont les images sont disjointes et qui représentent les élé-
ments J?i, . . ., J?3 du groupe libre sur x^ . . . . .Ta. Puisque Mo est orien-
table, les cp, ont des fibres normaux triviaux et, par suite, ils se pro-
longent en des plongements difîérentiables ^ : S^xD^ -> Mo d'images
disjointes. On notera Mi la variété obtenue à partir de Mo par la modi-
fication sphérique multiple %(^i, .. ., ^p). La variété Mo étant stable-
ment parallélisable (fibre normal trivial dans un espace euclidien de
grande dimension), on peut choisir les prolongements ^ des ^ de manière
que Mi soit également stablement parallélisable (cf. [10], lemma 6.2).
On a des plongements ̂  : D2 x S" -> Mi dont les images sont disjointes, et

Mi = (Mo— [J ^ (S1 X intD^1)^ u \^J ^ (-D2 X S"),
\ ;• / i

avec ^ S[ X S ' 1 = ̂  | 5' X S11. Le théorème de Van Kampen déjà cité
fournit

TI-l (Mi) ̂  7T.

Il reste à calculer l'homologie de Mj. A cet efîet, on examine les

suites exactes d'homologie des paires (Mo, [ j ^i(S1 x û"4-1)^ et
\ i /

( M^Àj ^ ( D ' ^ x S'1)^ La suite de la première paire fournit l'iso-
\ l /
morphisme

H, (Mo) ̂  H^Mo, ̂ J ̂  X û^))
\ i /

pour g^3 et montre que H^(Mo, [ l ^(S1 xD^1)^ est abélien libre.
\ 7 /
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En utilisant le fait que les groupes relatifs des deux suites sont iso-
morphes par excision, la suite de la deuxième paire donne

H^(M,)^H^Mo)==o pour 3^^n—i.

Le groupe H^(Mi) est abélien libre, mais pas nécessairement nul. Pour
obtenir la variété M désirée, il suffit donc de tuer ^(Mi) par modifi-
cations sphériques sans changer le groupe de Poincaré ni introduire de
classes d'homologie en dimensions 3, . . . , n_ i .

Observons tout d'abord que l'homomorphisme de Hurewicz
p : 7:2 (Mi) ->H^ (Mi) est surjectif. En effet, d'après le théorème de Hopf [6]
déjà cité. H, (n) ̂  H, (Mi)/p TT, (Mi), et H,(n) est nul par hypothèse.
Il est donc possible de représenter toute classe Çe^Mi) par une
application 90 : ^—Mi. Puisque d i m M i = n + 2 > 4 , on peut en
fait représenter Ç par un plongement difïérentiable que nous noterons
encore cpo. (On sait que l'hypothèse dimMi^ 4 est utilisée ici de façon
essentielle. Cf. [9].) Ensuite, Mi étant stablement parallélisable par
construction, çpo a un fibre normal trivial. Quelle que soit ^eJï^Mi),
il existe donc un plongement difïérentiable cp : S2xDn-^M, repré-
sentant Ç.

Soient alors Ci, .... ̂  une base 'de T^Mi, et ;cpi, .... cp,. des plonge-
ments difïérentiables de S2xDn dans Mi représentant Ci, .... ^. respec-
tivement et dont les images sont disjointes. On opère la modification
sphérique multiple %(cpi, . . . ,cp,). Soit M la variété ainsi obtenue.
On a des plongements difïérentiables

D^xS^-^M
et

M == f^M, — \^J cp,(^ x B^n u \^J ^ (2>3 x ^-1),
\ i ] i

où B" == intD71.
La variété M est la variété cherchée. En effet,

7:1 (M) ̂  7:1 /M — \^J cp;. (û3 x ^-^V

et

7:1 (Mi) ̂  7:1/Mi— ̂ J ^(S2 x Û^V
\ i )

car n ̂  3. On a donc
7î-i(M)^7:i(Mi)^7:.

Posons

N = Mi— ̂ J cp,(^ x B-) == M- \^J cp;. (B3 x S-1).
t i



NŒUDS DE DIMENSIONS SUPÉRIEURES. 233

On a la suite exacte

H^M^>H^(M^ N)->H^N-.H,M,->H,{M^ N).
r

Par excision, Hq(M^ N) ̂ Vjîy(52 xDn, S2 x S71-1). Donc, pour q<n—ï,
on a H^N ^ H^Mi. Pour q = n — i, Hn(M^ N) ̂  rZ (somme directe
de r copies de Z), et si rîGHn(Mi), l'image de j^-n dans rZ s'écrit
(ÇI.TÎ, ..., Çr.Yî), où ^ .YÎ est le coefficient d'intersection (^eTïsAfi).
D'après le théorème de dualité de Poincaré, H^M^ n'ayant pas de
torsion, j^ : HnMi ̂  Hn(Mi, N) est un isomorphisme. On a donc
HqN ^ H^Mi pour q^n—i. Donc, pour n ̂  3, H^N est engendré
par les classes ^ représentées par ^iÇS^-xQo) dans bN, où QoçbD'^.
Or, cp; (Z^x Ço) représente une classe de H^ (M, N) qui s'envoie sur ^
par d : H3 (M, N) -^ -ZïaN. Ces groupes ayant le même rang, il en résulte
que d est un isomorphisme. La suite exacte

H^ (M, N) ̂  HçN -> H^M -> H, (M, N) -^ H^N

fournit alors HqM = o pour s ^ g ^ n — i . La nullité de HnM en
résulte par dualité de Poincaré. Le théorème 1.1 est donc démontré.

2. Les nœuds de dimension 2.

Comme nous l'avons vu au paragraphe 1, les conditions énoncées
au théorème 1.1 sur le groupe TT sont nécessaires pour l'existence d'un
nœud f : S^^S^ avec 7:1 (54—f(S2)) ̂  TT. En examinant la démons-
tration de la suffisance de ces conditions on observe que l'hypothèse n ̂  3
a été essentiellement utilisée en deux endroits.

i° Lorsqu'on a obtenu un plongement g : ^-^s^2, avec
Tr^s^2—g (S")) ̂  TT on a modifié la structure différentielle de s^2

pour en faire la sphère canonique S^2.
2° Lorsqu'on a opéré les modifications sphériques sur Mi en dimen-

sion 2.
Nous négligerons la difficulté i° en admettant les plongements S'1-^ s4

dans une variété différentielle du type d'homotopie de S\ (J'ignore
complètement si les sphères d'homotopie de dimension 4 ^t la même
« théorie des nœuds » que S4.) On va voir qu'on peut trivialement éliminer
la difficulté 2° en imposant des conditions algébriques plus fortes (non
nécessaires) sur le groupe TZ.

THÉORÈME 1.3. — Soit TT un groupe ayant une présentation finie de
la forme TT = (a-i, . . . , Xy.\ Ri, ..., J?a-i) et tel que w (n) == i et Hi (n) ̂  Z.
Il existe alors une ^-sphère d'homotopie différentielle s4 et un plongement
différentiable f : S2-^4 tel que 7:1 (z4— f (52)) ^ TT.
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La démonstration suit pas à pas les raisonnements du paragraphe
précédent. On démontre tout d'abord qu'il suffit de construire une
variété différentielle M4 compacte, sans bord, orientable, telle que
7Ti(M) ^ 7i et Hî(M) == o. On obtient alors 24 et le plongement f :
S'2 -> s ' en opérant une modification sphérique associée à un plonge-
ment c? : S'xD'-^-M4 représentant un élément a ç:n, (M) dont l'adhé-
rence normale est tout le groupe 7:1 (M).

Pour construire une variété M4 avec les propriétés désirées, on part
de Mo == (511 x S ' ) =^.. .=^ (51 x 53), somme connexe de a copies de S ' x S\
On construit ensuite Afi comme au paragraphe précédent. Le fait que
la présentation de r. utilisée ait exactement un générateur de plus que
le nombre des relations [joint à l'hypothèse H,\T:) ̂  Z] implique que M,
satisfait alors automatiquement à la condition H._(M,) = o. On peut
donc prendre M = M, et le théorème 1.3 est démontré.

Remarque. — II existe des groupes de Poincaré d'espaces complé-
mentaires de 2-nœuds f : S2-^ S ' ' qui n'ont pas de présentation de la
forme (x^ . . . , : C a ; J ? i , ...,J?a-i). Par exemple, le groupe de présen-
tation (a, x; a-, axax 1) (cf. [8]).

CHAPITRE II.
Groupes d'homotopie supérieurs.

Soit f : S ' 1 -> S^2 un n-nœud. Le fibre normal en sphères de f, de
fibre S1, est plongé dans X == S^—fÇS'1). Dans ce chapitre, on se
restreint aux nœuds satisfaisant à l'hypothèse suivante :

(H/) L'inclusion de la fibre S'-> X induit un isomorphisme ̂ •(^-^•(X)
des groupes d'homotopie de dimensions i < q pour un certain entier q ̂  2.

Soit J le groupe multiplicatif infini cyclique de générateur t. On iden-
tifie 7:1(5') et Tri (X) avec J. Le groupe TT y(^4-2 — f (^)) admet alors
une structure de Z [J]-module, où Z[J] est l'anneau de groupe de J
sur les entiers.

On se propose de caractériser algébriquement les Z [J]-modules qui
se présentent comme groupes d'homotopie T:^^2—fÇS")) pour un
n-nœud f satisfaisant (Hy).

Soit A un Z [J]-module. On notera D : A -> A l'homomorphisme de
Z [J]-modules défini par D (a) = (t — i) a. Comme d'habitude, A^ et Aj
désignent noyau et conoyau de D respectivement. Un module est de
type fini s'il admet un nombre fini de générateurs.

THÉORÈME 11.1. — Soit A un Z[J]-module et q, n des entiers tels que
ï < q < ̂ n . I l existe un n-nœudf: S'1-^ S^2, avec ̂ (S1)^^^2—/^))



NŒUDS DE DIMENSIONS SUPÉRIEURES. 235

pour i < q et A ̂  TT^S^— f^S'1)) si et seulement si A est de type fini
et Aj== o.

(L'isomorphisme A ^ 7^/(^+2 — f (-S^)) étant bien entendu un iso-
morphisme de Z [J]-modules.)

J. LEVINE a démontré que si f: S"-^ S^2 est un nœud avec n ^ 4

et 7r,(51) ̂  TT^4-2—/^)) pour i ̂  ï- (n + i), il existe un difféo-

morphisme h: S ^ - ^ S ' 1 tel que fh soit difîéotope au plongement cano-
nique. En particulier, les hypothèses de LEVINE entraînent que
^f(S^ ^n^S^—fÇS^) pour tout i. Il reste donc à compléter le

théorème 11.1 par des théorèmes analogues pour q == ï- n et q == ^ (n + i).

THÉORÈME 11.2. — Soient A un Z[J]-module et q un entier ^3.
Il existe un nœud f : S^-> S2^- avec 7r,(51) ̂  7^,•(52^-2—/'(5'2//)) pour
i < q et A ̂  ^(S2^2—f(S2^)) si et seulement si Aj= o et A possède
une présentation de la forme

/ ^ i , . . . , Xy,\ ^ {tâif — bif) Xj, dj Xj ^ ?
\ / /

où les matrices entières carrées a, b satisfont à la relation

A^+ (—i)^djbji= o (dk€Z)

pour tout couple d'indices (i,j), avec i ̂  i ̂  a, i ̂ j ̂  a.
On trouvera à la fin du paragraphe 4 quelques remarques sur ces

modules. Leur étude algébrique reste à faire.

Pour étudier le cas q = ̂ {n + i), il est nécessaire d'admettre les

plongements f : s2^--1 -> «S2^1, où s2^"1 est une sphère d'homotopie
différentielle de dimension ^ q — i .

THÉORÈME 11.3. — Soit A un Z [J]-module et q un entier ^3. Il existe
une (iq— i)-spAêre d'homotopie différentielle s2^"-1 et un plongement f :
s^-1-^ S2^1 avec TT, (.S2^ — /'(s2^-1)) ̂  ^i(S1) pour i<q et
r.qÇS^^—f(s)) ̂  A si et seulement si Aj= o et A possède une présen-
tation de la forme

/ y ^x,, ..., ^a; ̂  (ta^ + (— i^a/i) X j

REMARQUE. — Pour q pair, on peut dans ce théorème remplacer s2^"1

par la sphère S'^~1 munie de la structure différentielle canonique pourvu
qu'on ajoute aux conditions sur A la restriction suivante : La forme
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quadratique définie par la matrice (unimodulaire) symétrique a + a' doit
avoir une signature divisible par 22^-4 (s27"-1—i) B^a^.m-1, où
m == ^q. (Cf. [10], § 7, form. (i) pour les notations.)

Pour q = 3 ou 7, on a nécessairement s2^-1 = ^y-1 dans le théorème
ci-dessus. Pour q impair, différent de 3 et 7, la question de savoir si l'on
peut prendre s2^-1 = S^-1 dans le théorème 11.3 est liée au problème
de l'invariant d'Arf. (Cf. [10], où le problème est posé, et [l], où il est
partiellement résolu.) Si A, tel que Aj== o, a une présentation de la

forme ^x,, . . . , a-a; ̂  (ta^— o^) r^-L la matrice a — a' est uni-
\ 7 /

modulaire. La formule Q (Ç) =V^a,7Ç;mod2 définit alors une forme
ij

quadratique non dégénérée sur l'espace vectoriel F?. Si l'invariant
d'Arf de Q est nul, il existe pour tout q impair ̂  3 un (^q — i)-nœud f :
^y-i^^y+i satisfaisant (Hy) et tel que TTy^2^1— f(S^-ï)) ̂  A.

On verra en effet que dans les deux cas (q pair ou impair), z2^-1 est
le bord d'une variété stablement parallélisable V27, (q—i)-connexe,
ayant une base ^ ..., ^e^yY telle que ^.^ = a^- + (— i)^.
Pour q pair, la remarque ci-dessus résulte alors immédiatement de
([10], theorem 7.5). Pour q impair, la forme quadratique Q s'identifie
à l'opération ^ de ([10], § 8) et la remarque résulte de ([10], lemma 8.4).

1. Préliminaires algébriques.

Nous aurons besoin d'un analogue pour les modules du théorème de
Tietze. On appellera transformation élémentaire d'une présentation finie
(Xi, . . . , rKa; 2?i, . . . , J?3) d'un module (unitaire sur un anneau commu-
tatif A) l'une des transformations suivantes.

(1) On ajoute un générateur a-a+i et un relateur -Ry+i de la forme
J?3+i == a*a+i— W (xi, . . . , n'a), où W est une combinaison linéaire
des Xi, ..., Xy. à coefficients dans A.

(2) On supprime un générateur Xy. qui ne figure que dans un seul
relateur R^ de la forme J?p=rca—W (x^, ...,a-a-i), et l'on supprime
également ce relateur.

(3) On ajoute un relateur J?p+i conséquence des autres relateurs,
P

c'est-à-dire de la forme R^=\aiRi, avec ^eA.
i

(4) On supprime un relateur qui est conséquence des autres relateurs.
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LEMME 11.4. — Soient

(x; R) = (x,, . . . , a-a; Rî, .. .,-Rp) et (y; S) == (t/i, .. .,yr. Si, ..., S^)

deux présentations qui définissent des modules isomorphes. Il existe une
suite finie de transformations élémentaires qui conduit de (x;, R) à (y; S).

La démonstration est essentiellement la même que celle du théorème
de Tietze en théorie des groupes. Soient

h(Xi) = Xi(y,, ..., y^ et g(y/) == Yy(a;i, ..., :Ca)

les formules qui expriment un isomorphisme et son inverse entre les
deux modules Ly.f(R) et L\1(S). On passe d'abord de (x; R (x)) à
(x, y, R (x), y — Y (x)) par suite de transformations de type (i).
Comme S(y) représente 0 dans (y; S), il s'ensuit que gS(y)==S(gy)==S(Y(x))
est conséquence de R (x). Donc, S (y) est conséquence de R et y — Y (x).
On peut donc passer à la présentation (x, y ; R (x), S (y), y — Y (x)) par
des transformations de type (3). On considère maintenant les expres-
sions Xi—Xi(yi, . . . , y). On a gh (Xi) = Xi mod (R) dans La. Donc
Xi(Y (x))—Xi est conséquence de R. Il s'ensuit que X,(y)—Xi est
conséquence de R et y — Y (x). Autrement dit, en utilisant des trans-
formations du type (3), on passe à la présentation (x, y ; R(x), S (y),
y — Y (x), x — X (y)). Il suffit alors d'opérer en sens inverse, c'est-à-dire
d'utiliser les transformations de types (2) et (4) pour passer à la présen-
tation (y; -S).

Appelons excès d'une présentation (xi, . . . , n'a; J?i, . . . , - R p ) la diffé-
rence (3 — a. Si (x; R) est une présentation d'excès nul, les Ri s'expriment

par Ri=^^^aijXj, les a^eA formant une matrice carrée. On appellera
/

déterminant de la présentation le déterminant de cette matrice.
Le déterminant est essentiellement un invariant du module.

LEMME 11.5. — Soient (x; R) et (y; S) deux présentations d'excès nul
qui définissent des A-modules isomorphes. Soient a et b les matrices des
deux présentations. Si A n'a pas de diviseur de zéro, on a det(a) = s.det(6),
où s est un élément inversible de A.

Le déterminant n'est autre qu'un générateur de l'idéal élémentaire
(principal) êo de la matrice de la présentation (notations de [3], p. 101).
Une transformation élémentaire de la présentation ne change pas êo.
D'où la conclusion du lemme.

Dans la suite de ce paragraphe nous supposons que A = Z [J]. Rappe-
lons que Z [J] est un anneau noethérien, et, par suite, tout Z [J]-module
de type fini est noethérien. Nous utiliserons les deux conséquences
suivantes de cette remarque.
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LEMME 11.6. — Tout Z [J]-module de type fini admet une présentation
finie.

LEMME 11.7. — Si A est un Z [J]-module de type fini tel que Aj= o,
alors AJ= o.

•4

Autrement dit, si D : A -> A est surjectif, D est un automorphisme
de A.

Enfin nous utiliserons le lemme suivant qui sera d'ailleurs redémontré
par voie topologique.

LEMME 11.8. — Si A est un Z[J]-module de type fini tel que Aj== o,
le sous-module T (A) des éléments d'ordre fini (2) est fini.

Par contre, A/T (A) n'est pas en général un groupe abélien de type
fini. [Exemple : Z[J]/(2Z— i).]

On observe tout d'abord que D induit un automorphisme de T (A).
Il est donc suffisant de démontrer le lemme lorsque A == T (A). Comme A
est de type fini, il existe un entier m tel que mA == o. Par récurrence
sur le nombre des diviseurs de m, on se ramène au cas où m == p est
un nombre premier. Le dévissage se poursuit par une récurrence sur le
nombre des générateurs de A. Si A est engendré par rcj, . . . , rra, on pose
Ai == (Xi) et B = A/Aj. Comme D (A j )cAj , il s'ensuit que D \ Ai et DB :
B — B sont des automorphismes, et l'on est ramené au cas où A (tel
que pA == o) est monogène, engendré disons par x. Comme D : A -> A
est un automorphisme, il existe un élément f ( t ) ç Z [ J ] , tel que

x=(t—i)f(t)x.

Il existe donc un entier m ̂  o tel que
t ' " x - (/—i) (flo + a,t+... + ant'^x,

avec n^o et âo, . . . , a.n € Z/pZ. Cette relation n'étant pas identi-
quement satisfaite, i. e. T"1—(T—i) (ûto+...+ a ' i T ' 1 ) ̂  o dans Z/,[T],
il existe un entier r > o tel que

at'x == (bo + &j t +... + br-i t' -1) x,

où a € ZfpZ est dînèrent de o, donc inversible, et bo, . . . , b, _i € Z/pZ.
Ainsi t ' x s'exprime comme combinaison linéaire de x, tx, . . . ,^- J . r à
coefficients dans Z/pZ. Le même raisonnement fournit un entier s > o
tel que t ~ ' ' x s'exprime en fonction de ̂ -s+l x, . . . , t-' x, x. Donc, les éléments

/-'+J x, ..., t-1 x, x, tx, . . . , t ' x

engendrent A comme groupe abélien, ce qui achève la démonstration.

(2) Un élément açA est d'ordre fini s'il existe un entier m 7^ o, tel que ma = o.
Dans ce chapitre, torsion signifie Z-torsion.
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2. Décomposition en anses de certaines variétés.

Soit f : S'^S'1^- un nœud avec n ̂  3. Supposons que l'inclusion
S1-^ Sn+2—f(Sn), où S1 est la fibre du fibre normal de f, induise un

isomorphisme TT^) -> r.^S'1^—f(S")) pour i < q, avec q ̂  ^ (n + i).

On va démontrer que A == T., ((S^-2 - f (S")) est un Z [J]-module de
type fini tel que Aj == o.

Comme f a un fibre normal trivial, il existe un plongement 9 :
S'^D^-yS'^- prolongeant f. Soit M = ^(^+2, ?) la variété diffé-
rentielle obtenue par modification sphérique. On a Tï jM ̂  J, r.,M = o
pour i < i < q, et TT^M ̂  A. D'autre part, H^M == o pour 2 ̂  i ̂  n.
Nous nous proposons d'étudier les décompositions en anses des variétés
de ce genre.

LEMME 11.9. — Soient M^2 une variété différentielle connexe, orien-
table, compacte, sans bord, de dimension ^ 5 et q un entier tel que

i < q ̂  ï- (n + i). Supposons que

TTiM^J, et 7r ,M=o pour i < i < q.

Il existe une décomposition en anses de M ne comportant qu'une seule anse
d'indice o, i, n + i et n + 2, et aucune anse d'indice k pour i < k < q
et n — q + ' 2 < k < n + ï .

Si X^2 est une variété à bord et cp : ̂ -1 X D71-^2-^ bX un plongement
différentiable, on notera X + (c^) la variété obtenue en attachant à X
l'anse (cp^) d'indice k par le plongement cp. Avec cette notation, le lemme
affirme l'existence d'une décomposition en anses de M de la forme

M ̂ D^+^+W)^-'"-^- W +• • •
+ w-^2)-^-' ' • + (pr^2 )+ (r^) + (r^-)-

On appliquera ce lemme en prenant pour M la variété /(-S^2, cp)
obtenue ci-dessus. La décomposition en anses de M fournit une présen-
tation finie de A ^ T^M. Les anses (9?), . . . . (?S) d'indice q fournissent
les générateurs x,, . . . , x^ et les anses (cpF1), . . . . (?r) (rmdice ^ + I

les relateurs J?i, . . . , R^ d'une présentation de A. La condition Aj= o,
c'est-à-dire A/DA == o, est équivalente à H^M = o. Le lemme 11.9
implique donc la nécessité des conditions (i) A est de type fini,
(2)Aj= o des théorèmes 11.1, 11.2 et 11.3.

Pour démontrer le lemme 11.9, prenons sur M une fonction de Morse-
Smale ^ : M -> R, i. e. une fonction différentiable sans point critique
dégénéré, avec un seul minimum et un seul maximum, et telle que si x, y
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sont des points critiques d'indice r, s respectivement, avec r < s, alors
^) < ^O/). Soit

M=D^ + (cp;) +.. . + (?a) + (?î) +.. . + (?2) +...

la décomposition en anses ordonnée de M associée à ̂ . (Cf. J. MILNOR [12].)

Notations. — On désignera par X/-i la réunion des anses d'indice < k,
et par Y/c-i le bord de X^-_i. La notation

x,-,+(rô+...+(?0,
où toutes les anses écrites ont le même indice signifie toujours
que les anses (c^') sont attachées à X^_i par des plongements ^ :
S^"1 x D^^2—>Y k-i dont les images sont disjointes, i. e. on demande
que les anses d'un indice donné soient attachées simultanément. Il est
bien connu, et facile de voir qu'on peut toujours se ramener à ce cas.

Si (cp^) est une anse d'indice k attachée par le plongement ^k :
S^xD^^—Yk-i, on désignera par S'^^1, resp. D?-^2, les images
de (0) x S71-^, resp. (0) xD^^2, dans l'anse (cp^). Les sous-variétés 5J^-Â:+1

et D?"^2 seront appelées la sphère et le disque iransuerses de l'anse (cp^)
respectivement. Uâme de l'anse (9^) est l'image A^ du disque D^ x (0)
dans (cp^).

On dira que l'anse (cpf) est trivialement attachée si

^ : ^-1 x D71-^2-^ Yk-i

se factorise par le plongement canonique S^xD^^-^R7^1 et un
plongement J?^1—^ YÀ-I. L'anse (c^) est presque trivialement attachée
si îp^ se factorise par des plongements

^ : y-1 X J)̂ +2 -> R1^ et Jî^1 — Yk-i,

où ^ | S^~1 X (o) est le plongement canonique. Avec ces notations nous
passons à la démonstration proprement dite du lemme 11.9.

La décomposition en anses de M ci-dessus fournit une présentation
(x^ ..., Xo,; Ri, . . . , jRp) du groupe de Poincaré de M. Soit W (Xi, . . . , .Ta)
une expression d'un générateur de Tî-iM^ J. On attache à Xi une
nouvelle anse (cpi) d'indice i trivialement attachée, et l'on désigne par Xo
le nouveau générateur de 7:1 (Xi+ (cp;)) correspondant à (<p;). On attache
à Xi+(q.>S) une anse (cp2) d'indice 2 par un plongement

o ï : SlxD7^-^(X,+(cp;))

représentant XoW, tel que ^(^X^)) rencontre la sphère transverse
de (cpi) en un seul point (transversalement), et

^(SlxDn)r\^•(SixDn)=0 pour j= i , . . . , (3 .
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On sait que Xi + (9;) + (c^) est difîéomorphe à Xi par un difîéo-
morphisme de degré + i. Notation X, w X, + (cp;) + (cp^) (cf. SMALE [20]).
Ce difîéomorphisme induit l'identité sur le groupe de Poincaré. D'autre
part, on peut former la variété Xi + (cp;) 4- (c^) + (<^)+... + (cp|).
Dans l'intention de faire disparaître les anses (<?;), . . . , (cpi), considérons
des anses (^2), i = i, . . . , a, trivialement attachées à Xi + (cp;), dis-
jointes de (cp'o), (cp^), . . . , ( c p i ) . On peut former

î + (?;) + W) + ̂ ?(?î) + ̂ îW),
et comme les anses (^?) sont trivialement attachées, on peut attacher
à la variété ci-dessus des anses (^j|), k == i, . . . , a, telles que

X, + (9;) + ̂ (cp)) ̂  X, 4- (?;) + ̂ (?)) + ̂ W) + ̂ D.

Pour tout i = i, . . . , a, il existe une expression XiX^1 qui est consé-
quence de J?i, . . . , R^ et XoW. Il en résulte que la famille de plongements

^ : S1 x û^ 6 (X,+(?;)+^??))

est difîéotope dans le complément de I J ^ G S ^ X JD^) à une famille de
7

plongements ^/ dont les images sont contenues dans 6(Xi+(cpi)) et
représentent XiX^\ [Le groupe de Poincaré de 6(Xi+(cp;)) est iso-
morphe par inclusion au groupe de Poincaré de Xi+ (cp;).] On obtient ^/

par l'opération bien connue, due à SMALE, qui consiste à faire passer
l'image du plongement ^ par dessus certaines anses (cp)) par une difîéo-
topie dans b (Xi+ (cp;) + ^(cp))). Cette opération permet de multi-
plier l'élément de 7:1(6 (Xi+ (9;)) représenté par le bord de l'anse (^)
par n'importe quel produit de conjugués des éléments J?i, .... J?p, XoW
représentés par les bords de (c^o), (cp^),.... ((p|). Comme dim b (Xi + (cp;))^4,
on peut supposer que ^/ (S1 x (o)) rencontre la sphère transverse de (<p,1)
en un seul point et ne rencontre pas la sphère transverse de (cp^.)
pour k ̂  o, i. (Deux plongements difîérentiables homotopes de S1 dans
une variété de dimension ^ 4 sont diïîéotopes. Il existe en effet une
immersion de S1 x I dans la variété qui fournit une homotopie régu-
lière entre les deux plongements. On se débarrasse des points de self-
intersection en les « poussant )) au-delà du bord.) Dans leur nouvelle
position, les anses (cp,1) et (^/) se détruisent mutuellement et l'on a

Xi+^+^W^i^+Gp;).
On obtient ainsi pour Xs une décomposition en anses de la forme

X. ̂  D'1^ + (cp1) + 2g(cpJ) + lî^!-),

où les anses (c^) sont presque trivialement attachées.
BULL. SOC. MATH. — T. 93, FASO. 3. 16
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On applique alors le même raisonnement à la décomposition en anses
duale associée à la fonction — ^, ce qui réduit à i le nombre des anses
d'indice n +i. Si q = 2, le lemme est démontré.

Si q > 2 (ce qui implique dim M ̂  7), il reste à faire disparaître
les anses d'indices 2, . . . , q — i . Supposons par récurrence que M
admette une décomposition en anses de la forme

M =Dn-}-2 + (cpi) + (cpî) +... + (cpâ) + (c^) +...,

avec Q.^k<q, où les anses (cpi), . . . , (cpâ) sont presque trivialement
attachées. Tout d'abord, puisque r.^M = = . . . = = TT^M = o, on a
HkM=Hk(S) == o et H/CM=o. Donc M est stablement Â-parallé-
lisable (cf. J. MILNOR [13], § 5). Autrement dit, Xk est stablement parallé-
lisable. Il résulte alors facilement du lemme 6.2 de [10] que les
anses (cp^), . . . , ( c p ^ ) sont nécessairement trivialement attachées.

Considérons maintenant X.k+i. Puisque (cp^) est trivialement attachée
(i =i, .... a), on peut attacher des anses (^+1) à Xk de sorte que
Xk+^(^+i)=Df^+î+^i). On peut supposer les anses (^+1) dis-
jointes des anses (^+1), car 2 / c < n + i . On peut donc former
X^+^î^4-1) et

X^+^a(^+l)^û/^+2+(? l)+(?î+l)+...+(^+l).

D'autre part, T^(Y^i) = o, car T^(X^i) = 7^.(M) = o, et X^i peut
être obtenu à partir de Yk+i en attachant des anses dont les indices

n — k -}-i,n—Â:+2etn+2 sont plus grands que À: +i (/c< q^1 (n + i)
entraîne 2 A: < n). Il en résulte que les applications ^+1 [ Sk X (0) sont
homotopes à 0 dans Y^+j, et comme ik < n, les anses (^+1) sont presque
trivialement attachées à XÂ:+I. En remplaçant, si cela est nécessaire, le
plongement ^+1 : ^ x D71-^1-^ Y^i par un plongement défini par la
formule ^ ^ ' ( x , ct(x).y), (x, y) ç. S^ x D'1-^, avec un choix convenable
d'une application difîérentiable a : Sk-> SOn-k+i, on peut supposer que
les anses (^+1) sont trivialement attachées à X/:+i. Il existe alors des
anses (^+2) telles que

X^^X^+i?^^1) +^(^-2).

On en conclut

X^^D^2+(^)4-(^+l)+...+(cp^l)+(^^^)+...+^^2).

D'où une décomposition en anses de M sans anses d'indice k. Comme
dans la décomposition en anses ci-dessus les anses (^+1) sont presque
trivialement attachées (<2k<n), le raisonnement par récurrence est
terminé.
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On fait disparaître les anses d'indices k = n — q + 3, . . . , n en appli-
quant le même procédé à la décomposition duale. Le lemme 11.9 est
ainsi démontré.

3. Suffisance des conditions du théorème 11.1.

On procède essentiellement comme au chapitre I. Il s'agit de cons-
truire une variété orientable M^2 compacte, sans bord, connexe, telle
que TTj M ^ J, 7r;M == o pour 2 ̂  i < q, TT^M ̂  A comme Z [J]-modules,
et HiM = o pour 2^1^/2. On obtiendra un n-nœud satisfaisant aux
conditions du théorème 11.1 en opérant la modification sphérique y (9),
où cp : S1 X D'^-^M représente un générateur de 7riM.

Soit (Xî, ..., Xy.\ Ri, . . . , R^) une présentation finie du Z [J]-module
donné A de type fini (lemme 11.6). Soit Mo la somme connexe de
S1 X S714"1 avec a copies de S^ X S"-^2. On prendra pour point base dans Mo
un ouvert contractile qui contient la i1^6 copie (P x Q)i d'un point
P X Q € S7 x S^^2 pour tout i = i, . . . , a. On identifie Xi avec l'élément
de TTyMo représenté par le plongement de S7 x Q dans la i1®"1® copie
(S'y X S^^i de S^ x S^-^2. Le Z [J]-module libre engendré par rrj, ..., Xy.
s'identifie alors à TTyMo. Soient cp; : S^-^Mo des plongements difîéren-
tiables représentant les éléments jRy de TT^MO, j ==i, ..., (3. Les plon-

gements îp y ont un fibre normal trivial, et comme q ̂  - n on peut choisir

des prolongements ^/ : S7 X D'1-^2 -> Mo de sorte que la modification
sphérique multiple %(^i, ...,^) soit une modification avec champ
(cf. [10], lemma 6.2). On obtient ainsi une variété stablement parallé-
lisable

M, == (Mo— \^J ^•(Sy X ̂ -y-̂  u \^J ^•(D^4-1 x S^^1)
\ j J i

dont il est facile de vérifier que les groupes d'homotopie satisfont aux
conditions TTi(Mj) ̂  J, 7r,(Mi) == o pour 2 ̂  i < q, et TTy(Mj) ^ A par

un isomorphisme de Z [Jj-modules. ( On utilise ici l'inégalité q^ - n. )
\ 2 /

On a, en effet,

7r/Mo—U^/(Syx B^^2) \^n,(Mo) pour ï^i<n—q +i,
\ 7 ^
/ \

TT, (M,—\J ^ (û^1 x S^-^1 ) ) ̂  TT, (Mi) pour i ̂  i < q.
\ j /

D'autre part, en désignant par W la variété de bord Mi + (— Mo)
construite dans ([13], § 2), on a

T^Mi^TTyW pour g < n — g + i,
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et
^W^T^Mo/^i,..., J?p)^A.

En utilisant les suites exactes d'homologie des paires

/Mo, \^J ^(^ x B^-^2)^ et /M,, ̂ J ̂ (û^ x S'1-^)^.
^ ^ ^ \ / /

on trouve J^(Mi) == o pour ^^:i<q, q + ^ ^ i ^ n — q et
n — ç + 2 < i ̂  n. L'hypothèse A/DA == o entraîne

Hn-^.(M,) = J (̂Mi) == o.

De plus, les suites exactes mentionnées ci-dessus montrent que Hr/+î (Mj)

est abélien libre de rang y = (3 — a pourvu que ç <; T n.
2

II reste donc à tuer le groupe d'homologie Jïy+i(M,). On observe tout
d'abord que l'homomorphisme de Hurewicz p : 7Ty+i(Mj) -^ 7ïy+i(Mi)
est surjectif. En effet, soient Mi le revêtement universel de Mi et

£/2,, ̂  Hr{3 ; ̂  (M,)) -^ c^H^s (Mi)

sa suite spectrale de Cartan-Leray en homologie (cf. [18]). Comme E^s == o
pour r ̂  2, cette suite spectrale est triviale. D'autre part,

TT^+i (Mi) — Tîy+i (Mi)

est surjectif d'après le théorème de Hurewicz, et la composition des
homomorphismes

TTy+i Mi -> Tr^-i Mi -> H^ Mi -> Ho (J ; .Hy-M Mi) -̂  ̂ +1 Mi

s'identifie à l'homomorphisme de Hurewicz 7:̂ +1 Mi —.Zf^.iMi. [Dans cette
suite, TTy+j Mj ̂  TTy+i Mi est l'isomorphisme canonique, 7:̂ +1 Mj -> H^+i Mi
est l'homomorphisme de Hurewicz dans Mj, H^Mi-^Ho(J; J^+iMi)
s'identifie à l'homomorphisme canonique Jîy+iMi^Jify+iMi/DJî^Mi et

X : Jîo^; lîy+lMi) =Ê^y4-l-^£'?,y+l== Jo,y+lCJ:3Ty+iMi

est l'homomorphisme canonique dans la suite spectrale considérée.]
La surjectivité de TTy+iMi-^J^+iMi est donc équivalente à la surjec-
tivité de -/. Il suffit donc de vérifier que E\^= Jïi(J; .HyMj) = o.
Or, l'action de J sur J:^Mj s'identifie à l'action de TiiMi sur TT^MI, et

J :f l (J ;^Ml)=Hl(J;A)=A J=o (lemme 11.7).

On choisit alors des bases ̂ , . . . , ̂  et ̂  . . . , ̂  de H^, M, et Hn-^M,
respectivement telles que ^.Y^^^.. Les classes Ei, . . . ,£. . peuvent
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être représentées par des plongements cp, : S^-^Mi, car q < ï n.

De plus, les plongements 9; ont un fibre normal trivial. Il existe donc
des prolongements ^ : ^+1 x jD^-^1 -> Mj des cp, dont les images sont
également disjointes. On opère la modification sphérique %(^j, . . ., ^v).
Il n'y a pas de difficulté à vérifier que la variété M == %(Mi, ^i, . . ., ^v)
ainsi obtenue satisfait aux conditions requises.

4. Variétés minimales d'un n-nœud.

On peut également aborder le calcul de ^(S7^2—f(S'1)), où f est un
nœud satisfaisant l'hypothèse (Hy), en utilisant les variétés Y"4-1 c S^2

dont le bord bV coïncide avec /'(iS^).

LEMME II. 10. — Soient s" une sphère d'homotopie différentielle de
dimension n et f : s71-^ S^2 un plongement différentiable. Il existe une
sous-variété orientable V^1 c S^2 dont le bord est égal à f^).

Ce lemme est bien connu. Rappelons-en brièvement la démonstration.
On observe tout d'abord que f a un fibre normal trivial. Soit U un voisi-
nage tubulaire de /'(s^). On a un difîéomorphisme <^ : U —^ ^n x D\
Soit açS1 un point du bord de D\ II suffit de démontrer que ^>-'(^x a)
est le bord d'une sous-variété orientable de l'adhérence de S^-— U.
L'application <Ï> fournit une application cp : T -> S1, composition de
^ | bU (bU == T) avec la projection sur le deuxième facteur. Il s'agit
de prolonger cp : T -> S1 en une application ^ : S^2 — int U -> S1.
En effet, si ^ existe, on pourra supposer que ^ est difîérentiable et
admet a comme valeur régulière. La variété ^-1 (a) est alors la variété
cherchée. L'existence de ^ se démontre en utilisant la théorie des
obstructions.

Soit f'.^-^S^2 un plongement différentiable et V^1 une sous-
variété orientée de S^2 telle que f(s^) == bV. On notera v(x) la normale
positive à V dans S^2 en xç. V, et ^+, v_ : V -> S^2— V les applications
données par les formules v+(x) = x + z.v(x) et v-(x) == x — £ . v ( x ) ,
où s est positif et assez petit (inférieur au rayon d'un voisinage tubu-
laire de V). On notera également v+, ^ : JFZy V -> Hq (S^2—V) les
homomorphismes induits par ces applications.

On doit à J. LEVINE [11] le lemme suivant qui affirme l'existence d'une
variété y^cS^- en un certain sens minimale, telle que bV = f^1)'

LEMME II. 11. — Soit f : s"-> AS7^2 un plongement différentiable.
Pour n ̂  3, la condition n^S'^2—f^)) ̂  ^i(S1) pour i < q, où

q ̂  - (n + ï) est équivalente à l'existence d'une variété orientée et (q — i)-
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connexe V714-1 cS^- telle que bV == /*(s"). En outre, si n ̂  4, la variété V
peut être choisie telle que

^ : Hq V — ̂  (5^2 — Y),
^_: ^y-^Jf^S^—Y)

soient injectifs.

Pour la démonstration, nous renvoyons le lecteur à l'article de LEVINE
déjà cité.

On peut alors calculer T^qÇS^-—f^)) comme suit. Soit
Y == S^2—N(V), où N(V) est un voisinage tubulaire de Y. Le revê-
tement universel (infini cyclique) X du complémentaire X d'un voisi-
nage tubulaire de f(^1) dans S^2 s'obtient à partir de la réunion dis-

jointe^ Y/c, où Yk est une copie de Y et où A: parcourt les entiers, en
k

identifiant V^ avec y^+i pour tout k. (V^et V^ sont les copies de ^+(V)
et ^-(V) dans Y/c et l'identification est donnée par v+^l1.) On a un
isomorphisme de Z[J]-modules entre TT^X et Hq(X), et l'on peut calculer
ce dernier en utilisant le théorème de Mayer-Vietoris et un passage à la
limite. On observe que HqV et HqY sont isomorphes. Soient ^i, . . . , ^a
des générateurs de Hq V, et (xi, ..., Xy.\ diXi, ..., dy.Xy) une présentation
de Hq(Y). Le Z[J]-module TTy (S^2 — f^)) admet la présentation

(X î , . . . , x^; ^+(:0— ^-(iQ, A^).

On va voir que pour q == -n et q = -(n +i) on peut préciser la forme

des relateurs l^^Ça)—-^-(?z).

Tirons tout d'abord quelques conséquences des remarques ci-dessus.
Si l'on demande l'injectivité de v+ et v_ (en supposant n ̂  4)» le sous-
groupe de torsion de ^(S^2—f(^)) est isomorphe au sous-groupe de
torsion de HqY. Il est donc fini, et l'on retrouve le lemme 11.8 en uti-
lisant le théorème 11.1. D'autre part, si ^q^S^-—f^1)) n'a pas
d'éléments d'ordre fini, il en est de même de HqY et la présentation
ci-dessus se réduit à

Çx,,..., a-a ; ̂  (taij - bij) X j \ ,
\ j ^

où les matrices entières carrées (a;/) et (bij) sont définies par

v+(',i) =^^a.tjXj et ^-(^) =^^bijXj respectivement. En utilisant encore
/• /•

le théorème 11.1, on obtient
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LEMME 11.12. — Soit A un Z[J]-module sans torsion, de type fini
et tel que Aj= o. Alors A admet une présentation d'excès nul de la forme

i x,,..., xo, ;̂  (tau— b^xj y
^ 7 /

où les matrices carrées entières a et b sont non singulières.
(La dernière assertion résulte de l'injectivité de v+ et ^—) J'ignore la

démonstration algébrique de ce lemme.
Il est par ailleurs facile de vérifier que si A, tel que Aj= o, admet

une présentation d'excès nul, alors A est sans torsion.

5. Démonstration du théorème 11.2.

Soit f: S^-^ S2^2 un sg-nœud satisfaisant à (Hy), q ̂  3. Soit VcS'2^
une variété orientée (q—i)-connexe de dimension 2 ^ + 1 telle que
bV = /'(527). D'après S. SMALE [20], il existe une décomposition en
anses de V de la forme

v = D2^ + (cp?) +... + w + (cpr1) +... + (?r1),
où l'homomorphisme bord d : Hq^(V, Xq) ->H^(Xç, D2^) s'exprime
(relativement à la décomposition cellulaire ci-dessus) par la matrice
diagonale d == diag(di, ..., da). (Xy est la réunion de D2^1 et des anses
d'indice q.) On peut en outre supposer que di divise ds, A divise d^ etc.
Comme V est stablement parallélisable, les anses d'indice q sont trivia-
lement attachées. (Ceci résulte de [10], lemma 6.1.) La sous-variété

Xq== D2^ +^,(9?) est donc difîéomorphe à la somme connexe le long
i

du bord (cf. [10], § 2, Addendum) de a copies (S^ X û^1),, i = i, . . . , a,
de S7 x D^1. Soit Vo cette somme connexe et h : Vo-^Xy un difîéo-
morphisme. On peut supposer que h préserve l'orientation.

Soit alors S? l'image par h de (S^ X (o)), c Vo, et soient E-î et Ey des
(q +i)-disques immergés dans S2^2, i == i, ..., a, dont les intérieurs
sont disjoints et tels que

(i) bEî=bET=SÏ;
(ii) (int£^) n Xy = 0, (intEr) n Xy = 0 ;
(iii) le champ de normales (intérieures) à S? dans E^~, resp. Ey, est v ] S7,

resp. — ^ | Sf, où v est définie comme au paragraphe 4.
Pour voir que E^ et E^ existent, il suffit de remarquer que

h U (S^ x (o))i est difîéotope au plongement canonique dans S27^2.
i

On désignera par Ï.içHqV la classe d'homologie de S7.
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Soit maintenant sj une sphère plongée dans S'2^2— V, bord d'un
(q + i)-disque qui ne rencontre pas Xy, et dont le coefficient d'inter-
section avec A^-, l'âme de l'anse (cp^4-1), est ^. Soit x^-eH^S2^2— V)
la classe d'homologie représentée par s^. Si

F : (£)y+1, ̂ ) -> (5'2y+2, S'2^2— V)

est une application difïérentiable dont l'image ne rencontre pas X,/ et
coupe A^ transversalement pour tout k = i, ..., a, la classe d'homo-
logie représentée par F(S^) dans H^S^— Y) est donnée par la
formuler (F(D^). A^.

A:

On a donc avec les notations précédentes

^60=^^7^ où a,7==£^.Ay,
7

v- ÊO = ̂  ̂  x^ où ^= E^ 'A^
7

v+, ^_ étant définies comme au paragraphe 4.
On obtient une relation entre les matrices a, b, d en écrivant que

A , . A y = = o . Soit QcXy une (g + i)-chaîne de bord bd= diS?— b^.
Soit FÎ- le complémentaire dans E^ d'un voisinage de 6£'^== S?. Alors
Zi=:diF^~—^+(A,)—y+(Q) est un cycle. On ^va calculer Z, .Ay de
deux manières différentes. D'une part

Zi. A, == A dij —o—(y+ d). ̂ j == d, d i j ,

car A;.Ay= o. D'autre part, comme Z, est un cycle -qui ne rencontre
pas le bord de Ay, le coefficient d'intersection Z,.Ay ne dépend que du
bord de Ay. On a donc

Z,.^-=Z,.(d,U,+^e,k(P, X D^)k\
k

où Uj est un (q +i)-disque voisin de E-, tel que bUj= (S'f x Ço)y, et

où &Ay est homologue dans bX^ à dy(^ x Ço)/ +y.^-(Po X ̂ .
^•

(On identifie Xy avec Vo par le difîéomorphisme h mentionné précé-
demment.) On remplace dans cette expression Z; par d^Ff— ^+A;— y+C,.
Un calcul facile montre que tous les coefficients d'intersections sont nuls
excepté (^A,). Uj == (— i)^4-1 b^ On obtient donc Z,. Ay = (— i)^ d/ b^,
et en comparant avec l'expression précédente on obtient

A-^7+(—i)y+i^.^=o.
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II est d'autre part facile de voir que les classes^; de J^^2^2— V) ~ Hcj V
satisfont aux seules relations diXi== o, i == i, . . . , a.

Il résulte alors des remarques du paragraphe 4 que le Z[J]-module
n^ÇS^^—fÇS^)) admet la présentation

(*) (^i,. . .,^a;^(^7—^/) ̂  ̂ )î

où les matrices entières carrées a, 6, d satisfont à la condition

(Cy) da+Ç—i^b'd^o.

Réciproquement, pour démontrer l'existence d'un nœud f : S'^ -> 5'^+2

tel que 7r,(^4-2— f(S^)) ̂  7r,(51) pour i < q, et 7T^(5^+2— jf(5^)) ̂  A,
où A et q satisfont aux conditions du théorème 11.3, on part de Vo,
somme connexe le long du bord de a copies de S^ x D7^1 canoniquement
plongée dans j^y+içj^-^ SoitjR^2 le demi-espace de R1^- tel que
la normale à R2^1 intérieure à fi'2//+2 suivie de vecteurs donnant l'orien-
tation de JR2^ fournisse l'orientation de J?2^2. On garde les notations
du début du paragraphe. En particulier, Sf c Yo est la sphère (S7 x (o)),,
£^ et EY sont des disques plongés dans R2^- dont les intérieurs sont
disjoints entre eux et disjoints de Vo, et tels que bE^ == bE^ = 57,
la normale à S? dans £^, resp. E~^, étant v, resp. — v.

On pose e = a' — b ' ' . La condition (Cy) entraîne

d^ + (— i^ed' == d(a— b) + (—1)^ (a'— 6^ d'
^da+(— i)^ b'd' + (—^(da + (—i)^1 b'd')'

On désignera par iii, UiçHq(bVo) les classes d'homologie représentées
par (S^ x Qo)i et (P() x S^i respectivement. On a Ui.Vj•== ô/y. Il résulte

de la relation de' + (— ï ) q ed '= o que les classes c; == d< u; + ̂  e^ y/
À-

sont représentables par des plongements difîérentiables cp, : S'f-^ bVo
dont les images sont disjointes. On se propose de prolonger les 9; en des
plongements difîérentiables Fi : D^1 -> jR2^2 — int Yo dont les images
sont disjointes (i == i, . . . , a). Soient

J7* ; I)̂ 1 -̂  J?^ ̂  + 2

des plongements qui prolongent 9;, et tels que les dérivées radiales
de jF;* le long de S7 coïncident avec le champ de normales intérieures
à bVo dans R2^1. (RIy+2 == R2^2— int .R^2.) Les théorèmes classiques
de Whitney fournissent des immersions complètement régulières F ^ ,
On obtient des plongements en éliminant les points de self-intersection
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par un procédé bien connu également dû à WHITNEY. (Cf. [22], démons-
tration du théorème 3, et [19].) En général, F; (û^) n F; (D^+1) ̂  0.
Soient S^1 des sphères plongées dans R^+2— Vo telles que ET.S^== ^7.
On remplace F^ par des immersions Fi : D^1 -> R2^- telles que

F,(D^) = F; (i)̂ i)̂ .̂̂ ^
À-

de manière que F, et F,* coïncident dans un voisinage du bord de D^,
et que Fi(D^) ne rencontre Vo que le long de son bord. On pose
^=Fi(D^) et A;==F;(Û^1). En désignant par A,. A; le coefficient
d'intersection (pour i^j), on obtient

A,.A,=Ar.A;+^fc(&.A;)+^^(A;.&)
k k

= A;. A; + (— i)y+i a,,d, + ̂ .,

car &.A;= Sk.(djE^) = (—i)<7+i^.^. On vérifie facilement la formule

A;.A;=(-i)^,,d,.

Il en résulte A^Ay^—i^+^.^+a^.^o, en vertu de la condi-
tion (Cy).

Les immersions F, : D^ -> R2^2 sont donc régulièrement homo-
topes (par des homotopies régulières qui laissent fixe la restriction de Fi
à un voisinage du bord de D^) dans J?2^2— Vo à des immersions
dont les images sont disjointes.

Soit ^ le champ de normales à Vo dans R^+\ pour chaque valeur
de i, on a une obstruction y, €7:^(5'^) pour étendre ^\^i(S^ comme
champ de normales sur jF^Û^1). On notera que cette obstruction est
la même que l'obstruction pour étendre v sur F^ (D^1), et est par suite
égale à (—ï^eudi fois le générateur canonique de 7:y(5^). (Même calcul
essentiellement que pour A^.A^.)

Si q est pair, la relation de'+ (—i^ed^o entraîne eu.di== o.
D'autre part, en faisant la somme connexe de A; avec une (q +1)-
sphère immergée de self-intersection i, si cela est nécessaire, on peut
remplacer F, par un plongement pour lequel y; === o et satisfaisant
FiÇD^^FjÇD^) = 0 pour i ̂ j.

Si q est impair, le coefficient de self-intersection de A; est l'entier diâu.
On remplacera A, par sa somme connexe avec une (q + i)-sphère
immergée dont le coefficient de self-intersection est —A a». On vérifie
que cette opération change l'obstruction y; en yz+sAa» . (Soit ^+1

la diagonale de S^1 x S^- qu'on peut supposer contenue dans un voisi-
nage U de S^ V S^\ Si l'on immerge U dans R2^2 par une application
de degré local + i, la self-intersection de s est —i, et l'obstruction + 2.)
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Le nouveau disque A^ est régulièrement homotope à un disque plongé.
La nouvelle obstruction est nulle. En effet,

y, + 2 di au == — eu di + 2 A au = o,
car

^ == a»— 6» et du + &„ =o en vertu de (Cy).

En résumé, on peut dans tous les cas construire des plongements Fi :
D^ -> R2^-—intVo tels que Fi(D^) rencontre Vo orthogonalement
le long de Fi(S(î), où Fi\Sq=--^i. Les images FiÇD^) sont disjointes
et le champ v se prolonge comme champ de vecteurs normaux à Fi^D^1)
pour tout 1=1, . . . , a . Une trivialisation du fibre normal complé-
mentaire de v sur F^D^1) fournit alors un plongement

Fi : D^1 x ûy— J?^+2— int Vo

tel que Fi \ S^ x S^ soit un plongement dans b Vo. On désigne alors par V

la sous-variété VoU [ ] Fi(Df+[ xD7) deJ?2^2 obtenue après avoir arrondi
;•

les angles. Il est clair que V est stablement parallélisable. On va
étudier bV. La relation de' + (—1)^^=0 obtenue précédemment

entraîne que e induit un endomorphisme ^ : ^ ZfdjZ ->^, Z/d;Z.
i i

La condition Aj = o signifie que e^ est un automorphisme. Il existe
donc des matrices entières carrées x, y telles que

ex/ +dyr=ï,

où i est la matrice unité d'ordre a. Il en résulte que les classes

d == di u.i + ̂  dk Uk et Zj = (— i )^ xjk Uk + ̂  yjk Vk
k k k

ont pour matrice (c;.z/) de coefficients d'intersection la matrice unité.
D'après le théorème de Poincaré-Lefschetz, il en résulte que 6V a le
type d'homotopie de S27. (On vérifie sans difficulté que bV est (q—i)-
connexe.) Or, par construction même, 6V borde une variété stablement
parallélisable. b V est donc difîéomorphe à S27 et la restriction à b V du
plongement V C R2^2 C S2^2 fournit un ag-nœud f : S^ -> S2^
(cf. [10], theorem 5.1).

Il reste à vérifier que 7^i(5(2^4-2—/t(5127))^7^,(5'l) pour i < q, et
Tr^AS2^2—/'(S^^A. Les premiers isomorphismes découlent du
lemme de Levine (lemme II. 11) et sont d'ailleurs faciles à vérifier
directement. Pour vérifier Ti'qÇS2^2—f^S^)) ̂  A, soient v+, v- :
V-^S2^2—V les applications définies comme au paragraphe 4,
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et v+, v_ : H^V-^H^^^—V) les homomorphismes induits. On a,
avec les notations du début du paragraphe,

M^-S^r.^/,
/

où \i est la classe de H^ V représentée par S? == (^ X (o)), c Vo, et Xj
la classe de 1^ dans H^(S2^2— Y). On a

£r. A, = £r. A;. +^ a,,(Er. ̂ +1) = ̂ .
z:

On trouvera par un calcul analogue

^-^^^bijxj'
i

Le module n^S^^—fÇS^)) a donc une présentation identique à
celle de A dont on est parti.

COROLLAIRE 11.13. — Si le Z[J]-module A, tel que Aj=o, admet
une présentation de la forme (*) satisfaisant (G./), il admet également une
présentation de cette même forme, les matrices a, b induisant des injec-
tions ^Z/^.Z-^Z/A-Z.

i i

En efîet, A ^ Tr^S^^—fÇS^)) pour un certain nœud f : S^->S2'^'2
satisfaisant (Hy). Il suffit alors de considérer la présentation de A donnée
par une variété VcS'^2, telle que bV=f(S^), et pour laquelle ^+
et y- induisent des injections ^+, ^_ : H^V->H^(S2^2—V)
(c^lemme II. 11).

On dira qu'un Z[J]-module A est q-admissible si A possède une
présentation de la forme (*) ci-dessus satisfaisant à la condition (C/).

LEMME 11.14. — Un Z[J]-module A de type fini, tel que Aj=o,
est q-admissible si et seulement s'il en est de même de son sous-module
de torsion.

Soit / Xi, . . . , Xy.\ ^(ta^—bi/)Xj, dkXfç\ une présentation de A
\ j /

satisfaisant (Cy). On peut supposer d/c 7^0 pour ï^=k^^ et dk==o
pour |3</c^a. La relation (Cy) montre que a^- et b^ sont nuls pour

P
i ̂  i ̂  p et (3 <j ̂  a. Pour tout i ̂  ̂ , les relations ̂  (^7— 6,/) ̂ / = o

/=!

sont donc satisfaites dans A. Considérons le module T de présentation
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/ ? \

( î/i, • • . , ys; ^(^7—^7)^7» ^^ )» où i et A: parcourent l'ensemble
\ / = i /

d'entiers [i, j3]. Il résulte de la remarque précédente que T s'envoie
dans A par un homomorphisme cp tel que cp (y;) = rr;, i == i, . . . , ( 3 .
On vérifie que cp(T) est égal au sous-module de torsion T(A) de A.
Il est clair que cp(T)cT(A). Pour démontrer que T(A)ccp(r), il suffit
de vérifier que A/cp(T) n'a pas de torsion. Or, jE?==A/cp(T) admet la

présentation /^s+i, . . . , X y . ; V (^y—b^ )x / ^ , où i parcourt l'en-
V p</ /

semble [(3 4-1? aL\' Le module B admet donc une présentation d'excès
nul, ce qui, joint à D(E) = B, entraîne que B n'a pas de torsion. D'autre

/ P
part, cp est injectif. En efîet, si cp ( ^u;y;

/ P \
part, cp est injectif. En effet, si cp ( ^u;y; ) == o, cela entraîne une rela-

\ i=i /\i=i
tion de la forme

^ a a P

'liXi = V y^-V (fa;7— &,7)a;/^ u ,̂ ==^ y,.̂  (^,7— 6,7) a;/ +^ Wi diXi
1=1 1=1 J=A 1=1

dans le module libre engendré par Xi, . . . , Xy,. Il s'ensuit
a

^ Vi(tai j — 6,7) =^ Vi(tdij— bi/) = o
i=l ^<i

pour [3 <j. Puisque, avec les notations ci-dessus, DB == B, il en résulte

que y ;=o pour p < i. Ceci entraîne Vu ,y ;==o dans T.
î

Réciproquement, supposons que T(A) admette une présentation de
/ ^ \

la forme ( Xy, . . . , ^ p ; V ^ a ^ — b ] ^ ) x / , dkXk ), où i et k parcourent
\ 7=1 /

l'ensemble [i, (3], et où les matrices a^ et ô1 satisfont à la condition (C^).
Il existe alors une présentation de T(A) de la même forme, où Û1 et b^
satisfont à (d/) et induisent des automorphismes du groupe abélien
sous-jacent de T(A). Ce groupe est donc le groupe (abélien) de présen-
tation (Xi, ..., x^\ d/cX/c) (cf. corollaire 11.13). Considérons le module
B == A/T(A). C'est un module de type fini, sans torsion, tel queD(B) = B.
D'après le lemme 11.12, B admet une présentation de la forme

( Vi, . . . , y-r; ^(ta^-—b^)y^•\, où i parcourt [i, y]. Puisque tout
\ 7=1 /
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élément de T (A) s'écrit comme combinaison linéaire à coefficients
entiers de X i , . . . , x ^ , il en résulte que A admet la présentation

/^i, ..., x^; ̂  (ta^—bi^x^ te y avec (x^,, ..., x^) == (y,, ..., ̂ )
\ 7 /
les matrices a et 6 ayant la forme

f a s o \ , / ̂  o \
^to J- ^(c ^0}

Cette présentation satisfait à la condition (C^), avec dk=o pour
/ c= (3+ i , . . . , a .

LEMME 11.15. — Un Z[J]-module fini A, tel que Aj= o, est q-admis-
sible si et seulement s'il en est de même de ses composantes p-primaires Ap
pour tout p premier.

Si Ap est g-admissible pour tout p, il est clair que A ==\Ap est

aussi ^-admissible.
Réciproquement, supposons que A admette la présentation

/^i, ..., n'a; ̂ {tdij— b i j ) X j , dkXj\
\ j /

satisfaisant à la condition (Cy). Posons d ^ ^ p ^ d ' / , , où (p,d^.)=i, et
soit m==d\.. .da. On définit le Z[J]-module T^ par la présentation

l y , , ..., î/a; ^(^—^/)ï//, P^^, où a^=d',a^ et ^.==d;^.
^ 7 /

Le Z[J]-module T^ est ç-admissible. On a un homomorphisme cp :
T^^A tel que cp(y;) --= mXi, et il résulte de (p, d;) = i qu'il existe un
homomorphisme ^ : A-^T^, tel que ^(Xi)=yi. Or, ^cp : T p ^ T p est
la multiplication par m, donc un automorphisme de Tp, et cp est injectif.
Il est clair que ^(Tp)cAp, où Ap désigne la composante p-primaire
de A. Or, ^ et 9 induisent des homomorphismes Ap->Tp->Ap dont la
composition est la multiplication par m, donc un automorphisme de A p.
Il en résulte que cp : Tp->Ap est un isomorphisme. D'où le lemme 11.15.

Remarque. — Soit A un Z[J]-module de type fini tel que Aj=o,
et supposons que, comme groupe abélien, Ap soit somme directe de
facteurs Z|peZ. Si A est ^-admissible, les Ap ont des présentations de

la forme /rr,, . . . , ^a ; ̂  (^/+ (—i)^1^)^/, p '^l et les polynômes
\ / /

^(t)=\ta^+(—i)^a^\
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à coefficients dans Z/p^Z sont des invariants du module A (à un facteur
inversible de Z[J] (p®) près). On vérifie immédiatement que ces « polynômes
d'Alexander locaux » satisfont à A/,(^-1) ==±^"A^(0, où zn est pair
si q est pair.

D'autre part, A/T(A) a toujours une présentation d'excès nul
(cf. lemme 11.12). Pour tout nœud f : S'^->S2^2 satisfaisant (Hy) et
tel que n^ÇS2^2—fÇS2'')) = A, on a donc un polynôme d'Alexander
\f(f) = AA/T(A)(O. Mais ce polynôme n'est pas réciproque en général.

6. Démonstration du théorème 11.3.

Soit f : s^-'—^S^4-1 un plongement difîérentiable tel que
^ (52^1 _^-i))^7r,GS1)

pour i < q. D'après LEVINE, il existe une variété (q—i)-connexe
y2q ç 5-2y+i ^ug que bV == /'(r2^-1). Le groupe H^ V est donc abélien
libre. Soit Ei, . . . , ^a une base de HqV. D'après le théorème de dualité
d'Alexander, il existe une base duale n-i, . . . , Xy. de H^(S2^1— V) telle
que L(Xi, Ç/) = ô;/, où L dénote le coefficient d'enlacement dans S2^.
En reprenant les notations du paragraphe 4, posons

^&) ̂  ̂  ̂ 7:l7' et y-^ ==^ ^7>l;7î

7 7

où a et & sont des matrices à coefficients entiers. On a

bij =^ ̂  ̂ 7 ==^ bikL(Xk, 'ij) = L(^_(y, ^•)

= L^, ̂ (Ç;)) = (-iy/-iL(^(^-), y
= (- O^^ ̂  L( ,̂ E,) == (-1)^^ ̂ ..

À:

Pour que le Z[J]-module A soit isomorphe à ^(S12^1—/'(s2^-1)),
où f satisfait à l'hypothèse (Hy), il est donc nécessaire que Aj== o (§ 2),
et que A admette une présentation de la forme

(**) (x,, ..., x^ ̂ (ta^+(—i^a,i)x\
\ 7 ^

Réciproquement, soit A un Z[J]-module satisfaisant à A j = o et
admettant une présentation de la forme (-k *). On construit une variété V
de dimension 2 g, stablement parallélisable, donnée par une décompo-
sition en anses de la forme

V==D^+W)+...+W),
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où les classes d'homologie iii, . . ., i^ç.H^ y ̂  H^(V, D2'7), représentées
par les âmes des anses (^?), . . . » (^î), ont la matrice de coefficients
d'intersection ^+(—1)^. Pour obtenir V, on prend des plonge-
ments cp; : ^^—^S2'7"1 dont les images sont disjointes et qui satisfont
aux conditions

L(^-1), ̂ •(^-1)) = ̂  + (—1)^

pour i T^J. Ensuite on prolonge cp; en un plongement ^* : iS^"1 X Z^-^ S^-1

difïéotope au plongement canonique, i == i, . . . , a , de manière que
(Im^*)n(Im^}) == 0 pour IT^J. Soit alors (a;) e 7Ty_i (Wy) la classe
image de du fois le générateur canonique de 7ry(5'7) par l'homomor-
phisme T : TT^ (5^) — 7Ty_i (iSOy) de la suite exacte d'homotopie de
SOq+îlSOq. On sait que (a;) se projette sur du\-\- (—i^du fois le géné-
rateur de TT^^7"1) par la projection 7r^_i (SOy)-^ TTy-i (S^"1). Soit a; :
5^ -^ 5'0,/ une application difîérentiable de classe (a;). On remplace ^*
par ^; : S^~1 X D^-^ S2^ défini par ^;(x, y) = ̂  (x, a;(x) . ï/), et Fon
attache a anses d'indice q à D2^ en utilisant les plongements ^i, . . . , ^a.
Il est facile de vérifier que si iii, . . . , Ça sont les classes d'homologie de V
correspondant aux âmes des anses W), . . . , (^Ï), on a

^,=^•+(—1)^

pour tout (t,j). Puisque (a;) s'envoie sur o dans 7Ty_i(5'0), la variété V
est stablement parallélisable. D'autre part, la condition Aj== o entraîne
que la matrice a + (-—1)^0.' == (^.Ç/) est unimodulaire. Il en résulte
que b V est une sphère d'homologie. Si g^ 3, b V est simplement connexe,
donc une {^q—i)-sphère d'homotopie différentielle s2^-1.

Il est facile de construire un plongement difîérentiable F* : V—^S2^.
On peut aussi utiliser le théorème de M. HIRSCH [5], d'après lequel V,
étant stablement parallélisable est immersible dans .S2^1. Comme V
est un voisinage de son ^-squelette, il existe un plongement de V arbi-
trairement proche de l'immersion de Hirsch. Soient ^, ^ :

V-^S^^—F'V

les applications définies comme au paragraphe 4. Soient x\, . . . , xi les
classes de H^S^^—F'V) telles que L(^,F^/)=^y. Posons

^(^.) ='Va^..r}. On observe que

^ + (— i)7 ̂  == ^7 + (— i)7 o^.
En effet,

^ + (— i )7 ̂  = ̂ . ̂  - L (.: (S.) — ̂  fé0, F^/)

=^(^-^.)L(^,F^)
À:

==^—^,
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où l'on a posé ^l(î,i) ==^ b^Xk. On trouve comme ci-dessus
k

^.==(——1)^1^.,

d'où la formule cherchée. Il existe donc une matrice entière, carrée x,
d'ordre a, telle que

a — a" --= x + (— i)^1 x\

On modifie alors -F* : V —^ S^^ en un nouveau plongement r:
F : V -> S2^1 tel que F et F* coïncident dans un voisinage deû2^ c Y, et

F(AO=F-(AO^^-%
k

où AÏ est l'âme de l'anse (^f), et Sî est une (/-sphère plongée dans
S^+i—F'V, telle que L(% F* £7) == ^y. On aura de nouvelles appli-
cations ^+, v- : V-^S2^—FV, et F est définie de manière que
L(y+(Sk), Si) == o pour tout (k, Z). Soient de nouveau rri, ...,
x^çHr/ÇS2^1—FV) les classes telles que L(Xi, F^) = c^y. On a alors

^(y-S1-^^5^^^
7

=^W&) +^^S,, F^y+S^7^)^
/ k l

= ̂  (̂ . + ̂ 7 + (— l)^1^^-)^ = ̂  ̂ 7^-.

7 7

II en résulte, comme on l'a vu au paragraphe 4, que ^(S27^—F(b V))

admet la présentation (Xi, ..., Xy.\ ̂ .(ta.ij + (—i^ayOrCyV Le théo-
\ / /

rème 11.3 est démontré.

REMARQUE. — On n'a utilisé l'hypothèse q ̂  3 que pour garantir
7ri(&V) = j i }. Si la matrice a-{-a' est assez simple pour qu'on puisse
construire une variété V4 de bord S'\ la démonstration ci-dessus fournit
un 3-nœud f : S'-^S3 tel que ^(^—/•(-S3)) ̂  J, et ^^—{(S-)) ̂  A.
C'est le cas par exemple si a +a' = diag(l7, U, ..., Î7), où

U ' o i
< I 0 ,

On peut alors prendre pour V la somme connexe de - a copies de S2 X -S2

privée d'un 4-disque ouvert.
BULL. SOC. MATH. — T. 93, FASC. 3. 17
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CHAPITRE III.

Cobordisme des nœuds.

1. Les groupes de concordance et de cobordisme.

On dira que deux nœuds fo, fi : S^'—S^2 sont concordants s'il existe
un plongement difîérentiable f : Sr^x 1 -> S^'2 x 1 tel que

(1) f(x, o) =(fo(x), o), f(x, i) =(f,(x), i), et si f satisfait aux
deux conditions suivantes de bonne position

(2) f^ X int I ) c S^2 X int J,
(3) {(S" x I ) rencontre le bord de S^2 x 1 orthogonalement. (En

d'autres termes, la restriction à Snx bl du fibre normal de f coïncide
avec le fibre normal de f\SnxbI dans S^xbl.)

La concordance est une relation d'équivalence. On désignera par G,*,
l'ensemble des classes de concordance des n-nœuds.

Avant de démontrer que C^ est muni d'une structure de groupe
abélien, introduisons le cobordisme proprement dit. On dira que deux
n-nœuds fo, fi sont cobordants s'il existe un difïéomorphisme h :
5^—^ 5" de degré +i tel que foh et fi soient concordants.

Le cobordisme est également une relation d'équivalence. On désignera
par Cn l'ensemble des classes de cobordisme des n-nœuds.

LEMME III. 1. — Les ensembles C^ et Cn sont munis de structures natu-
relles de groupes abéliens. L'application surjectiue évidente C^-> Cn est
un homomorphisme.

Pour démontrer le lemme nous introduirons encore la notion de
n-disque noué. Un n-disque noué cp : (Dn, S^1) ->• (D^2, S^) est un
plongement difîérentiable dont la restriction cp AS'7'"1 au bord de jD"
est le plongement canonique S^-^S^1, et tel que çp(D") rencontre ̂ +1

orthogonalement. Deux n-disques noués sont concordants s'il existe un
plongement ^ : Dnx J—^û^x 1 tel que

^(x, o) --= (cpo(^), o), ^(x, i) = (cp,(.r), i),

C» [ «S1'1"1 x I se réduit au plongement canonique et ^ (D71 x I ) rencontre
la variété avec coins bÇD^-xI) orthogonalement. (Cette notion a un
sens car le fibre normal de €> est bien défini, même le long des coins
S^xbl). Bien entendu, la concordance des n-disques noués est une
relation d'équivalence.

LEMME III. 2. — Un n-disque noué 9 : D'^D^2 détermine uniuo-
quement un n-nœud f : S^'-^S^2. On obtient ainsi une correspondance
biuniuoque entre les classes de concordance de n-disques et de n-nœuds.
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Soit cp : Df^->Dn+2 un n-disque noué donné. En identifiant Dn,
resp. D^2, avec les hémisphères £^, resp. E^2, de ^, resp. S^2, et en
prolongeant cp à l'aide du plongement canonique El-^E'^2, on obtient
un n-nœud f : Sn->Sn+2 univoquement déterminé par cp. (On suppose
qu'on a choisi une fois pour toutes une manière d'identifier, avec préser-
vation de l'orientation, le disque D^ avec un hémisphère déterminé E^.
de 5 .̂) Il est facile de voir que tout n-nœud est concordant (en fait
difîéotope) à un n-nœud obtenu de cette manière. Il est également évident
que la concordance de deux 72-disques implique la concordance des
n-nœuds correspondants. La réciproque peut se démontrer comme suit.
Soient /'o, fi : Sn^Sn+2 deux n-nœuds concordants. On peut supposer
que fo El = fi [ El est le plongement canonique. Soit alors f :
SnxI->Sn+2xI un plongement donnant la concordance de /*o et fi.
Il s'agit de remplacer f par un plongement se réduisant au plongement
canonique sur Elx J. Soit aç.El le centre de El. Le plongement f\ ax 1
est difîéotope au plongement canonique (car n > o). On peut d'ailleurs
supposer que la difîéotopie F s (a, t) est indépendante de s pour o ̂  t < s
et i — £ < ^ ^ i . (Il suffit de supposer que f se réduit à l'identité sur
la variable t dans ces intervalles,, z étant petit et positif.) Soit Ui, . . . , v.n
un n-repère fixe tangent à S"- en a. En utilisant la propriété du relè-
vement des homotopies, on construit un champ de n-repères Ui (s), . . . ,
vin(s) normaux à la courbe F,:(ax I ) pour tout s(o^s^i), et qui,
pour s === o, sont les images de Uj, . . . , vin par la dérivée de f. On peut
en outre construire les Ui(s), . . . , vin(s) de manière que u/:(i) soit l'image
de vL/c par la dérivée du plongement canonique de El x 1 dans S^2 x 1
(k = i, ..., n). En effet, pour réaliser cette condition, on rencontre une
seule obstruction qui est un élément de TCi(Vn+2,n), où Vn+2,n désigne
la variété des n-repères dans R^2. Or ce groupe d'homotopie est nul.
Il est alors facile de prolonger F,, en une difîéotopie entre f \ E'1 x 1 et le
plongement canonique El x 1 ->- S^2 X J. En utilisant un théorème de
Thom (cf. Theorem 1.1 de [14], et également [17]), il s'ensuit qu'il existe
un difféomorphisme T : ^S1'24"2 X 1 -> S^2 x 1 se réduisant à l'identité dans
le voisinage de / = o et t=i, et tel que Tf\EnxI soit égal au
plongement canonique. On peut en outre s'arranger pour que
Tf^x I ) c E ^ x I . La restriction de Tf à E'^x 1 fournit alors la
concordance désirée entre f\E^x(o) et f\E^.x(î).

Le lemme III. 2 fournit immédiatement la structure de groupe sur C/*;.
Soient fo, fi deux n-nœuds et cpo, 9i des n-disques noués associés. En iden-
tifiant D71 avec E^. et E'I par des difféomorphismes préservant l'orien-
tation, on obtient deux plongements /+ : E^-^E^2 et /L : El-^E^2

(essentiellement cpo et 91) dont la réunion f : S'1-^ S^2 est par défi-
nition la somme de fo et fi. La classe de concordance de f est univo-
quement déterminée par celles de fo et fi. On obtient donc une opération
bien définie sur G/*,.
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Le plongement canonique i : S'1-^ S^2 représente l'élément neutre
o e G/*,. Pour définir l'opposée de la classe de concordance d'un n-nœud f :
Sn-^Sn+2, on passe à un n-disque associé cp : E^—^E^2 et on l'envoie
par réflexion sur cp^^cpri : E^-^E'^- (fi et r^ étant les réflexions
par rapport aux plans des équateurs E^f^E^ et E^2 n JS^2 respecti-
vement). Le n-disque cp7 détermine un n-nœud f : Srl—>Sn+2. II est
évident que f+f a pour classe de concordance 0. Il n'est pas très
difficile de vérifier que l'addition des classes de concordance est asso-
ciative. L'opération somme induite sur G/*, détermine donc une struc-
ture de groupe. On vérifie que C,*̂  est un groupe abélien. (Il existe une
rotation h : ^+2 — S734-2 qui envoie E^2 sur E^2 telle que ht == i, où i :
gn_^ gn+2 çg^ ^ plongement canonique.)

La même opération induit une somme commutative sur C^. (On a
un analogue du lemme 11.2 pour le cobordisme, et qui d'ailleurs découle
du lemme 11.2). Il est alors clair que l'application surjective C^->Cn
est un homomorphisme.

2. Relation entre C; et CL

On utilisera les notations de [10]. En particulier, 6^ dénote le groupe
des classes de Ti-cobordisme des n-sphères d'homotopie différentielles.
(On sait d'après SMALE [20] et CERF [2] que Qn s'identifie pour n ̂  4
avec I\, le groupe des difîéomorphismes de degré + i de -S71"1 sur elle-
même, modulo le sous-groupe normal des restrictions à -S""1 des difîéo-
morphismes de jD".) bPn+i est le sous-groupe de 6^ formé des classes
de A-cobordisme représentées par des n-sphères d'homotopie différen-
tielles qui bordent une variété parallélisable.

THÉORÈME III. 3. — Pour n ̂  5, on a C^ ̂  Cn. Pour n > 6, l'appli-
cation naturelle C/^ —^ Cn-i se plonge dans la suite exacte

0-->Qn/bPn+ï-> C^.i-^C/î-1-^0.

J'ignore la nature de l'extension.
La détermination de bPn+iC^n qu'on trouvera dans [10] fournit

quelques valeurs explicites de Qn/bPn+i pour les petites valeurs de n.
On peut extraire de [10] le tableau suivant :

n............. 6. 7. 8. 9. 10.

e./^Pn+i...... o o z^ z,+z. z,
n............. 11,, 12. 13. 14. 15.

e^p^i...... o o Z3 Z2 Z2
n......... ... 16,. 17. 18. 19.

Ô^P^i...... Z, Z2+Z2+^2 Z2+Z2 Z2
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Soit Difî (S'1) le groupe des difîéomorphismes ^ -^ S11 qui préservent
l'orientation. Ceux d'entre eux qui se prolongent en un difîéomorphisme
D^1 —^ D^1 forment un sous-groupe invariant de Difî (5^). On dési-
gnera comme d'habitude par I^+i le groupe quotient qui, comme on
sait, est abélien.

Soit f : S'1—^ S^2 un n-nœud. On obtient des nœuds cobordants à f
en formant fh : S"-^ S^-, où h : S'1 -> Sn est un difîéomorphisme de
degré + i-

Si l'application Ai/^1 : S'1^ S'1, ho, hyç. Difî (S71), se prolonge en un
difîéomorphisme du disque, elle se prolonge en un difîéomorphisme H :
j)n+i_^j)n+i qm laisse fixe le disque -D'^1 de rayon -• (Lemme de

R. PALAIS et J. CERF. Cf. theorem 2.3 de [14].) Donc si h, et h, eDifî^)
représentent le même élément de Tn+i, alors fho et fhi sont concordants.
On a donc une action de I\+i sur Vensemble des éléments de G/*,. (Il est
évident qu'une concordance de fo et fi entraîne la concordance de f^h
et fi h quel que soit le difîéomorphisme h : S'1—^ S'1.)

LEMME III. 4. — On a la formule

(fh)=(f)+(ih),

où ( ) désigne la classe de concordance et i : S'1—^ S'^2 est le plongement
canonique.

On peut supposer que f\En. se réduit au plongement canonique.
D'autre part, en utilisant le lemme de Palais et Cerf déjà cité, on peut
supposer que h \ E". est l'identité. La formule résulte alors immédia-
tement de la définition de la somme (f) + (ih).

COROLLAIRE III. 5. — L'application

r^-^c;
induite par h -> (ih) est un homomorphisme.

Je dis que l'image de Tn+i est égale au noyau de C^-^ Cn. En efîet,
d'une part tout élément (l'A) e C^ est cobordant à i par définition. Réci-
proquement, si (/ ')eKerj C^->Cn], il existe un difîéomorphisme h
tel que (fh) = o. Le lemme II 1.4 fournit (f) ==-— (ih) € Im {Tn+i — C; j.

On a donc la suite exacte

r^^c;-c,^o.
Si n ̂  5, Tn+i = 0. Donc C;^ Cn. (Ti == 0 est évident; T.. = 0 est

élémentaire en passant au revêtement universel; il est bien connu que
r:3=0 (cf. [21]); l'isomorphisme I\ = 0 est dû à J. CERF. (Cf. [2]);
r., = os = 0 et T, = Oc = 0 d'après SMALE [20], et [10].)
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Si n > 6, on peut identifier Tn avec 9^ d'après le théorème de Smale
déjà mentionné. On va voir que le noyau de l'homomorphisme 6,,^ C;_i
est formé des classes de A-cobordisme de n-sphères d'homotopie diffé-
rentielles qui bordent une variété parallélisable, i. e. le noyau de
Qn->C^ est exactement bPn^.

Soit h : S^-.S^-1 un difféomorphisme représentant un élément
de r, et supposons que ih : S-1-^ S^ soit concordant au plongement
canonique. Cela signifie que ih se prolonge en un plongement H :
Dn-^Dn+\ Si l'on identifie D11 (resp. D^2) avec E11 (resp. £^+2), et si
l'on prend la réunion E^uHÇE-) dans E^-uE^2 = S'1^-, on obtient un
plongement dans S^2 de la n-sphère d'homotopie différentielle
îirt= E^uHÇE^ Or, ^ représente dans O/, l'élément correspondant
à h dans I\ (par définition de l'isomorphisme r,,-^ 6^). D'autre part,
il est bien connu qu'une sphère d'homotopie différentielle ^ se plonge
dans S'^2 si et seulement si elle est le bord d'une variété parallélisable.
(Cf. [8]. La moitié de cette assertion a été démontrée ci-dessus •
lemme II. 10.)

Inversement, si s71 est une n-sphère d'homotopie différentielle qui
borde une variété parallélisable, elle se plonge dans S^2 comme on
vient de le rappeler. Or ^n est obtenue en attachant E^ et El le long
de leurs bords par un difféomorphisme h : S'1-^ 5'"-1. Puisque s^ se
plonge dans ^+1, le plongement ih : 5/^-l— S'^ se prolonge en un plon-
gement du disque H : D'^D^2. Cela veut dire que ih est concordant

au plongement canonique. ( On peut modifier H pour le faire coïncider

avec le plongement canonique sur ^D72.) Il en résulte que les éléments2 /
de bPn+i sont envoyés sur o dans C;_i. Le théorème III. 3 est complè-
tement démontré.

3. Détermination de C:̂ .

THÉORÈME III.6. — C.2À=o pour k^, i.

Soit •/': S^-^S2^2 un 2 À-nœud. On a vu qu'il existe une sous-variété
orientable, connexe V^cS2^2 telle que b V= /•(5^) (lëmme II. 10).
Pour démontrer que fÇS2^ est le bord d'une sous-variété contractile
de D2^3, ce qui démontrera que C._h = o, on va tuer les groupes d'homo-
topie de V2^1 par modifications sphériques.

Supposons tout d'abord k > i. La démonstration pour k = i sera
donnée en fin de paragraphe. Puisque V est stablement parallélisable
et de dimension impaire, il existe une suite de modifications sphériques
avec champ

v=>v^...^v,
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telles que Vy soit stablement parallélisable et ^-connexe ( ï ^ q ^ k ) .
Vk est donc un (2Â-+ i)-disque (c/*. [10], theorem 6.6). Le problème est
de plonger V/c dans JD2^3 de manière que l'image de son bord coïncide
avec /'(51^). On obtiendra ce plongement en réalisant chacune des modi-
fications sphériques de la suite ci-dessus dans D2^3.

Nous allons décrire tout d'abord la réalisation dans D2^3 des modi-
fications sphériques du passage de V a Yi. Soient cp, : S1 xû^-^ intY
les plongements (d'images disjointes) qui définissent ces modifications.
On peut prolonger 9, | 51 X (o), où oeû^ désigne le centre du disque,
en des plongements ^ : D^-^D2^ dont les images sont disjointes.
(Il est suffisant pour cela que k soit ̂  i.) On peut en outre demander
que ^(û2) rencontre le bord de D2^3 orthogonalement, et que
^(intû^cintû2^3. Il s'agit d'étendre ^ à des plongements
D^-xD^^D2^ que nous noterons encore ^-, tels que ^ | S^xD^ == cp;.
Pour cela on observe que 9; détermine une trivialisation { Ui, .. ., u^ {
du fibre normal de 9, | S1 x (o) dans Y. Soit 112^+1 le champ de normales
à V2^' dans S'2^2. On essaye de prolonger le champ j Ui, ..., 112̂ , 11.2̂ +1 }
comme champ de (2 A- + i)-repères normaux au disque ^z(D2). Il y a
une seule obstruction qui est une classe d'homotopie "p dans 7:1 (SO^i)'
Or, ^ est stablement nulle, i. e. s'envoie sur o dans ^ï(SO) car si l'on
plonge D2^3 dans un espace euclidien de grande dimension, la modi-
fication que nous sommes en train d'essayer de réaliser dans D2^3

s'identifie avec la modification abstraite ^(9;) qui est par hypothèse
une modification avec champ. Comme Tri^C^+i) est un groupe stable,
il s'ensuit que ^ = o. Il n'y a donc en fait pas d'obstruction à pro-
longer ^i : D2-^!)2^3 en un plongement ^ : Û'-XÛ^-^D2^3 tel que
^ S1 X D^ = cp;. On construira ces prolongements de manière que leurs
images soient disjointes. Après avoir arrondi les angles (nous faisons
cette opération avec quelques détails ci-dessous), on obtient donc un

plongement /V—^^xintû^u [j ^-(û2 x 52^-1) de la variété
\ i ) i

modifiée Vi.
Il sera commode de considérer û2^3 comme sous-disque de aD2^3,

le disque de rayon 2, et d'introduire W == Y X I naturellement plongée
dans aD2^3 comme sous-espace de aD2^3 — intjD2^3 par l'identi-
fication avec .S^-^xJ. On notera que la construction précédente nous

fournit une sous-variété avec coins Wi=Wu \^J ^(^xû2^ desD2^3.
i

Supposons maintenant que les modifications Y =^> Yi =»...=> Vy-i
aient été réalisées dans D2^3 (q ̂  2), i. e. supposons qu'on ait obtenu
une sous-variété Wy-i (avec coins) de sû2^3, réunion de W et des anses
successives des modifications de la suite V =^> Vi = = > . . . =^> Vy-i plongées
dans Û2^3. [On suppose par récurrence que la variété Wy-i n'a pas
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d'autres coins que le long du nœud donné /'(-S1^).] Soient 9, :
S^xS^-^-^Vq-i les plongements (d'images disjointes) qui définissent
les modifications sphériques du passage de Vy-i à Vy. On se propose de
prolonger les cp, S^ x (o) en des plongements 4^ : û^4-1 -> D2^ — intWy-i
dont les images sont disjointes. On peut certainement prolonger les
9, | S^x (o) en des plongements dans jD2^3 (q ̂  k). Comme Wy-i nû2^4-3

se rétracte par déformation sur une réunion de cellules plongées
dans D2^-3, de dimensions inférieures ou égales à q, il existe des plon-
gements ^i : 2>7+1-^.D2À:4-3—intWy-i prolongeant cp, ^x(o). On peut
supposer que ces plongements ont leurs images disjointes car
2^ + I) < 2Â: + 3. D'autre part, il est commode pour éviter d'avoir à
arrondir des coins supplémentaires de demander que la dérivée radiale
de ^ le long du bord de D^1 soit tangente à Wy_i et normale à Vy-i
(i. e. coïncide avec la normale intérieure de Vy-i dans Wy-i). Il reste à
prolonger les ^ en des plongements

D^ xû^-^^û^—intWy-i

que nous noterons encore 4^, tels que ^; [ S7 X JD2^-^1 = 9;. L'argument
est le même que dans le cas où q == i. Soit Ui, . . . , UsÂ-y+i la triviali-
sation du fibre normal de cp, [ ̂  X (o) dans Yy-i déterminée par cp;,
et soit vi-ik-q+2 la normale à W<y-i dans sû2^3 restreinte à c^(^x(o)).
Comme le disque ^(D'74'1) a dans D2^3 un fibre normal trivial, l'obstruc-
tion (unique) pour prolonger u^, ..., Us^-y+s comme champ de repères
normaux à ^i(D^) est un élément y^eTT^C^-^). Comme pour
^ = = 1 , cette obstruction est stablement triviale. Or, TT^ (SO-ik-q+ï) est
stable pour q^ik—q. On peut donc prolonger ^ en un plongement

^ : jD^1 x D^-^ -^ D2^3 — int Wy-i

tel que ^; | S^ X D^-^1 = 9,.

Soient alors Ui, ..., Uy+i, 1:1, . . . , i/s^-y+i, w les coordonnées dans le
voisinage de ^•(I)y+l xD^-^1) définies par ^ et la normale à
^(IX^xû24--^1) dans £)^+3. Dans l'ouvert U où ces coordonnées sont
définies, on peut supposer Wy_i donnée par les équations w == o,

^("O2^!. On désignera par (^/+1) la sous-variété à bord de U définie
î

par w = o,

^(uO^i+s, ^(^^adul),
^ /

où la fonction numérique monotone croissante a(f), o^t^i, est
égale à s > o pour o^t^i—s, et tend vers l'infini pour t->i.
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La réunion Wy==W^-iU ^J (^F1) est une sous-variété difîérentiable
i

de sD2^3, et V^ est difîérentiablement plongée dans û2^3. Le théo-
rème II 1.6 est démontré pour k > i.

Pour k == i, il existe encore une variété V3 c 54 dont le bord est l'image
du nœud donné f : S2—^ S\ mais on ne peut plus prescrire une suite de
modifications sphériques qui transformerait V3 en un 3-disque. Pour
éviter la difficulté, on construit la variété fermée M3 = V/bV obtenue
à partir de la somme disjointe V3 + D par identification des bords.
M3 est orientable.

LEMME III. 7. — Toute variété orientable fermée M3 de dimension 3
borde une variété W4 parallélisable.

Ce lemme est bien connu. On sait que M3 est parallélisable. Soit
M^S'^ un plongement de M3 dans S7^3 muni d'un champ u de
m-repères normaux. La construction de Thom appliquée à (M3; u)
fournit une application h : S7^3 — S " ' qui est une fibration de fibre M3

au-dessus du complémentaire d'un point a^e^. Or, on sait qu'en
modifiant u dans le voisinage d'un point de M3 par une application a :
(D3, S2) —^ (SOm, i), on remplace la classe (h) de h par (h) ± Ja, où J :
7i:î(SOm) -> 7:̂ 4-3 ('S'"') est l'homomorphisme de Hopf-Whitehead. (Le
signe est déterminé par les dimensions. Cf. [7].) Comme cet homo-
morphisme est surjectif (dans ces dimensions), on peut par un choix
convenable de a remplacer u par un nouveau champ v tel que la construc-
tion de Thom appliquée à (M3; v) fournisse une application h : S"1^—^ S7"
homotope à o. Soit alors H : D^^—^S"1 un prolongement de h qu'on
peut supposer difîérentiable. Il existe alors un point a e S111 — a* qui est
valeur régulière de H et h simultanément. L'ensemble H-^a) est une
variété de dimension 4, de bord M3 dont le fibre normal dans D^4 est
trivial. Il s'ensuit que la composante connexe W4 de H-^a) conte-
nant M3 est parallélisable. C'est la variété demandée.

Soit ^ : W'->R une fonction de Morse-Smale sur W4 telle que M3

soit variété de niveau de ^ (cf. chap. II, § 2). La fonction ^ fournit
une décomposition en anses de W4 de la forme

w4 = M3 x i +^w) +2(?)) +2<^) + (^)-
i j k

Rappelons que M3 a été obtenue à partir de V3 de bord S'2 par adjonc-
tion d'un 3-disque U'\ On peut supposer que les images de cp^, cpj et cp^.
sont disjointes de U'^x^ï). (On déformera les plongements ci-dessus par
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difïéotopie pour qu'il en soit ainsi si cela est nécessaire.) On obtient
ainsi une variété à coins

Wo = V x / +^W) +2(9)) +2j<^
i k

dont le bord est formé de V'-^x (o), bV^xI et d'un 3-disque. (WS a des
coins le long de bVxbI.)

On désignera par Xp la réunion de V0' x I et des anses d'indices infé-
rieurs ou égaux à p, et l'on observera que bX^ est la réunion de V3 x(o),
b V3 X I et de Ya qui est difïéomorphe à la somme connexe d'un nombre
fini de copies de S1 X S2 privée d'une 3-boule. On se propose de plonger
successivement Xo= V^xJ, puis Xi, Xa dans £)5 par des plongements
qui se prolongent mutuellement et qui prolongent V'^X^cS^ Il ne
semble pas possible en général de plonger X3 de cette manière, mais
on pourra transformer Ys en un 3-disque par des modifications sphé-
riques dans £)5, ce qui conduira à un 3-disque de D° dont le bord sera
l'image f^S^cS^ du nœud donné.

Il n'y a pas de difficulté à plonger Xo = Y3 x I comme demandé.
On prolongera ce plongement à un plongement de Xi, puis Xs par la
méthode du début du paragraphe.

Pour passer de Y2== 6X2—(V3 X (o) u bV3 X I ) à un 3-disque plongé
dans D\ il suffit de remarquer qu'au lieu de tuer 7:2 (Y>) à l'aide des
anses (cpi.) qu'il serait difficile (ou impossible) de plonger dans D3, on
peut aussi bien tuer ^(Ys) à l'aide d'anses d'indice 2 pourvu qu'on ait
soin de choisir des plongements

^: ^xD^Y,

qui représentent un système canonique de générateurs de 7Ti(Y2).
(On rappelle que Ys est une somme connexe de copies de S1 x S2 privée
d'une boule de dimension 3.) Or, ces modifications sphériques peuvent
se réaliser dans D3 par la méthode du début du paragraphe. Elles trans-
forment Y2 en un 3-disque de D3 dont le bord est /'(-S2). On a donc
bien Ça = o, ce qui achève la démonstration du théorème II 1.6.

4. Étude de Ca^-r

Soit f : s2^1-^ -S2^1 un plongement difîérentiable, où s2^-1 est une
(2 À:—i)-sphère d'homotopie différentielle. Soit U un voisinage tubu-
laire ouvert de /'(s2^1) dans S2^1. La variété différentielle compacte
X = S2^ — U ayant l'homologie du cercle, on peut lui associer la
torsion de Reidemeister de son revêtement infini cyclique X.
(Cf. J. MILNOR [16], lemma 4.) C'est un élément r(/') non nul du corps Q(t)
des fractions rationnelles à une variable t sur le corps des nombres
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rationnels, défini à la multiplication par un élément de la forme ± ^
près (reZ). On posera A(f) =-. (t— i).T(f).

Soient
90 : £^-1 -> E^ et îpi : E^-1 -> El^

deux disques noués, f, et /\ ;: ^-i-^ 5^4-1 les nœuds correspondants,
et f: S'^-1-^ S2^1 le nœud somme de f, et /•I (f\ E^ = cpo, /•| E^-1 = (pi.)

LEMME III. 8. — A(f) = A(/o).A(/\).

Soient Î7 un voisinage tubulaire de f(S2k-l) dans ^S2^1, et [/o, ï/i
des voisinages tubulaires de /•o(S2^-1) et /•i^-1) respectivement. Posons

Î7+= [/nE:^1, U-=Ur\E2.k+l,
X == S2^ —U, X,= E^ — U^, X, = EL^ — U-.

Les espaces 5^4-1 — U, et X, ont le même type d'homotopie simple,
i = o, i. Donc T(^) = T(X,), où X; est le revêtement infini cyclique
de X,, et T désigne la torsion de Reidemeister. On a X = X o U X ^ ,
X = Xo U Xi et K = Xo n Xi est le revêtement infini cyclique (uni-
versel) de K = XonX,. D'après ([15], lemma 4), on a

T(X, K)=T(Xo,K).T(Xi ,K),

et
T(X, K)=T(X)/T(K),

T(X,, K) = T(XO/T(K) (i = o, i).

Or, K a le type d'homotopie simple de S1. Donc r (K)=(f—i)- 1 .
On obtient la formule A (f) =-. A (/-o). A (f,) en combinant ces égalités.

LEMME III. 9. — Si f : ̂ -1--^ S2^1 est de classe de cobordisme triviale,
alors ^(f)=(t—i)T(f) est de la forme R^.R^), où R(t)eQ(t).

La démonstration est la même que pour k = i (cf. [4]). On peut
supposer que la classe de concordance de f est triviale. Soit alors F :
D^-^D'2^- un plongement différentiable prolongeant f, tel que F(û^)
rencontre bD2^2 orthogonalement, et FOntû^cintI)2^9. Soit U un
voisinage tubulaire ouvert de F(D2^). L'espace Y = D^+2 _ jj
est une variété combinatoire compacte dont le bord est XubU, où
X == S2^1—(Ur^S2^). [On peut supposer que Ur^S2^ est un voisi-
nage tubulaire de /'(.S'-^-1) dans ^S1^4-1.] La variété Y ayant l'homologie
de S1, son revêtement infini cyclique possède une torsion de Reidemeister
^(0^0(0. Le théorème de dualité pour la torsion de Reidemeister
fournit

T(bY)=R(i).R(t-i),



268 M. A. KERVAIRE.

car la dimension de Y est paire (cf. [16], theorem 2). Or, 6 Y est le revê-
tement infini cyclique de Xu bU, et l'on trouve sans difficulté, en utili-
sant ([15], lemma 4),

T ( 6 Y ) = T ( X U & U ) = T ( X ) . T ( 6 U ) / T ( 6 X ) = T ( X ) . ( Z — — l ) - S

car r(6X) est égal à la torsion du revêtement infini cyclique (universel)
de S^S2^ qui est égal à i, la caractéristique d'Euler de S2^-1 étant
nulle (cf. [15], theorem B). On obtient donc

r(bY)=^(f).(t-i)-\
Le lemme III. 9 s'ensuit, en remarquant que (t—i)2 est de la forme
R(t).R(l~ï), à la multiplication par ± f près.

En combinant les lemmes II 1.8 et II 1.9, on obtient

LEMME III. 10. — L'application f->^(f) induit un homomorphisme

A : C^-^QWIW,

où Q(ty est le groupe multiplicatif des éléments non nuls de Q(t), et W
le sous-groupe de Q(ty engendré par ± t'\ reZ, et les éléments de la
forme R(t).R(t-1) avec R(f)çQ(t).

Si f : S2^ -^ S2^ satisfait à l'hypothèse (H/,) du chapitre II, i. e.
si 7^,(52^+l—/•(5'2^-l))^7^,(5(l) pour i < k, où /c^ 2, on a vu-que
le Z[J]-module A ^ n^S2^1—f^S^-1)) a une présentation d'excès
nul (cf. théorème 11.3). Soit AA(O son déterminant (chap. II, § 2).

LEMME II 1.11. — Sous les hypothèses précédentes, on a

^(f)=(^(t))^,
où z(n) = (— i)\

En effet, soit U un voisinage tubulaire ouvert de f(S2/c~l) dans S2^1.
Posons X == S2^ — U. Comme TT.X ̂  7r,(51) pour i < k, X admet
une décomposition en anses de la forme

X=D^ + (^) + ((pf) +... + (cpâ) + (cp^1) +... + (pâ^),

où les anses (cp^) sont trivialement attachées (cf. lemme 11.9). Par défi-
nition, T(f) est la torsion de Reidemeister du revêtement infini cyclique
(universel) X de X. On notera Xy la réunion des anses d'indices ^ q
dans la décomposition de X ci-dessus, et Xy la partie de X au-dessus
de Xy. L'espace Xy est aussi le revêtement universel de Xy pour ^^ i.
L'homologie de X est donnée par l'homologie du complexe

o<-^o(Xo)^-Jîi(Xi, X o ) — o — . . .

. . . <- o ̂  Hk (X,, XQ i H^, (X, X,).
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Soient x\ x ' , x^, ..., x^ x^^ .. .,x^1 les classes d'homologie (relatives)
de relèvements des âmes des anses de la décomposition de X ci-dessus.
(Les indices supérieurs indiquent la dimension, ou, ce qui revient au
même, l'indice de l'anse correspondante.) On a

dx^ = (t — i ) x° et dx^ = V dij x^.
/

Si l'on prend le produit tensoriel du complexe ci-dessus avec Q(t), ce
complexe devient acyclique, et i:(f) est donné par

T(f) ^(deta)8^1).^—!)-1,

où a désigne la matrice (a/y). Le lemme III. 11 en résulte.

THÉORÈME III. 12. — Polir k ̂  i, le groupe C.^—i n'est pas de type fini.
Pour k == i, voir [4]. Supposons k ̂ 2. Toute fraction rationnelle

réciproque FçQ(t), c'est-à-dire telle que F(t~1) = ± t' F(t), se projette
sur un élément d'ordre 2 (ou égal a i ) dans le quotient Q(0*/W. Pour
voir que Cs^-i n'est pas de type fini, il suffit donc de mettre en évidence
une infinité de fractions rationnelles de Q(Q* dans l'image de C^-i dont
les classes mod W soient distinctes.

Pour k impair, on considère le Z[J]-module A de présentation
(.Ki, Xz\ m (t — i) Xi + Xï, — tXi + (t — i) Xï), où m est un entier positif.
Une vérification immédiate montre que A satisfait aux conditions du
théorème 11.3. Il existe donc un plongement f : s2^ •— .S'2^1 tel que
^.(5'2^1 — /'(ï^-1)) ̂  7r,(5'1), et A ^ Tr^^4-1 — /'(s^-1)). On vérifie
facilement que la construction du nœud f au chapitre II (§6) conduit
ici à s = ^S^-1 pourvu que m soit pair. [La forme quadratique
sur Za + Zî définie par Q(x) === x'ax, où a est la matrice d'ordre 2 dont
les lignes sont (m, o) et (— i, i), a pour invariant d'Arf la réduc-
tion^mod 2 de m.] On a

A(0 ==MQ = m f — ( 2 m — i ) f + m .

Pour À: pair, on part de la matrice

û = (ûv) ==

o o m m
i o i i

—m —i o o
—m —i i o

et l'on forme le Z[J]-module A de présentation

/^i, x._, x-^, a-4; ̂  (toy + a/0^7^
V / /
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dont il est immédiat de vérifier qu'il satisfait aux conditions du théo-
rème 11.3. La signature de la forme quadratique définie par a 4- a'
étant nulle, il existe un (2 A-— i)-nœud f : S2^1 -> S2^1 satisfaisant à
l'hypothèse (H^), et tel que n^S2^ — f^-1)) ̂  A. (Pour À- = 2,
cf. remarque au chapitre II, § 6.) On a

A(f) == (A^(0)-1 = (mt^—(^m—i)t2 + m)-1.

Les polynômes mt2—(<2m— i) t + m se projettent sur des éléments
deux à deux distincts de Q(0*/W. En effet, soit P un polynôme en t
de la forme ± ^^(^..R^-1), et supposons que P admette une racine
non réelle 6 telle que [ 6 [ == i. Alors 6 = 6-1, et 6 est racine multiple
de P. Or, les polynômes mt2—(2m—ï)t -}-m ont toutes leurs racines
non réelles et de module i (m > o), et ils n'ont pas de racine commune.
Aucun produit (mt2— (2 m — i) / 4- m) (ni2—(2/2— i) t + n), m ̂  n,
ne peut donc être de la forme ± t1^ R(t).R(t~1). Les projections de
mt2— (2 m — i) t + m, m == i, 2, 3, . . . dans Q(tY/W sont donc deux
à deux distinctes. Il en est de même des polynômes m/4—(2 m—i)/ 2 +/n,
donc aussi de leurs inverses.
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