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PROLONGEMENTS DU CHAMP DE SCHWARZSCHILD;
PAR

Jean-Marie SOURIAU (1).

Sommaire. — On sait que M. KruskaAL a découvert en 1960 un prolongement
analytique maximal du champ de gravitation de Schwarzschild.

Nous généralisons ce résultat, en étudiant le probléeme avec une constante cosmo-
logique non nulle, et en construisant plusieurs prolongements analytiques essentiel-
lement distincts (notamment une famille 2 un paramétre).

Une interprétation astrophysique est peut-étre possible, mais certainement trés
surprenante.

Notations. — Indices grecs = 1, 2, 3, 4; indices latins = 2, 3, 4.
t=ux'; T =% y=2a>* z=21a'
r=vae+y -+
x =rcosfcosy; y =rcoslsing; z = rsinf.

1. Une solution de l'équation d’Einstein.
Si l'on pose a priori
(1) ds* = o (r) dt* + 2 dt dr + dr*—dx*— dy*— dz?,
on définit une structure riemannienne hyperbolique normale sur un

ouvert (E (R* privé de la droite x = y = z = o); on notera que le déter-
minant de la matrice des ¢y, est égal & — 1, quelle que soit la fonction «.

Le calcul du tenseur de Ricci donne

o’ o’ af a—1
(‘2) Rlp. == l? + ?] glp.; le = [7 + ) ] gim;
par suite, les tenseurs Ry et ¢y, seront proportionnels si
a”  a—1
G) 2

(1) Laboratoire de Relativité, Faculté des Sciences, place Victor-Hugo, Marseille, 3e.
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le coefficient de proportionnalité A est alors constant (?); la résolution
de (3) donne d’ailleurs

“) oz(r)=1-—g-{-1§‘\r‘Z (b, A = Cte);
par suite, la formule
) ds2=[1—g+%r'lldtz—l-zdtdr—i—dr‘-’—dx'l—dy?—dz?

définit une solution de I'équation Ry = Ag;y, qui est équivalente a
I’équation d’Einstein dans le vide avec constante cosmologique A

(6) Ryy— éR Pu+ Ag=o.

2. Diverses restrictions de la solution précédente.

On peut donner d’autres formes au ds* [form. (5)] par changement
de variables; ainsi, en changeant { en { —r, on trouve

&5t = dt—do'—dy'—dr—| ] — r |Latt—ry

qui montre comment la métrique devient minkowskienne lorsque b
et A tendent vers zéro.

Posons

) f(r) = % c=1+ ()

en utilisant les variables sphériques 0 et o, il vient

®) ds* = a(r) de*— S — ;2 [d0* 4 cos* 0 dg?],

dr*
a(r)
mais cette expression n’est valable que pour les valeurs de r qui
n’annulent pas «; on peut dire que le paramétrage de (8) est singulier pour
les racines de o, ou encore que (5) est un prolongement analytique de (8).

Drailleurs, dans le cas A = o, b > o, on reconnait en (8) le ds* de
Schwarzschild

(9) d32=[1——£;]d72——— drgb—r'l[dO'z—l-cos?Odcp'-’]

r

valable dans le cas a > o, c’est-a-dire pour r > b.

(*) Ceci résulte simplement des identités de conservation de la Relativité.
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On peut aussi définir, dans un intervalle ou « est positif, une fonc-
tion croissante p de r par la relation

do dr
10 - = —,
(xo) e orya(r)
en posant
r. r r
r = —c, = -1, Z=-C,
0" y 0 ¢

et en portant dans (8), il vient
() de=ade—Gdetdetde] (o= VFEr D),

a et % sont des fonctions de p par I'intermédiaire de r; les variables 7, £, v, £
forment donc un systéme orthogonal.

Dans le cas général A 72 o, lintégration de (10) conduit & des fonc-
tions elliptiques; pour A = o, on trouve

b [t
obis) dsm | b | ae | 0| e de g b
= b 0 > [ c] P>4 )
P—|—Z ’

formule qui peut étre utilisée pour comparer avec I’approximation
newtonienne (voir la référence [5]), et fournit par conséquent linter-
prétation classique de b :

2 G

2

(12) b= po

m

(G, constante de la gravitation; ¢, vitesse de la lumiére; m, mesure
gravitationnelle de la masse concentrée a 1’origine).

Dans tout ce qui suit, nous supposerons b > o.

3. Etude des géodésiques.

Revenons a la forme (1) ou (5). Le calcul des symboles de Christoffel
montre que les quantités x/&*—a2*%/ sont des intégrales premiéres de
Iéquation des géodésiques, donc que chaque géodésique est située dans
un « plan » axr 4 by + ¢z = o. Par une rotation dans l'espace z, y, z,
on peut le transformer en le plan z = o, soit § = o. On est alors ramené
a 'étude des extrémales de I'intégrale

(13) f{a[azurm_racpe]ﬁ i,
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¢ étant positif ou négatif suivant le genre des géodésiques. Les méthodes
canoniques du calcul des variations conduisent au systéme du premier
ordre

r=W-—ap, t =p,
(14) . C R SV O

=5 p=ope—
ou C et W sont des constantes d’intégration et p une nouvelle variable
(variable conjuguée de r); le point désigne la dérivation par rapport au
paramétre naturel des géodésiques (défini & wune transformation
affine pres).

Ce systéme admet l'intégrale premiére

(15) B:ap?—sz—i—%

qui est positive (resp. négative, nulle) pour les géodésiques du genre
espace (resp. du genre temps, isotropes).

Notons quelques familles importantes de géodésiques :

— Celles pour lesquelles W = o; elles admettent comme intégrale
premiére la variable = définie en (7) (temps de Schwarzschild); nous les
appellerons donc géodésiques instantanées;

— Les géodésiques radiales isotropes (B = C = o); elles ont pour équa-
tion f(r) ==t = Cte, et s’interprétent comme rayons lumineux entrants
ou sortants; notons que les rayons sortants vérifient { = Cte; dans le
paramétrage (5), lorigine choisie pour la « date » { en chaque
« point » (z, y, z) est donc l'arrivée d’un signal lumineux émis par I'astre
central; on peut aussi remarquer que ¢'* = o, ce qui exprime que les
hypersurfaces ¢ = Cte sont des fronts d’ondes lumineuses;

— Les géodésiques circulaires (r = Cte); elles n’existent que pour
a’ > o; elles sont du genre temps (resp. du genre espace, isotropes)
si r—3b/2 > o (resp. < o, = o).

4. Solution de Kruskal généralisée.

La variation de « est donnée par I'une des deux courbes suivantes (*) :
L désignant la premiére racine de «, on voit que la fonction f(r)
[définition (7)] posséde une singularité logarithmique pour r = L; il est

(*) Nous négligeons le cas olt « serait constamment négatif (Ab*< — §/g); il n’est
possible que si A est négatif et si la masse m est extrémement grande (la majoration
que la mécanique céleste permet de donner a |A| montre qu’il faudrait avoir
m > 10° X masse de la galaxie).
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ot «

(16) L/ /-\* R
/ r /L L\r~

A Yo A <o

donc indiqué d’introduire les fonctions e‘/*)=%] pour repérer les rayons
entrants et sortants, k étant une constante bien choisie. Nous pose-
rons donc

A= e'(‘[f(”)—ﬂ: e~—/\‘i’

(17) | o= eS0T = 20+ = g (r) €,
avec
(18) g(r) = e/ = jp,

Si nous choisissons
(19) k= éa’(L) (k est positif),
la fonction g admettra L comme racine simple; elle aura donc un prolon-

gement analytique continu pour r = L, de méme que les fonctions 2 et p.
Le tableau de variation de ¢ est le suivant : '

(20) r | o L 00 r | o L L*
gr) | g(0) o 7 + oo g1 go) o M+
A>o A<o

on en déduit immédiatement 1’existence et la variation de la fonction
inverse h de ¢; on peut donc poser

(21) r=h0p),

ce qui montre qu'on peut prendre 2 et » comme parameétres a la place
de r et £; il vient immédiatement

(22) ds? = — B (M) d) dp — h(Ap)*[d0° + cos* 0 do?]
en posant
) — 20

ce qui est permis d’aprés (21).
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o et g admettent L comme racine simple; par suite, la fonction 3 est
prolongeable analytiquement, continue et positive pour x> g(o)
[g (o) est négatif]; ce qui donne ’ensemble de définition suivant :

p. rayon T sortant
(24) J/ | rayon entran
L/
JJJ#LJ‘UWJ” {
= J-JH'-‘
r=o0 B N
r=L | N
I r=0

r=[L '

- La région 2 =~ o ne correspond a aucune valeur de r et {; la formule (22)
définit donc un prolongement analytique du ds* [form. (5)] (*).

— Dans le cas \ . o, les variables 4 et p. permettent de donner & r
toutes les valeurs positives [voir le tableau (20)].

Si A est < o, il faudra utiliser une autre carte (systéme de coordonnées)
pour décrire la région r > L*; on peut pour cela recommencer les calculs
précédents autour de la racine r = L*; on pose donc

f W= e =T = e
pre= eI+ Tl = o 20+ = g*(r) et
(25) g (1) = XS0 = *

K= éa’(L*) (k* est négatif),
d’ou se déduit le tableau de variation du prolongement de ¢* :
r | L r + o0 .
6 z 3 z ©)€eR
0 7O Fo w0 L@ DR

et le tableau de variation de la fonction inverse h* de ¢*.

(*) Voir le paragraphe 5 ci-dessous.
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En posant, de méme,

(27) @) = ,@;,L;f%;),

on voit comme plus haut qu’on a
(28) ds? =— 3" (V ) di* dp*— h*(32)?[d0? 4 cos? 0 do?]

dans le domaine suivant [A*p* > g¢*(0)] :

A *

»

rayon | sortant

AN O U ———
rayon entrant

(29) L

7\*

oo W

Y

|
|
|
|
r=L* T
|

r=oo

La aussi, la région 2* < o conduit & un prolongement analytique de (5).
Notons que les points communs & ces deux cartes correspondent aux
quadrants [2> o, . > o] et [A* > o, " > o], les formules de passage
étant

ke L K
(30) V= )\k, IJ.”:}J./" <-E est <0>.

5. Le probléme du prolongement analytique maximal.

Utilisons les résultats et la terminologie de la référence [5]. Nous

‘s . . o rpe
désignerons par @ la racine des tenseurs de variance [2J symétriques
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réguliers de signature +---- [loc.cit., n° (25.38)]; nous appellerons en
abrégé @-variété toute variété sur laquelle est défini un ®-champ analy-
tique (= variété riemannienne hyperbolique normale, de dimension 4,
analytique).

Soit V une ®-variété, ¢ le @-champ qui lui donne sa structure rieman-
nienne. V posséde un atlas composé de carles ,F (p parcourant un
ensemble d’indices I). Si nous posons (%)

F~' o (9) = »9,
2 i
les objets ,9 et ,,C ainsi définis vérifient (Vp, ¢, rel)
»¢ est un ®-champ analytique sur un ouvert ,E de R*;
»C est un opérateur régulier analytique;
(32) ¢ »,C=1,r (=opérateur identique sur I'ensemble ,E);
p G = 4,C;
raCgrC <G5 [rCle (o) <,9 (-

Réciproquement, si nous construisons des ,¢ et des ,,C vérifiant les
axiomes (32), il existe une ®-variété V, munie d’un atlas ,F, tels que (31).
La donnée des ,¢ et des ,,C définit V, 4 une isométrie globale pres.

Soient V et V' deux ®-variétés séparées et connexes (7).

Nous dirons que V' est un prolongement analytique de V (Vc V')

anal

si V est une partie ouverte de V' (munie de la structure induite de
®-variété). On vérifie que les ®-variétés séparées et connexes forment
un ensemble inductif pour la relation d’ordre < (®); le théoréme de
Zorn montre donc que toute ®-variété séparée d;% connexe possede un
prolongement analytique maximal lui aussi séparé et connexe.

Nous nous proposons de construire, grace a l'algorithme (31), (32),
quelques prolongements analytiques maximaux de la variété V définie
par le ds* du paragraphe 1. On montre aisément que tout prolongement
analytique de V est, comme V, solution de I'’équation d’Einstein (6).

6. Construction d’un prolongement analytique maximal.
(6.a) Cas A > o.

(33) TuEOREME. — Pour A > o, la ®-variété V définie, au moyen d’une
seule carte (), par le ds* [form. (22)] est un prolongement analylique

(°) La notation Ag(¢) désigne 'image par A du ®-champ ¢ [loc. cit., n° (15.2)].

(*) Le signe < désigne ici le prolongement d’opérateurs [loc. cit., n° (1.10)].

(") On construit facilement des ®-variétés qui ne sont ni séparées, ni connexes.

(*) En construisant la limite inductive d’une famille totalement ordonnée de telles
variétés.

(°) Cet énoncé, pris a la lettre, est faux; il faut évidemment introduire une seconde
carte au moins pour éviter les singularités des coordonnées sphériques 0 et 7;
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magzimal de la variété du paragraphe 1, donc de la solution de Schwarzschild
généralisée (8).

Pour établir ce théoréme, nous allons utiliser les géodésiques de V,
ainsi que certains invariants de courbure.
R}, . désignant les composantes du tenseur de Riemann-Christoffel,
posons
) YN
(34) Rp.?w =g Rp.v,a’

ce nouveau tenseur, antisymétrique en haut et en bas, peut étre consi-
déré comme définissant un opérateur linéaire R opérant sur l'espace
a six dimensions des 2-formes F suivant la regle

(35) R(F)uy = éRU? F,.

Les valeurs propres de cet opérateur R sont évidemment des fonctions
continues sur toute ®-variété, indépendantes du choix des cartes; on
peut les calculer avec le ds* n° (1); on trouve que R est diagona-
lisable, et que ses valeurs propres sont a’/2 (simple), (ax—1)/r?
(simple), «'/2r (quadruple). Dans le cas (5) ou (22) de V, deux valeurs
propres confluent, elles deviennent

rg (double)

) [r=hGw]l,
> (quadruple)

ar-

(36)

_|_

ol oo

ces valeurs propres tendent vers linfini lorsque r—o[2px-—> g(o)];
ceci va nous permettre de montrer que V n’est pas prolongeable de
ce coté.

Soit, en effet, U une ®-variété connexe séparée qui prolonge analy-
tiquement V. On sait que U peut étre recouverte par des ouverts U,
tels que deux points quelconques de chaque U; puissent étre reliés par
un arc de géodésique. La relation entre points X et X' de U :

[X~X'] < [il existe un polygone géodésique reliant X a X’]

est évidemment une équivalence; par construction, deux points d’un
méme U; appartiennent 4 la méme classe; les classes, qui sont des réunions

par exemple, au moyen du changeur de carte

2C(=.,0): A=>% p->u, 0> Arcsin(cosd sing),

] 2Arctg< sin 0 )

V 1— cos?f sin*¢ — cosf cos ¢

En (6.b) de méme, nous ferons grace au lecteur de ces précisions pesantes.




202 . J.-M. SOURIAU.

de Uj, sont des ouverts deux & deux disjoints; puisque U est connexe
(voir référence [1]), il existe une seule classe; autrement dit, deux points
quelconques de U sont reliés par un polygone géodésique.

Supposons qu’il existe un point X, de U qui n’appartienne pas a V;
soit X, un point de V; il existera alors un polygone géodésique reliant X,
a X,; il y aura sur ce polygone deux sommets consécutifs dont 1'un
appartiendra a V, lautre non; ¢ désignant un parametre naturel de
Iarc en question, I'application F[c— X] vérifiera F(s))€V, F(s)¢V
(g4<< @1); soit o, la borne inférieure des o tels que F(2) & V; F(s.) appar-
tient au complémentaire de V dans U (qui est fermé); il existera donc
un arc de géodésique F, tracé dans V, défini pour o€ (7, o:(, et non
prolongeable dans V pour ¢ =a, ('*); de plus, les valeurs propres de
Iopérateur R ci-dessus (35) resteraient bornées lorsque o tendrait vers
sa limite .

Nous aurons donc montré que V est maximale si nous pouvons établir
la proposition suivante :

(37) Si un arc de géodésique tracé dans V n’est pas prolongeable au-dela
d’une valeur ¢, du paramétre naturel o, les valeurs propres de R ne restent
pas bornées lorsque o tend vers ..

Or cette proposition résulte de la discussion (analogue a celle des
problémes classiques de la mécanique rationnelle) des géodésiques, dont
les équations sont ramenées a des quadratures par les formules (14)
et (15); avec les variables 2 et 1, ces équations s’écrivent

s S ——kip, po—ku|

. C . I 2l C2
(38) G = b= pe—
’r:h().p), B=oap*—apW + g—,

le lecteur pourra vérifier.

(6.b) Gas A < o.

Dans ce cas, il existe des géodésiques (ol r — L*) non prolongeables
en 4 et . au-dela d’une valeur du parametre naturel, sans qu’il y ait
de singularité dans la courbure; on peut effectivement prolonger V de
ce coté-la, par exemple en utilisant une double infinité dénombrable de
cartes caractérisées cornme suit :

(1) Sinon F aurait deux prolongements distincts, 'un ou F (s,)€V, l'autre
ou F (s,)¢ V; ceci serait contraire au théoréme d’unicité des solutions des équations
différentielles, valable en particulier sur les variétés analytiques séparées.
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Variables des cartes :

T
Lps s 0, 0 [7‘/)“//> g(o), 0] < 5! lo] < 77-']’
(39) - -
ety B> e 01< D el <]
(I'indice p parcourt Z).

Formules de changement de cartes :

G | T T [ > 03 1 17 ol
V=l =[=2 1" = == 1" [hs pp < o054, 1, <o)

Structure riemannienne :

' (1) 5 ds*=—[3(,pp) ddp dp,—h(2,pp)*[d0* + cos*0 do?],
L ds* =— 5" (1)27) db, dpsy— () 27)°[d0° 4 cos?0 do?]
dont le lecteur tirera aisément la construction des éléments (31), véri-
fiant (32), caractérisant une ®-variété V; on voit sans peine que V est
séparée et connexe ('); la discussion des géodésiques, qui se raccordent
de carte en carte par les formules (40), montre que la proposition (37)
est applicable a4 cette nouvelle variété V, donc que V est encore un
prolongement maximal de la solution de Schwarzschild généralisée.
Indiquons enfin que, dans le cas A = o, le théoréme (33) devient
celui de Kruskal (référence [4]); on trouve alors

a(r)=1—£; L = b; kZELb; g(r).—.l%.__l]ez;
(4) o 5"
BOw = Q;L[ ;

St

on retrouve les notations de Kruskal en remplacant les variables 2 et ¢ par

2 2

u

7. Autres prolongements.

Bien entendu, on ne peut pas affirmer que V est le seul prolongement
analytique du ds* [form. (8)] (& une isométrie globale prés); par exemple,
dans le cas A << o, on obtient un autre prolongement analytique V' en

(') et méme simplement connexe, ainsi que le montre la méthode de la référence [5],
note II
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faisant le quotient de V par le groupe d’isométries globales sans points
doubles G obtenu en ajoutant un méme entier a tous les indices p des
cartes (39); V' n’est pas isométrique a V, ni méme homéomorphe, puisque
son groupe de Poincaré est G, c’est-a-dire un groupe & un générateur.
Il est clair, d’autre part, que la proposition (37) est applicable a V’
comme & V, donc que V' est aussi un prolongement maximal.

Méme dans le cas A o, on peut construire une nouvelle solution
en faisant le quotient par lisométrie globale (A—>—2, p—>—p).
Cette isométrie a un point double, le point Q (A = = o) qu’'on peut
exclure.

On peut donner une représentation de 2> au moyen d’une seule carte
en introduisant les coordonnées ¢ et o

(43) S il =Y+ io.

L’ensemble de variation est o > ¢(o0), Y+ w?>o0 :

rayon
entrant  futur

N\

rayon
sortant

le ds* est donné par la formule

0 E(») (ol de— di2 o dd)
G9) ds=— e (oo —ap] + 04 dudy]
— h(»)?{ df? + cos*0 d{?},

les fonctions 3 et h ayant les valeurs définies en (21) et (23). On peut
aussi caractériser ¥ par un autre atlas, constitué de deux cartes, dont
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I'une est celle du paragraphe 1, 'autre celle qui s’en déduit par échange
de 2 et ; cette définition de % est la suivante (*?) :

Premiére carte :

Yzt (r>o); ds* = a di*+- 2 dtdr + dr*— dx*—dy*—dz’.
(46)

Deuzxiéme carte :

T, g,z (r>o); ds®* = adt*—oodt"dr + dr*—dz*—dy*—dz>.

Changement de carte :
(47) t'=i+;Loglg(| (r#L).

En fait, on constate que les relations du paragraphe 6, permettant de
construire une ®-variété, sont satisfaites pourvu que *—1¢ soit une
primitive de 2/a; on peut donc généraliser (47) par

t+ ;{Log (g() pour r> 1L,
(48) t'=
t+ ;{Log (—Kg(() pour r<L,

K étant une constante arbitraire.

Les solutions ainsi construites sont essentiellement distinctes de la
solution de Kruskal généralisée (22); on constate en effet qu’elles possédent
des courbes fermées composées de deux arcs de géodésiques radiales
isotropes (**) [ce qui n’a pas lieu dans le cas (22)]; le paramétre r [qui est
défini intrinséquement, par exemple au moyen des formules (36)] prend
aux sommets de ce polygone des valeurs r, et r, liées par la formule

(49) o) __ g

qui fait intervenir explicitement le paramétre K; on constate donc que
les prolongements correspondant aux différentes valeurs de K différent
aussi essentiellement entre eux.

Il en sera de méme, évidemment, de leurs prolongements analytiques
maximaux (qui existent d’apres le théoreme du paragraphe 5).

(*?) Nous avons changé {* en — t*, pour que l’avenir soit caractérisé par les t*
croissant dans la région de Schwarzschild.
('*) d’équations respectives t = Cte, t* = Cte.
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8. Y a-t-il une interprétation physique ?

La solution de Schwarzschild donne une bonne description de I'univers
dans le systéme solaire; il est donc légitime de chercher si ses prolon-
gements, solutions eux aussi des équations d’Einstein, peuvent s’inter-
préter.

Les prolongements au loin (r > L*) semblent avoir peu de chance
d’étre observables : les valeurs numériques qu’on peut donner & L* sont
si grandes qu’il est peu vraisemblable qu’on puisse trouver dans I'univers
des régions aussi grandes ol linfluence d’un seul astre soit prépon-
dérante. D’ailleurs, ce prolongement suppose A << o, ce qui reste a
montrer expérimentalement.

- — Examinons maintenant les prolongements pour les petites valeurs
de r. Ceux-ci ne peuvent s’interpréter que si le rayon r, de l'astre
(en dessous duquel on doit raccorder une solution inférieure & I'une
des solutions extérieures étudiées ici) est inférieure a la limile de
Schwarzschild L. Est-ce possible ? On ne peut pas répondre a priori a
cette question; ce qui est certain, c’est que cela ne peut pas se produire
avec un astre composé de matiére « ordinaire » approximativement
« immobile » (z, y, z constants) car les courbes ainsi définies sont du
genre espace pour r << L. En d’autres termes, cette matiére « immobile »
va en méme temps plus vife que la lumiére; il faut donc renoncer, soit a
Iimmobilité (et construire un modéle dynamique), soit aux états connus
de la matiére (**).

— Quoi qu’il en soit, si un tel objet existe, 'opinion suivant laquelle
la lumiére ne peut ni 'atteindre ni en sortir [suggérée par la forme (8)
du ds?, qui décrit une variété non connexe] n’est peut-étre pas la seule

possible; on peut chercher a interpréter aussi les autres solutions que
nous venons de construire.

Remarquons au passage que la constante cosmologique ne joue qu’un
role négligeable dans cette discussion.

— La principale difficulté d’interprétation de la solution de Kruskal
généralisée (fig. 24) vient du fait que la surface de l'astre (r =r,<<L)
n’est pas connexe : elle se compose de deux nappes disjointes, dont I'une
est dans le futur de I'autre; I'une est susceptible de nous envoyer de la
lumiére, l’autre d’en recevoir. D’autre part, il existe une région
(A < o, . < 0) qui constitue une sorte d’espace-temps paralléle au ndtre
(avec impossibilité mutuelle des deux espaces-temps de s’envoyer des
signaux) dont l'interprétation est aussi assez ardue (voir [4] et [6]).

(**) On peut noter que le schéma matiére parfaite ou fluide parfait n’est pas
incompatible avec des lignes de courant du genre espace; voir la référence [5], § 36.
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— On léve ces difficultés avec la solution (44), ou plus généralement
avec les solutions de la famille [(46), (48)], mais c’est en en créant de
nouvelles. En effet, les variétés connexes ainsi construites ne sont pas
simplement connexes (leur groupe de Poincaré est Z); ceci permet une
circonstance paradoxale : il est impossible de distinguer contintiment
et globalement les vecteurs de futur de ceux de passé.

On est donc obligé de renoncer au principe de causalité, sous sa forme
habituelle, a I'intérieur de la sphére de Schwarzschild, et ceci crée aussi
de grandes difficultés, par exemple pour une étude thermodynamique.

On peut remarquer aussi que tout objet qui pénétre a I'intérieur de
la limite de Schwarzschild est destiné nécessairement a atteindre la
surface de I'astre (r variant toujours dans le méme sens, sur les courbes
de temps, pour « < 0); celui-ci apparait donc comme un piége a matiere,
destiné a happer tout ce qu’il rencontre. Qui sait s’il en est de méme
du rayonnement ?

Il est clair en tous cas que la physique est actuellement insuffisante
pour donner une description de tels objets — s’il en existe.
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