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Bull. Soc. math. France^
93, 1965, p. i55 à 17.5.

SUR CERTAINES ÉQUATIONS PARABOLIQUES
NON LINÉAIRES ;

PAR

JACQUES-LOUIS LIONS.

Introduction.

Si A est un opérateur non linéaire de nature « elliptique » (dans un
sens précisé dans le texte), on considère l'équation (de nature para-
bolique)

(1) ^ + A(u) = f [f donné, tç(o, T)]

et u € domaine de A (ce qui signifie, pratiquement, que u satisfait à
certaines conditions aux limites en les variables d'espaces), avec les deux
types suivants de conditions :

(2) u(o) = UQ, Uo donné (recherche de solution avec donnée initiale) (1)

ou

(3) u(o) = u(T) (recherche de solution périodique).

Le problème (i)-(2) a été récemment étudié :
— par des méthodes de compacité, dans [14];
— par des méthodes de monotonie selon [11], dans [3];

et ceci pour des classes assez générales d'opérateurs A.
Dans [14] et [3] les opérateurs A correspondent essentiellement aux

opérateurs « purement elliptiques » étudiés par les mêmes auteurs, et par
des méthodes de principe analogue, dans [13] et [2].

(1) u (o) dénote la fonction x -> u (x, o), x = variables d'espace.
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Or, dans l'article précédent de LERAY et l'auteur [6], nous avons
étendu les hypothèses (aussi bien abstraites que concrètes) de VIISK
et BROWDER aux opérateurs « purement elliptiques »

II est alors naturel d'essayer d'étudier le problème (i)-(2) — ou (i)-(3) —
lorsque A vérifie des hypothèses analogues à celles considérées dans [6].

C'est l'objet de ce travail.
La méthode utilisée repose sur la « régularisation elliptique », que

nous avons introduite dans [7] et utilisée dans [8] et [9] pour les problèmes
analogues relatifs aux équations de Navier-Stokes (qui n'entrent pas
dans la situation de ce travail — ce qui montre bien, comme nous le
soulignerons encore plus loin — que la théorie présentée ici n'est pas
encore placée dans un cadre assez général !); cette idée de régularisation
elliptique a été utilisée dans [4] (pour démontrer des résultats de régu-
larité) et indépendamment dans [12] (pour un même but, avec d'autres
équations); la méthode consiste à

i° « Approcher » (i) par une famille d'opérateurs « elliptiques »

(I) à^+A^)-^=f (£>0),

et résoudre le problème correspondant (avec des conditions aux limites
convenables); cette résolution repose ici sur [6];

2° Passer à la limite en faisant z->o, ce qui repose sur l'idée de
MINTY [11], relative à la monotonie et sur des estimations a priori.

Le résultat relatif à (i)-(2) (théorème 2. i) généralise les résultats
voisins de [3] et [14] (et la méthode est différente); le résultat relatif
à (i)-(3) semble nouveau, même sous les hypothèses plus restrictives
de [3] ou de [14].

Malgré leur relative généralité, il serait désirable d'étendre les résultats
donnés ici, pour les raisons suivantes :

(i) Les résultats relatifs aux équations de Navier-Stokes n'entrent
pas dans le cadre présenté ici (le problème (i)-(3) pour NAVIER-STOKES
est étudié, par le même genre de méthode dans [9], mais avec des détails
techniques tout à fait différents, et qui seront donnés dans [10]);

(ii) Les résultats de KATO [5] n'entrent pas non plus dans le cadre
présent;

(iii) II serait intéressant d'étendre les hypothèses faites dans l'appli-
cation (III) (§ 2).

Le plan est le suivant :

1. Théorie générale.
1. Hypothèses.
2. Théorème d'existence.
3. Équations régularisées elliptiques.
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4. Estimations a priori.
5. Passage à la limite. Démonstration du théorème d'existence.
6. Solutions périodiques.

2. Applications.
1. Application (I).
2. Application (II).
3. Application (III).
Bibliographie.

1. Théorie générale.

1. Hypothèses.

l . i , — Soit H un espace de Hilbert sur C (dans le cas réel, tout ce
qui suit est valable en suppriment les « Re ») ; on désigne par ( , )
(resp. [ | ) le produit scalaire (resp. la norme) dans H.

Soit B un espace de Banach réflexif tel que BcH, B dense dans H;
si B' est Fanti-dual de B (et H étant identifié à son anti-dual),
alors B c H c B ' .

Soit F un espace de Banach séparable et réflexif, (norme |[ | ]] |) ,
tel que, F ' désignant son anti-dual (norme |[| [||^), on ait

(l.i)
L,(o, T; B)cFcLi(o, T; H), injections continues,
L,(o, T;H)cFfcL,(o, T , B ' Y ,

on identifie 1.2(0, T; H) à son anti-dual. Si g ç F ' , feF, on désigne
par <<7, f>leur produit scalaire (an^-linéaire en f). Si ^eLi(o, T; B ' )
[resp. L,(o, T; H)] et si /•eL,(o, T; B) [resp. Li(o, T; Iî)], alors

^O-f^/XO)^
^0

r 1
Si KeLi(—r,o), et ff€F', alors K-^g(f)=t K(t—ff)g(v)dv

•̂
est défini et eLi(o, T; -B'); on suppose
(1.2) K i ç g ç . F ' et ||,X * f f l l l . ^ l |K lki-r,o) ||| g\\\..

Si /'e.F, alors %=f' est définie dans l'espace <î>'(o, r; B') des distri-

butions sur )o, T( à valeurs dans B ' ; donc on peut définir

W=^f\feF, ^F'j,

w=j/-|/-eI.'nL,(o,r,Jï), ^'eF'+L.(o,T;^)j.

BULL. SOC. MATH. — T. 93, FASC. 2. 11
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On suppose

Si cp, ^eW(resp.W) alors cp et ^ sont (p. p. égales à) des
fonctions continues de (o, T) ->H et

(1 3) , <^^>-<ÎP^'>=(?m^(T))-(?(o),^(o))(«-^•^}
En outre, W est dense dans F.

On suppose enfin

( L'ensemble parcouru dans H par cp(o)[resp. par cp(T)] lorsque

( ?€JFÎ ̂  €L2(OÎ T; ^)? est dense dans H9

Exemples.

i° Soit Y un espace de Banach réflexif séparable (norme |[ ||)
tel que

VcH, V dense dans H, injection continue.
Alors

F=L^(o, T; V) (i<^<oo),

donne lieu aux conditions (1. i), ..., (1.4).
20 Soient Yi et V^ deux espaces de Banach, ayant des propriétés

analogues à celles de V, cas i°; alors
F = L^(o, T; VOnL^o, T; VQ (i < q,< oo),

muni de la norme
JL j_

\^^ / ^T \^
\î^t} + / \\f(t)\\^dt)ll/"(oll? l^y'+ffrll/•(oll?-<

/ \ ^n\^o /

(où [] |],=: norme dans V;) satisfait aux conditions (l.i), ...,(1.4).

1.2. OPÉRATEUR A. — On donne un opérateur v->A{v) de F->Ff

continu des sous-espaces de dimension finie dans F ' faible et vérifiant
HYPOTHÈSE (I) (coercivité) :

Re<A(y ) ,y>
I M I ^ 0 0 si ll1^!-^00-

HYPOTHÈSE (H) :
II existe un opérateur : u, u->A(u, v) de F x F - > F ' , tel que

A(u,u)==A(u),
A(u, u) e borné de Ff si ||| u \\\ + \\\ u |[| est borné,
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et tel que les conditions suivantes aient lieu :

v -> A (u, u) est continue des droites de F - > F ' faible et
Re<A(u, u)—A(u, u), u — y > ^ o , y", u^F;(i)

Si u^ -> u dans F faible, u'^ -> u' dans F ' faible et si
(ii) l Re<A(u?., u^)—A(u^ u), u^—u>-^o, alors, VcpeF, on a

( A(iz^, cp)-^A(u, 9) dans F' faible;
Si u^ -> u dans F faible, u'a -^ u' dans F1 faible et si A (u?., cp) -> ̂

(iii) dans F' faible (9 fixé dans F), alors
<A(i^, cp), u^>-^<^, u>.

2. Théorème d'existence.

THÉORÈME 2.i. — On suppose que (l.i), (1.2), (1.3), (1.4) et les
hypothèses (I), (II) ont lieu. Soient f donné dans F' et Uo donné dans H.
Il existe ueF tel que u' ç F ' et

(2.1) uf+A(u)=f,

(2.2) u(o)=Uo.

Notons que grâce à (1.3) (ueW), (2.2) a un sens.
La démonstration de ce théorème est donnée dans les n08 3, 4, 5.

3. Équations régularisées elliptiques.

Notations. — V == {u '] uçF, i/e 1.2(0, T; H ) } ; Y, muni de la norme

/ r7' Y
1 1 1 ^ 1 1 1 + / v ' ( t ) ^ - d t ) , est réflexif;

V^o /

(3.i) ôs(u,P)=£<u / ,y />—<u,^>
+(u(T), i;(T)) + <A(u), y>, u, uç V, 5> o.

Notons que

^>- F (^ (0,^(0)^;r7'^u',^)- ( (u'w,^
^o^o

si ueV, alors u est continue dans (o, T) ->H, donc <u, t/> a un sens
r^et vaut / (u(t), u'(f)) dt. De même, (u(T), u(T)) a un sens. Enfin,

i/o

pour /; Uo donnés comme au n° 2, </; y> +("o, ^(o)) définit une forme
anti-linéaire continue sur V.



160 J.-L. LIONS.

Ceci posé :

PROPOSITION 3.i. — Pour s > o fixé quelconque, il existe u^çF tel que
(3.2) âs(us, v) == </; y> + (uo, y(o)), v^eV.

Démonstration. — On supprime les indices « s » au cours de cette
démonstration.

Soit V Fanti-dual de V et [, ] le produit scalaire dans Fanti-dualité.
Comme u->a(u, v) est continue sur "V, on a

â(u,y)=[A(u),y], A(u)eV.

On va montrer la proposition par utilisation de [6].
i° COERCIVITÉ. — On a

î{e[Â(u),u]=î{ea(v,u)
r 1

=£ / l^(012^+ l |y(T)|2+ I |y(o)|2+Re<A(l/),y>,
i/O 2 2

d'où résulte que
Re[A(iO,i;] -oo si \\v ll^-^oo.

1 ^ 1 1 ^

2° OPÉRATEUR À (u, u). — On pose, pour u, u, w e ̂  :
â(u, y, w) = £<y, w'>—<p, y/> +(y(T), w(T)) + <A(u, y), w>.

La forme w->a(u, v, w) est continue sur V, donc

a(u, u, w) = [A (u, u), w], À (u, u) e V.

Si u—o sur une droite de ,̂ alors v—^o sur une droite de F, donc
A(u, u)->o dans F' faible et donc [Â(u, v), w\ ->o. Vérifions la mono'
tonie en v :

(3.3) Re[A (u, u) — A (u, u), u—u]
r7

==£ ^ |^'—y'|2^+ ^ u(r)—y(T)|2

JQ 2

+^[u(o)—y(o)|2+Re<A(u,u)—A(u,y),u—y>,

ce qui est > o.
Soit maintenant u^u dans ^ faible et

[Â(u^, u^)—Â(u^ u), u^—u]-^
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Alors, d'après (3.3), u^-^u' dans L.2(o, T; H) fort et

Re<A(u^, u^)—A(u^, u), u^—u>^o.

Mais, d'après l'hypothèse (II), (ii), il en résulte ]que A(u^, P)—^A(u, v)
dans F' faible, pour v fixé dans V, et donc, pour w e V ,̂ on a

[A(u^, P), w] ->[A(u, y), w];

cela montre que la condition (ii). Hypothèse (II) de [6] est vérifiée.
Soit enfin u^ une suite telle que u^->u dans Y faible et Â(u^, u)->u^

dans Y' faible. On veut montrer que

[Â(u^, u), u^~\->[u^ u].
Par hypothèse,

[A(u^, v), w] == £<V, u/>—<P, w ' y
+(u(T), w(T))+<A(^, y), w>-4y,, w], \fwçV,

donc
<A(^,y),w>-^[^,w]—£<^,w'>+<^W>—(y(T),w(T)), vweV

Donc, en particulier, A(u^u)—^^ au sens de ^'(o, T; B^) === distri-
butions sur ) o, T ( à valeurs dans B ' . Mais comme u^ demeure dans un
borné de V^ donc de F, de toute suite v extraite de ^ on peut extraire
une suite p telle que A(Up, y)->Yî dans jF' faible; nécessairement Y? == ^
donc indépendant de la suite extraite. Donc

^ .. ( A(up,, u)->Ï, dans F' faible et, pour wçV,
( •4/ j <^^>==[^M;]_s<^,^>+<i;,^>—(y(r),w(r)).

Mais alors, d'après l'hypothèse (II), (iii),
<A(i^, u), i^>-^, u >

et donc

[A(^, y), ^]^£<^, u'>—<>, ^>+(y(T), «(F)) +<£, u>=[^, u].
C. Q .F. D.

La proposition 3. i en résulte.

4. Estimations « a priori ».

PROPOSITION 4.i. — 5l Ue esf solution de (3.2), aZor5, lorsque s-^o,
(4.i) Us demeure dans un borné de F,
(4. s) Us e -F' et Us demeure dans un borné de F ' ,
(4.3) \/£U'£ demeure dans un borné de 1.2(0, T; 7î),
(4.4) "s^) demeure dans un borné de H.
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Démonstration.
i° De (3.2) résulte :

T

(4.5) s f \ u, v-dt+l- u,(T) |2 + I ue(o) p- + Re < A (u,), u,
2 "^l^.

=Re</, u,>+(uo, "5(0))
Jrt 2 2

^lll/'IIIJII"s|||+^s(o) ̂  Uo|2,

d'où
(4 6) Re^:A(^),^> . l l ^ o l 2 .
v / III "s III -'^"l^ III Us [ | |

Donc [ I l U e l U est borné, sinon le premier membre de (4.6) tendrait
vers +00, alors que le second tendrait vers i||f|| |^ Ceci montre (4.i)
et (4.3)-(4.4) résultent alors de (4.5).

2° Prenons dans (3.2) ye^(o, T; B) (fonction indéfiniment difîé-
rentiable à valeurs dans B et à support compact dans ) o, T (). Alors on
voit que Ue satisfait, au sens de ^(o, T; B'), à l'équation

(4.7) —£ul+u^+A(u,)=f.

De là résulte que i^ e^F^ ^2(0, T; H). Mais alors, pour

uçVcFr\L,(o, T; H),

on peut écrire, d'après (1.3),
<^, y>=_<u,, ^>+(u,(T), y(T))—(^(o), y(o)).

On déduit donc de (4.7) (en prenant le produit scalaire par u) :

s<y., Î/>—£(U,(T), u(T)) + s(^(o), v(o)) +(^(T), y(T))
-(^(o), ^(0)) - < us, v ' > + < A (^), i; >=</•, ^ >,

d'où

-s(^, ̂ )-£(^(T), v(T)) + £(Us(o), i;(o))-(Us(o), ^(0)) = </•, y>

et
</;y>=^(u£,y)—(Uo,y(o)).

Donc
— s(u£ (T), y(T) + eu', (o) — U£(o) + Uo, v(o)) =o, Vy € Y.

Prenant y avec u(o) === o ou v(T) == o, on en déduit

(u3(T),y(T))=o. V^eV.
(£ Us (o) —— Ue(o) + Uo, U(o)) =0, V^ € Y.
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Grâce à (1.4), on en déduit
(4.8) "s(T)=o,
(4.9) — £ u', (o) + "s (o) = Uo.

3° De (4.7), (4.8), on déduit que

î4=Ks*(f—A(^)),
(4> Io) K,(f) == I exp^-f) dans (— T, o ).

Mais [ I Kz I I /^(-r, o^i, donc grâce à (1.2),

|||iZ3|||^|||/—A(^)|||^Cte,

ce qui montre (4.2).

5. Passage à la limite. Démonstration du théorème d'existence.

5.i. — D'après (4.i), (4.2), (4.3), (4.4), on peut extraire de u, une
suite — que nous désignons encore par Us — telle que, lorsque s -> o,

(5. i) ^ -> u dans F faible,
(5.2) ^ -^ n' dans i7' faible,
(5.3) A(ue)—^ dans F faible,
(5.4) Ue(o)->^ dans JZ faible.

De (5.i), (5.2) et du fait [cf. (1.3)] que w est contenu dans
C(o, T; H) == espace des fonctions continues de (o, T) ->H, il résulte
q u e Ç = u ( o ) .

Désormais, u est bien défini ; comme A (Ue, u) est borné dans F ' ,
on peut supposer, par une nouvelle extraction de suite, que

(5.5) A(U£, u)-> -^ dans F' faible.

Au sens de ûY (o, T; B'), eul--^o, donc (4.7) donne
(5.6) "'+%=/'.

Pour y fixé dans V, on a
âs(us, y)-^—<u, ^> + ("(F), ^(T)) +<%, y> -</, y> + ("o, y(o));

or, d'après (1.3),
— < u, i/ > = < u', y > — (u (T), y (T)) + (u (o), y (o)),

d'où l'on déduit que
(5.7 u(o)=Uo.

Il reste donc à montrer que % = A(u).
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5.2. — Posons

r7'x^ \ l"^(01 2^—<"s—y, u,—ufy+\u,(T)—u(T)\2
Jo

+<A(U£, U^)——A(U£, U), Us——U>.

On a
X, = Xi—XI + Xi—X! + XI,

T

X l = f \ U', ̂  dt —— < U,, U, > + | Us(T) |^ + < A (U3, Ue), U.>,
J 0

XI =—<Ue, "'> + (Ue(T), UCQ) + <A(U,, Us), Ue>,

X! = < u, u, — u' > — (u (F), u, (T) — u (F)),
X!= <A(Ue, U), U,>,

X!= <A(ue,u) ,u>.
Mais

Xi = âs(Us, U^ == < f, Ue > + (Uo, Ue(o)) -» < /; U > + | U» |2.

X!-^—<u,u'>+lu(r)|^+<x,u>==<u'+x>">+l"ol2

[car Ue(r)-^u(T) dans Jf faible]; comme u'+>:==/, on a donc
X I -yî . .,

e —— -A.S "T" 0.

Puis Xc'-^o. Ensuite Xe*-^<4;, u> d'après l'hypothèse (II), (iii), et
enfin X|-^<^, u>. Donc X^o. Donc ReXe^o; or

/'r
ReXe=e/ (".(Ol^f+'lUe^—u^)!2^- ilu^o)]^

t/ 0 2 2

+ Re < A (Ue, Us) — A (u^ u), u^— u >.
Donc

(5 • 8) y^ "s ̂  ° dans L, (o, T ; H) fort,
(5.9) "s (T) ->u(T), lie (o) -^ u (o) dans JZ fort,
(5.10) Re< A (ug, Ue) — A (ue, u), Ue— u > -> o.

5.3. — Soit 9 /ïrcée avec cpe-F, îp'eF^. Posons

Y£,O=—<U£—?, U£—q/>+|u£(T)—cp(T)|2
+<A(U£, ^)—A(U£, cp), U£—cp>.

On a
Ye,ç == Yi— Y!,ç+ Y^— Y^+ Y^,
Yi =—<"s, "s > + | Us(T) l̂  <A(u,, ̂ ), ̂ >,
Y4=—<u., T^+^sW, 9(T))+<A(^, "s), ?>,
Y4= <9,u,—(p/>—(y(T), u,(r)—cp(D),
Y£%= <A(ue,cp),Ue>,
Y! = <A(^,9),?>.
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Mais
T T

Yl=â(u,,u,)—sf \u'^^dt=<J,u,y+(u»,u,(o))—sf [u'^dt
^ 0 ^ 0

et utilisant (5.8),

Y^f.^+luoi2- <^,">+ uop+^u)
==-<«. u / > + | " ( T ) | 2 + < % , " > .

Puis
Y!,,->-<", cp->+(u(T), ?(T))+<%, ?>,
Y!,ç-^<cp, ^—c/)—^^), u(T)—cp(T));

ensuite

(5.n) Y^—<A(u,cp) ,u \

en effet, d'après (5.io) et Fhypothèse (II), (ii), A (Ue, cp)-^A(u,cp)
dans F' faible, et alors, d'après l'hypothèse (II), (iii), on a (5.n).

Enfin Y|,cp-^<A(u, <p), cp>. Donc

Ys,ç^—<u—9,^—9 />+ «(^—^(T)!^
+ < % — A ( u , 9), u — c p > = Yç.

Mais
ReY^= I [ ̂ (T)-(T) |2 + ^ | Us(o)-9(o) |2

2 ^î

+Re<A(Ue, U£)—A(U£, cp), u.—?)

et grâce à la monotonie [hypothèse (II), (i)] :

ReYs^o.
Donc

Re Yç^ o.
Donc

(5.i2) ReYç——|u(T)"-9(T) 2 + ^l "(o)-cp(o) |2
2 ^

+Re<^—A(u, ?),u—9>^o.

Ceci a lieu pour tout ope F, avec cp'eF7.
On peut donc prendre

cp == u — E w , wçF, w ' ç F 1 , ;>o.

Il vient, après division par S:,

^([^(T^+l^o^+Re^—A^, u—^),w>^o.



i66 J.-L. LIONS.

Faisant tendre ^ vers zéro, on a en utilisant l'hypothèse (II), (i),

(5.i3) Re<^—A(u, u),w>^o, \fwçF tel que w'eF'.

Mais on a supposé [c/-. (1.3)] que W est dense dans F. Donc (5 i3)
a lieu, VweF, donc ' /

')C==A(u, u)=A(u),

ce qui achève la démonstration du théorème.

6. Solutions périodiques.

On se donne les espaces H, F comme précédemment, les hypo-
thèses (1.2), (1.4) étant remplacées par les hypothèses (6 i) (6 s)
ci-dessous. '

Si g ç . F ' , on définit Kjg (i == i, 2) par

K,^=f^^^-_T^^ ^

T

Kig(t)= f exp(t^-s\g(s)ds•,v t v /

on suppose alors que

(6.1) j^^ et \\\Kjg\\\^c\\\g\\\^ (^0,1=1,2),
( c = Cte.

L'hypothèse (1.3) est sans changement; (1.4) est remplacée par

(6.2) j L'ensemble Parcouru ar cp(o) lorsque ^çF,^ çL,.(o, T; H)
( avec (f)(o) = y(r), est dense dans H.

On a le théorème suivant :

THÉORÈME 6. i. — On suppose que (1. i), (6.1), (1.3), (6. a) et les hypo-
thèses (I), (II), no 1, ont lieu. Soit f donné dans F'. Il existe uçF tel
que u'çF' avec

(fi-S) u'+A(u)=f,
(̂  u(o)=u(T).

La condition (6.4) est une condition de périodicité.
La démonstration de ce théorème repose sur les mêmes principes que

celle du théorème 2.i. Donnons-en seulement les grandes lignes
On introduit

V = {v | vç:F, v'çL,(o, T; H), v(o) = v(T)}
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et pour u, v e V, on pose (s > o)

(6.5) 5s(u, v) = £<^, u 1 > + <u'. y> + <A(u). y >.

On montre alors, comme à la proposition 3.i, qu'il existe U e e V
tel que

5,(u,,y)=</;p>, Vi^eV.

On vérifie ensuite, comme à la proposition 4.i, que

(6.6) Us demeure dans un borné de F,
(6.7) \/£U's. demeure dans un borné de 1.2(0, T; H).

Montrons (car ici la vérification est différente) que

(6.8) u'i demeure dans un borné de F ' .

Tout d'abord. Us, vérifie

(6.9) —zu'i+u',+A(u,)=f

et, par des intégrations par parties, on vérifie que

(6.10) ^(o)=Us(T).

De (6.9), (6.io), on déduit que [avec les notations de (6.1)] :

( 6 . 1 1 ) "—^(J) (exp(1)-!) \K\g^K%g^
g,=f-A(u,).

Alors (6.8) résulte de (6.1).
On peut alors, grâce à (6.6), (6.8), extraire une suite — encore désignée

par Us, — telle que u^u dans -F faible, ul—^i/ dans F ' faible,
A(^^->^ ^s F ' faible, A(u,,u)->^ dans F' faible et uf+^=f.

On a u(o) = u(i), et il reste à vérifier que % = A(u).
On introduit cette fois (comparer à 5.2)

..T

X,=E | U , ( 0 | 2 ^ + < " 3 — — " ' , " £ — — " > +
^ 0

+<A(Ug, U£)——A(U£, U), U.——lQ

et l'on vérifie que Xe—^o. D'où
(6.12) Re< A (Us, Ue) — A (Ue, u), Ue— u > -> o.

Soit cp fixée avec cp€F, ^'eF', qî(o) = ^(T).
On introduit (comparer à 5.3)

Y£,Ç=<U—?', U£—CP>+<A(U£, U£)—A(U£, cp), U£—9>
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et l'on vérifie [utilisant (6.12) et les hypothèses (II)] que

Y^-KU'—O/, u—cp>+<%—A(u,9), u—cp>.
Alors

Re Ye, ̂  o et Re Y^— Re< % — A (u, 9), u — 9 >,
d'où

^^—^(u, 9), u—cp>^o

et l'on termine comme au n° 5.

REMARQUE 5.i. — Les hypothèses (6.1), (6.2), (6.3) sont vérifiées
pour les exemples i°, 2°, n° 1 (l.i).

2. Applications.

1. Application (I).

l.i. NOTATIONS.

^ ouvert borné de R7'; Ç==i2x)o, T(;
W'^ (^) = { v \ D^ v ç Lp (^), | a [ ̂  m}, norme habituelle, i < p < oo (les

fonctions considérées sont à valeurs réelles);
W;?(^) = adhérence de (D(^) dans W^(i2);
W^cVcW^), Y fermé dans W^); norme ]| [|;
N = nombre de JDj?, | a [ ^ 7 n — i ;
M = nombre de DÏ, | a | = m;

A.(x, l, -n, 0 = fonctionj mesurable en {x' ^eQX(o' ̂
{ continue en YÎ, Ç e RN x R^1.

Si u = u(x, t), on pose

<^= {DSu, [a |^m—i }
Dmu=={Dîu, [ a | = m j .

Alors Aa(.K, /, eu, D'^ù) a un sens (avec des hypothèses convenables
sur u)

i

F=L,(o, T; V), l l j / • IH =( r\\f(t)\\"dt}'".
V'- 'o /

HYPOTHÈSE l.i. — Pour u, v € F, on a

(1. i) A^(x, t, ou, Dmv) f=Lp,(Q), i + -L = i.
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On peut naturellement donner des conditions algébriques sur la crois-
sance de Aa(rc, t, TÎ, E) pour que (l.i) ait lieu.

Pour u, u, WÇ.F on peut alors définir
r a (u, v, w) = ai(u, u, w) + Oî(u, w),

ai(u, u, w) = V fAo,(x, t, ou, Dmv)D^lvdxdt,
(1.2) .al^

a..(u,w) = ^ CA^(x,t, Su,Dmu)Dctlvdxdt.
j a !^m—i <"

La forme iv-^a(u, u, w) est continue sur F, donc

(1.3) a(u, u, iv)=^A(a, u), w>, A(u, ^cF';

ici

(1.4) F'=L^(o,T;V).
On pose

(1.5) A ( u ) = = A ( u , u ) (ueF).

On fait maintenant les hypothèses suivantes :

HYPOTHÈSE 1.2. — On a (Monotonie en u)
(1.6) ûi (u, u, u — u) — di (il, u, u — u) ̂  o, V u, y e F.

HYPOTHÈSE 1.3. — Soi7 Up.eF, u^u dans F /ai'Me, u'^u' dans F '
faible et

(1.7) ai (u^., u^ u^— n) — a, (u^ u, u^— u) -> o.

Alors, Va,
(1.8) Aa(^, /, ôu^D'^u^-^Aa^, f, ôii^u) dans Lp'(Q) faible.

On peut donner, exactement comme dans [3], des conditions algé-
briques suffisantes pour que (1.8) ait lieu (en employant [1] comme dans
la vérification ci-dessus de (ii), (II), § 1).

On suppose enfin

HYPOTHÈSE 1.4. a(vï V 9 V ) --> oo lorsque ||| u \\\— oo.

On va vérifier qu'on est alors, pour l'opérateur A, dans les conditions
d'application de la théorie générale du paragraphe 1.

L'hypothèse (I), § 1, est évidemment identique à 1.4.
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L'opérateur A(u,u) est déjà défini, et la monotome (i), (II), § 1,
est équivalente à 1.2; pour la continuité de (i), (II), § 1, utiliser le
lemme 3.2 de [6].

Vérification de (ii), (II), § 1. — On a une suite satisfaisant aux condi-
tions de l'hypothèse 1.3. Il faut montrer que, pour cp fixée dans F,
A(u^, ^)->A(u, cp) dans F ' faible, donc que

a(u^ cp, w)->a{u, cp, w), VweF.

On a déjà (1.8), donc 0^(11^, w)->a.ï(u, w).
Reste donc à voir que

ûi(ua, cp, w)-^a^(u, cp, w).

Or considérons W^-1^); l'injection V-^W^-1^) est compacte (2);
donc, d'après [l], si u^—^u dans Lp(o, T; V) faible, u'u->u'
dans Lp,(o, T; V) faible, alors u^->u dans Lp(o, T; W^-1^)) fort et
alors Aa(rr,/ , ôu^D^^-^Aa^,/, ôu,!)7"^) dans Lp'(Q) fort, d'où
le résultat.

'Vérification de (iii), (II), § 1. — On a une suite u^ telle que

u^-^udans F faible, u^-^u' dans F ' faible;
A (Up., 9) -^ ̂  dans F' faible (cp fixé dans J7)

et l'on veut montrer que

X^=<A(^, 9), ^>-><^, u>.

On écrit l'identité

X^= ai(u^, cp, u^) + a^u^, u^—ù) + a^(u^ u)
= a,(u^ cp, u^) + a._(u^ u^—u) + (Ai(u^, cp), u)—ai(u^, çp, u).

Il suffit donc de montrer que

a^(u^ 9, u^) + a..{u^ u^—u)—ai(u^, cp, u)-^o.

Or Up.-^u dans Lp(o, T; W^"1^)) fort (comme déjà vu au point
précédent), donc A^(x, t, àu^, Dm^)->A^(x, t,^u, D'71^) dans Lp'(Q)
fort, et donc

ai(î , cp, u^) ->ai(u, cp, u), ai(u^, cp, u)->a,(u, cp, u).

(2) On suppose la frontière de ^ assez régulière pour que cela ait lieu. Aucune
condition si V = W"p(Si).
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Reste à montrer que a., (u^ u^— u) -> o. Or

I a,(u^, u^—u) [ ̂ c[| "il—u ||^(o, r;^-i(Q))-^o.

d'où le résultat.

2. Application (II).

On considère maintenant

w^cv.cw^) (1=1 ,2 ; i<p,<oo);
Ni = nombre de dérivées D?., | a | ̂  m/— i ;
Mi = nombre de dérivées D^, [ a | == m; ;
. , . , , , .. , . ( mesurable en (x, f)GQ;A ̂  (x, t. Y], E) fonction \9 / ^ 9

{ continue en YÎ, ^eR^'xR^1 ;
^(u)=\Dîu\\oc ^m,—i j ;
F=L^(o,T; yOnL^(o,T;V,);

i i
^ \^ / ^^ \^^ T \P. / ^T \P\

II /WIIW + / \\f(t)\\^dî) ,
. . / \ ^ o /

1 1 / ' ( 0 1 1 ? 1 ^ ) + /
\ ^ o / \ ^o

où [ I [[,= norme dans V;.
On définit alors a(u, u, w), u, u, wçF, par

' a(u, u, w) == ̂ (u, u, w) + a^\u, u, w) + a^(u, w) + ̂ (u, w),

a^(u, u, w) = V ÇA^(X, t, ̂ u, D^u)D^wdxdt,
(2.i) ia^ J^

^)(u, w) = ^ fA^^, /, ^(^u, D^u)D^wdxdt.
. - , . ^ 0
la!<^-i ç

On suppose

(2.2) A^Gr, t, ^)(u), û-^)eL^(Ç) +L^,(e) (u, yeF; i = i, 2),
(2.3) a^ (u, u, u — v) — a^ (u, u, u — u) ̂  o (i = i, 2),

Si u^->u dans F faible, Up.->u' dans F1 faible,
r2 /L^ et a[li)^9 "^ "p."—")—^^^ u, u^.—u)->o (i = 1,2),
v ; alors Aî\x, t, ô^u^ D'^u^-^AÏ^x, t, ou, û^u)

dans Lp'(Q) faible.

Ajoutant la condition de coercivité, on vérifie qu'on est encore dans
les conditions d'application de la théorie générale.
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3. Application (III).

3.i. — Notre objet est ici de voir si la théorie du paragraphe 1
s'applique au système (u == { Ui, . . . , Un} ) :

^-2a(l7°l'-ê)+i°•s°•°^<rad''•
;=1 i=l

^•l) ' divu =o,
u(x,t) =o si xçà&i=T (t>o),
u(x, o) = Uo(x) donné,

(qui est le système de Navier-Stokes, si p = a).
Dans (3. i) on a posé

àUk^
àx, ) '(3.2) |Vu[=(^u|=

i,k=-l

On va montrer que la théorie du paragraphe 1 s'applique lorsque p ̂  3.
Le cas p = 2 est par ailleurs résolu par des méthodes différentes (3).
Les cas i < p < 3 (p -^ 2) semblent ouverts.

3.2. NOTATIONS.

^2 ouvert borné de R^;
H={f\f^{f,, . . . ,A} , AeL,(i2), divf=o};
V== { u \ u={Vi, . . . , ^ { , y,eW^(i2), d i v y = = o { ;
F=L^(o,T; V).

Pour u, y, w € F, on pose :

a(y,w) =^ \^v\P-^DiVkDiWkdxdt (Di== à ; Q=^x)o,T(\
i,k=l Q \ axi /

7l

P(u, y, w) == ̂  fuk(DkVi)Widxdt;
i,k=i-Q

a(u, u, w) == a (y, w) + (3(u, y, w).

Ces expressions ont un sens [pour (3(u, y, w), noter, par exemple,
que Uk, DkVi et Wi sont dans L^ (Q) puisque p ̂  3), et w->a(u, w),
w->|3(u, y, w) sont des formes linéaires continues sur F.

(3) « Résolu » signifiant : l'existence globale est connue, l'unicité n'étant connue
qu'en dimension d'espace 2.
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Donc
a (u, w) == < a (u), w >,, cl (u) € F',

P(u, y, w) = <d3(u, y), w>, d3(u, ̂ çF',
a(u, y, w) == <A(u, y), w>, A(u, P) = a (y) + d3(u, y).

Comme on le vérifie sans peine, une formulation faible de (3.i)
équivaut à la recherche de uçF solution de

(3.3) u'+A(u)=f,

où
A (u) = A (u, iz), fç L,, (o, T ; V) = F/ (4),

(3.4) u (o )=Uo, Uo donné dans Jf.

3.3. Vérification du fait que les hypothèses (I), (II) du para-
graphe 1, n° 1, ont lieu.

D'abord, comme on le vérifie sans peine,

^(u,u,u)=o, \fvç.F
de sorte que

<A(^), y > = a(y, v)

et la coercivité est immédiate.
Monotome en v :

<(A(u, u)—A(u, u), u—v '> == <<^(u)—^(u) , u—u^)
+<(tô(u, u)—ûï(u, u), u—y>.

Mais le dernier terme vaut [3(u, u — u, u — u) == o ; reste donc à
montrer que

^a(u)—a(v), u—y>^o,
ce qui résulte de

n.

^ ( | V u \p-^DiUk— V v V^-DiVk) (Di(Uk— Uk)) ̂  o,
i,k=i

ce qui résulte de la convexité de la fonction
p_

/ " Y-w
(4) En passant au dual Y' de Y, on passe au quotient par les « gradients », d'où

la disparition du terme en « grad p ».
RVLL. SOC. MATH. — T. 93, FASC. 2. 12



174 J.-L. LIONS.

HYPOTHÈSE (II) (ii). — En fait, on a beaucoup plus, à savoir : si u^-> u
dans F faible, alors, VcpeF, on a

A(u^, cp)->A(u, cp) dans F ' faible.

En effet, il y a seulement à vérifier que ^>(u^ cp)->tô(u, cp) dans F '
faible, ce qui est immédiat.

HYPOTHÈSE (II) (iii). — Soit u^ avec u^->u dans F faible, ii^->u'
dans F ' faible, A(i^, <p)-^ dans F' faible; on veut montrer que

<A(i^, cp), u^>-^<^, u>.

Comme A(i^, cp) = d(cp) + d3(u^, cp), on a donc

^("^ P)-^^—^^) dans F1 faible.

Par ailleurs, tô(up., cp)-^d3(u, cp) dans F' faible, donc

^—CZ(îp) == tô(u, cp)

et il reste à montrer que

^("[i, ?), "^>-^<^(u, 9), u>,
i. e. que

p(^, cp, u^)-^(3(u, 9, u).

Revenant à la définition de ,3, il faut montrer que

^ u ̂  (D/, cp0 u ̂  dx dt -> ^ Uk (Dk ̂ i) Ui dx dt.
ty Q ty Q

II suffit donc de montrer que u^kii^-> ii/ciii dans Lp'(Q) faible;
or u^kU^i est borné dans Lp/^(Q) et l'on peut extraire Uv telle que
u^iivi->gki dans L^,(Q) faible. Par ailleurs, d'après les hypothèses et [l],
u^->u dans L^(Q) fort (par exemple), on peut donc supposer que
u^(x)-^ iik(x) p. p., donc g/ci==Ukiii, donc : u^u^-^u/cUi dans L^,(Q)

faible, et l'on a le résultat voulu si L^(Ç)cL^/(Ç), Le. si ^ ^-I7,
Le. p ̂  3.

Ceci achève la vérification des hypothèses (I) et (III).

3.4. Conclusion.

Si p^3, i7 existe une solution du problème (3.i) [le sens précis
étant (3.3), (3.4)].

L'unicité n'est pas résolue.
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De même, il existe une solution périodique, i. e. une solution du
système (3. i), mais où la condition initiale « u (o) = Uo » est remplacée
par la condition « u (o) = u (T) ».
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