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SUR LES REPRESENTATIONS UNITAIRES
DES GROUPES DE LORENTZ GENERALISES ;

PAR

Rewn TAKAHASHI (*).

A mon pére.
INTRODUCTION.

La théorie des fonctions sphériques, telle qu’on I'entend aujourd’hui,
est d’'une importance capitale dans la théorie des représentations continues
de certains groupes topologiques localement compacts. Si G est un tel
groupe, ayant un sous-groupe compact K, les fonctions sphériques,
lorsqu’elles existent, apparaissent comme « caractéres » de certaines
sous-algeébres L° (y) de 1'algebre de groupe L' (G), attachées a chaque
caractére irréductible ; de K (elles sont dites alors de classe y). Dans
le cas particulier ou l'algébre A = L° () est commutative, les fonctions
sphériques de classe y sont donc essentiellement des homomorphismes
de A dans G, et elles satisfont a une équation fonctionnelle :

0 [eteigkgyak=2@)2(@),  pour g.g'€G.
K

De plus, on sait qu’elles caractérisent certaines classes de représen-
tations continues (dites de classe y) de G, par des opérateurs continus
dans un espace de Hilbert, qui sont presque toutes topologiquement
irréductibles. L’algébre A étant une algébre préhilbertienne commu-
tative, on a, d’aprés R. GopEMENT, un analogue de la formule de Plancherel
pour la transformation

Asfi(f) = f 7(9) £ (g) dg»

(*) Thése Sc. math., Paris, 1962.
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définie par les fonctions sphériques ¢ () de classe y et de type positif;
de fagon plus précise, il existe un espace localement compact Z formé
par des fonctions sphériques ¢ (g) de classe y et de type positif, et une
mesure positive m sur Z, de telle sorte que

(i) les fonctions f(2) = ¢ (f) soient de carré intégrable sur Z, et
(ii) on ait la formule

falf(g)l'zdg =f2!f<:>

La théorie esquissée ci-dessus s’applique notamment aux cas des
groupes de Lie semi-simples, pour le caractére trivial d’'un sous-groupe
compact maximal K, c’est-a-dire dans le cas de classe 1. GEL'’FAND et
NaimMark ont traité le cas des groupes classiques complexes, et HARrisH-
CHANDRA a obtenu ensuite des résultats complets a ce sujet pour les
groupes semi-simples complexes classiques ou non dans [14], [15]. Le cas
des groupes de Lie réels semi-simples reste partiellement ouvert, malgré
les travaux impressionnants de cet auteur dans deux autres
articles [17], [18]. Le but principal de la premiere partie du présent
article (chap. I) est de résoudre completement ces questions, pour la
classe 1, dans le cas d’une certaine classe de groupes de Lie réels simples,
a savoir les groupes orthogonaux G.. (n) des formes quadratiques indé-
finies — 2 +x; +...+ z, (n>>2), que nous appelons groupes de
Lorentz généralisés (les cas ou n = 2,3 sont traités par BARGMANN [1],
GopEMENT [12], et GEL’FAND-NAIMARK [9]). En effet, si K est le sous-
groupe compact maximal des rotations autour de I'axe x,, et si y est
un caractére irréductible de K, la sous-algébre L° (y) de L' (G) formée
par les fonctions f(g) telles que

f(kgk™) =[(9)  pourge G, keK et ykfhky=f,

*dm(2).

est commutative (chap. 1, §2), ce qui permet de définir les fonctions
sphériques comme caractéres de ces algébres commutatives, suivant
le schéma général évoqué ci-dessus; pour y général, on s’est borné a
définir une certaine classe de fonctions sphériques, qui pourrait pro-
bablement contenir toutes ces fonctions. Dans le paragraphe 3, on
étudie en détail le cas de classe 1; on construit effectivement les repré-
sentations associées & ces fonctions (la série principale de classe 1,
théoréme 3.1); elles sont paramétrées par un nombre complexe s, et
Ion montre que ces représentations sont irréductibles, sauf si s = o,
—1, —2,.... Le calcul explicite des fonctions sphériques se fait a
l'aide des formules d’intégration établies au paragraphe 1, et 'on trouve,
a des facteurs élémentaires pres, des fonctions de Legendre de premiére
espece (théoréme 3.2). On obtient ainsi des équations fonctionnelles
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pour ces fonctions classiques, en écrivant (I) explicitement. On montre
ensuite, au paragraphe 4, que les fonctions sphériques de classe 1 para-

métrées par s = %(n — 1) + iv, ¥y > o, qui sont de type positif, consti-

tuent I'espace Z, et I'on détermine la mesure m sur Z, par une méthode
due 2 GopeEMENT dans le cas du groupe hyperbolique (n = 2). On trouve
donc la formule d’inversion et I’analogue de la formule de Plancherel,
pour les transformations intégrales définies a I'aide de certaines fonctions
de Legendre. On montre, en passant, de facon élémentaire, que toute
fonction sphérique de classe 1 est donnée par la formule intégrale intro-
duite au paragraphe 2 (résultat dit & HarisH-CHANDRA pour les groupes
semi-simples en général). Dans le paragraphe 5, on étudie s’il n’y a
pas d’autres fonctions sphériques de classe 1 et de fype positif que celles
qui sont associées a la série principale; pour cela, on construit, au no 1,
une autre série de représentation unitaires irréductibles de classe 1

(la série complémentaire), ayant ¢;(9), %(n —1) <o <n-—1i, comme

fonctions sphériques associées, et I’on montre que ces deux séries
énumerent toutes les représentations unitaires irréductibles de classe 1
(corollaire du théoréme 5.2). Ces résultats permettraient d’étendre
au cas des groupes considérés les résultats d’EHRENPREIS-MAUTNER
sur les fonctions biinvariantes [7]. Au paragraphe 6, on considére les
représentations correspondant aux paramétres s =o, —1, — 2, ....
Elles sont réductibles, et possédent une sous-représentation irréductible
de dimension finie; les représentations quotient sont « infinitésimalement
unitaires » et irréductibles. Dans le cas n = 4, cela permet de répondre
a une question posée par J. DixmiEr concernant I'intégrabilité dune
certaine série de représentations (7, , dans [6]).

Dans la seconde partie (chap II), on étudie en détail le cas du groupe
de De Sitter G = G. (4), ou plutdt de son groupe de revétement uni-
versel G = G (4). Dans ce dernier groupe, I'existence d’un sous-groupe
compact maximal K de la forme K, X K,, avec K,, K, tous les deux
isomorphes au groupe SU (2), permet de définir deux sous-algébres A,
A, commutatives de L' (G), sensiblement plus « grandes » que la sous-
algébre L° (1) des fonctions biinvariantes; en étudiant les caracteres
de ces algébres préhilbertiennes commutatives et en cherchant ’analogue
de la formule de Plancherel dans chacune d’elles, on récupere presque
toutes les représentations unitaires irréductibles de G (chap. II, § 4
et § 5; voir aussi la remarque 2.2).Remarquons, en passant, qu’on
obtient une équation fonctionnelle d’un type nouveau pour les fonctions
hypergéométriques .F, (s +n, s—n 4+ 1; 2; x) s, complexe, n demi-
entier (i. e. 2 n entier) [voir II, 4 (28)]. Il est & noter que la formule de
Plancherel pour les sous-algébres A,, A, fait déja intervenir toutes les
représentations des deux séries principales, contrairement a ce qui se

BULL, SOC. MATH. — T. 91, FASC. 3. 19
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passe dans le cas de L’ (1). La mesure de Plancherel pour L:(G. (4))
devrait donc étre égale a la mesure obtenue pour A,, A,. Au paragraphe 2,
on construit les représentations de la premiére série principale (dépendant
d’un parameétre continu et d’'un parameétre discret) et détermine l'irré-
ductibilité ou non de ces représentations, méme dans le cas ou le critére
de Bruhat ne s’applique pas (théoréme 2.r1). Dans le paragraphe 3,
on donne une construction globale de la série discréfe principale, dont
Pexistence a ¢té montrée récemment par J. DixMiER [6]. Pour tout cela,

on montre d’abord au paragraphe 1, que le groupe G est isomorphe a
. . a b .
un groupe formé par des matrices c d avec a, b, ¢, d des quaternions

satisfaisant 4 certaines conditions, et 'on se sert de l'opération de G
sur le groupe des quaternions de norme 1, resp. sur la boule unité quater-
nionienne. Les représentations de la série discréte sont réalisées alors
dans des espaces de solutions de certains systemes d’équations aux
dérivées partielles de type elliptique. Il serait possible, d’apres la forme
de ces équations, que ces fonctions soient liées étroitement aux fonctions
analytiques quaternioniennes au sens de R. FuEkTER.

Les principaux résultats du chapitre I ont fait I'objet de deux notes
présentées au Congrés international d’Edimbourg et aux Comptes rendus
de U'Académie des Sciences ([20]). Signalons aussi qu’une note de
VILENKIN [22], dont nous avons pris connaissance aprés la premiére
rédaction de ce travail, contient entre autres, des résultats analogues
sur les fonctions sphériques de type positif et la formule de Plancherel.

Je tiens a exprimer toute ma reconnaissance a M. R. GODEMENT,
qui a bien voulu diriger mes recherches, et n’a jamais cessé de me donner
de précieux conseils. Le présent travail tire son origine d’une question
qu’il ma signalée, concernant la série discréte dans le groupe de De Sitter.
Je remercie également M. J. DIxmIER, qui a bien voulu s’intéresser
4 mon travail et me permettre de lire son article sur ce groupe, avant
méme sa publication; plus d’un point du second chapitre s’inspirent de
son article. Je lui dois aussi de nombreuses améliorations de rédaction.
Je suis heureux de remercier M. H. CarTAN d’avoir bien voulu accepter
de faire partie du jury et de me proposer un second sujet, et
M. C. CHEVALLEY, qui a bien voulu me faire I'honneur de présider le
jury de cette thése. Que M. S. Ivanaca, dont les encouragements constants
m’ont été si précieux, veuille bien trouver ici 1’expression de toute ma
gratitude.

NotaTionNs. — On désigne par R (resp. G,K) le corps des nombres
réels (resp. nombres complexes, quaternions). En ce qui concerne la théorie
des représentations des groupes, on suit en général les notations et les
conventions de [11]; en particulier, si G est un groupe localement compact
unimodulaire, on désigne par L (G) ou par L simplement I’espace vectoriel
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des fonctions continues a4 support compact dans G; pour f dans L, on

pose F(9) =f(g ), [(9) = f(g"); si U, est une représentation continue
de G dans un espace de Banach, on désigne par U, pour f dans L, I'opé-

rateur f f(9) Ugdg; si G est un groupe de Lie, g son algebre de Lie,
G

on interpréte tout élément X de l'algébre enveloppante universelle U
de g a la fois comme une distribution sur G (de support | e |) et comme
un opérateur différentiel invariant & droite sur G par Xf = X % f. Pour
les diverses fonctions spéciales on s’adapte aux notations de [19].
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avec
—1
I o
0 J = . ;
o I
si 'on écrit
oo Gor .. Gon
(3) g= Jo gu ... Gin
gm) gm LECIEY g/lu

on a en particulier

— g+ gio+... g =—1

ou

930 =1+g.120 +'--+g50§1,
donc
(%) [ goo | 1.

D’autre part (1) entraine que (det (g))* = 1, d’ot
) det (¢) ==1.

Soit G, (n) I'ensemble des g€ G (n) tels que gy >>1 et det (¢9) = 1;
il est facile de voir que G..(n) est un sous-groupe de G (n), et 'on sait
(voir par exemple, B&RNER [2], chap. IX) que c’est la composante
connexe de I'élément neutre e de G (n).

L’algébre de Lie g, = g, (n) de G, (n) est formée par les matrices X
d’ordre n 4 1 telles que

‘XJ + JX = o;
une base de g, est donc donnée par les matrices

®6) Y, (p=1,2,...,n); X (Prqg=1,2,...,netp <yq),
ou
Y/) = EO/} + E/)O, X/u] = E/)l]—‘Eq/u
E,; désignant la matrice d’ordre n + 1 dont tous les éléments sont
nuls sauf celui d’indice (p, q¢) (p, ¢ parcourant de o & n).

Par rapport a cette base, la forme de Killing 3 s’écrit comme suit :

) XX =en—a) (¥ ¢— Y,

1Zp<n 1=Zp<lg<Ln
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si
.
X = 2 C/l Y/; + Z c/)r/X/u/;

lZp<=n 1=p<qg=n

1 :
par suite, (—1)°Y,, p=1,...,n et X, p, ¢q=1,...,n, p <4q,
forment une base d’une forme réelle compacte g; de la complexifiée g
de g,, et l'automorphisme involutif 0 correspondant est donné par

0 (Y/’) = YI)’ 0 (X/)l/) = Xp//, et l’On a
o= t+ Pos
ou
= ¥ RX,, p= ¥ RY, ()
1=pg<Ln l=p<n

Pour calculer la décomposition de Cartan-Mostow-Iwasawa, on peut
donc partir de la sous-algébre abélienne maximale RY,, et prendre
comme f), la sous-algebre RY, + RX,; +...+RX, 5 -, (on pose

n=2l, ou 21— 1, suivant la parité de n). La complexifiée ) de f,
est alors une sous-algébre de Cartan de g. Posons

1 ik
H1= Y19 H2=(—1)2 X—zzz, ey H1=(——1)2 le—2,21~1,

et soient %,i=1,2,...,I, les formes linéaires sur b telles que
N(H;)=0;({,j=1,...,1); 'ensemble P des racines positives (suivant
Pordre lexicographique par rapport a la base (H,, H., ..., H) est
formé par
o ((=1,...,10; hxd;, (j=1,...,L1i<]),
(dans le cas ol n =2l =1, 2,...),
Y=y Gj=1,...,L1i<j),
(dans le cas ol n =2l—1,l=2,3,...),

et I'ensemble P+ des racines positives « telles que 0x = « (out Ox est
la racine définie par (0a) (H) = o« (9 (H)) pour Hely) par

by MEL (j=2,3,...,10 (cas:n=2L1l=1,2,...),
M=k (j=2,3,...,) (cas:n=2l—1,1=2,3,...),
puisque T'on a

D) =—12, 0(,) =12 pour j=2,3,...,L

(') On suit les notations de HaRisH-CHANDRA [13], p. 187-188, en ce qui concerne
les algébres de Lie semi-simples en général.
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Pour les racines «€P+, on peut prendre comme élément radiciel X,
les matrices suivantes :

1
X=X Xor, = 1) ((——1)"’ Xsjat Xg/_l) pour o j <,

Xy = <(_1)1 Xajoa— X‘li—1>

I
2
(cas:n=2L1l=1,2,...),

et

Xiiy= (=)' X o+ X)),

X, = é((—x)%X._»,;g~Xg,~4) pour 2 -<jI,
(cas:n=2l—1,l=2,3,...),
ou 'on a posé
®) X,=Y,+X,, (p=23,...,0).

Par suite, ces derniéres matrices (8) forment une base de la sous-algébre
nilpotente n, (qui est méme abélienne ici, comme on le voit aisément).
La décomposition cherchée est donc de la forme suivante :

go= T, + by, + 11,

avec

t,= » RX, b,=RY. n=Y RX,

12p<g<n rzpsn
et, par conséquent, le groupe G. (n) admet la décomposition
(9) G.(n) = KA. N,
ou K est le sous-groupe correspondant a f,, a savoir le sous-groupe des

rotations autour de l'axe x,, A. le sous-groupe & un parametre des
matrices a,, teR, de la forme

cht sht
(10) a,:exptY,=<sht cht ° )

o Iu—-l J/

(I.—: désigne la matrice unité d’ordre n — 1), et finalement N le sous-
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groupe abélien formé par les matrices * = x (%2, .-+, )5 G2 . ..r PR €R,
de la forme

(I I) x(zg, S ";“) = eXp(;ng—l—. .. + z,lX,,)
A AL -
1 + '; i ; 2 . . Cn
A A .
— > 1 g 22 PN on ,
ks —> I o
;u éu o 1
ou
(12) A=zt
On a
(13) oo )T o D) =G+ Lt ),

pour s, ..., Zu Zh ..., . €R.
Tout élément ¢ de G.. (n) s’écrit donc d’une seule facon sous la forme

(14) g = ka,x, ke K, aEA., z€N,
et l'application (k, a, x) > kax de K X A. X N sur G, (n) est un
homéomorphisme.

Remarquons aussi qu’on a

aer
(cas:n=2L1l=1,2,...),

g zp:Ea =(2l—1)) 4+ (2l—3)ha4.. .+ N

2p =Y a=(l—2)h+ Cl—Hk+...+ Nk

aEer
(cas:n=2l—1,l=02,3,...),

(15) ?

et par suite
(16) (20)Y,)) = (n—1)t pour teR.

Dans ce chapitre, on désignera souvent par G le groupe G..(n), sauf
mention expresse du contraire bien entendu.

2. Quelques formules d’intégration. — Pour une mesure de Haar
dg convenablement normalisée de G = G..(n), on a la formule

(17) f( f(g) dg — f, fR [ fka) e ak e,
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ou dk est la mesure de Haar de K, de masse totale 1, et di,
dxr =d,d; ... d:, sont des mesures euclidiennes dans R, resp. R+
(voir HarisH-CHANDRA [13]). On prendra la mesure de Haar de G toujours
dans cette normalisation.

Soit maintenant M le centralisateur de A, dans K; il est immédiat
de voir que M est formé par les rotations dans le sous-espace (2., Z:, . . ., Z,)
laissant fixes z,, ;, c’est-a-dire par les matrices m de la forme suivante :

A

m

1 o °
(18) m=<0 1 ), avec MmeSO(n—ri);

on sait que M est en méme temps le normalisateur de N dans K; en effet,
on a

(19) My X (Zay Zay o vvs ) M =2(y, 2y oo B

avec

Posons d’autre part

(20) u,=u,,)=exp0,X,, pour 2<p-n,
avec 0,€R.
LemMmE 1.1. — Tout élément k de K se met sous la forme
(21) k=mu,u,, ... usl,, meM,
avec
—r <0, —énéf)x, Ceey 0,lé§7r;

si (ki, kis) #Z (o, 0), la représentalion est unique, ef l'on a
———lﬂ'<03, ..-,0//,<£7T'
2 2

On a de plus la formule suivante :

(22)A¢(k)dk:r<§%i>‘£;£: f

2T

T

¢ (mu,...u)cos9;cos*0, ...

wi=
10l =

T
P
T —_—=T

IS
oIS

=< cos”*0,dmd0, d, ...d",

dm désignant la mesure de Haar normalisée de M.
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DEMONSTRATION. — Posons, pour simplifier les notations,
¢, =cosl,, s, =sinf, pour p=2,3,...,n

Etant donné un ke K, on peut déterminer 0, 0., ..., 0, tels qu’on ait

ki=cuCpi ... CC50

kl‘l =CnCp—1 « . CiC382,
(23) / kl:: = CnCp—1 ... Cs 83,

.................. o

kl,u—l = CnSn—1,

k1n= Sns

et
I I

(24) ——-7r<02é7r, _Enéeii, ...,O,Lé;ﬂ‘;

de plus, les 0,, 0, ..., 0, seront déterminés uniquement, si (kii, k..) 7= (0,0)

¢ 2 . \ I
<ce qui équivaut a |0,| < o T pour 3=p< n)- En effet, on commence
, . . I I
par déterminer uniquement un 0, tel que s, = k,,, et — N =0, é; T
. .« . I I
ensuite on choisit un 0,_, tel que ¢,8,— = ki1 et — ST =0, é; 7,

- . . 1
et ainsi de suite; si pour un p < n,ona 0, == 5™ les 0,1, 0y ooy 0s

peuvent étre quelconques, mais autrement les 0,, p=12, 3, ..., n,
sont ainsi déterminés de fagon unique. Il est clair qu’alors on a
k.(u, ... u))* =k.(u, ... u) soit dans M, d’ou la premiére partie
de I’énoncé.

Pour démontrer la formule d’intégration, remarquons d’abord qu’il
y a une fonction continue o (m; 0,, ..., 0,) telle qu’on ait

(25) f o (k) dk

1
T 37 7
=ff f f (Mt . .u)or(m3 0, . . ., 0,)dmdD, . . . d9,;
MY —T7
L

1
-7
3

U

1
3

comme on a d (mok) = dk, d (ku,) = dk (la biinvariance de la mesure dk),
on voit que la fonction » ne dépend pas de m, ni de 0,; pour m'e M,

(1, ... u)m" s’écrit sous la forme (21), soit
(26) (... w)ym'=m"u, ... u,, avec u,=u,(¥,), m'eM;
on a donc

!

(mu, ... w,)m'=mm"u, ... u,;
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et, comme on a d (km') = dk, d (mm") = dm (car m" ne dépend pas de m),
il vient

o, ..., 0)d0V, ...dV, =w®, ..., 0,)df,...d0,
ou encore

1 ' ad 0,;,, . 0’
(>7) 0O -y O (0 5., 0,) = | 20

a( )|,
o, ..., )|
or, la relation (26) donne

n— m2282C1: se e c/z + m::'zS::C'. LU C,, + LU + mn? su,

’

S, =My, 8$:€¢; ...C, + m;,S$:¢C, ... C, —|— P + m,,S,
(ot Yon a posé ¢, =cos0),, s, =sin0),; m,, désigne le coefficient
de la matrice m’), de la résulte qu'on a

o, ..., 0,)
0(02, ooy 011)

__cosf cos* 0, ... cos" 20,
cos0; cos*0, ... cos*20,’

si 'on choisit m’ tel que

My = COS%; ... COS¥%y,, My = SiN#3 COS%; ... COS%y, .. ., My, = SiN %,

I
alors, en posant (0., 0., ..., 0,) = (5 T, 0, «.., o>, on trouve 0, = x,,

pour 2 = p —~n, et 'on a
(% %4y oo %n) = ©(0, O, ..., 0) COSYy ... COS" 2 %y;

la constante C = (o, ..., 0) est déterminée par la condition

I

1
ce qui donne C=I‘<§n>lzﬁ5ﬂsifdm = 1. C. Q. F. D.
M

1
2

.. 'f COSO;} ... CO8" 2 0,1 dm d0_> do:; oo dou: I,
—1_

T
™

i -

LeEMME 1.2. — Soit n>. 3. Tout élément k de K peut s’écrire sous la
forme

(29) k=muym’, avec m, m'eM, wy = u,(0), o0 m;
si k = myuo,m, avec m,, m\€M, o0, ==, on a alors 0 = 0,, et si
de plus on a o <0 < 7 (autrement dit ki, = = 1), il exisle un v dans V,

le centralisateur des uy dans K (le sous-groupe des rotations laissant fizes
T, T, T) tel que

(30) m; = mv, m, =v'm';



GROUPES DE LORENTZ GENERALISES. 303

on a de plus la formule d’intégration suivante :

F <1 n> i
(31) f ¢ (k) dk = %‘,— f f f o(muym')sin*20dm dm’ d".
K e & <_; > MY

DEMONSTRATION, — Etant donné un k€K, on peut déterminer de
fagon unique un 0 tel que ki, = cos0, o0 < m; alors, on a

1
3

(ki + .. k)P = (ki 4.+ k3T = sind,

parce que sin ) > 0. Si 0 = o, k est déja dans M, et si 0 =, on a
k = uym avec un meM; dans le cas ol o <0 <, on a sin 0 o,
donc on peut trouver m, m' dans M tel que

my, =—k[sin0 et m,, =k ,/sinb pour 2-p-n;

on vérifie alors, 4 'aide des relations d’orthogonalité, que

cosh sin®h o ... o
—sinf cosh o ... o
‘mk'm' = o o R B
(o] (o]

d’ou ‘mk‘m’ = uym” avec un m” dans M, ou k = m"uy (m"m’), ce qui
démontre la premiére assertion et l'unicité de 0. Si
mugm’ = m,uym,
et sio< O <m,
(m~'m,) uy= up(m’'my")
entraine que
(m—lml)zz = (m’m’rj)zz =1,
d’olt
m'm=m'm,=v
est de la forme indiquée.

Pour démontrer la formule d’intégration (31), on remarque tout
d’abord, que tout élément k de K s’écrit sous la forme

(32) k=muv,...vs,
avec meM, o=0m, v, =0v; (%) =expur, Xoy pour 3 =Lq=n,
et —rm <y L, —éﬂ P T ééﬁ, et ceci d’ailleurs de

fagon unique pour presque tout k dans K. En effet, on peut écrire m'e M
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dans la décomposition (29) sous la forme m’ = v, ... v, avec v dans V
(lemme 1.1, appliqué au groupe M); on a alors

k =muy(vv, . ..v;) = mowv,. ...,

d’olt (32) en écrivant m au lieu de mv. Pour démontrer I’énoncé concernant
Punicité, supposons qu’on ait

(33) k= muyv,...v;=m'usv,...v,,

avec m'e M, v, = v, («,), », satisfaisant aux mémes inégalités que
les #,. En comparant les éléments de la seconde ligne des deux matrices
dans la derniére égalité de (33), on obtient

cosl) = cosf’

sin0 cosx; ... cosx, = sinf’ cos«; ... cosx,
sin 0 sinx;cos«, . . . cosx, = sin 0’ sinx, cos«, ... cosx,,

sinf sinz, = sin0’ sin«,;
. I .
sio<lh<m, %] < ST ona successivement

=0, =), ..., #3=1,
et donc m = m’/, ce qui démontre l'unicité de la décomposition (32)
pour presque tout ke K.

Considérons maintenant 'application K3k —»>x = (2, ..., &) €R”
ou l'on pose x, = k,, pour 1 == p = n; elle définit par passage au quotient
Iidentification de M\ K a la sphére unité S, et (21) et (32) définissent
deux systémes de coordonnées locales valables presque partout sur S,
4 savoir

x <> (0, 0, ..., 0,), resp. (0, %, ..., %),
avec

—7T<02<7T, —“;71'<0::,-~~,011<§’
resp.

I I
o<l <m, —n <% <m, =Ty et <O

La formule (22) montre que la mesure

1
I‘<—n>
2
1

‘)-)l
am?

cosf;...cos"20,d0,...d0,
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est la mesure invariante de masse totale 1 sur la sphere S"—', dans le
premier systéme; or le jacobien du changement des variables

(eis LI O,J—)(O, Ly ooy 7‘11)

est égal a
sin”—20 cosx, OS2 . .. COS"“ P x,
; > )
cosf; cos20, ... cos" 28,

d’ou il résulte que

T'(n/2) .

(—/,) sin®—20 cos«, ... cos" P, d0dx; . .. dz,

9 TE"/.’

est la mesure invariante normée dans le second systéme de coordonnées,
et que, par conséquent, on a

fho(k)dk:%)fuf—[;jvrf

> sin®20 cos%, . ..cos" S x, dmd0 dx; . .. dx,;

1
o (muyv, . . .v;)

Il
1
-7
2

si 'on multiplie m par v dans V et intégre sur V par rapport a dv (la
mesure de Haar normée de V), on ne change pas la valeur du second
membre, a cause de l'invariance de dm; comme ugp = vug, on aura
donc

T T AT/ /2
[ o dk:lj(”,/j,)ff sin"— Oclmd()ff f f o (mugvv,... vs)
K 27" W o /Y Y —T)2 —T/2

X €0S%;...Co8" Py, dvdr, . .. d#,,

ce qui donne bien (31), compte tenu du lemme 1.1 appliqué au groupe

M ~ SO (n — 1). C. Q. F. D.
LemMmE 1.3. — Toul élément g de G peut se mettre sous la forme
(34) g = ka k', avec k,kK'eK el t>o0;

si de plus, ¢ = kia, Kk, avec k,, kK, €K et t, > o, alors t, =1, et si t > o,
il existe un me M tel que k, = km, k; = m—' k'. Pour la mesure de Haar
dans la normalisation précédente (17), on a la formule d’intégration
suivante :

(35) fp f(g) dg — 12(2—//9) fh f f(ka k) sho— ¢ dk di dt.

DEMONSTRATION. — Soit g€ G; il existe alors un unique {> o tel
que g, = chf, car ¢,,> 1; on a alors, en vertu de (1),

(B6)  (giot...F+gl) =(gi +...+¢) = (g9:,—1)* =sh{;
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choisissant k, k' tels que

37)

{ ki = g,./sht, pour 1-—~p_-n,
k’]/] = g:r;/Sht, pOllI' I_éq‘_/:n

(on suppose { 3= o, car sinon g serait lui-méme dans K); alors on vérifie
facilement, & 1'aide des relations [forme explicite de (1)]

o (p#9)
(38) —9nGrot 9 gt G Ggn=1{ —1 (p=q=1),
: I p=q>n),
qu'on a
k' gk’ = kg'k" = a,m,

avec me M, ce qui démontre l'existence de la décomposition (34) et
Punicité de £. Sif = o, le centralisateur de a, dans K est égal au centra-
lisateur M de A, dans K, d’oi1 'unicité modulo M des k, k'. Pour montrer
la formule d’intégration (35), on remarque d’abord que tout ge G

s’écrit sous la forme ¢ = kawu, ... u, (on garde les notations du
lemme 1.1), d’ailleurs de fagon unique pour presque tout g€ G. En effet,
soit ¢ = ka, k', et soit k' = mu, ... u, la décomposition de k' d’apres

le lemme 1.1; on a alors ¢ = (km)au, ... u,; il y a l'unicité si {2 o
et (k),, k\,) 7 (0, 0), ou encore si ¢, > 1 et (o1, go2) 7 (0, 0), d’apres
ce qui précéde et le lemme 1.1. Par suite, on peut introduire sur I’espace
homogéne K\ G deux systémes de coordonnées valables presque partout,
a savoir (f, &, ..., :,) provenant de la décomposition (14) d’'une part.

et (¢, 0, ...,0,) provenant de la décomposition ¢ = ka u, ... u.
obtenue ci-dessus. La formule (17) montre que la mesure
enutdidz, . ..d:,

est 'expression de la mesure invariante p. sur K\ G telle qu'on ait

j;f(g) dg:-/l;\ad‘u(g)f,(f(kg) dk,

dans le premier systéme de coordonnées (g désigne la classe de g dans
K\ G); on arrive a la formule (35) en calculant le jacobien du chan-
gement des wvariables (f, %, ..., Z) = (&, 0, ..., 0)).

REMARQUE 1.1. — Le lemme 1.3 est un cas particulier d’'un théoréme
général démontré par HarisH-CHANDRA pour les groupes de Lie semi-
simples [16]. Mais on a donné une démonstration élémentaire du cas
particulier de G-, (n), pour avoir une formule précise, non a un facteur
constant prés, dépendant de la normalisation des diverses mesures de
Haar qui interviennent dans la formule.
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REmMARQUE 1.2, — L’algebre A des fonctions biinvariantes [ (g),
f(kgk') = f(9) pour k, k'€ K, est bien commutative, pour les groupes
G = G, (n). En effet, si feA, on a f(¢') =f(g) pour tout ge G.
parce que tout g s’écrit sous la forme ka,k’, avec k, k' dans K, et qu’il
existe un k, dans K tel qu’on ait

G'=a.,=kaki' (),
et 'on a

fg™) =K'~ a k™) = f(a) = flkia.k3') = f(a) =[(9);
soient maintenant f,, f.€A; alors fi % f: 2k fi€A4, et

f2xfi(g) =Fkfi(g™") *—=fpf2(h)f1(h‘lg“)dh

- f fi(gh) f2(h=") dh = f, % f(g),
’ C. Q. F. D,

Les fonctions fe A étant essentiellement des fonctions de ¢, d’ailleurs
paires, on peut identifier I'algébre commutative A a4 une algébre com-
mutative & formée par les fonctions ¢ (ch ), en faisant correspondre
a f(g) la fonction ¢ (ch{) définie par

(39) ¢(cht) = f(a) = f(ka k') = f(9);

on peut expliciter la multiplication dans ¢t & I’aide des formules d’inté-
gration (35) et (31) comme suit : si ¢ (ch{) correspond a f, % f., et
o, a fi(i=1,2), on a

CP(Cht) =f1*f-z(a[) = A f1 (h)fz(h‘la/) dh

1
- fff fi(a) f2(k'—'a_- k—'a) sh*'vdk dk' d=-
KYK<Yo

215
:rz’f;,';) ;r%l)fuf,,f [ 1@ s @) a)

I‘<1 /1,>
2
= sin”~20 sh*~'tdm dm’' df d=

1
5 (n—1)
27"

ﬁ__(__(__))_f fﬂw fi(as) f»(a_-upa,) sh"—" =z sin*—20 dz d
n—i

(*) Dans la notation du lemme 1.2, k, = ux.

BULL. SOC. MATH. — T. 91, FASC. 3. 20
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car
f:(a—.muym’a)) = f.(ma_-uyam’y = f.(a_-upa,),
et
[ dm =1;
AU
or, on a

a_-wya, = k,a, k., avec k, k.€K,
cht’ = (a--upa,)y, = ch=cht 4 shr shicos0,

d’out finalement,

(Go) 9(cht) = —2"
r(

ks -+ =
—I—f f 0;(ch7) 9.(ch< chi + shtshi cos0)
;(n-l)) 0 0

> sh—1 sin"20 d0 d-.

§ 2. COMMUTATIVITE DES ALGEBRES L' ().

1. Les algébres L' (7). — Désignons par K I'ensemble des caractéres
irréductibles y de K, normalisés de facon qu’on ait

7.k (k) = f 2 (k) 7,0 dl = 7,(k);

pour chaque ¥ € K, il existe donc une représentation unitaire irréductible
= de dimension finie r de K, telle qu'on ait

7 (k) = r.Tr(n (k) pour keK.

Soit L l’algébre formée par les fonctions continues a support compact
définie dans G, avec la multiplication définie par le produit de com-
position. Le sous-ensemble L°(y) de L formé par les fonctions f(g)
satisfaisant aux conditions suivantes :

(@) rkfky=Tf
(ii) fr=f ou f(g)= f f(kgk—") dk,
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est une sous-algébre de L, et il est clair, d’aprés la normalisation de iy,
que l'application

f>rkf =%y
est la projection de L sur L' (y). En particulier, si I'on désigne par y,

le caractére trivial, L°(y,) n’est autre que I’algébre commutative A
du paragraphe 1. Notre but est de montrer que les algébres L° () sont

toutes commutatives pour €K, ce qui signifie que toute fonction
sphérique de type y quelconque est de hauteur 1 au sens de Godement [11].
Introduisons pour cela la transformation suivante, pour les fonctions

feL' (y) :

() F(l) = e f f f(ka)m (k) dk dz.

K YN

Il est clair que c’est une fonction continue, a support compact (*), et
a valeurs dans I'espace des opérateurs linéaires dans E (I’espace hilbertien
de dimension r, dans lequel est donnée la représentation =), définie
sur R. [Pour des raisons qui vont apparaitre plus loin (voir §4), on
pourrait appeler F, la transformée d’Abel de f.]

ProrosiTiON 2.1. — On a les propriétés suivantes pour la trans-
formation f—F, :

(l) pour f" f‘-’ELO (X.)’ %, BEC9
Fopvpp=aF;+ BF;
(i) Fy.po= (Fp) % (Fp)
(au sens du produit de composition sur R);
(iii) pour feL’(x), on a
Fy(t) = F/((—D)*,

ou * désigne 'opérateur adjoint dans E;

(iv) on a
F(Q) Ff,(t:) = Fr(t) Fri(t);

(v) si Fy()=o, alors f(g9) = o.

(*) Si g = ka,x, on a g,, = cht + %ef(i.'_% +...4+ £}); donc si le support de f est

un compact C, et si ¢ = sup g,, on aura F;(f) = o pour { assez grand tel que cht > c.
g€
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DEMONSTRATION. — (i) est trivial. (ii) résulte du calcul suivant :

Fpo(t)=ere fh fN fG fi(ka,zg=") f2(g) = (k) dk dz dg

| fN fK fR f i (kacz (la-y) ) fo la-y) = (k)

X et dk dx dl d~ dy
[k— 1k, x—zy et fo =]

=em—mﬂfKfN‘/KAﬁfl(ka,xa,:)fg(lacy)ﬂ(k"l“')

X e"=*dk dx dl dr dy
[x— a_-za-, d(a—-za.) = e~ "7 dx]

R f { f f fu(kar_-2) = (k) dk do
R KYN
% f f fo(la-y) = (1) dl dy | d=
K<Y N
= [ Frt—9 Fu) ds.
R
Montrons maintenant (iii) :

Fy () = i f f F@Ta k) = (k) dkde
KYN

[x > a2z 'a, k— k']
— -t f f Fka @) = (k) dk dx = (F r(— 0))*,
puisque 7 (k) = (7 (k—"))*.

Avant d’aborder la démonstration de (iv), (v), examinons la trans-
formée Fr (f) de plus prés. On a, quel que soit me M,

Fo(t) e-n—92 — f f((mkm=")y a,2) 7 (mk—'m—") dk dx
- f f f(ka,m—zm) 7 (mk—' m—) dk dz
— f f f(ka,z) = (mk—m~") dk dz,

puisque, d’aprés [1 (19)], d (n~'em) = dx, et ma, = a.m; il en résulte
donc qu’on a

() Fy(l) = ene f f f(ka,x) [ f [(mk- m—')dm]]dkdx.
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D’autre part, on sait que la restriction a M de toute représentation
unitaire irréductible de K se décompose en somme directe des repré-
sentations irréductibles deux a deux non-équivalentes (voir, par exemple,
B@ErNER [2], chap. VII, § 12, Verzweigungssaiz 12.1); on peut donc
choisir une base orthonormée (e,; 1 = p = r) de E, de telle sorte que, si

3) w(kye,= > e, (K)e, pour keK,

qg=1
T'on ait, pour me M,

f 0
) (e () = i ,

0 fe(m)

o, pour 1 =<j <, m—f/(m) est une représentation irréductible
de M, de dimension r;, avecr = r, -+ ... ry. Désignons par I, I’ensemble
des entiers p tels que r+4...4+r, <p=r +...+r;. Posons
de plus

o/(m) =1, Te(fi(m)),  meM.

On a alors la relation suivante :

) [ evrmitm dim = 0,1/ Rl %),
M

pour 1 = p, q=r, et pel;. En effet, on a

f ey (mikm=y dm = ¥, f ¢, () €1 (k) €7y (1) dm
M potels

= e @) [ e (m) e ) dms
M

or, d’aprés le choix de la base, il est clair que la derniére intégrale est
nulle si p, p’ ou, ¢, ¢’ n’appartiennent pas au méme intervalle, et d’aprés
la relation d’orthogonalité des coefficients (car les représentations f/ (m)
sont deux & deux non-équivalentes) elle est aussi nulle si p, ¢ ne sont
pas dans le méme intervalle; il vient donc

f e (mkm=) dm = 3, ¥, ¢ (R)I1),
M

per
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si pel;. Compte tenu des relations

. o si I;
E/N]‘V‘TI/:{ . q¢ l)
ey si qel;
on a '
7 * n=r E €pps
p el
ce qui montre bien la relation (5).

Par conséquent, si 'on désigne par F, (f),, I’élément d’indices (p, ¢)
de la matrice de F, () par rapport a la base choisie, on a

(n—1) *Y‘ (k)
© ‘F (D)pg =5, € / j fka) L2500 L4 g ke

si pel,.
Cette formule met en évidence la propriété (iv).

Introduisons maintenant, suivant HaARrisH-CHANDRA [13], une série
de représentations U*® de G dans l'espace de Hilbert $ = L* (K),
dépendant d’un paramétre complexe s. Soit, pour g€ G, ke K,

) gk = ks a, 5, 1, avec k,eK, zeN, (g, k)€R,

la décomposition de gk suivant [1 (14)]. On a alors les relations suivantes :
®) koo = (kg)gs (km),=k,m  pour meM;

() t(gg’s k) = t(9, k) +1(g', b),

t(k, ¥') =0 pour k k€K, t(g, km) =t(g, k) pour melMl.
Remarquons qu’on a donc

t(gk—, k) =1(g, e) =1 si g=FKauz,

(10) avec k'eK, teR, xeN.

Si I'on définit maintenant I'opérateur U; dans $ par la formule

(11) (Ui 9) (k) =e'cNo(ke)  pour ¢€9H,

il est facile de voir, a 1'aide des formules ci-dessus, que l’application
g — Uj est une représentation fortement continue de G par des opé-
rateurs linéaires bornés dans $; on sait de plus qu’elle est unitaire

si Re(s) = 2= (voir [13], p. 239-243) ().

(") Si l'on désigne par U, la représentation réguliére a gauche de K dans $, on
a U] = U, pour k€ K, quel que soit le paramétre s. De plus, si J est la conjugaison

dans $ définie par Jo¢ = 5, on a JUL‘; = b:‘ J, et I’'on en déduit aussitét qu'on a

(Ug) = U=t = pour ge€G.
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LemMmE 2.1 (GopEMENT). — Les représentations U*, s€ G, forment
un systéme complet au sens de GopEMENT [11], c’est-a-dire, si lon a,
pour une fonction feL, U} = o quel que soit s€ G, alors f = o.

DEMONSTRATION. — Comme on sait que G posséde un systéme complet
de représentations irréductibles de dimension finie (voir le lemme 5
dans [11], p. 506), il suffit de montrer que toute représentation irréduc-
tible de dimension finie de G est contenue (comme composante discréte)
dans une représentation U*® avec un s€G convenable; or cela résulte
de ce que les représentations U*, s€ G, sont essentiellement des repré-
sentations induites par les représentations de dimension 1 du sous-groupe
résoluble connexe T = A.N = NA, d’aprés un autre lemme de
GopeMENT (lemme 7, loc. cit., p. 508). En effet, toute représentation
de dimension 1 de T est de la forme

d(a[x) = e’*"’,

avec un s€ G, et si I'on désigne par $* I'espace vectoriel des fonctions
continues 0(g) sur G telles que

0(g.a,x) = 0(9) 2(a,x) pour tout a,xeT,
et par T* la représentation de G dans $* définie par la formule
(T79) () = 0(g~"h),
il est immédiat de vérifier que la transformation
I: $*30-»0|KeL(K)

définit un isomorphisme de $* sur L (K) et transforme la représentation
T* en U-.

Pour démontrer maintenant (v), supposons qu’on a, pour une f € L" (y),
F; (f) = o. Nous allons montrer que cela entraine que Uj = o quel
que soit se C, d’ou résultera donc (v) grace au lemme 4. Calculons
pour cela (Ujg, d), ot o, v€$H; comme U} = Uj,r,, = U, U;U,,
et Uy, =U,, on a

Ujo, V) = (UiUy0, Uyb)y = (Ujy ko 1k $);

on peut supposer que y est le caractére de la représentation = définie
par (3), et I'on a alors

.
(12)  Ugo=yko=Ncuew Ub=y%b=d, e,

avec

=t [ @) dk, =1 [ 0,00 40 dk.
K K
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On a, par conséquent,

(13) Ure, )=, cplpy (Useus ey).

Papsq’

Or, on a, d’autre part, pour ®, ¥eL (K),

(U5, W) = f fK f(g) e 60 @ (ky—1) TRy dgdk  [g—>kg~']

— [ [ gy e @) TRy dg

I

fffff(kx—l a7t =) et @ (]) ——_'F(lc) et dk dl dt dx
KY KY RY N
\/I‘t

f / f(ka,xl—") et @ (1) T dk dl dt dx;
KYRY N

I

comme f* = f, on peut écrire, par suite,
(14) (U3 ®, W) = f f f f(ka,@) e % ® (k) dk dt de.
KYRY N
Si I'on applique la formule (14) au cas ou ® = ¢,;, ¥ = ¢,/4,, ON a

Wrew evr)y= [ [ [ fam)ete, ke, akatas
KYRY N

= 2o, [ [ [ fa)eep, () drdee
KYRY N

n—1
s——5 )¢
.5///"fe<v : ) Frt)yqdl,
R

~N | -

d’aprés la définition méme de F, (f); il en résulte donc que

| (et
@ =LY ed, [ T B,
R

Pyqg=1

Si I'on a Fy(f) = o, on a donc (Uj9, §) = o quels que soient ¢
Y dans L (K), d’'ou Uj = o.

C. Q. F.D.
CoroLLAIRE — Les algébres L' (y) sont commutatives.
DfmonsTrATION. — Soient en effet fi, fo€ L’ (y); en vertu des pro-

priétés (ii) et (iv), on a
Frap=EFp) k(Fp)=(Fp) kFr)=Fpis

ce qui entraine, grace a (v), qu'on a fikf.=f. %[}
C. Q. F.D.
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2. Homomorphismes de L° (y) sur C. — D’aprés ce qu'on a vu
au cours de la démonstration de (iv) au numéro précédent, il est clair

que, si €K, nell (on désigne ainsi I'ensemble des caractéres irré-
ductibles de M), et si y % 7 # o, I'application

(6)  f—2(f) f{ fff(zm,x);:‘”g";dkdx}e-udt

est un homomorphisme de L°(y) sur G; on est ainsi conduit & poser
les définitions suivantes :

(17)  oyn.s(9) = ;:Zﬁg si g=kax, keK, teR, z€N;
(18) Ly, s(9) = (,7,6)°(9) =f“x,n,s(k9k")dk-
K

Il est clair qu'on a, puisque f* = f, et que
[ronaa=[rorod,
1D = [ 1@ i @dg = [ (@)%, 100 o

On conviendra donc d’écrire

(19) rf=¢, o2 pour feLi(),

et l'on définira ¢, 4 (f) pour f€L, en posant
CZs‘ﬂaS(f)=:"/_.‘q,s(X*f“).

D’apres la formule (15), il est clair que, si I’on suppose qu'on a n = v,
pour un j tel que 1=j <,

(20) Zyon,s(f) = r(U}_I_‘V €pps €pp) avec pel;,
ce qui met en évidence le fait que la fonction ¢, 4 s(g) soit de fype
positif si Re (s) = "_E_l; nous avons donc démontré la propriété (ii)

de la proposition suivante :

ProprosiTioN 2.2, — Les fonctions (., . s possédent les propriétés
suivantes :
@) 7K Copns KL =Ly, C'UA,'m:Cz,n,x;

(i) si Re(s) = 2—1, ¢, est de lype posilif;
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(iii) v Cypn,s(9) = & (073

(iv) quels que soient g, ' € G, on a
f Cpn o (kgk™ ) dk = ©5.0,5(9) Ty, o (9)3
K

(v) Ulapplication :
[—=0,(f) —‘ff(g) &yn s (9) dg
G

est un homomorphisme de L° (y) dans C.

DEMONSTRATION. — 11 est évident que « =7 % 2, d’ou
IHRC=T ko= (ke 2) = 2=

(on a laissé tomber les « indices » pour simplifier), ce qui montre (i).
Comme on sait que (iv) et (v) sont équivalentes (voir, par exemple,
GopeEMENT [11], p. 524), il ne reste qu’a démontrer (iii); or ceci résulte
de I'expression suivante pour ¢, , s, qui est une conséquence immédiate
de (20) :

(21) Cyn,s(9) =1(Uy" " epps €))
(on garde les notations précédentes); on a, en effet,
:Z 7, nfi—.s'(g*l) =1r(Ui- € E}’A/))’

puisque les fonctions e,,, p, g€ l;, jouent les mémes roles pour les
caractéres 7, 7, que les e,,, p, g€ I;, pour y, ; de plus, on sait que

(22) (U)'=U:~""  pour geG, seC;

par suite, on a
(Us—ep €p)) = (Uéf”‘ €pps e/)/}) = (e,,,,, Ui e/!/}) = (Ui e €1),

ce qui entraine (iii).
C. Q. F. D.

11 est fort probable que tout homomorphisme de L° () dans G suffi-
samment régulier, par exemple tout homomorphisme, qui est une dis-
tribution au sens de L. ScuHwARTz [i. e. il existe une distribution sur G
dont la restriction sur L°(y)nD (G) coincide avec I’homomorphisme
en question], soit de la forme ¢y, s pour 7, s convenablement choisis.
C’est le cas pour le caractére trivial ¥ (k) = 1 comme on va le voir par
la suite, pour n quelconque, et pour les groupes G. (2), G. (3) quels
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que soient y (°). De toute facon, il est clair, d’aprés ce qui précede,
que les homomorphismes f—¢, , s(f), avec y€ K, ne M, seC,
forment un systéme complet dans ce sens que, si ¢, . (f) = o quels
que soient 7, s pour une feL’(y), on a f=o.

DEFINITION 2.1, — Une distribution 1 sur G est dite de classe ;, v € K,
si on a, quelle que soit feD (G),

1(f) =100 % % )

Une distribution de classe y est dite sphérique si sa restriction a L° () nD (G)
est un homomorphisme de cette sous-algébre sur C.

On peut montrer que toute distribution sphérique de classe y est,
en réalité, une fonction indéfiniment dérivable, ou méme analytique
réelle. En effet, la démonstration de GopeEMENT dans [12], qui traite
le cas du caractere trivial, s’applique sans modification essentielle aux
cas des caractéres quelconques.

§ 3. FONCTIONS SPHERIQUES DE CLASSE 1.

1. Représentations unitaires irréductibles de la série prin-
cipale de classe 1. Nous avons défini, au numéro 1 (§ 2) une série
de représentations U* dans l'espace de Hilbert § = L*(K); nous allons
maintenant étudier ces représentations de plus pres, pour arriver a
la définition de la série principale de classe 1.

Soit k — V, la représentation réguliere a droite de K dans $; pour
0e$, on a donc (V,.9) () = ¢ (Ik). D’aprés les formules [2 (8)], [2 (9)],
il est évident qu'on a

(1) U;V,=V,U; pour ge&G, meM,

quel que soit le parameétre s; par conséquent, pour toute fonction
intégrable sur M, l'opérateur

Vo= f L) V,odm
M

est permutable aux opérateurs Uj, g€ G; en particulier, si » est le
caractére d’une représentation unitaire irréductible de dimension finie d
de M, soit m-—>(fij(m))~;,~qa, alors les opérateurs suivants sont
permutables avec U;, g€ G :

() Qi= j ) Vadm,  Qh=d f fo(m=) Vadm,  1=1,j = d;
M M

(°) Pour G (2), voir par exemple [21].
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on voit facilement que les opérateurs Q, Qj, 1= 1i-d, sont des pro-
jecteurs dans §, et Q;; est un opérateur partiellement isométrique
appliquant Q. $ sur Q7 %. Si I'on pose

® $' =09, 9 =09,
il est clair qu'on a
0] 5= @ 5% =09
ProposiTioN 3.1. — Les sous-espaces fermés $; sont invarianis par

les opérateurs Uy, g€ G, et si Uon désigne par U* (n, i) la représentation
de G dans 9] obtenue par restriction de Us a ], pour 1 <id, ces d
représentations sont deux & deux unitairement équivalentes. Toute repré-
sentation unitaire irréductible unitaire de K, soit k — (€,q(K))izp, g1
est confenue au plus une fois dans la représentation k— U} (n, i). Pour
qu’elle y soit effectivement contenue, il faut et il suffit que la représentation

m —(e,;(m)) de M conlienne la représentation m — (fi; (m)) (*).

DEMONSTRATION. — Les projecteurs Q%, Q;; étant permutables aux
opérateurs U}, g€ G, il est clair que les sous-espaces $", $;' sont inva-
riants; il est aussi facile de voir que 1'équivalence de U* (v, i) et U*(x, j)
est donnée par I'opérateur Q.

Pour montrer la seconde et la derniére assertions, on peut supposer
i =1, et 'on écrira, pour simplifier, U;(n, 1) = U;. Supposons donc
qu'une représentation unitaire irréductible de K : k— (e,;(k)) soit
contenue dans la représentation : k— U] = U;; cela signifie qu’il
existe un systéme o,, ..., ¢,) de fonctions dans 7 telles qu’on ait

Uig)= 2 eqp (k) 9y,
g=1
pour 1 = p = r, ou encore

op(k=w) =D e, (K)o, (u)  pour k uekK, 1Zpr;

g =1

il vient donc, en remplacant u par ku,

o,(u) = Z eqp (k) 9, (ku), quel que soit k, uekK,

qg=1

(°) La premiére partie est due a HarisH-CHANDRA [13]; pour la seconde partie,
voir aussi DIXMIER [5].
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d’ou, en intégrant par rapport a k dans K,

or@ =, [ enn(®) oy k) k=3 [ ey (hu 2,9

qg=1 qg=1

ce qui entraine qu’on a

®) @ =D gm@, avee o= [ )70 dk;
K

q'=1 qg=1

or, comme les fonctions ¢, (k) sont dans $7, on a

o0 (K) = (@11 ¢,) (k) = d f 9y (km) f1u (m=t) dm,

d’olt

¢y =d eqq' (k) ¢4 (km) f11(m~") dk dm
RN

=4 Y, [ew®e@dk [ ey i dm

7q" =1

—a X, o [ e dm;
M

q"=1

si maintenant la représentation m — (e,,(m)) ne contenait pas la
la représentation m — (f;;(m)), on aurait f e,; (m) f1 (m)dm = o,
M

d’aprés la relation d’orthogonalité, d’out ¢, serait nul quel que soit ¢,
et (5) entrainerait donc que 9,(k) = o; on voit donc que m — (€,,(m))
doit nécessairement contenir m — (fi;(m)). Or, comme on a déja
remarqué (§2, n° 1), toute représentation unitaire irréductible de K
ne contient une représentation unitaire irréductible donnée de M qu’au
plus une fois; on pourra donc supposer que la matrice (e,,(m)) soit de
la forme suivante :

(6) (e (m)) = (fw<m> f’(om)>,

o

ou, m—> f' (m) est une représentation de M, qui ne contient aucune
composante équivalente a m — (f;;(m)). Dans ces conditions il est
clair qu’on a

Cqr = 6qr1 Ci,
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d’ou

~ N /N -
(Gh) 9, (1) = X,y € (@) = i, (),
q =1
ce qui signifie qu’il n’y a essentiellement qu’un seul systéme, a savoir
(en(k), ..., e.(k)), qui se transforme suivant k> (e,, (k).

C. Q. F.D.

DEFiniTION 3.1. — Soit ¢ — U, une représentation continue d’un
groupe fopologique G dans un espace hilbertien $; on dif qu’un vecteur
be$ est un vecteur totalisateur (ou un vecteur cyclique) pour la repré-
sentation U, si le plus pelit sous-espace fermé contenant les vecteurs U,
g€ G, est . Une représentation admettant un vecteur totalisateur est dite
cyclique.

Il est clair qu'une représentation irréductible est cyclique, mais la
réciproque n’est pas vraie en général.

ProposiTION 3.2. — Supposons que le paramélre s ne soif pas un

entier = o. Pour fout caractére neM, el pour tout i, 1 =i -d, la repré-
sentation U} (n, i) est cyclique.

DEMONSTRATION. — On peut supposer i = 1, sans restreindre la
généralité, d’aprés la proposition 3.1. En vertu du lemme 1.2, on

obtient une fonction continue définie dans K n[}M (dans le complé-
mentaire de M dans K, donc presque partout dans K) en posant
Y(k) = fu. (mm’) si k=muym', m,meM, o<<m;

il est évident que ¢ est dans §, et méme dans $7. Nous allons montrer
que ¢ est un vecteur cyclique pour U* (v, 1) dans $7. On aura besoin
du lemme suivant :

LemMmE 3.1. — Soient m, meM, o =0 < =, t réel; on a alors
) (muym'),, = mugm’,
avec
, __ sht+ chitcosh — sin 0
®) cosd’ = chi+ sht sinb’ sinf’ = chi + shicos0’
et
(9) et(m,muo mr) — 6“”" ) = Cht + Sht cos 0_
DEMONSTRATION. — Par définition (voir §2, n°1), on a

a,(muym’) = (muom’)a, Qs (a,, mugm) s avec r€N;
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M étant le centralisateur de A dans K, on a d’autre part,

a,(muym’) = m(a,ug)m'’;

or les éléments a;, uy sont dans le sous-groupe G. de G formé par les
g€ G de la forme

Goo  Gor  Goo
g= G G G2 o
Q0 G211 G2 ’
o 1,

et le sous-groupe G. est isomorphe au groupe G.. (2); par suite, en vertu
de la décomposition [1 (14)] dans G. (2), on aura

(10) a,uy= uya,x, avec uy = (up),, et ' dans G.;

on a donc

a,(muym’) = mugayx’'m’ = muym’ay,m'—' ' m’,

d’olt résultent (7) et la premiére égalité de (g).

Pour démontrer ce qui reste, il suffit d’expliciter (10), et comparer
les coefficients des deux membres.

Revenons & la démonstration de la proposition 3.2. Soit ' le plus
petit sous-espace fermé invariant contenant Y, et soit $” son complé-
mentaire orthogonal dans £7%; $” est stable pour la représentation
U; de K, qui est unitaire pour tous s. Supposons " = (0); il y aurait
alors au moins une représentation unitaire irréductible de K, soit
k — (e);(k)), contenue dans la représentation k-> Uj (n, 1) de K
dans $”. Comme $"C$7, on pourrait supposer que la matrice (e,,(m))
ait la forme (6); alors les fonctions €,; (k), 1=~ p < r (r est la dimension
de la représentation en question), seraient contenues dans £”, et l'on
aurait par conséquent

Ui, e,)=o, quel que soit g€ G;

en particulier, pour ¢ = a,, on aurait
f estiauh G (k,_Ye, (k) dk = o,  quel que soit £;
K

les lemmes 1.2 et 3.1 nous permettent d’écrire ceci sous la forme suivante
(compte tenu de la définition de ) :

f f f (chf— sh{ cos 0)~ f., (mm') ey (muym') sin™=* 0 dm dm’ d9 = o,
0 MM
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quel que soit ¢ réel; vu la forme particuliere de (e,,(m)), et la

relation d’orthogonalité dans M, les deux intégrales étendues sur M
d

donnent 2 e;;j(up), d’out

j=1

(11) f (chf{—shtcos0)—F(0)d) = o,
0
quel que soit ¢ réel, en posant

d
F(8) = e, (un) sin"—0;
=1
en vertu du lemme ci-dessous, la fonction F (), donc la fonction continue
d
2 e;; (up) serait identiquement nulle, ce qui entrainerait la contra-

j=1
d

diction : o =2e,-,-(uo) =d.
j=1
C. Q. F. D.

LeMME 3.2. — Soit F (8) une fonction intégrable sur o =0 — =, el
soit

H () =f (cht— sht cos )= F(9) dO.
0

Si s n’est pas un entier = o, pour que H (t) soit identiquement nulle, il
faut et il suffit que F (0) soit presque partout nulle.

DEMONSTRATION. — Par récurrence sur p, on montre que
dr .
av (cht—shtcos0)y—= 2 ch(s) (cht—sht cos§)—*—7(sht—cht cos 0)”

=0
ou les c/ (s) désignent des constantes, avec
¢p(s) =(—1ys(s+1)...(s+p—1);
si s n’est pas un entier = o, ¢/ (s) 7= o pour tout p; donc, si H(f) =o
identiquement, on déduira de H (o) = o, que

kil
f F(0)cos”0db = o, pour p=o0,1,2,...,
0

d’olt F (9) est nulle presque partout.
C. Q. F. D.
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Dans le cas du caractére trivial =, : mo(m) = 1, pour tout meM,
on a d = 1, et la fonction ¢ de la proposition précédente se réduit a
la fonction constante 1, qu’on notera Y,; on en déduit lirréductibilité
des représentations U* (7o) (on laisse tomber I'indice i, puisque d = 1)
de G dans $", dans le cas unitaire, de la maniére suivante.
Soit A un opérateur dans H" qui permute a tous les U, ge G, et
montrons qu’il est scalaire. Posons A Y, = ¢; alors,

UkCP = U/chJ():AUk‘-Po:A%: 9,

d’on1 ¢ est invariante par les translations & gauche par les éléments de K,
i.e. o est également une constante, soit cy,; par suite, on a

AU = Ug(Ady) = Ui o =cUj Y, quel que soit g€ G;

comme les vecteurs Ujl,, g€ G, sous-tendent $™, on en conclut que
A = cl.
C. Q. F. D.

Le sous-espace $" de § est formé par les fonctions de carré sommable
et invariantes & droite par les éléments de M; on peut donc l'interpréter
comme ’espace hilbertien des fonctions de carré sommable dans I’espace
homogéne K/M ~ S*—!, pour la mesure invariante normée p»; de plus
la transformation k — k, définie par ge G, définit, par passage au
quotient [voir 2 (8)]; un homéomorphisme ¢ : kM — k,M de K/M sur
lui-méme; de méme, la formule [2 (g)] montre que la fonction ¢ (g, k)
ne dépend que de ¢ et de la classe kM de k dans K/M. Si I’on identifie
K/M a S*!, en faisant correspondre, a la classe kM, le point
X = (T ..., X,) de S*!, défini par x, = k,, 1 =< p n, il est facile
d’exprimer ’homéomorphisme ¢ et la fonction #(g, x) = (g, kM) = (g, k),
en explicitant les deux membres de la relation matricielle gk = kga; g, 1 2;
on a

(12) x'=g¢.x%,
avec .'L"/, == <g/;0 +2 g/u/ xr]> /<g00 _[—2 g(}(]xl[> ’ I é p é ns
qg=1 g=1
n
(13) ee® = gy + 2 Goq Tqe
g=1

On peut donc énoncer le résultat obtenu sous la forme suivante :

TukorEME 3.1. — Soit p la mesure invariante normée sur la sphére
S, et soil § U'espace hilbertien formé par les fonctions de carré sommable
pour . définies sur S*—'. Pour g€ G, définissons Uopéraleur U; par la
formule

(14) (Ui9)(®)=2(97', %) "o(g'.x), pour €,

BULL. SOC. MAIH, — T. 91, FASC. 8. 21
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ou a(g,x)=c¢e's*, e g.x est défini par (12). Alors, si s o,
—1,—2, ..., U*est une représentation cyclique de G. En parliculier,

. n—i , . e
si Re (s) = — Us est une représentation unitaire irréductible.

On verra plus loin (§6) que U* est en effet réductible pour s = o,
—1, —2,....

Les représentations unitaires irréductibles de G. (n) qu'on vient de
construire forment une partie de la série principale au sens de GEL’FAND
et NamMARK (i. e. les représentations unitaires irréductibles « contenues »
dans la représentation réguliére); en effet, ce sont les représentations
de classe 1, au sens de la définition suivante, appartenant a la série
principale.

DerFiNiTION 3.2 (GEL’FAND-NAIMARK). — Soif G un groupe topo-
logique et soit K un sous-groupe compact de G. Une représentation unitaire
T, de G dans un espace hilbertien $ est dite de classe 1 (Par rapport
au sous-groupe K), s’il existe un vecteur cyclique Y pour T, lel qu’on ait
Tl =1, quel que soit ke K.

. N2 n—i
ReEMARQUE. — Les représentations unitaires (le cas Re(s) = 2 >

Us (n, 1) définies dans $; étant essentiellement des représentations
induites par certaines représentations de dimension finie du sous-groupe

I'=MA.N de G <en effet, c’est la représentation irréductible de T
définie par ma,x — e~* L (m), dans le cas ou s = n—:-1 + iv, m— L (m)

étant une représentation de M de caractere n>, le critére de BrRuHAT [3]
montre que les représentations U® (n, i) dans $; sont irréductibles,
pour s = Q_—Z_“_I + iv, & condition que v o. D’aprés la démonstration

élémentaire ci-dessus du cas ou m est le caractére trivial, on constate
ici qu’il y a lirréductibilité sans exception.

2. Calcul des fonctions sphériques de classe 1. — Dans le cas
du caractére trivial y,: o (k) = 1, pour tout k€ K, le seul caractere

ne M, tel que y.% nZ o, est le caractere trivial z; il est clair donc
quon a, d’aprés [2 (21)].

Cpormns(9) = (Ug™ "o, bo),  pour ge€G,
en désignant par ¢, la fonction constante 1 sur K. Convenons d’écrire ¢,

au lieur de ¢, On se propose de calculer explicitement cette fonction
sphérique de classe 1. Remarquons d’abord qu’on a

(15) ¢s(9) = Cu—1—s(9)  pour tout geG.
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En effet, cela résulte de la formule (iii) de la proposition 2.2, compte
tenu de ce qu'on a, pour toute fonction f(g) invariante par K,

f(g) =f(g) (cf- remarque 1.2).
On peut donc écrire

(16) Ls(9) = (Ugdo, 4o),  pour geG,

et lidentité (15) montre que les représentations U*® et U '~* de la
série principale sont équivalentes.

Pour calculer Z;(g), il suffit bien entendu de considérer le cas out ¢ = a,,
d’apres le lemme 1.3. On a alors, d’aprés (16),

(@)= (Uit )= | e1e-etid

— I'(n/2) sin"—20
\/“F((n~x)/z)foMf (chi—sh{cos 0)° dmdm' db,

d’aprés [§ 1 (31)] et [§ 3 (9)]; comme on a [ dm =1, il vient
M
_ T(n/2) " sin"—21) ‘
(17) tla) = /=T n—r\ J, (cht—shtcosf))-"d
2

(La formule [1 (31)] n’est démontrée que pour n>x 3, mais il est facile
de voir que cette derniére formule reste valable méme pour n = 2.)

TuEOREME 3.2. — On a les formules suivantes pour ¢ (9) () :

n
(1%) a) = i_h)(/—_r(/—"?/i)% ? (chi),
(19) £1(a) = (1— thety: F1(S ST e t>

2"t (m —1)!
(s—m-+1)(m—s)(m+1—s)...(2m—2—5s)

—1 d m—1
X < shi dt) S (Ch t)9
2 m+1 . 3.. ~(2m—3) (Zm—l)
(20). &N (@)= (5—1)(s—2)...(s—m) (m—+1—5) (M+2—S5)...(2m—1—35)

—1 d\"ch(m—s)t
X \sht dt (s—m)*

(o) 6" (@)= 5=y

(") On écrira {2 (9) = &, (9), pour préciser qu’il s’agit du groupe G- (n). Pg(.)
désigne la fonction de Legendre de premiére espéce (voir, par exemple, MAGNUS-
OBERHETTINGER [19], chap. IV).
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n—ri

En particulier, dans le cas unitaire : s = +iv, on a

2"t (m—1)!

)t )
x <:T; %)"H P, (),

2m+1 . I.3...(2m———1) — 1 d\™
(21): Gt () = Y1), .. (7 (n—1)) <W lﬁ) cosvi.

DEMONSTRATION. — La représentation intégrale (17) de ¢, (a)) montre
quon a (18) (voir, par exemple, MAGNUS-OBERHETTINGER [19], p. 83).
Pour montrer (1g), il suffit d’écrire

o g, (@)=

1.
m— s A1y

(chf—shfcos0)= = (1—th*f)*/?(1— th# cos 0)—*

et de développer en série (uniformément convergente pour 0, puisque
|tht] <1, quel que soit ¢ réel), et d’intégrer terme & terme. Enfin
pour (20), on démontre d’abord, en intégrant par parties, qu'on a

—1I d n _S(n—I—S) n+2
<m m>§s(at) = T Ss (a),

d’ou, par récurrence sur p, il vient

(@) = (n—2)(n—4)...(n—2p)
¢ (s—1)(s—2)...(s—p)(n—2—s)(n—3—s)...(n—p—1—19)

—1 d\ n—2p .
< (St ) w0 @

d’autre part, on sait (ou I'on peut vérifier directement) qu’on a

g2(a) = Ps(cht),  ¢i(a)= %?éi;—;}z:’

d’ou résulte immédiatement (20).

CorOLLAIRE. — La fonction ¢s(a) = Z,(cht) satisfait a ['équation
différentielle suivante :

(22) sh2t Z'; (cht) + ncht Z' (chf) —s(s—n + 1) Z,(chf) = o.

REMARQUE. — On sait, d’aprés la théorie générale, que toutes les
fonctions sphériques sont fonctions propres d’opérateurs différentiels
définis par les éléments du centre de l’algébre enveloppante U de
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lalgebre de Lie du groupe G. (n); en particulier, elles sont fonctions
propres de I'opérateur de Casimir

o= Y xi— Z Y2

1<Lplg<Ln 1=Zg<n
or, pour une fonction f(g) invariante par K, il est évident qu’on a
Xpgf=o0;

de plus, il est clair qu’une telle fonction ne dépend que de gy, (I’élément
d’indice o,0 de la matrice g¢!), ce qui permet d’écrire : f(9) = 9(go0);
on a alors

Y, 1) (9) =Y, %) (9) = lim % (f(exp(—1tY,).9) —f(9)

= Jim 5 (#(chL. goo—sht. g,0) — 5 (go0))
>0
=90 ¢ (o),
puisque (exp (—tY,).9)w = cht.go—sht.g,0; par suite, on a

(YD (9=, x (Y, %)) (9) = lim % (Y, % f(exp(—1Y,).9)— Y,k [(9))

—lim * (— (—sht. g+ chi. g,0) o' (cht.goo—shit. gpe) + G002’ (goo)

(>0 1
= (oo CP’(gm)) + g;))o ’?”(goo)’
d’oul
Q f(g) = Z Y,z, f(g) =—"ngy (P’(gm)) —_— (!]30— I) CP”(gO")’
1£p<n

ou encore
(23) Qf(a) = Q ¢(cht) =—sh*t ¢"(cht) — n cht ¢’ (chi).

La formule (22) montre donc qu'on a

Qi =s(n—1—5s)%,.

§ 4. FORMULE DE PLANCHEREL DANS L’ (x0).

1. Espace des fonctions invariantes. — Soit @ de la sous-algébre
de A = L°(y,) formée par les fonctions indéfiniment dérivables. Soit
de plus @ (R) I’algébre des fonctions indéfiniment dérivables et a support
compact sur la droite réelle R, avec la multiplication définie par le
produit de composition au sens ordinaire ; désignons par '@, (R) la
sous-algebre de @ (R) formée par les fonctions paires.
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LemMmeE 4.1. — Pour toute fonction f () de ®. (R), la fonction f[z]
définie dans 1 —x <+ o, par la formule :

f(®) = f[chi],
est indéfiniment dérivable (pour x =1, il s’agit bien entendu de la
dérivabilité a droite).
DEMoNsTRATION. — Soit

7 () =fwf(l) cosvidl

la transformée de Fourier de f. Montrons que P (v?) F(v) est sommable
pour dv dans o-~v <+ o, quel que soit le polynome P(.). En effet,
si f(t) est nulle, ainsi que ses dérivées, en dehors de (— T, T), pour un T
assez grand, on a

AT
VI F (V) = (—1)" / {2 (f) cos vt dt,
0

ce qui entraine que P (v?) 7 (v) est la transformée de Fourier d’une
fonction de @ (R), d’ot notre assertion. Il nous suffit donc de montrer
qu'on a pour tout entier p > o,

(p+1) 2(— I)p+l vertn...(2+p) F(v) r2r 5
(1) freifa]= P = ROl L
(2) d s [x] = (_P_+_‘)_ii 2pi5 [=],

p+1+zv 2p _|_ 3 p+"+zv

pour x>1, ou (Y [x] =¢77, (a) pour x = chi; en effet, comme
c’est une fonction de type positif, on a

| Ci pt+3 [x] |é C2/)+:: N (e) =1,

+piv 1+p-iv

ce qui montre que le second membre de (1) converge absolument et
uniformément (par rapport a x), d’apres ce qu’on a dit au début. Pour
montrer (1) et (2), remarquons d’abord qu’on a

, f(t) 2 . vsinvi ’__:z_f”‘_” -
Mlal="gp =—72 | s Grd=—"2 | 50 »du@d
pour x = ch{, d’aprés le théoréme 3.2, a condition que x>1, ou {:£o.

Or, on a
Flito]= tim [ERI—=FIT_ 3 TO—=F) _ pr ey

N0, >0 h eyo Che—r

puisque f(:) = f(o) + 2" (0)/2 + o(c?), et
fro)=—2 [ vse)an

0
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ce qui montre bien qu’on a, pour x>.1,

Flal=—2 [ "o el

d’autre part, on a

N o141y 2 +iv 3 x2—1
gole]l=aF + s + H — )5
2 2 2 x-

pour x>>1, d’aprés [3 (1g)], d’ou résulte immédiatement par récurrence

sur p notre assertion.
C. Q. F.D.

Considérons la transformée F, définie au paragraphe 2, dans
l'algébre A = L°(y,) : comme la représentation = est ici triviale, on a

F,(f) = e(n—nt/‘.’j“f(a,x) dx;
N

six=x(s...,%), on a
(@ x)po=cht 4+ e E3+...+ 222,
d’ou
F, () :ew—wff f[cht —|—ée‘({fﬁ—l—...—i—';ﬁ)]df_a...di_n
R’l—ﬂ
ou

(3) F,()=F[chi]= f

f cht—l—é(’;fﬁ—l—...—i—:,’-’,:|d;2...d;‘,n.

n—1

Supposons maintenant que fe®. Alors les fonctions f[x], F,[x]
sont indéfiniment dérivables d’apres le lemme 4.1, et I'on a la formule
d’inversion suivante pour la transformation f— F, :

@ fla=(32)" Rn_,F(f"-”[x+;<zz+...+:;—;>]dz,z...dzn.

En effet, il suffit pour cela de montrer la formule dans le cas n = 2 :
on a

5) flol =22 [Flo+iz]
si I’on pose )
©) Flz] = fR o+ 2o e

Le cas général résulte, en répétant (n — 1) fois le procédé. La démon-
stration de (5) est facile : d’aprés (6), on a

Fla= 1|+
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d’olt

—_2_71 F'[m—l—éng]dn::—;fn‘/nf’[x—I—é(?—l—wﬁ)]didn

R
=_;_T’£f°°f' f’[x—|—£r‘2]rdrd0=f[x].

L’inversion de (6) n’est autre que la résolution d’une équation intégrale
de type d’Abel, comme I'avait remarqué R. GopEMENT [12]. L’existence
de la formule d’inversion (4) pour la transformation F : f— F, montre
que celle-ci est une bijection de @ sur @, (R), en vertu du lemme 4.1.
Par suite, sil’on munit @ et @ (R) des topologies au sens de L. SCHWARTZ,
il est clair que F définit un isomorphisme (algébrique et topologique)
de @ sur @, (R).

TutorEME 4.1 (HarisH-CHaANDRA). — Toule fonction sphérique de
classe 1 de G par rapport au sous-groupe K est de la forme Zs (g) avec un
paraméire complexe s convenable.

DEMONSTRATION. — Soit ¢ une telle fonction et soit « la composée
de F-', linverse de la transformation f—F, et de I’homo-

morphisme f—- f f(9)¢(g9) dg. Ce sera donc un homomorphisme continu
G

de @, (R) sur G. On a donc, si F;, F.e®, (R),

a(Fa)a(F.g)=a<fRF.,(t)F2(r—t)dl> =a<fRF1(t)sz*F2dt>,

ou F— % F, avec (¢, % F)(r) = F(r—1), est continue dans @, (R);
par suite, on a

a(Fy) a(Fs) = fR Fil) 2 (i k ) di,

et la fonction {-— a (s, % F,) est continue; si I'on choisit une F, telle
que «(F,)# o, on aura donc

a(Fy) =fF1(l) a(f) d, avec a(f) = a(c % Fo)[o(F>).
R

Si l'on écrit de nouveau, pour F,, F, quelconques dans @, (R), la
relation «(F, % F,) = a(F) «(F,), on a

FOFy()alt +rydtdr = [ [ Fu(t) Far) a(d) a(r) dt dr:
ijR () F(r) a(t + 1) dt dr fRfR () Fa(r) a() a(r) dtdr
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pour toute fonction F dans @ (R), la fonction é(F ) + F(—1)) est
dans @, (R); donc on a, quelles que soient F,, F, dans @ (R),

ffFl(t)Fg(r)(a(t—l—r)+a(—t+r)+a(t—r)—|—a(~—-t—-r))dtdr
RYR

= [ [F.O F-0) @) + a(— ) @) + a(— ) dtr,
RYR

d’oit 'on a I'équation fonctionnelle suivante pour la fonction continue a(?) :

at+n+a(—t+n+alt—rn+a(—1t—r)
=(@@®+a(—0)(a@) + a(—n);

on en conclut qu’il existe une constante ¢ telle qu’on ait
1 LI .
@ +a(—0) =+ e);
finalement, pour toute fonction f dans @, on a donc

«(F) = [[@:@dg= [ FrOa@d= [ F/@); @) +a—b)d
G R “R

_ fR Fr): (e = fR F (t)etdl
_ <L‘+-‘1-z(ll—1)>l ) d dt
fRe /;f(a x) dx

= i_.(f) (dans la notation du paragraphe 2)
()

'/.m"lm—C+?—l(lL*1)
d’aprés les formules [2 (16)], [2 (19)], d’out résulte qu'on a

£(9) = Cypros(9) = Cs(9),  avec s=—c-+ é (n—1).

2. Transformée sphérique de classe 1. — Nous allons maintenant
démontrer qu’il existe sur la demi-droite o = v < + o, une mesure
positive dm (v) telle qu'on ait, pour les fonctions f(g) dans A,

@) [ir@rag= [ 17 ane).
G 0
ou f(v) désigne la fransformée sphérique (de classe 1) :

® =1, ., 0d.

—1)+iv
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Comme on a
ﬁﬂg)vdy:f*f(e), Fe) = (Fx )" O

puisque f—f(v) est un homomorphisme unitaire, il suffit de montrer
Pexistence d’une mesure positive telle qu’on ait

) f©=[ feyame),  pour feA.

Pour le calcul de la mesure, on peut évidemment se restreindre aux
fonctions de @. D’aprés [2 (16)], [2 (19)], on a

o) = f Fr@ettdt=o [ F () cosstds
o /o

par conséquent, on a

() F(f)=F[cht] = f " F(9) cosvt dv,

par I'inversion de la transformée de Fourier. D’autre part, la formule (4)
donne, en particulier,

f(e)=fl[1] =(\"2;7:>"_1fn_‘F(,’f’“[1 + G+ .+E,Ii)]d£_-.> coe i

=TI

<changement de variable : r =2sh é)

S n—1 »
- &9 f Fp-r[cht]she— L o Lar.
ﬂé(n—1)r<n—1> 0 2 2
Y 2

Or, d’aprés (g) ci-dessus, on a

— 1) (n—1) __I N ; :i n—1 i
(—1)' FY [Cht]—nf f(J){(\stdt) COSJt}dv,

0

d’oul vient finalement

(10) [@=[ Foroed,
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avec
_ L (=L AN It op t
(11) w"(J)_ﬂé(nw)r(n—l u[ {<sht dt> cosztssh - ch_dL.
2
LemMmE 4.2, — Pour p=1,2,..., on a

(12) (j——l d> cosvt = P— — D shmy [ 08T
’ 0

sht dt (cht + chx)”
DEMoNSTRATION. — Par le calcul de résidu, on a
" cosvx v wsinvti @ —1 d cosvl,
JO chi +chx =~ shmvshi vshnv \ shi df 08

d’ott résulte (12) par dérivation successive.

Si I'on porte (12) avec p =n—1, dans (11), et échange I'ordre
d’intégration, il vient

hn—? —tch t
__ I'(n—r1)vshmy s
o) = 7,m+»,r<n_l>f cosex || Gy a0

2

. ’e . . J ) I I
on peut évaluer l'intégrale intérieure, en posant u = ch S sh ;t (pour x

fixé), ce qui donne
I‘<n-1>"/2”—1r(n—1)ch"—1Ex
2 2

par suite, on a (cf. [19], p. 8)

n—ri
F< vshmy
2 f cosvZI
0

. (v) = : dx
o 12 3 ) ch"—15x
r<"_‘>r<” '»;)P(“_‘ —iv)
2 . 2
= vshmv
( + )r( —I)
ou encore
(I e)r(t )
(13) wn(v) = 2 Ly shrv,

1
1+:-n 1
on—iq 2 I‘<;n>
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Compte tenu des formules

— )
vshmy

| S | S 7T . .
I‘<; +lv)r<;-—lv>=m7 r(l’l)r(——l‘)):
on obtient finalement le résultat suivant :
THEOREME 4.2. — La mesure positive intervenant dans la formule

de Plancherel pour les fonctions invariantes est de la forme ,(v)dv,
dv étant la mesure de Lebesque sur la demi-droite o =~ v <+ oo, et

) 1\? . am—3\? vthry
(13)1 wem(¥) =<V =+ <5) >~ .. <” + < 2 > )22""“17’:”‘(”1—1)1’

(13): @i (¥) = (v 4-1Y)...(» 4+ (m—1)*)m!

(2 m) l i+l

pour m>-r1.

Remarquons qu’on déduit de
fO=[ fermed

la formule d’inversion de la transformation sphérique comme suit :
pour f(g) dans A, considérons la fonction f, également dans A définie
par la formule suivante :

fi = | f(guh du.
K
Calculons sa transformée sphérique :

fJ(V)=Lf1(h)Cs(h)dh =fnf(gh)cs(h)dh ('s:“—‘ +i;)

2

=£f(h) L(9~"h)dh =[f(h):s(g—'kh)dh
= f f® fh ¢ (9" kh) dk dh = f () & (g") L (h) dhs

comme Cs(g—l) = (g) pour s = Il%i 4+ iv, on a

MOEFOIAOF

d’autre part, on a évidemment f, (¢) = f(g), d’ol1 la formule d’inversion :

(16) [@=[ O, @) d.

(n—1)+iv
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§ 5. POSITIVITE DES FONCTIONS SPHERIQUES.

1. « Série complémentaire » de représentations unitaires irré-
ductibles. — Nous avons construit (théoréme 3.1) une série de repré-
sentations unitaires irréductibles du groupe G.(n), dans l’espace hil-
bertien L2 (S*'), l'opérateur U;, pour g€ G = G.(n), étant défini
par la formule

(1) (Uio)(x)=a(g ', %) “9(g'.x)  pour 9elL*(S*),

I . . N
avec S ':5(1‘[—1) -+ iv. Dans les cas n =2, 3, on sait, d’aprés les

travaux de BereMANN [1], et de GEL’FAND-NAIMARK [9], que, pour
certaines valeurs réelles de parameétre s, il existe une fonction @, (x, y)
définie sur S"—' x S*—' telle que

0 o= [ @I @)

définit un produit scalaire dans I’espace vectoriel L (S*—') des fonctions
continues sur S"', et que, dans I'espace hilbertien complété de L (S"—)
par rapport a ce produit scalaire, la formule (1) définit encore une repré-
sentation unitaire irréductible de G.(n) (la « série complémentaire »).
Nous allons démontrer ici I'existence d’une série analogue dans le cas
général de G.(n).

Si T'on remonte de I’espace homogene S"—'a~ K/M au groupe K,
cela revient a montrer qu’il existe, pour certaines valeurs de s, une
fonction @, (u, v) définie sur K x K, invariante a droite par les éléments
de M :

3) @, (um, vm') = ¥, (u, v) pour m, m'eM,
satisfaisant aux conditions suivantes :
pour ¢, ¢ dans L (K), I'intégrale
@ <o o= [ [ o@TE @@ v dudo
K Y K

définit un produit scalaire dans L (K);
pour tout g€ G, l'opérateur U; défini par (1) est unitaire, c’est-a-dire
6) CUo, Ugd D=0 e

En particulier, la fonction ®,(u, v) doit étre intégrable sur K x K,
puisque la fonction constante 1 est dans L (K).
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Supposons donc qu’il existe une fonction intégrable ®,(u, v) satis-
faisant aux conditions ci-dessus. Tout d’abord, la condition (5) pour
les éléments k€ K, signifie qu'on a

ﬂ o (u) T(0) @, (u, v) du dv
- j] o (k- u) TETD) B, (u, v) du do— J] "o () 7 @) Du(ku, kv) du do
= [[ @0 [k, koyakdudo= [[ o) §@ [ @.0wa, by dkdudo,
ce qui signifie qu'il existe une fonction intégrable F, (u) sur K telle que
©) o o= [e@IBEO ) dud,

et, a cause de (3), telle que
() F,(mkm") = F,(k) pour m, m'e M.

Ecrivons maintenant la condition (5) pour g =a, :
ﬂ o (@) T @) F. (v ) du dv
— ﬂ estlav g (u, e oY, Y Fs0'u)ydudy (0> 0,,)
_ ﬁ Cemsttan) g (1, ) €6 10w T Fy () u) du do,
quelles que soient les fonctions continues ¢, ¢; on a donc
f‘P(U) Fy(v—"u) du =j.e—*“‘(“7w“> o (U, ) b tan) F (v, )1u) du,

puisque les deux membres sont des fonctions continues de v; en
particulier, on a, pour v =e,

/ "o (u) Fu(u) du = f st -Gt o, VF, () du (U ua)
=f els—n-+1)t(a, u)+ (5 —n+1) ¢ o (u) F, (ua‘) du,

ou encore, en vertu du lemme 1.2, et a cause de (7),

> T
f / f o (musm”) F(up) sin" 20 dm dm’ d0
MY MYo

T
=fff e{x—n+1)z(a,,nzuoru')—o-(é 7u+1)t
MY Mo

X ¢ (mupym’) F,((muym'),,) sin*—20 dm dm’ d0,
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quelle que soit la fonction continue ¢ sur K; or on sait que
t(a;,, mugm’) = t(a,, uo) et (muym’),, = m (up),,m’,
pour m, m'e M (voir lemme 3.1), d’ou résulte qu'on a
®) F, (ug) = e+ Gt B ((ug),,),

presque partout dans lintervalle I : o <0 < n. Pour chaque ¢ réel,
il existe donc un sous-ensemble N (f) de mesure nulle de I telle qu'on
ait (8) pour tout 0 eI — N (f); soit ({,; p =1, 2, ...) un sous-ensemble

dénombrable partout dense de R, et soit N = UN (t)); alors N est

p=1
de méme de mesure nulle, et I'on a (8) pour tout 0el — N, et t =1,

p=1, 2, ...; il existe donc au moins un Ol —N, o< l,<m,
tel que F,(ug,) soit fini, et qu'on ait
__ pls—n+1)l(ay, uy, +(§7u+l)t
(9 F(u,) =e (@1 100) 7 Fo ((U0,)a,, )s
pour p =1, 2, .... D’aprés le lemme 3.1, on sait que, si uy = (up)a,
on a
. in 0
cos ) — chtcosf -+ sht sin 0’ — sin

cht + shicosh’ chi -+ shicos0’

et
e!\“vt) = cht 4 shtcosl;

par conséquent, il est facile de voir que si I'on a

tg(x/2) = e ' tg(0/2),
cos0’ = coszsinf’ = sinx et chf 4 shfcos) = sin0/sin«; si I’on pose donc
(10) z, = 2 Arctg (e~'» tg (0,/2)) p=1,2,...)

on a

_[sin 0, st g (0, /2) )E*IH—[ 3
F,\' (UOQ) - <Sinxl,) {g (ZP/Q) F.y (ux“) (p =1, 2, .. .)

ou encore

F () = C(sinx,) "+ (tgx,[2)) "

s }(.\'—l—;‘)—ll—'—l

Ls—3
= C (1 + cosx,)’ G )(1 —cos%,)’ ,

pour p=1,2,...; comme lapplication x= 2 Arctg(e~“tg(l,/2)) est
un homéomorphisme de — oo <t<<+ o sur o<z<m, la suite (),
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forme un sous-ensemble partout dense de I, d’ou résulte qu'on a,
sis=ao-1iv,

(11) F(u,) = C(1 4+ cosx)” (1— cosx)®"+! presque partout sur I,

ol C est une constante non nulle. On peut donc désormais supposer
que la fonction F,(k) est définie par la formule

F,(muym') = F;(up) = C (1 + cos0)"(1— cos )7+,

pour o<O<m, si s=0 -+ iv.
Si I'on fait intervenir maintenant la condition (4), on a

ﬂcp(u) ¢ () F.(v—'u) du dv =st(u) 5 % o (u) du o,
pour tout ¢ dans L (K), ce qui signifie que F,(u) est de type positif;
par suite, on a F,(u~") = F,(u), ou d’apres la forme de F,,

C (1 -+ cos0)”(1— cos 0)7=+1 = C (1 + cos 0)~ (1 — cos )77+,

ce qui entraine qu'on a

v=o0 et C=C;
on a donc

(12) F,(w)) = Fs(up) = C(1—cos0)o—n+!, s = o réel, C réel.

La constante réelle C doit étre positive, car pour une fonction réelle
positive continue ¢, l’expression

I‘<£n> T o~ PR
<<?,CP>a:fF0(k)$*(P(k)dk=C - 2 : f (‘?*‘P(HO)SIH OdO
K 2 0

— —_ ()yn—1—ac
- (n 1) (1—cos0)
2
est de méme signe que C.

Pour que l'intégrale (6) existe pour ¢, ¢ quelconques dans L (K),
il faut et il suffit qu’elle existe pour ¢ = ¢ =1, olt ¢, (k) =1 pour
tout ke K, ce qui signifie que l'intégrale

f T sin20d0
, (1—cosf)—1=2

converge; cela exige donc que &> Tn—1 , et alors l'intégrale est
g g q o g

50! I‘<;(n——1)> 1‘<o—_ é(n——1)>
ING)

égale a
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Posons
1
w2 (o)

o JETToTRTy ey

et prenons C = C,, pour normaliser :
(14) <‘<P0, l-!f’0>o-=l.
Avant d’aller plus loin, vérifions que notre fonction F; :

(12) Fs(muym’) = Fq(up) = Co(1— cos )77+t pour m, m'eM,

avec C, définie par (13), et o réel et > é(n — 1), satisfait a la condi-
tion (5). Pour cela remarquons qu’on a
Fs (v_l ll) = CO‘(I'—UH Di1— U V21— . .— Um U,ll)"_”+‘,

ou Upg, Uy, désignent les coefficients des matrices u, v; en effet, si
= muym’, avec m, m' € M, alors ki; = cosf, et pour u, v€ K, on a

(U_l U)“ = U Vit ...+ Un s,

d’olt notre assertion. Il suffit évidemment de vérifier (5), dans le cas
ol g = a,, et alors cela revient a vérifier I'’équation fonctionnelle suivante
pour Fg :

(15) F, ((Uat)_1 Ha,) — eln—1—s)t(as u)+ (n—1—75) t (ay, v) Fs (v—l u),
pour tout couple (u, v) avec u = v; or, si I'on a

u = m,uygm,, V= msuyym, avec my, ..., m,eM,

alors, d’aprés le lemme 3.1,
U,, = My Uy’ My, Vo, = M3 Uy My,

avec
etlav) — cht 4 shtcos0, etlavv) = cht 4 sht cosz,

080 — chf cos 4 sht sin b — sin 6
~— ¢hi + shicosh’ ~ ¢ht + shicosf’
cosx — chicosx + shi sinx — sinx

cht -+ shicosx’ Chl+ShtCOSx;
par suite, si I'on pose m =m3;'m,, on a

Fs(v—'u) = Fs(u_ymug) = Cs(1— (cos 0 cosx -+ sin 0 sinxm,,))s—"+1

BULL. SOC. MATH. — T. 91, FASC. 8. 22
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et

FG((U”L)_Iual)=F(; (ll_x/ muO,)
_c| . (chteos0+sht)(chicosx+shi) +my,sinfsine] 7+
o (cht + sht cos0) (chi + shfcosx) s

d’olt résulte immédiatement (15).

Il nous reste maintenant & savoir si la fonction F, satisfait a la
condition (4), c’est-a-dire si (6) définit bien une forme hermitienne
positive. Nous allons montrer qu’il en est ainsi si et seulement sic —~n—1.

Considérons pour cela I'algebre A (K) des fonctions continues sur K,
invariantes a gauche et a droite par les éléments de M, le produit de
deux fonctions ¢, ¢ étant défini par le produit de composition

9% b (k) =f@(kl*')gb(l) dL.

C’est une algebre commutative; en effet, pour toute fonction ¢ de A (K),
on a

¢ (k=) =9 (k)
puisque, si k = muym’,
k'=m~'u_gm' = (m'~"'my) uy(m;’' m),
avec m, = exp (1 X,;); la commutativité s’en suit, comme au cas de
lalgébre A (G) (voir § 1, remarque 2). Soit X I’ensemble des caractéres

unitaires « de A (K), i. e. des homomorphismes « de A (K) dans G,
tels que

2(3) = 2 (%), Ia(?)léfkl@(k)]d’f-

A tout «eX, il existe une fonction « (k) continue et de type positif
telle qu'on ait

(16) % () =fl(cp(k)a(k)dk pour oeA (K).

D’aprés la théorie spectrale des algébres unitaires commutatives, il
existe sur I'espace localement compact X (discret et dénombrable dans
ce cas) une mesure positive m (donc une mesure discrete) telle que la
fonction &(«) = «(9) sur X soit intégrable pour m, et qu'on ait la
formule d’inversion

(17) 2@ = [ 52 ® dn() = X ex5() 2 ()

reX
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pour tout o€ A (K). On a

c«=m<{a;)=<fK|a(k)lfdk>_',

parce que les différentes fonctions « (k) sont deux a deux orthogonales.

Ces fonctions « (k) de type positif sont de plus élémentaires. De fagon
plus précise, il existe, pour chaque «€X, une représentation unitaire
irréductible (de dimension finie) de K, soit k- T dans un espace
hilbertien E* (de dimension finie) telle que :

iil existe un e*€E* de norme 1, tel que T% e* = e*, pour tout

meM (la représentation T* est donc de classe 1 ”i)ar rapport a M);
ii si T%,x=wx, pour un x€E* quel que soit me M, alors x est
proportionnel a e*;
iii on a
a(k) = (Te*, ex) pour tout keK.

Autrement dit, il y a une correspondance biunivoque entre X et un
ensemble R des représentations unitaires irréductibles de K, contenant
exactement une fois la représentation triviale de M, et les fonctions « (k)
ne sont autres que les fonctions sphériques zonales associées a ces repré-
sentations [toute représentation de R peut étre réalisée dans l’espace
L2 (K|M); il existe un systéme de fonctions continues ¢, (k), ..., ¢, (k)
dans L (K/M) qui se transforme suivant T* pour o(u)—¢(k—'u);
la fonction zonale est I'unique (a un facteur constant preés) fonction
qui est invariante par les T%, me M]. Or, ces fonction zonales ont été
déterminées par E. CARTAN [4]: elles sont paramétrées parp = o, 1, 2, . ..
et I'on a

(18) a,(k)=a,(uy)=P,(cosl) si k=muym’, avec m, m'eM,
o P,() est la solution (polynome en f) de I'équation différentielle
(199 (=P, )—@m—0)tP,(O) +p—2+p)P,(1) =o,
satisfaisant &4 P, (1) = 1. Par conséquent, on a

! (n—2)

! ;
(20)1 P = (_n_f—_z)—,, c @ pour n>.3,
et
(20): P, (cos0) = cosp0 pour n =2,

olt pour un nombre réel a > o et pour un entier p > o, on pose
a,=1T(a~+p)/T(a),

et C,. désigne les fonctions de Gegenbauer (voir, par exemple, MAGNUS-
OBERHETTINGER [19], p. g7).
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Remarquons, en passant, que si I’on désigne par y, le caractére de
la représentation 7%, on a

Sy @ = 7,7, @).
Par suite, on a, pour o€ A (K), le développement suivant :

(21) 9 () =¥, ¢ 2, (9) 2, (K),
avec r=r

1fe, = f |, (R) [ dk

9

_ T/ LV (o o) s
= — (cos0)) sin*—0d0
n?l“<£(n—1)><(n_2)p>~[o < ” >
ou
(22); c,,=(”_2()r'l’(_"2_);l+2”) [p=o0,1,2...(1=3)]
(22): Co=1, c,,:é pour p=1, 2,...(n=2),

puisqu’on connait la valeur de l'intégrale a cause de la relation d’ortho-
gonalité des fonctions de Gegenbauer (loc. cit., p. 98).

Soit maintenant ¢ une fonction continue sur K telle que o (km) = ¢ (k)
pour tout me M; alors la fonction % ¢ est dans A (K) et donc on a,
d’aprés (21),

(23) Sk o) =Y,¢,% @ %) 2, (K),
p=0

ce qui entraine qu’on a

<o 000=Der 1 Gk 9) [ a0 () Fo (k) dk

pP=0

1
I‘(1 n> = 2" (cosh)sinm—20
B 5 _ . p! ; (cos0)sin
_Ca‘ﬂ_;_r<n—1> ZCpap(CP*CP) (n—z),,jo‘ (1—cosh)y—1—° d9

>0
9 P>

On peut évaluer ces intégrales a I’aide d’une formule connue (voir [19],
p- 100, tout en haut de la page), et I'on obtient finalement, en tenant
compte de la normalisation de la constante C, par (13),

(26) 09> =2 B0 0, k).

Px0
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Comme «,(k) est de type positif, «,(3 % ¢)> 0, pour tout p> o;
on voit ainsi, d’apres (24), que la condition (4) est remplie, si et

. n—1 - .
seulement si <og<n—i. Dailleurs, si {9, 9 >s=o0 pour une

2
fonction o, on a «,(3 % ¢) = o pour tout p, d’oit k¢ (k)=o0, 9=o.
Par suite, la forme hermitienne en question est non-dégénérée. Pour

c=n—i, on a
JRCLIE
K

donc la forme est non-négative, et elle définit la représentation triviale
de G.

Remarquons qu'on a, d’autre part,

{9 9 Dn1=00% (3 %k 9) =

@) @>=f](a<p<k>12dk=a*cp<e)=2cpap@m).

p0
Comme on a

(n'—I—“U)/) él,
Tp

n—i

si <ocLn—1, il vient

(26) <9 9>:=(9, 9)  pour tout ¢e€L(K/M).

Soit maintenant 4¢° I’espace hilbertien formé par les (classes des) fonc-
tions mesurables ¢ invariantes & droite par M telles que { ¢, @ > <<+ o,
le produit scalaire étant défini par

9@ Y () dudy
(27) < > LP >G= Co-f[\ fK (I—(U11U11 +...Fun U,n)"-]-a’

et considérons la représentation de G dans d¢° définie par la formule (1),
avec s = o. On sait qu’elle est unitaire; montrons qu’elle est irréductible.
Soit #¢” le sous-espace vectoriel engendré par les UZ , (, est la fonction
constante 1), et soit 4¢’ son adhérence dans #°. On démontre par le
méme raisonnement que dans le cas de la série principale, que la repré-
sentation de G sur 4¢' obtenue par restriction de U® a #’ est irréductible.
Or on sait que %" est partout dense dans L*(K /M) (proposition 3.2),
donc en particulier, #¢” est partout dense dans L (K/M) pour la norme
(¢, 9), a fortiori pour la norme <9, ¢ >;, & cause de (26). Par suite,
3¢’ contient L (K/[M). Or ce dernier est partout dense dans 2¢°, d’ou
3¢’ = ue°, ce qui démontre l'irréductibilité de U°® dans se°.
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La représentation U” est encore de classe 1 (par rapport au sous-
groupe K), et sa fonction sphérique associée est égale a

CUZdo, Yo po= Ccf fe—"”'*‘ W Fs(v"u)dudv

_f e du Cy f Fs(v) dv = 2s(9),
K
puisque

CUfKFG(v) o = { oy Yo So=1.

En revenant sur la sphére S*—!'a K/M, on peut donc énoncer :

TaEOREME 5.1. — Soit ¢ un nombre réel tel que é(n~1) <o<n-—ri.

Soit 3¢° le sous-espace vectoriel de U'espace des fonctions mesurables sur S,
formé par les fonctions o (x) telles que

_9®e® o
L-l s —&, y)——° dp (%) dp.(y) <+ oo,

ou
(x’ Y) =Tl + L) "I_ ZnYn, pour X,ye€ Sr=1,

Alors la formule

@9 (odr=Cif

e/ §n—1

?(®) 4 ()
[ et @)
pour o, U dans 3¢°, définit une structure d’espace hilbertien dans 3¢°.
Si lon définit, pour g€ G,
(29) (Uio)(®) =a(g~', x)"¢(g'.x)  pour @€,

a(g, x) = e'®% élant défini par la formule [3 (13)], alors g— U7 est une
représentation unitaire irréductible de classe 1 du groupe G.(n), et sa
fonction sphérique associée est égale a (s (9).

CoroLLAIRE. — Les fonctions sphériques ¢5(g) sont de type positif
si o=Z0cZn—1.

. 1 ,
D£MONSTRATION. — Pour ;(n —1) <eg<n—i, cela résulte du
théoréme ci-dessus; pour o¢=n-—i1, {;(9) =1 est trivialement de

type positif; enfin, pour a=é(n—1), ¢s(g) est associée a la série

principale. Pour o< aéé(n—l), il suffit d’utiliser I'’équation fonc-
tionnelle [3 (15)].
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2. Positivité des fonctions sphériques. — D’aprés le théoréme 4.1,
toute fonction sphérique de classe 1 du groupe G.(n) (par rapport
au sous-groupe K) est de la forme £;(g), avec un paramétre complexe s

convenable, et elle est de type positif si ou bien Re(s) =é(n——1)

(la série principale), ou bien Im(s)=o0 et o=s—n—1 (la série
complémentaire). Nous allons voir maintenant qu’il n’y en a pas d’autre
de type positif.

ProprosiTioN 5.1.
(i) Si oZRe(s)n—1, on a

(30) [2s(9) | £ 1, quel que soit g€ G;

r(’l_—_‘ _s>
2

'(n—i1—ys)

(i) Si Re(s)<<o, on a

G 15y~ 2L

2

e Relsit pour l—»- oc;

(iii) Si Re(s)>n—1, on a

=

T

(32) 15 ()|~ 2L 0)

ﬂ.z

e Reln—t=9t  pour t— + oo,

DEMONSTRATION. — On a, d’'une facon générale,
|¢:(9) | < Cs(9),  pour tout geG,
si Re(s)=0; si oo <=n—1, %;(9) est de type positif, donc
¢ (9) = ¢s(€) = 1, ce qui démontre (i). Comme (iii) résulte de (ii)

4 Paide de I'équation fonctionnelle, il suffit de montrer seulement (ii);
d’aprés la formule [3 (19)], on a

-
2 2

CS(al) :Ch*st2F1<s s + I ; %; thzt>,

n s s+
et, comme onaRe<E—5— + >>o,

HmeFH<S StqQE;th”>=QFH<
n
2

—
( >+ = 2
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et, par suite, lorsque t— 4+ oo,

Ics(az)lfv%gf<'—l>

eRew)e,
2

Supposons que ;(g) soit de type positif. La proposition précédente
montre qu’alors on a o<Re(s)=<n—1i, car sinon Z, ne serait pas
bornée. De plus, on doit avoir

() =1¢(9) =¢(9  pour tout geG;

en particulier, pour g=a, on a Z,(cht) = Z;(cht), et I'équation
différentielle [3 (22)] entraine que

s(s—n+1)=5(E—n-+1),

n—

I . o
5 -+ iv, soit réel.

ce qui signifie bien que s est soit de la forme

On a ainsi démontré le théoréme suivant :

THEOREME 5.2. — Les seules fonctions sphériques de classe 1 et de
type positif sont les {;(g9) avec soit Re(s) = é(n——l), soit Im(s) =o
et os—=n—ru.

CoroLLAIRE. — Toute représentation unitaire irréductible de classe 1
du groupe G. (n), par rapport au sous-groupe K, est équivalente a une

n—1)4iv

1
P . . . . . 5 ( \ ,
représentation de la série principale U* , YN0, OU G une repré-

. ,o. . . I
sentation de la série complémentaire U°, avec 5 n—1)<oc=Zn—1.

Les représentations de ces deux séries sont deuxr & deux inéquivalentes.

DEMONSTRATION. — La premiere assertion est une conséquence
immédiate du théoréme précédent, vu la correspondance biunivoque
entre les fonctions sphérique de type positif et de classe 1, et les classes
de représentations unitaires irréductibles de classe 1. Pour la seconde,
il suffit de remarquer que les fonctions Z.(g), avec

n— n—:ua

I N ,
+iv, v>o ou s réel et
2

33) s= <sZn—1,

sont deux a deux distinctes, ce qui est évident, puisque I’application
s—>s(s—n -+ 1) de 'ensemble des s définis par (33) sur les nombres
réels ——o est biunivoque (on rappellera que —s(s—n 4 1) est la
valeur propre de la fonction propre Z;(g) de I'opérateur de Casimir £2.)
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§ 6. UNE SERIE DE REPRESENTATIONS IRREDUCTIBLES.

Nous allons construire ici, généralisant ce que HarisH-CHANDRA a
fait dans le cas n = 2, une série (dépendant d’un paramétre entier) de
représentations irréductibles du groupe G- (n), pour n> 3. Contrai-
rement a ce qui se passe dans le cas n = 2, ces représentations ne sont
pas de carré intégrable.

1. Construction des représentations. — Considérons la repré-
sentation U~ de G =G, (n) dans 3¢ = L*(S*', ) définie par la
formule [3 (14)], avec s =—m, m un entier non-négatif. Nous allons
montrer qu’il existe un sous-espace K™ de dimension finie de 3¢, stable
pour U—", tel que les représentations de G dans K, resp. 8¢/ I (espace
hilbertien quotient) définies de facon canonique par U—™, sont irré-
ductibles.

Remarquons tout d’abord que Uj™ = U; est un opérateur de trans-
lation a gauche par k' :
(1) [Uf]1(x) = f(k.x) pour fe .

Soit s¢7 le sous-espace de ¢ formé par les fonctions sphériques d’ordre p
au sens classique (ce sont des fonctions définies sur S*—' par restriction
des polynomes homogénes harmoniques de degré p). Il est clair que s¢»
est stable pour les U;, k€ K, et 'on sait que la représentation de &
dans 4¢7 ainsi obtenue est irréductible (pour n > 3); c’est l1a en effet
la représentation de classe 1 de K par rapport au sous-groupe M, corres-
pondant a la fonction zonale «,(k) mentionnée dans le paragraphe 5.
[Pour n =2, c’est une somme directe de deux représentations irré-
ductibles.] Désignons par D7 la classe de cette représentation (classe
suivant I’équivalence unitaire bien entendu); pour p =4¢, on a donc
D7 = D7. 11 est clair que, dans la notation de HarisH-CHANDRA [13],
s¢7 est le sous-espace Iy, des vecteurs de 4¢ qui se transforment
suivant ©7. On a dim(aem)< + «, et, par suite, on a Wq,= 3¢,
si 'on désigne par W le sous-espace des « well-behaved » vecteurs de ¢
pour U—"(voir loc. cit., théoréeme 4, lemme 3.1, et aussi la démonstration
du lemme 3.4); on remarquera, d’ailleurs, que la représentation U—"
est permise (« permissible ») car le centre de G se réduit a I'édlément
unité). Une base orthogonale de 3¢» peut étre donnée de la maniére
suivante (voir, par exemple, MAGNUS-OBERHETTINGER [19], chap. IV,
§ 8) : désignons par I} I'ensemble des suites P de n—r1 entiers

P= (P, JJTRERY pn—‘z)
telles que
péplé o .. épn——ﬂélpn—‘ll
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(donc p, pi, ..., pp sont > o); introduisons, d’autre part, les coor-
données polaires dans S

x, = cosl,,

x, ==sin0, cos0,,

(2) e ,

T, =sin0,sin0,...sin0,_, cosx,
x, =sin6,sinf,...sin0, ., sinx,

avec o~ 0,7, pour 1 Zi=Zn—2, et o =% <am.

On définit alors, pour chaque Pe€I), une fonction sur S*~' comme
suit :
B) Yi®) =Y ey (®)
= P, (cos0y) Py (cosOy) .. Py, (cos0,_y) e7n—s7,

ou les fonctions P, (f) sont définies a leur tour par

@ Pao="%r00c 0,
et
G PLO=G—t G PR

=zv<p/2)qm;%jr—)f)(—’)( —yc

r+q

, O

a l'aide des fonctions de Gegenbauer Cj (f). L’ensemble de ces
(n+p—3)!
(n—2)!pl
gonale de d¢7; la relation d’orthogonalité des fonctions de Gegenbauer :

(2p + n—2) fonctions 'Y} (x) forment une base ortho-

(6) f sin®0 € (cos 0) € (cos 0) d
° { o si pAq
= I'(er+p)m oo _
2 +pplaey  t PTY

permet de vérifier orthogonalité de ces fonctions et de calculer leurs
normes : on a

@ IV={ 1YVi@Fde

o gn—1

I N .)
= mf- . .fl YI): p,,...,p,,,,g(oh ooy 6/17‘.” M) I‘

X sin”—20, sin"—*0,...sin0,_, d%, d0,...d%,_, d«
=C@)D@m; p, p) EW; piy - -5 Pu—s)s
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ou S, (1) désigne 'aire de la sphére S*—! de R~ et

® Cmy=nrra" '”""r(éQ{r(é)r@)...r(\":‘)}i

(99 D(n;p,p)= Pp—pi+)(p—pi+2)...(p+pi+n—3)
((p+1)(p+2)...(p+n_3))z<p+n:a)
(10) E@;piy...,pus)
(Pr—s 4 [ Pr )]
<Pn—s +: )(pu-z— | Pus)!

M () o=t

on conviendra que, dans le cas n = 3, on remplace p, par | p, | dans (9),
et que E (3; p)) =1 quel que soit p..

ProposiTioN 6.1. — Soit K™ la somme directe des sous-espaces Ic7,
pour o p-~m; alors K™ est stable pour la représentation U~ de G.

DEMONSTRATION., — Comme tout élément ¢ de G s’écrit sous la forme
ka,k' avec k, k' dans K, et que chaque J¢” est stable pour les U;"”,
ke K, il nous suffit de montrer qu’on a

Uz (Kmycxm quel que soit ¢ réel.

Or, si X' =a,.x, et si (0, ..., 0,_,, ») désigne les coordonnées polaires
de x', il est facile de voir qu'on a

( cos __sht+ chicos0,

= ¢hi + shicos0,’
(11) sin0,
) sin 0 ht—i—shtcos()l
L0 =0, (2Lj<Ln—2), =,

Par suite, on a, pour P=(p, pi, ..., Pu—2),

(12) (Ua"Yp) (O, ooy Osy %)
i I m pn—2)( —_ shi + ChtCOSOI (n—3) ()
= (cht{—shtcos0,)" P! < ehi—shicos0)) P2 (cos ). ..

[on remarquera que «(as, x)=cht—[—shtcosO1, d’aprés la définition
[3 (13)]].- Pour montrer que U;* Y} est encore dans K™, pour Pe I’

V24
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op<m, il suffit, en vertu des relations d’orthogonalité, de montrer
qu'on a
J=U"Ys Yg) =o,

quelle que soit la suite Qelj, avec ¢>m -+ 1. D’aprés la forme (12)
de la fonction Ug" Y%, il est clair que J = o, si
(P1> Paye e o> Po2) 7 (@1 Qs - o5 @ua)y OU Q=(, @1s- - -» Q)3

on peut donc considérer le cas ou p; =¢; pour 1=j=n—2. On a
alors

T
_ _ m Sinﬂl 71
J = Cte/‘; (cht—sht cos) <c—_———ht—shtcosf)l>

5 (R—2)+ps <——sht + cht cos(h)

e Cp—m ch!{—shtcosf,
2)+p1

1
X sinl’tOlC _ (cos0,) sin"—20, dO,

ou encore, en faisant u = cosf,,

J = Ctef (1—u? )p1+ (chl——shtu)m—m

X C?

P—P1

<n—-)+p.<——sht—|—ucht> 3 (n— 2+p1( u) du;

cht—usht q—p1
or la fonction

F () = (cht—shtuy—r. C: """ (St cht>

cht—usht

P

est un polynome de degré au plus m— p,; par suite, la formule
. +! 1 (v—1) 1 v
(12 bis) f —uw) " F(w) ¢ (u) du
—1 '

Saal] 1
U, — f (—u2)* 2T dul:‘ du
<v—|—l> ol dut
"

2

pour . entier, v réel (voir MaGNUsS-OBERHETTINGER [19], p. 100) entraine
que J = o.

ProrosiTioN 6.2. — Le seul sous-espace stable non trivial de 3¢ pour
la représentation U= est le sous-espace ™.

Avant de commencer la démonstration de cette proposition, il nous
faudra le lemme suivant :

LemMmE 6.1. — Si Uon désigne encore par U—™ la représentation de U,
Ualgébre enveloppante de I'algébre de Lie g, de G, associée @ U~ (repré-
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sentation définie dans le sous-espace 3¢, =2WD =}:9€P; voir HARISH-

>0
CHANDRA [13]), on a la formule suivante : 3

(13) U™ Y pp. o prs= (p —Izzlgp++ni:;2;p_;§l+ 1) Yt
_p(etm+tn—2)(p+p+n—3),
(2p + n—g) (p +n_3) P—1P1 s Pn—s

pour Uélément Y =Y,=E, + E\, de g,; on conviendra que le dernier
terme soit nul si p = p..

DfMONSTRATION. — Pour tout Fed¢, on a, d’aprés la définition

Us™F =lm > (U;™ F — F),

>0l

puisqu’on a a, = exp ({Y); par suite, on, a en vertu des formules (3)
et (12),
UY“L YI’Z (619 LR 611—‘.’7 Z)

_ o (n—2 pl(n—3)!
=" ) G )

. -2 ) 1 ~ ipp—a %
> sin? 0, P22 (cos0y) oo PR 5.,  (c0s0,s) €Pr—?,

avec

L=L(%)=1lim %[(cht——sht c0s 0,y C’;:’};,<
(>0 L.

—sht -+ chtcos0,
cht—shtcosf,

— C, (cos 01)] )

ou l'on a posé, pour simplifier, r = IL—;-—Q Supposons d’abord qu’on
a p > p.; alors, il vient
(14) L =—(m—p,)cosh, C,*: (cosfy) + (C,75:) (cos0,) (— sin20,);
or, on sait que
d y
7 Ch(z) = 23 Gt (@),
d’olt
L =(p.—m)z G2, (@) —2(r + p)) 1 — ) G55 (),
en posant : = cos0;; a 'aide d’une formule de récurrence (voir [19],

p. 98) :
pCL@) =(r—1+ 2v)2Cl i (¥) —2v (1—2%) Ci5 (2),
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on peut transformer le dernier terme (prendre p=p-—p, + 1,
v =r 4 p)), et il vient

L=—(m+p +n—2)zCy7@) +(p—pi+1) G, @)
de nouveau, par une autre formule de récurrence (loc. cit.) :
(4 2) Coa (@) = 2 (1 + ¥ + )2 Cois (2) —(2v + p) CL(),

on arrive au résultat suivant :

L= _,,3(;,);;,. D ¢ o)

C —3) i,
(p s + 2(:))—(i_pr—)*— n + p )C(pil)*lh(cosol);

la formule (13) résulte de 1a tout de suite, en tenant compte de la défi-
nition des fonctions Y7. Dans le cas ou 'on a p = p,, il est clair que (14)
se réduit a

(p _ m) 7+
=P — = +——= o f, s
L =(p—m)cos >~ T ) C"P(cosf))

puisque C7 (x) = 2 vx, d’out résulte immédiatement notre assertion.

Démonstration de la proposition 6.2. — Soit 11 un sous-espace stable
et non-trivial de 4¢ pour la représentation U—. Remarquons tout
d’abord que, pour tout entier non-négatif p, on a ou bien 4”cIn, ou

bien s¢7cont (le complémentaire orthogonal de on dans ¢), puisque
la représentation k — Uy” de K est compleétement réductible et admet
les sous-espaces J¢” comme sous-espaces irréductibles. Soient p, ¢ deux

entiers tels qu’on ait 5¢” cOn et 3¢7cIltt; comme Ol est stable pour la
représentation U~ de G, on a alors

war Yy, Yy) =o, quel que soit ¢ réel,
pour Pel), et Qelj; en particulier, on aura donc

(U Y},0,..00 Yii0,..00) = 0,

ou encore, en vertu de la formule (13),

(p_'m)(p—l_n_Q) n n
(15) 2p+n__2 ( P10, 000, 09 Y/,,o,...,o)
_p(p+m+n—o2)

2p +n—os (Y”~1,0,.,.,<|, Y,’;,o,..‘,o)-



GROUPES DE LORENTZ GENERALISES. 353

Supposons maintenant que dim Ot << -+ 0 ; alors p = sup (r; 4¢" C Il est

fini, et sil'on pose ¢ = p + 1, on aura 3¢/ c i, et d’apreés la formule (15),
il en résultera qu’'on a

(p—m)(p +n—>2)
2p+n—2

(Y;;l—uo,.“,o, YI]/L,O,...,O) = 0,

puisque le produit scalaire du second membre de (15) est alors nul;
ceci n’est possible que si p = m, donc MM c K™ dans ce cas; si, de plus,
on avait I > I, il y aurait un entier g avec m > ¢ > o tel que 07 c ot
et 7' cIon, ce qui entrainerait, en prenant p = ¢ + 1 dans (15), la
contradiction p(p +m+n—2)/(2p +n—2)=o0; on voit ainsi
quon a It = K™ dans ce cas. Considérons ensuite le cas ou dimon
soit infinie; comme on a supposé Ot 2 4¢, il y aurait alors un entier q
tel que 3¢ c oL et 3¢7+' c o ; on aurait par suite la méme contradiction
que ci-dessus, en prenant p = ¢ + 1 dans (15), ce qui exclut donc cette
éventualité.

CorOLLAIRE 1. — La restriction de la représentation U~ de G au
sous-espace stable I est irréductible.

COROLLAIRE 2. — La représentation U~ de G dans Uespace hilbertien
quotient s¢/3K™ déduite de U~ par passage au quotient, est irréductible.

Pour Pe I, p > m, nolons v U'image de Y} par Uapplication canonique

0, de 3¢ sur 3¢/5m; les V7, Pel),, p> m, forment alors une base ortho-
gonale de 3¢/, et Uon a la formule suivante :

Fon) P @P—=mM) (P +n—2)(p—pi+1) y,

(16) (T ¥i= op Ty Tk
ypP@t+mtn—2)(p+p+n—3)y,
O G Ty =3

avec
P4:(p —I— I, pl; . p”Vg), P_=(p'—l, pl, “ ey pl:—?),

pour P = (p,pi, ..., pn>), e :(P)=o0 si p=m+ 1, ou p=p,
¢ (P) = 1 dans les aulres cas.

11 est clair que, si I'on désigne par der Iimage de 5¢7 dans s¢/HK™ par
@, et si W est le sous-espace des vecteurs analytiques de ¢/’ pour
17—"‘, T'on a

(W)ge= & pour p>m,
et donc que
(17) (@efocmyy =¥ Wpp= "N .

p>m p>m
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Notre but est maintenant de démontrer la proposition suivante :

ProposiTioN 6.3. — La représentation irréductible U—" de G dans
aejalm est infinitésimalement unitaire (au sens de Harish-Chandra), ¢ est-a-
dire : on peut définir un produit scalaire nouveau dans (3€/K™),, soil

< ¥, ¥, >P0UT V., V. dans (8¢[HK™),, de telle maniére qu’on ait
(18) ( ﬁ‘iﬂl Y~'1, ?2> + < '}71’ l’j‘}m ?2> =o,
quels que soient Xeg,, Y., Y.e(3]K"),

DEmonsTRATION. — Définissons pour p > m, les nombres positifs
a (p) par les relations de récurrence suivantes :
aim+1)=aq, avec a une constante positive;

a(p+1)= p————+;1j£_l

(19) a(p), pour p>m+1.

D’aprés la remarque qui précéde I'énoncé de la proposition, tout vecteur F¥
de (J¢/Hm), est de la forme suivante :

(20) F= Z 2 cp Y3,

p>m Pel;

ot les coefficients ¢, sont nuls sauf pour un nombre fini d’entre eux.
Pour

F= Y YT (=12,

p>mPEI

définissons le produit scalaire < F,, F, » par la formule suivante :

(21) (P, Fa>=a(p) X, || VI

p>m PEI;

il est clair que cette définition fait de (3¢/K™), un espace préhilbertien,
et qu'on a (18) pour tout X ef, (sous-algébre de g, correspondant a K),
car U™ est unitaire pour ke K. Calculons le premier membre de (18)
pour X=Y =E,,+ E, et pour Y, = Y} et Y, = Y§; on constate
qu’il est nul si (pi, ..., Ppr—) Z (q1, + .., gns), d’aprés la formule (16)
et la définition méme du produit scalaire (21); on peut donc supposer
que p; = q; pour 1 £ j < n-— 2, et de plus que ¢ > p, car I’expression
est symétrique en p, q. Si ¢>~p + 2 ou ¢ = p, on trouve également
nul, parce que Uy” Y} est une combinaison linéaire de Y%, et Y5 _ et



GROUPES DE LORENTZ GENERALISES. 355

q=p -+ 1, p—1; il reste donc & examiner le cas ¢g=p 4+ 1 : on a
alors P. = Q, P = (Q_, et, d’aprés (16), (21), il vient

S= < ﬁ}m Y}‘,, ?Q> + < 'Y~$’ ﬁ;m. ?6
=@—2ﬁ;t3$:§+oﬁwhmmw

_p+)pt+tm4+n—n)(p+p+n—
@ep+n+n—-2)

2 a(p) || Y3,

puisque
<Y, Yo =<V Y6.0 =0,

et s(Q)=1,car q=p+1>m-+1, ¢g=p-+1>p +1>p; on
a donc d’apres (7),

S=CME@;py ..., pus)
P—m)(+n—2)(p—pi+1) '
X[ (e2p+n—2)(p+1) a(p+1)D(n; p+1, p))

P+Dpt+tm+n—0(p+p+n—2) .
N (2p+n)(p+n—-2) a(p)D(n; p, p,)]

qui est bien nul, d’aprés les définitions de D (n; p, p.), D (n; p + 1, p))
et a(p + 1), a(p). On a ainsi montré (18) pour Xef,, et Y =7Y,;
or, il est facile de voir que les X € g, pour lesquels on a (18), quels que
soient Y,, V. dans (9¢/acm),, forment une sous-algébre; comme les

éléments Xe€i, et Y = Y, engendrent g,, on a bien (18) pour tout X
dans g,.

C. Q. F. D.

2. Non-intégrai)ilité des représentations. — La représentation
U- de G dans se/xm, définie pour tout entier m > o, est infinité-
simalement unitaire, comme on l’a vu au numéro précédent; il existe
donc sur l'espace hilbertien 2™, le complété de I’espace préhilbertien

(aejxKmy, R:Z‘ZJC/’ muni du produit scalaire < , > défini par (19),
p>m
(21), une représentation unitaire irréductible que nous désignerons par
T», ayant U~ comme la représentation infinitésimale associée de .
Rappelons briévement comment on définit cette représentation (voir
HarisH-CHANDRA [13], théoréme 9 et sa démonstration p. 233-239).
Pour un Xe€f, et un entier r > o, on désigne par exp, X I'élément
1+ X4 X?2 4...4 X"/rl de U; on montre qu’il existe un voisinage
ouvert convexe et symétrique U de O dans g, (pour la topologie évidente
de g, en tant qu’espace vectoriel de dimension finie sur R), tel que, si

BULL, SOC, MATH. — T. 91, FASC. 3. 23
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® e (s/K™),, la suite ﬁ;{;{r x @ converge faiblement vers A (X)® [ défi-
nition de A (X) sur (#¢/:K™),], pour tout Xe U, et que lopérateur
A (X) peut se prolonger en un opérateur unitaire défini dans V", qu’on
note encore A (X); pour un g€ G, on écrit ¢ = (exp X)) ... (exp X)),
avec X, ..., X;€U, et alors on pose : Ty =A (X)) ... A(X));
on montre que cela ne dépend pas du choix des X;, 1 =i j, et que
g— Ty définit bien une représentation unitaire irréductible, dont
la représentation infinitésimale associée (de W) coincide avec U
On a d’ailleurs, pour ® e (J¢/K™),, WeV" et X, YeU,

(22)  CA)AY)®, W) =lim | lim { Ty, x Uty v ®, W > 1
P> ?t/—)m ! 9 ‘

il en résulte facilement que, pour tout Xeg, ®e(9/K™), et ¥eV™,
on a

(23) (Tiox® WS = lim{ U2 x®, ) :2 L(Ox) @, W
7> I‘!

r=0

En particulier, on a pour Pe I, Q€ Iy, p, ¢ > m, la formule suivante

% 7 8 r Y- r 7 7n
(24) T ¥, Yoo = 5Ty i, Y.
r=o0
LemmE 6.2. — Si P, Qe I}, avec p > m, alors on a
(25) LT ¥, Yo = dpea(p)(Us" Y3, Vi),

oudpy =18 P=0Q,et =o0siP~Q,ela(p)estdéfini par (19).

DEmoNSTRATION. — D’aprés la formule (24) qu’on vient d’établir
et compte tenu du fait que Y}, Y§ sont des vecteurs analytiques dans a¢
pour U—, il suffit de montrer qu’on a, pour tout entier r > o,

<( U;Jn)r Y’;," 176> — 81)Qa(p) (( U}m)r Y}l" Y;z" ;

or le coefficient de ¥% dans (U7")” ¥ [qu’on calcule a I'aide de (16)]
est le méme que celuilde Y dans(Uy") Y%, [qu'on calcule & 1’aide de (13)],
puisque le facteur (p — m) annule les contributions provenant des Y%
avec Rel!, r = m; on a donc

@) ¥, Yoo = a@)(U"Y Vi, Y0),

d’aprés la définition du produit scalaire ¢ ,  >; de plus, si P, Qe I},

P=Q &2 (p;, ey pn_2)=(q1, ceey qn_-z),
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d’ou si P (Q, on a
((Uy) Y Yg) =o,
puisque les opérateurs (Uy")" appliquent le vecteur Y3 dans un sous-
espace sous-tendu par les Y% avec R = (j, pi, ..., Pn—2)s J > pi.

C. Q. F. D.
Montrons maintenant qu’on a, pour tout Pe I}, avec p > m,

m Gn Xrn 2 . a(p)2 —m yn ny |2
(26) [ S T, T P s e = @ Ui Yo Yo I,

oery

ou dj désigne la dimension de #¢7.
En effet, les fonctions Z, = Yi/ || Y3|, Pel),
orthonormée de 9¢7, et 'on a donc

Uszv= D cor(k) o,

QEI;

forment une base

avec (cpo (k)) une matrice orthogonale; il est clair que si I'on pose

gl) = CPI)L (Z_I')’ on a

RN >
Tir= Z cor(k) o

eer

puisque les représentations T et U~ coincident sur (5¢/"),, lorsqu’on
les restreint au sous-groupe K. On a donc

| T Yo Vo) I Yo = [ ToTHER, TitZn)
= E cor(ks) cq (k) con(ks) com (k) < TitZg, £y < TiZos Zn s

QQURRIE]

2

d’ou, en intégrant par rapport a ki, k., on obtient

f f [ Tui V5, T
KYK

en vertu des relations d’orthogonalité; la formule (26) résulte de la
immédiatement, 4 cause du lemme 6.2.

D’apres la formule [1 (35)], on a

f |f(9)* dg = Cte f f f | fks aks) | she—1t dky dks d,
G KYKYo

pour f(9) = <Tg‘ Y4, Y4 >; par suite, la recherche de I'intégrabilité
de | f(g)|* revient a étudier le comportement & l'infini des fonctions

2
’

{TwEe, Zny

iy die = || Y3 Y s
onr "
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[(Ua" Y3, YE)|* sh*'{, pour PeI}. On a, d’aprés les formules 3), &),
(5) et (12), _

(U;:IL Y]), p =C f (Chl —shtcos 01)"“‘/"1

sht+chicos,
chf{—shtcosf,

< c;;t;y,( ) C7(cos 0 sin—>+7:0, d),

<01‘1 C est une constante > o, et 'on pose r = ;(n — 2))
+1 ’
—cC f (cht—u shiy"—»
-1

C/—i];;1<—5ht +u cht > C;,_:};,‘i(ll)(l . u2)7‘+Pn—:_,dll

cht—usht
o = s+p—py) PP
=C f_ (1—u) dr F(w) du,
avec une constante C' > o,
(27) F(u) = (cht— ushfy»— C,,_,,t< _shdud

en vertu de la formule (12 bis).

Considérons maintenant le cas o I'on a p = m + 1. Il est clair que
Q@) = (cht—ush{f) F(u) est alors un polynome (en u) de degré
< m + 1 — p,; d’autre part, on a

m—=-1-—py
;7;:}"11—711(X) - 2 bl/X[ avec b/n—f—l—pi;ﬁo;
comme on peut écrire
Q (u) = (cht —ush)Q, (u) + Q (coth ?),
avec un polynome Q, (u) de degré <m -+ 1 —pi, on a (%)

PO =00+ gy gy

d’ou
dm—i—l—;u (m + I— pl)! Shm+1—p,t .
W‘ F(u) = (Cht — HSht)"H'Q_/'l Q(COtht) H

or, comme on peut écrire, d’autre part,

Q(u) —‘(Cht usht) +1—p Cm+1—/),< Cht—LlSht)

= bpt1—p,(—sht + u cht)y" =71+ Q,(u) (cht — u shi),

(®) Si p, = p =m 4 1, on convient que le polynome Q, (u) est nul.
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avec un polynome Q. (1), on a

Q(cotht) = byi4—p,[shm+1=P1t,
d’olt résulte donc finalement qu’on a

dm—H—pl . (m + I —pl)! bm—H-—p1
du+=r F(w) = (chi—u shiy=—r

Par conséquent, si Pel’,,,, on a

1
1 m-+(n—1)

—m \n ny __ (" (I ll?') ? dll
(U[lt YP, r) = C Il (Cht —u Sh t)m-i—‘l—}h

avec une constante C” > o, ou encore

—m yn Y — I m+2_p' m+3_p1. n . ‘2\
(Ua" Y, ,.)_c’ch,nﬂ_pltgF,( B AP g R et

Or, comme on a
e )

2 2

n 3 .
~—g+pl"—‘;>0 S1 n>3,

la fonction hypergéométrique tend vers une valeur finie [a savoir
r(mt Do )r(m2 +p1)/r(’"+“+p'>r<m+“+‘+p‘>,
2 ) 2 2 2
cf. [19], p. 11], d’olt pour n > 3,
(U7 YD, Y§)| ~ Cte(e 2P lorsque ¢— 4,

et, par suite, si P=(m + 1, m + 1, p», ..., po2)€l}, ., avec n > 3,
[(Ua* Y5, Y3) [*shn—'t ~ Cte(e”—%)  lorsque f— + oo,

ce qui montre bien que | (Uz" Y3, Y3)| n’est pas de carré intégrable
pour la mesure sh*—'{df sur la semi-droite o =Zf << 4. La repré-
sentation unitaire irréductible T, pour m > o, ne peut donc pas étre
de carré intégrable, si n > 3. Pour n = 3, on sait qu’il n’existe pas de
représentations unitaires irréductibles de carré intégrable, puisque G.. (3)
est localement isomorphe au groupe SL (2, C). On peut donc énoncer
le théoréme suivant :

THEOREME 6.1. — La représentation unitaire irréductible T™ de G.. (n),
définie dans Uespace hilbertien V™, le complété de lUespace préhilbertien
(3¢/K™), muni du produit scalaire (21), n’est pas de carré intégrable,
pour tout m> o, ef n> 3.
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REMARQUE 1. — Dans le cas n = 4, c’est-a-dire le cas du groupe de
DE SITTER, la représentation 7" n’est autre que la représentation 7,,.,,
dans la classification de DixMiER [6], pour m > o (on n’a qu’a vérifier
que I’ensemble d’indices I' pour 7 est bien de la forme indiquée dans
la figure 5, p. 25, loc. cit.).

REMARQUE 2. — Dans le cas : n = 3, c’est-a-dire dans le cas du groupe
de Lorentz, on peut montrer que, pour p > o, la représentation 7”
dans %7 est unitairement équivalente a la représentation U' (v,.)
de la « série principale ». En effet, soit 7, le caractére de M, qui est ici
isomorphe a SO (2), défini par : =, (m,) = e”*; la représentation
Us (np+1) est la restriction de la représentation Us, définie dans $ = L*(K)
par la forme [3 (14)], au sous-espace H"+ de &, formé par les ve$H
tels qu'on ait ¢%n,.. = 9, ou encore tels que o (km,) = o (k)e'/+%,
pour simplifier les notations, convenons d’écrire $” au lieu de £,
et U»” au lieu de U* (n,); par suite 8¢ = £°, et U~ dans 4¢ n’est autre
que U—7° dans $°. Pour montrer I'équivalence en question, il suffit
de montrer qu'on a

Trop(Th) = Treg,a (Upr),

pour f a support compact et indéfiniment dérivable, en vertu de la
théorie des caractéres (HarisH-CHANDRA [14]). Or, il est clair qu'on a

Troe (T7) = Trye/y, (U}") (les deux représentations sont infinité-
simalement équivalentes!), et que

Trye/ucr ( ﬁ]/ ) =Try, (U ) — Ty (U7);

il suffit donc de montrer qu'on a
(28) Trg,a (Upr*') = Trg (U7"") — Trye (U").
Pour démontrer la formule (28), on peut supposer que

v
’

(29) f=f=Ff
car on sait que
Trg,(Uj7) = Trg, (U%”) = Trg, (U).

D’autre part, on a, d’aprés HarisH-CHANDRA [13],

Tro,(U3?) = - f / fR f fkmya,ak—")est 7, ) dk de di da

or, comme on a f = f, la fonction

F(, ty=¢e | f(kmyaxk—")dx
N
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satisfait a
F(—z, —t)=F(x 1),
d’ou

(30) Trg,,(U//’)——fJﬂff f(m.a,x)e cos((s—1)l—p=) d«dt dx.

D’autre part la trace de la représentation irréductible U-—7? de
dimension finie dans K est connue, et I'on a

(3 I) Tr, “«©P (U /)) = TrJ\(P(UIIl‘II,) = Ch(p +CI}3tt— Zg:,({p + I)'{

si g est conjugué a m, a;; or dans G = G, (3) il n’y a qu'un seul type
de sous-groupe de Cartan, et sil’on désigne par G, ’ensemble des éléments
réguliers de G, I'ensemble G — G, est de mesure nulle; une formule
d’intégration démontrée par HarisH-CHANDRA dans [15], donne donc
ici la formule suivante :

™
fF(g)dg:z—Iﬁff ffF(km.,_a,xk’*")e’(cht—COsz)dkdxdtdx
G KJ_zdRrvYN

('ordre w du groupe W est ici égal a 2, et 'on vérifie qu'on a I’égalité
ci-dessus, dans les normalisations des mesures dg, dk, ..., en regardant
de prés la démonstration de HarisH-CHANDRA); par suite, il vient

(32) Tr:,c,.(U]”)

I

= — fff(m,{a,r)e’(ch(p+1)t——cos(p+1),z)d,<dtdx,

2T _

— T

il est maintenant immédiat de vérifier qu'on a (28), & l'aide des for-
mules (30) et (32).
C. Q. F. D.

CHAPITRE II.

LES REPRESENTATIONS UNITAIRES DU GROUPE DE DE SITTER.

§ 1. GROUPE DE REVETEMENT UNIVERSEL
DU GROUPE DE DE SITTER.

1. Notations et définitions. — On désigne par K le corps des quater-
nions * =, + .1 + 23§ + 2 k; 21, T, T, v.€R et I*=jP=k>=—1,
ij=—ji=k jk=—kj=1i, ki=—ik=j. On notera T le quater-
nion conjugué de z, i.e. T =2, —x,i—x;j— .k, si x est de la forme
ci-dessus; on définit de plus :

(I) §3=——k§:k=x.—|—x2i—|-x3j—x:,k.
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On désigne par |z| la norme, soit (:c:i)%, d’'un quaternion z.

Soient U, B, Z, P resp. les ensembles des z€K tels que |z| =1,
x| <1, Tv=0, T.>o0 (O T=2x,+ 2.1 + 2. j + 2. k). Remarquons
enfin que, si I'on fait correspondre la matrice

T, + X1 x;;—{—xﬂ)
— L+ Tl T — Tl

au quaternion xr =, 4 2:i 4 2;j 4 2.k, on obtient un isomorphisme

qu’on notera I) de K (comme algébre sur R) dans M, (C) (algébre sur R).

Si 'on désigne par A — A Pisomorphisme de M, (C) qui fait corres-

pondre & une matrice A = <u D), la matrice A =< z _w>, il

w z —7 u

est clair que I'image de K par I dans M, (C) est le sous-ensemble des A
tels que A = 4,

Soit maintenant M, (K) I’algebre sur R des matrices (CI Z>, avec

a, b, ¢, d dans K, et soit GL (2, K) le sous-ensemble des matrices inver-
sibles & droite, a savoir des matrices g telles qu’il existe une g’ avec
g9’ =1 (la matrice unité). Montrons que GL (2, K) est un groupe pour
la structure multiplicative de M. (K) (). L’application

_<a b> N I(a) I(b)>

9=\¢ da I(¢) I(d)

définit un isomorphisme de M, (K) dans M, (C), et une matrice (é g )
dans M, (C) est I'image d’une matrice de M, (K), si et seulement si

, A B\ (A B\ . . e
]ona<c D)—<C~] D>.SlgeGL(2,K),etgg—I,et5110nde51gne
A B A’ B’> . , A B\
par (C D>’ (C’ D les images de ¢, ¢' dans M, (G), on a(c D)
A" B . A" B'\ /A B e
(C’ D,):If,,par suite, ona<C, D’) (C D>—I',,dougg_—1,

/

ce qui montre bien que ¢ est aussi inversible 4 gauche, et I'inverse a
droite et I'inverse a4 gauche sont identiques; notre assertion résulte de 1a.

b
d

) b=t |apP—|cP=r, |dP—|b=r.

Soit G l’ensemble des matrices g = <Z > de M, (K) telles qu’on ait

Comme ces conditions expriment qu'on a

(57 D=0

(“) Cela est vrai pour tous les corps gauches.
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G est un sous-ensemble de GL (2, K); de plus, comme on a
< a —E> (a b _ ‘1 0\ ‘a b ' a —c>
—b d/ \c d)—(o I/) (c d)\—b (

on voit que (2) est équivalent a :
) ac=bd, |al—|bl=1, [d}—|c}=1.

D’autre part, cette condition (2) exprime aussi que la transformation
z'=ax + by, y'=cx +dy,

des variables quaternioniennes z, y, z', y', conserve la forme xx—yy;
il est donc clair que G est un sous-groupe de GL (2, K). On montrera
que G est isomorphe au groupe de revétement universel du groupe de
DE Sitter G- (4). Avant de le faire, on définira une autre représentation
de ce dernier groupe, dont on aura besoin ultérieurement.

Prenons la matrice

© =Tt e

C est inversible et I'on a

C'= ( k/\% ]/\/E> :
—k/y2 1 /\/2
soit ® I'image de G par 'automorphisme intérieur g — CgC—' du groupe

GL (2, K). Si <a g) est 'image de (Z z>~ il est clair qu’on a

a=k(—a-+b+c—dk/e, 6:k(—a—b+c+d)/2
Y= (a—b+c—d)k/2, (a+b+c+ad)2;

%) {

01

i

PR
inversement, de C*‘(f roi) C = <g 3) on tire

AN

I

a=é(—kak+k5—yk+é), b=~-( kaxk+k3+vk+59),

N

(6))
= é( kak—k5—vk+0), d =§(_k1k—k5 + vk +9).

Montrons que ® est un sous-groupe de GL(2, K) formé par les

matrices <y g) telles qu’on ait

i

(6) Gy =%a, P6=0B, a—%

,,,
o
Il
~
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En effet, si I'on introduit les variables

()=c() ()=c(z)
ou ' =ax + by, y = cx + dy, on voit que la condition
Tr'—y'y =zx—yy
se traduit par la condition
Yo' — iy =T — 1,

et il est évident que cette derniére condition est équivalente a la condi-
tion (6). Remarquons que (6) signifie aussi qu'on a

A ~ N\ = )
—¥ a ;0 o I

d’ou
a 3 b —5 [t o
(o 7)-00)
ou encore
() 2B =05, =07, a0—[=1.
2. Divers sous-groupes de G; décomposition de G. — Soit K

le sous-groupe de G formé par les matrices de la forme <z Z)a avec u,
v€U; si 'on désigne par K,, resp. K., le sous-groupe de K des matrices
< g ?) resp. <(I) 3>, u, v€ U, il est clair que K est le produit direct de K,

et K,. Soit A, le sous-groupe formé par les matrices a, de la forme :

N\
chft shél
2 ,  {eR,
shlt chl¢
2 2

et soit enfin N le sous-groupe des matrices x de la forme

1—x x | ST B
( o 1+x>’ avec x=5(:_2l+:_3]+;.'.k), %y B B €R;G

on vérifie facilement que ce sont des sous-groupes de G. Si I'on désigne
par M le centralisateur de A.. dans K, on voit tout de suite, que M est
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formé par les matrices de la forme (g Z>, ueU, et que M est en méme
temps le normalisateur de N dans K, et 'on a
u o I—r u o\™! i—z'
®) o u —x 1+4+x 0 u =\ —z 1+a )’
avec
T’ =uzu.

Par suite, T = M A N est un sous-groupe de G, qui contient N comme
un sous-groupe distingué.

LemMme 1.1. — Tout g€ G s’écrit d’'une maniére et d’une seule sous
la forme kax, ot ke K (*), a,€ A, x€N; de facon plus précise, on a

I I

ch-t sh-t .
(a b>=(u 0) 2 2 <1——x x )‘
c d 0 D shit cnls —x 14+
\ 2 2
avec
(9) u=(a+0b)/lat+b|l, v=(C+d/lct+dl
(10) e‘:’t=|a+bl=lc+dl,
(11) é (ab— ba) (Ed-—Zlc)
DEMONSTRATION. — Comme on a
I I

u o 2 2 1—x
<o v> Iy enls —x 1—|—x>
2 2
u<ch1t——el-’ > shlt—{-e- >
2 2

I 1, 1 Ty
v<sh;l—e— x) <ch2t—|—e )

il suffit de montrer que le systéme d’équations
1 1
a=u<ch§t——5’x>, b=u<shét—i-e_’ >’

1 1
c=v<sh;t—-e'—-’lx>» C=D<Ch {+e'x >’

bl

(1) On utilise la lettre k pour désigner d’une part un élément du groupe K, et
d’autre part le dernier élément de la base canonique (I, i, j, k) du corps K, la signi-
fication étant chaque fois assez claire d’aprés le contexte.
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admet une solution et une seule, si <(cl Z) € G. On voit aisément, a I'aide

des conditions (2), (2'), que (g), (10), (11) donnent la solution unique
cherchée.

LemME 1.2. — Tout g€ G se met sous la forme ka,k', avec k, k'€ K,
el 1> 0; si ge G— K, on a t> o, et il y a unicité modulo M, c’est-a-dire
si g=kiask,, avec ki, kK, €K, on a t' =1, et il existe un me M tel que
ki=km, kK, =m'k.

DEMONSTRATION. — Si b =0, on a aussi ¢ =o, puisque |[b|=|c|;
donc g€ K, et l'assertion est triviale. Supposons donc que b:#o; on
peut alors choisir, puisque |a|=|d|>1,|b|=|c|>o,et |a]*—|b|>*=1,

un {> o tel que

chél:[a]:]d], sh»21—1=|b{=[c|.

On vérifie alors qu’'on a

chlt shit

(lcz Z>:<cl> c&/?ca!) shit chit <‘1/(|)a| b/(l)b|>'
2 2

L’énoncé concernant I'unicité modulo M est évidente, vu que M est le
centralisateur de A. dans K.

ReMarQuE 1.1. — En choisissant me M convenablement, on peut
s’arranger de maniére que ¢ = ka,k’ avec I'un des k, k' dans K, ou K.;
par exemple, tout g€ G— K se met, d’une maniére et d’une seule,
sous la forme

(12) qg= klkzazk;, k1€K1, kg, k/zng, et t> o.

3. Homomorphisme de G sur G. (4). — Montrons maintenant
qu’il existe un homomorphisme ¢ de G sur G.(4) dont le noyau est
o
il

, . g | ca1.
le centre de G formé par les deux matrices < o > Considérons

pour cela la matrice

(13) X=<£U i>, avec T =2a,+ .1 +x;j + x. k,

Lo, Ty, Xy T3y T €ER;

si g€ G, la matrice

a b Xy X a ¢
X =¢X'qg= -
g9 <c d) <az~ x0> <b d>
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est encore de la forme (13), i. e. on a ‘X’ = X', donc on peut écrire
, x, « L ;s .. , o
X =3 x,0>, =z t+x,itx,j+2k T, 2,7, 7, €R,
et I'on a
” {x’0=(|a|2+]b|'3)xo+axl—)—|—ba’ca,
2 = (ac + bd) x, + bZC + axd;

on a de plus
(15) zp— o =2t —

en effet, on a alors

)z —b ‘a b 0
(F %) "= )E L)

. a —b a .
puisque < . d) = < _Z 2) ; pour montrer (15), il suffit de remar-
quer que les conditions (2) sont équivalentes & la condition suivante : si

z"=za+yc, y"=zb+yd,
on a -
x”i”‘_y”!j” — .’L'C_U—y!_];
or, c’est justement ce qu’exprime la condition (2') équivalente a (2)
(remplacer x, y par o, x!).
Par conséquent, a tout ge G, il y a une transformation linéaire ¢
des variables réelles x,, x;, ..., x, conservant la forme

—z it ...

c’est-a-dire un élément du groupe G (4), et il est clair que I'application
g—> ¢’ est un homomorphisme de G dans G (4), qu’'on notera ¢. Comme
goo=|alP+|bPP=2|b24+1, ¢ est dans G, (4), si le déterminant
est égal a4 +1; or tout ge G s’écrit, d’aprés le lemme 1.2, sous la

forme :
g=kak, avec k=<“ °>, k’:(” °,>,
(e} D o D

teR, u, v, u', v eU;

il suffit donc de vérifier que le déterminant est égal 4 1 dans le cas ou
9=k, k dans K, ou g = a,. Pour k€ K, on peut considérer les deux cas
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ke K,, et ke K, séparément; soit
u=a1+a2i+a:;j+ar,k, l)=b|—|-bgl+b';j+br,k;

(14) se réduit dans ce cas a

X, = X, 2'=ux resp.z =z,

ou encore
x,] == alxl'—'agx;"—a:;x:;—*a@xs, x', == b|x1 + b2x2+ b;;:t;;—i— bj,xq
x; = a.x, + a,T.—a.x; + a;x., x’;) =—bx,+ bx,—b.x,+ b.xi,
; resp. { |
Ty = a;T, + aT: + T, — =T, Ty= —b.x,+ b2, 4 biwi— bos,
T, = T, — a;x: + a.x; + a,x., x, = —b.x— bx.+ bx;+ bz,

et I'on voit que le déterminant correspondant est égal a
(@ +a+a+a)y=|ul=1, resp. (bi+bi+bi+bi=|v]'=1,

Dans le cas ol ¢ = a,, la transformation correspondante est de la forme
x, = (cht)x,+ (sh )z, 2= (sh)x,+ <chét>‘ x4+ <sh é t>_ xs

ou encore
&, = (cht)x, 4+ (sh ) x,, z, = (shf) zy+ (ch i)z, x, =z,
(e=p<b),

ce qui montre bien que le déterminant est égal & 1. Nous avons donc
démontré que l'application ¢ définie ci-dessus est un homomorphisme
de G dans le groupe G..(4). Or on sait que G (4) = K. A K, ('), et
comme K s’envoie sur K, [cela résulte de la formule (17) ci-dessous],
I’homomorphisme ¢ est surjectif. Il est aisé de voir que le noyau de ¢

, +1 o . a b\ , .
est égal au centre .. ) de G. En effet, si g = s’envoie
o LTI c

d
en I'élément unité de G.(4), on a, d’aprés (14),

lal*+|bPP=1, axb+bxa=o,ac+bd=o0, 2x=>bxc-+axd;
comme | a|*>x1, il vient b = o, d’ott ¢ = o, |a| =]|d| =1, a cause de (2).

La derniére relation s’écrit alors sous la forme @x = x d (pour = quelconque)
dot a=d==*1.

(') On note K, le sous-groupe compact maximal de G (4), défini au chapitre 1;
par abus de notation, on désignera par A, N les sous-groupes correspondants des
groupes G et G (4).
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REMARQUE 1.2, — Si l'on explicite les relations (14), on voit que la

matrice correspondant & < g z> est de la forme suivante :
(14 bis) :

aa -+ bb 2 Re(ab) 2 Re (aib) 2 Re (ajb) 2 Re (akb)
sRe(ac) Re(ad+bc) Re(aid+cib) Re(ajd+cjb) Re(akd + ckb)
»Re(cai) Re(dai+ cbi) Re(cibi—iaid) Re(cjbi—iajd) Re(ckbi—iakd)
2Re(caj) Re(daj +cbj) Re(cibj—jaid) Re(cjbj—jajd) Re(ckbj—jakd)
2Re(cak) Re(dak+ cbk) Re(cibk—kaid) Re(cjbk—kajd) Re(ckbk— kakd)
I:fi 1 _tx) avec T = —;—(_l + Eij + Z0k),
son image dans G..(4) est I'élément x (%, %:, Z:) défini par [I, 1 (11).]

Définissons les sous-groupes a un parametre k,, (0), pour 1= p < q =4,
comme suit :

On vérifie donc que, si g = <

—i-0 —i 1)0
e e -
ki (0) = Sl k()= ° ),
i;() —i —’0
o e - (6] e -
_1‘?.)() /'3_)0 A
e - e -
(16) klz; (0) - O‘ 9 k-_w, (O) = 01 >,
50 j50
o e - / o e -
—%i0 ) —k10 \
2 e *?
k"l (0) = ¢ © ’ k-zn (0) == °

L0 —kto )’
o e .o e’

(on conviendra d’écrire, dans le corps K, el = cos) + isinf,
e/ =cos0 +jsin0, e = cos0 + ksinf, pour 0 réel).
On vérifie alors, d’aprés (14 bis), que I'homomorphisme ¢ transforme

ky, (V) en exp(0X,,) dans G. (4) :
(17) @ (kpg (0)) =exp(01X,y),  pour 1=p<q=4

En d’autres termes, cela signifie que la transformation

x>k, (O)x=uzs, o k,,,,(0)=<f)' §>,

définit la transformation orthogonale des variables (z,, 2., ., x:) ayant
la matrice exp(0X,,). Cette remarque sera utile dans le paragraphe 3.
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Définissons de méme les sous-groupes a un paramétre a,(f), pour
1< p<14, comme suit :

ch’t  sh_.{
a () = 2 2 )
shit  ch:.t
2 2
chét i (sh 1)
ag(l)= 9
) —i(shgt) chét
(18) I . I
ch;t J(Sh;t)
a () = I I ’
—](Sh;t) ch;t/
chit k(shlp
a, () = f 2
—k@shty chit¢
2 2

| \

On voit alors, d’aprés (14 bis), que ¢ transforme a,(f) en exp(tY,) :
(19) 9(@p () =exp(lY,),  pour 1=p=4.

ProrosiTiON 1.1. — Le groupe G est simplement connexe, el isomorphe
au groupe de revétement universel du groupe de De Sitter G (4).

DEmoONSTRATION. — En effet, le lemme 1.1 montre que l’espace
topologique de G est le produit direct des espaces de K, A, N, et ces
derniers sont tous simplement connexes (K est homéomorphe & S$* x §%,
A, a R, N a R*), Comme on vient de voir que G est localement iso-
morphe & G. (4), on a la proposition.

4. Quelques formules d’intégration dans G. — Le lemme 1.1
et la formule [I, 1 (17)] montrent que
(20) dg=e'dp(u)dp(v)dtdidz; dz,

est une mesure de Haar de G (que nous fixons une fois pour toutes),
ou g =kaxzx, k= <l; Z>, u, veU, teR, zeN, x = %(E_gi +2.j +Ek),

et dp(u), dp.(v) désignent I'élément de la mesure invariante normée
du groupe compact U; dt, d%., dZ;, di, désignent les mesures eucli-
diennes.

Pour g€ G, ke K, soit

(21) gk = k.a, 5, 1 , avec k,eK, t(g,k) €eR, z€N,
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la décomposition de gk d’aprés le lemme 1.1. 11 est facile de voir qu’on a

Ko — u o ’ {u’z(au—i—bv)”au—}—bul,
(22) i ( ') avee V' = (cu 4+ dv)/|cu + dv|,

(23) e =lqu+ bv|>*=|cu+dv,

si g=<g 3>, k=<5 3); par suite, pour la mesure de Haar

dk = (:i,u(u) du(v) de K, on a la formule suivante :
(24) dk, = e " dk,
d’aprés (20).

LemMmeE 1.3. — On a la formule d’intégration suivante :

(=5) f f(g9) dg = > f f f T rkaky shot die die

ot dk, dk' désignent I'élément de la mesure de Haar normée de K, c’est-a-

dire dk = dp.(u) dp.(v), dans les paramétres k = <(L)l §>, u, veU.

DEMONSTRATION. — D’aprés [I, 1 (35)], on a la formule d’intégration
suivante dans G.(4) :

f f F(ha,x) ¢ dhdt dx = o7 f f f F(hal') shit dh dl’ dt
K, YRYN K, YK,v0

(on désigne par les mémes lettres a,, x les images dans G (4) des éléments
a, x de G, puisque le noyau de ¢ est contenu dans K); par suite, il
existe une constante ¢ > o telle qu’on ait

f f f f(ka@) e dk dt dz = ¢ f f f f(ka k') sh*t dk di’ dt;
KYRYN KY KYo

or, si F est une fonction continue sur G (4), invariante & gauche et
a droite par K., la fonction f= Fo¢ est aussi invariante & gauche et
a droite par K, et 'on a F (a,x) = f(a,x), F(a) = f(a;); on a donc

cf F(a)sh”tdt:f F(ax) e dt de
0 RY N

=f.ff(azx) e“‘dtdx:zn?f f(a) sh*tdt,
RYN 0

d’oll ¢ = 2m2,

BULL. S0C. MATH, — T. 91, FASC. 3 24
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9. Quelques espaces homogénes de G. — Montrons que l'espace
homogéne G/T ou G opére a gauche s’identifie & ’espace U ou G opére
de la facon suivante :

(26) g.u=(au+b)(cu+d)=  pour ued, !1:(::1 Z>€G.

Tout d’abord, on a d’une maniére générale, pour ¢€K,

1—|g.q"=(cq+d)(gc+d) —(ag+ b) (ga+ b))/ |cqg +d}*
=(@—[qP)/cq+dJ;

/
en effet, si K? Z) est dans G, on a
(27) agb + bga = cqd - dqgc,

quel que soit g€ K, puisque, si I'on pose *' =aq+ b, y =cqg+d, on a
2’2 —y'y’ = qq— 1, d’aprés (2), ce qui entraine (27). On a donc

qeU <= ¢.qeU; et qeB < g¢.qeB.
Il est clair qu’on a
(997-9=9-9".9 si g, g€G

Ainsi G opére sur U resp. B, suivant (26).
Pour montrer I'isomorphisme de G/T et U, considérons I’application

w : G—U, définie par la formule suivante :

689  r@=gr=@+hCta  siog=(7 g);

c

d’aprés ce qui précede, = applique G dans U; comme (g (1)> s’envoie
en ueU, 7 est surjective; d’autre part, on a
7(99)=9¢.7(9),  pour g, g'€G.

Montrons que T est le stabilisateur de 1€Uj; en effet, si g.1=1, on a
la+b]=]|c-+d|; mais alors, d’aprés le lemme 1.1, on a ¢ = ka,x,
avec k=<’; IC))), u=(@-+d/la+b|=(c+d)lct+d =v, dou
keM, et ge MA. N =T. Inversement, il est clair que T =MA.N
est contenu dans le stabilisateur de 1 €U. Les espaces homogénes G/T
et U sont donc isomorphes.

D’aprés la décomposition d’Iwasawa (lemme 1), il est clair que les
espaces homogeénes G/T et K/M sont isomorphes; compte tenu de (23),
(24), on en déduit la formule suivante :

(29) dp(g.u)y=|cu+d[*dw(u), pour g——;<g Z), ueU.
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Montrons maintenant que I’espace homogeéne G/K out G opére a gauche
est isomorphe a ’espace B out G opére a gauche suivant (26). On a déja
vu que cela définit bien une opération de G (& gauche) sur B. K est alors
le stabilisateur de o€ B; en effet, on a

g.o=o0 < bd'=0 & b=o, deU
= b=c=o, a,deU <= gekK.

Par suite, I'application

N: g—>0(g=0bd, pour g=<: 3>,

définit, par passage au quotient par K, un isomorphisme de G/K sur B.

Pour déterminer une mesure invariante sur B (il en existe, car K est
compact!), introduisons une section de G au-dessus de B, pour la pro-
jection 0, définie comme suit :

ch;t qchét
(30)s(q) = , si geB, |q|=thlt, t>o0;
I I q 2
geh>t  chid

on vérifie facilement que s(q)e G, et que 0O(s(g)) =¢, pour geB.
Tout g=<g 3) s’écrit d’une maniére et d’une seule sous la forme
g =S5(q)k, avec g =10(g9)eB, ke K. En eftet, il suffit de prendre { > o

I, . __(al|a] 0
tel que ch;t_|a|_|d|, et k_< o d/ldl>’ et de remarquer

que ¢ = 0(g) = bd~, donc §= (d)'b=db/|d|*=ca|a|*= ca.

Si ge G, g€ B, les deux éléments gs(q) et s(g.q) ont la méme image,
savoir ¢.q, dans B; il existe donc un élément k =k(g, g) de K tel
qu’on ait

(31) gs(q) =s(9-9) k(g,9)-

Il est facile d’expliciter k(g, ¢); si k(g, q¢) = <z Z); u, veU, on a

1 J Ly
ch;t qch--t chzt qchzl

<

/ b 2 . < )
Kc d gch 't chl¢ B g chly chly o )
\q 2 2 1 2 2 /

si 'on pose

¢=g.¢. lg.qgl=th 1,
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il vient
uchét’:(a—l—b@)chét, vch%t’:(cq—l—d)chét;

comme on a ch;t’/chét=10q+dl=|a—|—bij[, il en résulte que
_((a+bg)/|cqg+d| o
(1) k(g’q)_< 0 (cq+d)/lcq+dl>’

. a b\
si g= (c d)'
LemME 1.4. — Si l'on désigne par dp.(q) la mesure euclidienne dans B,

(1—1]q»)~"du(q) est une mesure invariante dans B, et Pon a la formule
d’intégration suivante :

(32) f f(g) dg = »* fB fK F(s@) k) (x—| 1)~ dps(q) dk.

DEmoNSTRATION. — D’aprés la théorie des espaces homogenes, il
existe une mesure invariante (a4 gauche, pour les opératons de G) dp.(9)
sur G/K (on désigne par g les classes gK, g G) telle qu'on ait

fG f(g)dg = f 4s@ f f(gk) dic

d’autre part, il résulte de (20) qu’'on a

fo(y)dg=fRfoKf(alxk)dtdxdk;

en comparant ces deux formules, on voit que

dp(g) = dtdx, si g=auxk, keK, x€N, teR.

On peut considérer (, £, £, &) et (1, X2, T3, T,) comme deux systémes
de paramétres sur B, oll

x:i(izi—f‘i::j—l-iak) et 0(9) =q =z + .0 + 23§ + 2. k3

par suite, la mesure invariante d.(9) s’exprime dans le deuxiéme systéme

sous la forme :
=\ D (ts 2,2, E,Zl’ E’;)
dp’ (g) - D (xl, T, s, xa) dH (q)’

Or on a

1 1
q=9="0(azk) = <sh;~t+e§lx> <ch§t+e5lx>“'a
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d’ol, en posant
A=z +¢

e

+ i
il vient

q=[sht—l—ée’A+E_2i-|—2_3j+'£_,,k]/[cht+1+gelA]

(compte tenu de la relation z = —zx), ou encore
sht+ e é A .
T, = — x,= ——-C”—————;—— (p =2, 3, 4).
cht+1+e‘5A Cht—l—l—}—C’;A

Il en résulte que
1—|q]P=2/(cht 41+ e'A]2),

et que

D(xly x‘l, x:l, x'sy) — (Cht _l_ 1 _‘_ e[A/2)__4’

D(EnEnk)
et par suite, on a
(33) dp(9) =" (1—[q)*dp(g), si g=g¢.
6. Divers sous-groupes de &; décomposition de &. — D’aprés

la définition, le groupe ® est I'image de G par ’automorphisme intérieur
w: g— CgC—* du groupe GL (2, K), ot C désigne la matrice (3).

Soient &, A, N, M, T les images des sous-groupes K, A, N, M, T
de G respectivement. Il est facile de voir que ces sous-groupes sont
caractérisés de la facon suivante :

8! est formé par les matrices de la forme suivante :

/ A
34) ( _§>, avee |24 |Bl=1, ab=pi;

™ Rb

A, est formé par les matrices de la forme suivante :

__1[
(35) az=<eo (I)>, avec teR;
L]
. e

N est formé par les matrices de la forme suivante :

(36) <; c:), avec ze€Z(i.e.x = %);
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P est formé par les matrices de la forme suivante :

(37) <ﬁ Z), avec ueU;

o

¥ est formé par les matrices de la forme suivante :

v
i

(38) (0( (6)), avec &"{:f’d, &8:].

On a évidemment, en transportant par w, les décompositions
G=RUAN, G&=KA. K, et les formules d’intégration correspondantes
dans . Mais nous aurons a nous servir dans ce cas de la décomposition
suivante :

. 1z . ~
LemuME 1.5. — Les matrices de la forme <0 ; >, avec z€2Z, i. e. z =z,

)

[P

, R o
forment un sous-groupe de ®, noté 3, et, pour qu’un élément g = < ¢
de ® puisse s’écrire sous la forme

39) g =zma,x, avec z€3, meM, a, €W, zeMN,
il faut et il suffit que 0 # o, et alors la décomposition est unique (*?).

DEMONSTRATION. — Comme on a, si ze€eZ, meIM, teR, zeN,

1 1

2

1wl =

eﬁ

ta .’ St
u- e zux e zu
zma,x = . A ,
St ~t
e’ ux e u
il suffit de montrer que le systeme d’équations :
—11_/; j—)l P ?—,l
a=¢e¢ % u- e zux, 5 =e¢e zu,
(4o)
1 1
El N 3!
Y =eé ux, 0o=¢e u,

admet une solution unique, si et seulement si <i %) €® et J:2o0.

il est clair que la condition est nécessaire; inversement, si d:#o,
prenons £, u, z, x tels que

t=-2log|d], u=da/|d|, z =01, T =0"'.

(*?) On note z la matrice <; i) avec z€Z.
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On a ainsi visiblement une solution unique du systéme (40); il reste
donc a vérifier que z, x€Z. Or, on a, d’apres (6), (7),
fo = 35’ Ys’ = 5,:1',
d’ou
Bko="0kB,  OPkd =00kp = kB.60 = kB.99,

donc 0Bk = k33, ou (85)" = B34, c’est-a-dire 36€Z; on montre de méme
que 0y €Z.

7. L’espace homogéne &/T. — Le lemme 5 nous permet de
plonger Z dans l’espace homogéne &/T, en identifiant la classe ¢T

etzeZ, si g = zma,x; or les éléments de la forme < f: i ) dans ® forment

i

. o . o —I
une seule classe suivant I, a savoir <1 0> ¥, dans ®/I; l'espace
homogeéne compact & /T peut donc étre considéré comme une compacti-

fication de l'espace Z, la classe ( (1) —:)> ¥ constituant le « point a
\

Iinfini » z,. Il est évident que ® opére sur Z de la maniére suivante :

@) gr=GzrHz+o s g=(2

°
fé)e(ﬁ, ze 3.

L’isomorphisme w de G sur &, transformant 7 en I, définit par
passage au quotient, un isomorphisme W de G/T sur ®/T, d’ot un
isomorphisme de U sur Zv {z_{, que nous noterons encore W, et

(42) W(g.u)=w(9).W(u) pour geG, ueU;

il est aisé de trouver ’expression de W (u) :

(43) z=WW=k(x1—u)(x1+u)* pour uelU,

u = —1 correspondant au « point & linfini » z,.
DeérFiniTiON 1.1. — On pose, pour g€ G, ueU,

(44) we(g, W) =|cu +dJ? }Si g:<a b>,

(45) us(g, u) = (cu +d)/ | cu +-d| d

et, de méme, pour ¢'€®, et z€Z,

46) we(9's2) =[vz+ 0 . (e B
(47) ug (g’ D) = (yz+9)/|vz+3| (¥ g‘(y a>’
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Ces fonctions sont évidemment des « multiplicateurs » : on a
(48) w6{99's W) = (9, 9. Wwa(g’, u)  pour g, g'€G,
et des formules analogues pour uc; (g, u), wg (9, 2) et ug (9', 2).

LemMME 1.6. — On a les formules suivantes :

(49) we@(9), W) = va(g, ) [1+ g.u’. |14 u|=,
o) 1 @(@), W) = st w ()
pour g€ G, ueU.
DiMmoNsTRATION. — D’apres (4), on a pour g = (f Z)’

wgw(g), W(W)
=lla—b+c—dkk(x:—u)(1+u)'+(@+b+c+d)li
=|(au+b)+(cu+ad)).|1+ul*=|1+4g.ulos(gu)14+ul;

on démontre de méme (50).

Montrons maintenant qu’on a la formule suivante pour la mesure

euclidienne dz = dz, dz, dz; (on pose : z =2z + 21 + z:], 21, 2, Z:€R) :

(51) d(9.2) = wg(g, 2 dz pour g€g.

En effet, introduisons les paramétres (p, o, t) dans U définis de la
maniere suivante :

(52) u = e’° cosp + €~ (sinp) j,
avec
(53) 0Zp LT, oZeTam;

la mesure invariante normée dy. (u) dans U est alors de la forme
(54) dp. (u) = (27*)~! sinp cosp dp do d.
D’autre part, si I'on explicite (43), on trouve que

sinp sint sinp cost — cosp sing
(55 zi=—">"—7--—"> Zy=m—————— =)
I+ COSp COsa 1 -} COsp cosa I - C0Sp COST
d’olt
D (z,, z,, z:
dZ=d21dedZ;3= ___gL’___—Q

sinp cosa do do d=
D(p, o, 7)

dp do d= = 1+ cosp coso '

Comme on a
(56) [1+4 u|*= 2(1+ cosp coso),
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il vient finalement que
G7) dz=—%" _gu@w) si z=W), ueU
7 =TTFap (1) si z=W(), uel,

et la formule (51) résulte de 1, en tenant compte de la formule (29)
pour la mesure dp (1) dans U.

8. L’espace homogéne /K. — Nous allons montrer maintenant
que l'espace homogéne /R, isomorphe a Pespace homogéne G/K,
donc a I’espace B, s’identifie au demi-espace « supérieur » P, 1’ensemble
des xe€K, tels que =2z, + x.i +x.j + x.k, avec x,> o. En effet,
définissons une application n de ® dans P par la formule suivante :

(59) @) =Gk+H6k+) " siog=(2 5

x = n(g) est bien dans P, puisque
r—& =1+ kxk
_(@k+B)(yk+9) +k(yk+9)(2k+p)k

|vk o
 (ay + kvak + 35 + kdBk + akd —kdkak— Bk 4 kvkBk)
vk + o

=ok|vk+90|3
a cause des relations (6) et (7), qui entrainent que
o + kyak =o, B0 + kofk = o, ako—Bky =k;

on a donc
xo= |1k + 32 >0,
d’ou zeP.

Montrons qu’on a

En effet, si

on a
n(g) = (ak—3) Bk + a)~
= (—kakk 4 kBK) (3k 4 2)~
=k(z+ Bk) 3k + ) =k;
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inversement, supposons qu’on ait, pour un

\

o
g=<Y 0)6(5, 1(g) = k;

2 WO

on a alors
(ak + 5) =k (vk + 9);

si w™i(g) = <Z 2>, on aura donc

k( a—b—c+d—a—b+c+d)f2
=k(—a+b—c+d+a+b-+c+dfo

— kb 4 kd = kb + kd,

ou

ce qui donne b = o; on en déduit que c = o, et gew (K) = K.
Comme on a de plus, pour ¢, ¢'€ ®,

n(9g) = (@) + O Ga@) + 2 st g=(2 ),

i /

on voit que 7 définit, par passage au quotient, un isomorphisme de
®/K sur P, G opérant sur P par la formule

G9) ga=Ga+oGero sog=(2 %)

T o0
On remarque que v (®) =P, puisque 7 (az) =e*(z+ k), si ze€Z,
et que tout x€P se met sous la forme e (z + k), avec t€R, z€Z.
On vérifie facilement qu'on a un isomorphisme :

(60) t=w()=k(—g(@+9~"

de B sur P, obtenu en identifiant G/K a B et /& a P. Calculons I'image
dans P de la mesure invariante 2'(1—|q[*)~*dp(¢) de B. Si I'on
pose

=:1 :> fn Ex B
(61) {q ZF Ll L) Lk pour g€

=2+ 21 +x:j + 2k  pour ze€P,

alors on a, d’aprés (60),
S@ ) =k@—@ |+ g =2 G Ri—R) 1+l

Se—1)=(—|gPkli+ql
d’ou
T= 2L (25 + 5+ B 5 45,
To=2%/(14 25 + 5+ 5 8 + 2,
=—2L/(1+ 2543+ 5+ 1),
= (—H =8 =8 =425 + 8 HE 45 1),

(62)
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et par suite on a

D (x, x,, 3, o
D_E—:_E—ETcT) =16(+ 2L+ + 8 +E+E)
d’olt
(63) 16 (I - I q |2)_‘ dEA ds, dE_:: d:'» = x;" dx, dx, dx; dx,,

ce qui donne I'image cherchée dans P.

9. Représentations unitaires irréductibles de K. — Commencons
par des rappels sur les représentations unitaires irréductibles du groupe
compact U; comme U est isomorphe au groupe SU (2), les représentations
unitaires irréductibles de U sont paramétrées par un demi-entier n > o
(on convient d’appeler demi-entier un nombre réel n tel que 2 n soit
entier); de facon plus précise, si 'on pose, pour

u=x,+x2i—|—x3j—{—x,.keU,
a b

6 1w=(_5% .

N

>, avec a=ux, + x,i, b=ux;- x,1,

on a un isomorphisme de U sur SU (2), et, en particulier, pour {€R,

it
S I(et) = <e e?ﬂ) = explA,

(o]

N cost  sinf) _
(e = <—sint cost) expiB,

[ cost i(sinf)\
\I(e Z)__<i(sint) cost ) = LG,

(65)

oit A, B, C désignent les trois matrices suivantes :

i o o 1 o i
66) A =<O _i>, B=<_I 0>, C=<l. 0>,
qui forment une base de I’algébre de Lie su (2) de SU (2). 1l existe donc,
pour chaque demi-entier n>> o, une représentation unitaire irréduc-
tible ¢ de SU (2) dans un espace hilbertien V* de dimension 2 n 41,

ayant une base orthonormale (v}), p=—n,—n-+1,...,n—1, n,
telle qu’on ait

‘ o (A) vy, =—2ip v},

(67) o (B) Dy = — (g Doy — T2 D,
l [ (C) UZ=—_ {Z;+1 U/r£+1 "]- 12 v}i_l,
ol

(69) w=[(+p) (1—p + D
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pour p=—n,—n-+1,...,n—1, n (donc n—p entier!) (voir,
par exemple, NAIMARK [9 bis], p. 48). On désignera par p” la représentation
g"o I de U dans V~. Remarquons que la valeur propre de l'opérateur
de Casimir ¢*(A*+ B2+ C?) est ici égale a— 4 n (n + 1).

Le sous-groupe compact maximal K du groupe G est le produit direct
de K,, K., qui sont tous deux isomorphes 4 U; par suite, une représen-
tation unitaire irréductible de K est équivalente a la représentation
p™ %! définie dans V*@ V¥, avec n, n’ deux demi-entiers>. o, par
la formule suivante :

n, n n n' — u o
(69) o F =@ @) pour k=(1 7).
On notera p%, (resp. pk,) la représentation de K, (resp. K,) dans V7,
définie par
pit, (k) = p () [resp. pf, (k) = " @)],

k1:<u 0) {resp.kcz:(I 0>]7 avec u,veU.
(o] I o D

Remarquons que la représentation p™ 7’ de K définit, par passage au
quotient, une représentation univalente ou bivalente du groupe K.
suivant que n -+ n’ soit entier ou non.

pour

§ 2. PREMIERE SERIE PRINCIPALE.

1. Définition des représentations de la premiére série prin-
cipale. — Nous allons définir une série de représentations unitaires
irréductibles U™”, dépendant de deux parameétres (n, v), n demi-entier
‘>0, v réel, du groupe de revétement universel G, (4) du groupe de
De Sitter G (4). Comme G. (4) est isomorphe aux groupes G, ®, cela
revient 4 définir les représentations du groupe G, ou du groupe ®.
I1 est commode d’avoir ces deux réalisations, 'une comme repré-
sentations de G dans I'espace L} (U), 'autre comme celles de ® dans
I'espace L} (Z); en effet, U étant compact, les fonctions constantes
sont dans L} (U), ce qui facilite le calcul des fonctions sphériques, et
d’autre part, le sous-groupe 3 de ® opére sur Z par translation, ce qui
nous permet de montrer l'irréductibilité de ces représentations sans
faire appel aux résultats de BrRuHAT sur les représentations induites.

Construction sur L} (U). — Rappelons d’abord que les représentations
unitaires irréductibles du groupe U, isomorphe au groupe SU (2), sont
paramétrées par un demi-entier n > o, la représentation de « numéro »
n, soit p*, s’effectuant dans un espace hilbertien V* de dimension 2 n 41,
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u-+4u
2

et I'on sait que Tr[p"(u)] = C;n< )a pour ueU, ou C}, désigne

la fonction de Gegenbauer de degré 2 n. Si Re (u) = cos f, on a donc
Tr [p" (u)] = sin (2 n + 1) 0/sin 0.

Soit H Pespace hilbertien L}.(U) des (classes des) fonctions f (u)
de carré intégrable, définies sur U et 4 valeurs dans V*, muni du produit
scalaire :

@ )= [ (@ L@ dp@  powr [ [

o ( , )y désigne le produit scalaire dans V* (dans ce qui suit on
écrira ( , ) pour simplifier).
Définissons, pour ge G, I'opérateur Uy ® par la formule suivante :

() (Ug°f) (@) = wa(g™", u)y= p*(us(g~", uy™) f(g~". 1)

pour fe H. 1l est facile de vérifier qu'on a U}’ = Uy* Uy*, pour g, ¢'
dans G, puisque g (g, u) et ug; (g, u) sont des « multiplicateurs » Si ’on
désigne par I l'opérateur identité dans V*, on a

[ wg (g, W= p™(ug (g, uy=")—1I||—o, quand g¢g->e dans G,

uniformément par rapport & ue€U, ce qui entraine que l’application
g— Uy’ est une représentation (fortement) continue de G par des
opérateurs linéaires continus dans H. En vertu de la formule [1I, 1 (25)],

il est aisé de voir que, si Re (s) = >’ la représentation U’ est unitaire.

\ 3 . . .
REMARQUE 2.1. — Dans le cas ou s:;—}—w, v réel, la repré-

sentation U™* n’est autre que la représentation de G induite par la
représentation unitaire irréductible de dimension finie ¢-¢ du sous-
groupe T = MA,N définie par p*»* (max)=p"(u)e ™, pour

m= <g Z>’ ueU, et xreN, au sens de Brunat [3]; en effet, cette

représentation induite, soit L¢f™’, est définie dans I'espace hilbertien H'
des fonctions F (g) sur G, a valeurs dans V*, telles que

() F(g.ma,x)=P3(ma,x)p™*(ma,x)—"F(g) pour tout ma,xe MA_N,
(i) 18(g) *F(g)[*dp(9) <+ =,

G/r
[la fonction S (g9) * F (g) ne dépend que de §, I'image canonique de ¢
dans G/T], ou la fonction 3 est définie par la formule

B(g)=¢e", si g=kazr, keK, xeN.
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s

L’opérateur L¢™ est défini par la formule suivante :
(L F)(§) =F (5 9.
Or on a une section de G au-dessus de U, par rapport a la projection = :
G — U [voir 11, 1 (28) pour la définition]; en effet, soit

/ \
®) s(u):(lol CI)) pour ueU;
il est évident qu'on a 7 (s (u)) = u; comme on a
T(gs (@) =7n(s(9-w) =g.u,

il existe un m (g, uye M et un nombre réel £ (g, u) et un €N, déter-
minés de facon unique, tels qu’on ait

(4) gs(@ =s(g.uym(g, 0) arg, .
Comme N est un sous-groupe invariant dans "= MA.N, on a
(®) m(gg,u)=m(g, g".u)ym(g’,u), (g9’ u)=1t(g, 9"-0) +1(g', ).

En explicitant ces relations, on trouve immédiatement que

u’ o) ,
(6) m(g, u) = ( o u’)’ avec u' = u; (g, u),
) eti6: = g (g, W)

Maintenant, tout g€ G s’écrit sous la forme s (u) ma,x, avec u = = (9),
meM, xeN, et ceci de facon unique; par conséquent, étant donnée
une fe€ H, on peut définir une fonction F (¢) sur G par la formule

®) F (9) = e pm s (ma, )~ f (u) si ¢ =s(u) ma,x.

On vérifie aussitdt que (8) définit une isométrie de H sur H’, trans-

formant la représentation U~ en Lf“°. On pourrait donc conclure
I'irréductibilité de U * en utilisant le critére de BRuHAT ([3], théoréme 7.2)

Cependant, comme le groupe de Weyl restreint W = MM, ou B est
le normalisateur de A. dans K, opeére trivialement sur les classes de
représentations de M, ce critére ne s’applique pas au cas ol v =o.
Par suite, ce ne sera pas tout a fait dépourvu d’intérét de donner une
démonstration directe de l'irréductibilité de U™ ¢ sauf pour le cas ou
on=r1 (mod 2), v=o; dans ce dernier cas, la représentation U™~
est en effet réductible, comme on le verra plus loin, et elle est somme
directe de deux représentations unitaires irréductibles (voir § 3 et § 4).
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2. Construction dans l'espace Z et l'irréductibilité. — Comme
on I'a signalé au début de ce paragraphe, il est commode d’avoir une
autre réalisation de la représentation U” * dans un espace de fonctions
sur Z. Soit § I’espace hilbertien des fonctions ¢ (z) définies dans Z a
valeurs dans V”, et de carré intégrable pour la mesure dz, muni du
produit scalaire suivant :

© @u o) = [ @@ e@d pour g .€5;
z

pour g€ ®, posons

(10) (Vito) (@ =ovg(g 2 0" (U (97", 2)7) 9 (97"-2)

pour 9 € H. On démontre, comme pour U, que 'application g — V2 ¢
est une représentation continue de ®, unitaire si Re (s) = % Définissons

une transformation J, de $ dans H par la formule suivante :

() @ =b4rir+ulp(+w) "+ u)) (W)

pour 9€%. On a alors, si Re (s) = z,

[ =167 | (W (@), ¢ (W @) |14 u |~ dp.@)
U
— (. 2@ d =71,
z

en vertu de la formule [II, 1 (57)], ce qui montre que J,9€H, si 9€9H;
comme J, admet la transformation inverse :

Rz ke (@ Rk 2 kD OV (@)

pour f€H, on a bien une isométrie de § sur H. A l'aide du lemme 1.6,
on montre aisément qu'on a

(12) VN =

(13) Uyp* I, =Jd,: Vg pour g¢e€ G,

ce qui montre bien I’équivalence unitaire des représentations unitaires
Urs et V"o w du groupe G, si Re(s) = 2 On montre donc lirré-
ductibilité de V¢ dans ce qui suit.
f
Soit ®' le sous-groupe de ® formé par les matrices < Z ';\ dans G;
/

% 2 An oan A :
on a donc a3 =38, 30 =0of3, &0 =ox =1. On va montrer que si 4
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est un opérateur dans § qui commute a tous les opérateurs Vi -, avec
ge ®’, alors A est scalaire. Remarquons qu’on a

(14) V2o o(z) = e (u) 9 (Ozu) pour m=<§ Z)eM, ueU,
(15) Vise(@) =[d[**p"(d]|d])¢((dz— D) d),

a b
pour g=<O d>’ a, b, d complexes et ad =1.

Soit z=x, + 2.1 + x:j, x\, 2, x; réels, et introduisons la trans-
formation de Fourier :

(16) (FCP) (il + 205 x:»,)
= (2 71-)-«1] f ¢ (xl + xzi + I:xj) el vy Gy 52) dx, d.’l:g.

L’opérateur A’ = FAF~' commute donc aux opérateurs V, = FV,F~',
g€ ®'. Désignons par &” (resp. G;) le sous-groupe de &' formé par
B

les matrices ¢ = (g 6) avec 0 dans G (resp. a, 3,0 dans G) [on identifie G

au sous-corps R (i) de H]. Désignons de plus par G} le sous-groupe de %"

formé par les matrices de la forme <z bj >, avec a, b, d dans R. 1] est

d
facile de voir qu’'on a " = ;. . Pour les éléments de ", on peut
donc expliciter V, de la maniére suivante (on pose w =z, + %,i) :

(7 (Vi) @3 m) = |35 g (a]) ™ B0y (3w )
pour g = <Z l38> dans Gy, et

(18) (Vi) ; x) = |[d[*~*pn(d]|d]) y(d~*w; (dv;— b) d),
pour g =<g Z) dans ®j; or, d/|d|=sgn (d), et, comme

p—1)=(—1/1 sin=jmodr, avec j=o,.,

on peut écrire (18) sous la forme suivante :
(19)  (Vg) s ) =[d [ (W, d) (dw; @),

ou g— W/, est la représentation de ®) dans L;, (R), concernant la
variable z;, définie par la formule suivante :

(20) (W}"f) (@) =|d|"**¥sgn(d)/f((dz;—b)d)  pour 0=<g " )
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La formule (17) montre que les opérateurs V, correspondant aux
Y I . PR T .

éléments ( o ‘?) 3 dans G, sont des opérateurs de multiplication par les

fonctions exp [i Re (3 w)], ce qui entraine que I'opérateur A’, qui commute
avec eux, est de la forme suivante :

(21) (A"Y) @; x;) = A W) ¢ (w; 22),

olt A (w) est une fonction, définie dans G, essentiellement bornée et a
valeurs dans l’espace des opérateurs linéaires continus de Lj-(R),
concernant la variable x.. Si I’on écrit maintenant la relation de com-

: . - s P N
mutation : A'V, =V, A’ pour les éléments g = < o §>, 1€C, 2o,
on obtient la relation suivante :

" (1 2]) AG2w) = A ) p" (1] | 2]);

1
si I'on prend 2 = |w|* on a donc A (w/|w|) = A (w), puisque p" (1) = I;
la fonction A (w) ne dépend donc que de w/ | w|. Ecrivons alors la relation
A'V,=V,A" pour g dans G :
ld[(A/|w|) W) (d2w; z,) =d (Wi A(d—2w/|d*w) ) (dw; ©;)
ou encore
(22) WA/ lw|)=Aw/|lw|)W}", quel que soit g€ ®),.

Choisissons une base (v,) dans V~; alors toute fonction f(x;) dans
L}, (R) se met sous la forme

f@)=Xfr@)v, avec f,@)eLl®),
r
et I'opérateur A (w/|w|) sous la forme

A@/lw))f) @) =D, A @/|w])f7) @),
»T
avec A,; (w/|w|) des opérateurs linéaires continus dans L* (R), concer-
nant la variable z;. Or, les opérateurs W/, g€ G}, sont « diagonaux »

Wi f) @) =X, (Wi fn) @)y,
p
ou 'on désigne par W/-* la représentation de ®} dans L* (R), définie
par la méme formule que (20) (en prenant les fonctions & valeurs
complexes); par suite, la relation (22) signifie qu’on a
Ay @] W) Wi =W[vA,yw/|w])  pour ge 6
—n<Zp, ¢=-+n

BULL. SOC. MATH. — T. 91, FASC. 3. 25
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Or, le groupe &, est isomorphe au sous-groupe triangulaire supérieur T
de SL (2, R), le groupe formé par les matrices unimodulaires réelles de

la forme <g Z>, et, modulo cet isomorphisme, la représentation W/.>

n’est autre que la restriction de la représentation V/¥ de la série prin-
cipale continue de SL (2, R), et 'on sait que les représentations de

cette série, avec j=o0 et v réel, ou j = 5 et v o, sont encore irré-

ductibles comme représentations du sous-groupe T (voir, par exemple,
la démonstration du lemme 6 dans [20]; la modification a apporter,
pour remplacer le groupe entier par T, est triviale). Ceci entraine donc
que les opérateurs A,, (w/|w|) sont scalaires, soit a,, (w/| w|). On a
ainsi démontré que, pour YL}, (G; R)=F9,

(23) (A'Y) ;) = A (W) § (w; x),

ol A (w) est une fonction essentiellement bornée, définie dans G, a
valeurs dans l’espace des opérateurs linéaires de V*, fonction qui ne
dépend d’alleurs que de w/|w|.

Effectuons maintenant une transformation de Fourier par rapport
a la variable x; :

F'Y) (w; %) = (2m)

rr .
o b(w; ) emtdr;
R

F' définit une isométrie de 1’espace Lj-(G; R) sur l'espace Lj.(Z);
si I'on introduit la variable

(=141 4 5Lj=w+ ),

on peut écrire, pour 9 €9,

1) =FFYO=(n) " [ @D
z
et si 'on pose
A" = F'A'(F')~ = (F'F) A(F'F)~,
et
Vi = F'V,(F'y = (F'F) Vs (F' F),

la formule (23) entraine qu’on a, pour $ €9,

(24) AD)O=AC+2D80), (=L+Li+5L)
avec une fonction A (5, + Z.i) a valeurs dans I’espace des opérateurs
dans V~ On voit facilement, d’aprés (14), que, si m = <z Z), avec

ueU, on a
(V5. 8) () = o"(u) §(2tu);
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4

si I’on écrit la relation de commutation V), A" = A"V",, il vient
(25) AG+ade@=p"@AE + 520,
ou
G+6LI+5j=0G+ELi+L)u

Prenons u = u, = ;(1 +1i4j+ k), qui est bien dans U; alors, il
est immédiat de voir que

oG+l + o) =—5+ bi—"5j;
on obtient donc, de (25) :

A G+ 21) = p" (o) A (— 2+ Zi0) p" (o),

ce qui signifie que A (I, + Z,i) ne dépend pas de Z,. De méme, en

utilisant uj, on voit qu’elle ne dépend pas non plus de :;, c’est-a-dire
que A (3, + Z:i) = B, ou B est un opérateur linéaire dans V”; or, la
relation (25) s’écrit maintenant Bp" (u) = p"(u)B, pour tout ueU,
ce qui entraine, a cause de l'irréductibilité de p”, que B = al, a€C,
d’olt résulte que I'opérateur A" est scalaire. C. Q. F.D.

TuEorEME 2.1. — Soit n un demi-entiefé 0, S = §+ iv, v réel.
La représentation unitaire U™ de G, définie dans H = Lj-. (U), par

la formule (2), est irréductible, sauf dans le cas ol n E; (mod 1) ef v = o.

Pour que les représentations U™* et U"*, avec Re (s') = g, soient uni-
tairement équivalentes, il faut et il suffit qu’on ait n = n' ef Im (s) = == Im(s’).

La démonstration de la seconde partie de I’énoncé sera donnée au
paragraphe 4.

DerFINITION 2.1. — Les représentations unitaires U, n demi-entier
Re (s) ='—z~, constituent, par définition, la premiére série principale du
groupe G.

3. Décomposition suivant les représentations du sous groupe

compact maximal K. — Définissons les fonctions f,, F,, pour ve V#,
comme suit :

(26) fo@)y=v pour ueU,
(27) F.(u)=p"(0)v pour ueU;
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. . . u o

il est évident que f,, F, sont dans H, etl’on a, si k = <01 u >’ u,, u, €U,
2

(28) Ullé’s fu == fp"(uz)v, Z’S Fv == Fp"(u,w;

par suite, les fonctions f, (resp. F,), ve V*, forment un sous-espace
fermé Hv" (resp. H™"), stable par les Up*, ke K, et la représentation
de K induite par U** n’est autre que pg" (resp. oi’’). Comme on sait
que toute représentation unitaire irréductible de K est contenue dans
U+ au plus une fois (cf. § 2, chap. I), le sous-espace H"" (resp. H™*
est caractérisé par la propriété d’étre transformé suivant pj" (resp. pi°).

Plus généralement, I'espace H = Lj. (U) est isomorphe au produit
tensoriel L, (U) ® V* de deux espaces hilbertiens L*(U), V#, et la
représentation U}* de K dans H est équivalente a la représentation
o @ pi", our p désigne la représentation « réguliére » de K dans U, savoir

[o(k) fl(u) = f@uus)  pour Ic:(l;‘ 0).

223

On sait que la représentation p est la somme hilbertienne des repré-

sentations p7”, p demi-entier (c’est la théorie des fonctions sphériques

classiques, dans le cas de dimension 3); par conséquent, U}>* est équi-

valente & @ (pp” @ ek”). La formule de Clebsch-Gordan (voir, par
4

exemple, [21]) montre que p}” @ op" ~ P pk?, somme étendue sur
Iensemble des ¢ tels que p +n>q> | p,—n L, p+n=gq (mod 1);

il en résulte que la représentation Uj® est équivalente & P pi?,
Py q) €D,
oi D, désigne l'’ensemble formé par les couples (p,q) des demi-

entiers > o tels que p+q¢>~n>|p—gq|, et p+g¢g=n (mod 1),
considéré par DixmIER [6]. On a donc la proposition suivante :

ProrosiTioN 2.1. — Soit D, I'ensemble défini ci-dessus. Pour chaque
(p, Q) €D,, il existe un sous-espace fermé Hr1 de H et un seul tel que la
restriction de U"* @ K le laisse stable et y induit une représentation équi-
valente a p%". De plus, H est la somme hilbertienne de ces sous-espaces H”:7,
avec (p, Q) €D,.

COROLLAIRE. — Si n 2 n', les représentations U"* et U* ne sont
pas unitairement équivalentes.

ReMARQUE 2.2. — La représentation U"* construite ci-dessus est
’ . by ’ . B I
équivalente a la représentation v,, avec ¢ =s(3 —s)—2 = v + QP

dans la notation de Dixmier [6], dans les cas suivants :

@i) n=o(mod 1), s= - J1iv, v o,

[SHRSCI SRR

(ii) n= +iv, v> o.
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La série complémentaire construite au paragraphe 5 du chapitre I,
pour les groupes G, (n), n> 2, donne ici, pour G. (4), les représenta-

1

tions v, 4, avec i > ¢ > — 2. Il reste donc encore & construire globa-

, . I
lement les représentations v,, pour n=1,2,3, ... et ; > o> o;

4

on y parviendra en généralisant le procédé du paragraphe 5 du chapitre I,
pour U™* avec n entier > 1 et s réel et g < s < 2 (et non s < 3, contrai-

rement au cas de classe 1, n = o). En effet, il est relativement facile de
trouver un noyau W=* (u, v), fonction mesurable définie sur U x U
et & valeurs dans l'espace des opérateurs linéaires de V”, de maniére
que

Y S I AU CRICN OO
o

définisse une forme sesquilinéaire dans L;.(U), 'espace des fonctions
continues a valeurs dans V*, et qu'on ait

Uy f1, Ups fo> =<f1, f2) pour tout g€ G;

pour que 'intégrale (29) converge, il faut qu’on ait % < § < 2; cependant,
nous n’avons pu montrer que, dans ce cas, (29) soit une forme définie
positive.

ReMARQUE 2.3. — Dans la remarque 2.1, on a utilisé la section de G
au-dessus de U, définie par (3); il est facile de voir qu'on peut aussi
prendre la section

S B
(30) s'(u) = (0 ﬁ> pour ueTU,
et alors on obtiendra la représentation ‘U™ définie par la formule
suivante :

@1 (U@
= |+ b [ g ((a + bu)~* | a + b |) f((au + b) (cu + ),

pour feH, g' = ( Z Z) Il va de soi que cette représentation est

\

unitairement équivalente a la représentation U™,

§ 3. SECONDE SERIE PRINCIPALE
(OU SERIE PRINCIPALE DISCRETE).

1. Préliminaires. — Soit p une représentation unitaire irréductible
du sous-groupe compact maximal K de G, dans un espace hilbertien V
de dimension finie. Soit p un demi-entier > 1, et soit H?” l’espace
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hilbertien des (classes des) fonctions f(g) définies dans B, a valeurs

dans V, et de carré intégrable pour la mesure (1 — | q |?)~*+*P+1)dp. (q),
muni du produit scalaire :
(1) (fufa)p,p=0] (f1(@), 1:(9), (1 —1 g )~ dp(9),

B

avec ¢ une constante positive, que nous préciserons plus tard, ( , )»
désignant le produit scalaire dans V. Comme on a

Lo—wmwwwmw=nwp@p—m

les fonctions bornées sont dans H?” (car p > 1), donc HP” n’est pas
trivial.

Définissons, pour g€ G, I'opérateur T%” par la formule
) TN@=Ilcq+d[=rplk(g, ) f(ag + d) (cg + d)7),

pour g~ = <i 3>, fe He:r, ou k(g, q) désigne le multiplicateur défini

aun°h, §1 [cf. (31), (31")]. Il est facile de vérifier que c’est un opérateur
unitaire [pour le produit scalaire ci-dessus (1)], et que l'application :
g — T%r définit une représentation unitaire continue de G dans He”.
Notre but est de trouver une sous-représentation irréductible de T,
Dans ce qui suit, on notera T'; au lieu de T%?, (fi, f>) au lieu de (fi, f2)p,p-
Soit d’autre part Lj (G) l’espace hilbertien des fonctions F (g) de
carré intégrable, et a valeurs dans V, muni du produit scalaire :

(Rm=[wwmmm@;

on a une représentation évidente de G dans cet espace, a savoir la repré-
sentation réguliére & gauche :

(Ug F)(h) =F(¢gh) pour FeLji(G).
Soit Lj,, (G) le sous-espace des fonctions F telles que

3) F(gk) = p (k)" F(g) pour tout keK et ge€G;

il est évident que L}, (G) est stable pour les U,, g€ G; notons encore U
la représentation de G, obtenue par restriction. Montrons que les repré-
sentations unitaires { T, H*»} et { U, L},.(G)} sont unitairement
équivalentes. En effet, pour fe&H??, posons

&) F=Jerf, o F(g) =FE@k=c o —[ql)y o0~ @)
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[cela définit bien une fonction F sur G, puisque tout g€ G se met
d’une fagon et d’une seule, sous la forme g = s (q)k, g€ B, ke K, d’aprés
le no5, §1]; il est trivial de voir que cette fonction F est dans Lj,(G),
et I'on a, d’aprés le lemme 1.4,

E D=2 [ [ EC@b, Fe@R) Gk dudk

=CfB(f(¢I), @)y ((— g P+t du(g) = (£, ),

ce qui montre bien que J?7 est une isométrie de H?” dans Lj,, (G);
elle est surjective, puisque toute fonction FeLj,, (G) est 'image par

Jer de la fonction f(q) =c *2*(1—|q )7 F (s(q)) dans H¢”,
Montrons qu’on a

) JoPoTyo(Jor)y = U, pour g€ G;

posons pour cela F' = J¢» (Tyf); on a alors, si h = s (q)k,

F'() = 4 ¢ (— 1 g Py o (0 (Te ) @
= 4t (1 g By p (0 [ og + d o k(g ) (g - 0)

si g7 = <z 3>, or on a
(6) 1—|g g =0—|q[*) g+ d[
d’ou ) '
F'(h) =4 ¢ (—| gt . g+ p k(g™ 9K f(g7-9)
= (J*7f) (s(g" . k(g™ 9k)
= F(9~' s(q)k) = F(g~'h) = (Us F) (h),

ce qui démontre (5).

Soit maintenant H%” (resp. D) le sous-espace des fonctions indé-
finiment dérivables dans Hf» (resp. Lj, (G)). Il est clair que J&»
induit une isométrie de H%” sur D. Sur H%” ou D, on peut considérer
les opérateurs Tx ou Uy, correspondant aux éléments X de ’algebre
enveloppante U de I'algébre de Lie de G (considérée comme opérateurs
différentiels invariants a droite). En particulier, si £ désigne 1’opérateur
de Casimir de G,

@) Ta= X (Txy— X (Tn)h
tgalBgi rza s
(7" Ua= D (Uxp— X (Uv),

120 B<a 120 Lh
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sont bien définis sur H%”, resp. sur D [on a identifié les algébres de Lie
de G et de G.. (4), a 'aide de I'isomorphisme local ¢], et I'on a

® To = (Jory=to Uge JoP,

Nous pouvons maintenant expliciter I'opérateur Tq sur H%” a aide
de cette formule, c’est-a-dire en calculant Ug dans D, et en revenant
ensuite a H¢” a I'aide de J?». Comme Tq commute a tous les T, g€ G,

on obtiendra un sous-espace invariant irréductible dans H?”, en prenant

des vecteurs propres correspondant aux valeurs propres du spectre
discontinu.

2. CGalcul des opérateurs Ky,, et K, . — Introduisons dans G
les paramétres (q, k), g€ B, k€ K, définis par ¢ = s (¢)k, et convenons
d’écrire
(9) F()=F(@.k si g=s@k qeB, kekK.

LemME 3.1. — Pour 1 Za <3 4, on a
0 0 ,
(10) U\/pF=<xaTm—xQR+X§3>F,

ou I, %, %, ¥, sont des composanies de q, q = X\ + T.1 + x.j + 2.k,
et Xlig est Uopérateur différentiel (« dérivée partielle » par rapport a la
variable k suivant X43) défini par

(11) (Xz3 F) (g B) = 1im (F(q, kag (— D)) — F(q, K)/L.

DEMONSTRATION. — Par définition, on a

(Uxy ) (9) = lim (F (kag (— 0) 9) — F(9))/1;

donc, dans les parametres (g, k), on a

(Uss F) (g ) = i (F(g', k) — F (g, k)L,

ou ¢', k' sont déterminés par la relation suivante :
kag (— ) s(@ k=s(¢) K,
ou, d’aprés [1 (31)],
¢ =ks(—10.q, K =k(kap(—0, ) k;

or, d’aprés la remarque faite au n°3, §1, la transformation ¢ — ¢'
n’est autre que la rotation (x,, ., @, T:)— (2, @), =, ¥,) ayant la
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matrice exp (— {Xyg); et il est clair que k (kag (— 1), Q) = kug (— t);
on a donc

(U F) (@, k) = lim (F(¢', k') — F (g, k)t
+ Um(F (g, kxg(— 0 k) —F (g, k)/L,

ce qui donne la formule cherchée.
LemME 3.2. — Pour 1 = a < 4, on a les formules suivantes :

(12) Uqu=<—;(1—(—-|q[‘-’)a%l—l—an—l— Z x3X§3>F,

18 <0

ot l'on a posé
d J 7} Jd
(13) szld—.’m+xgd_xg+x25£+xk5.'ﬂ—a,
(14) Xg,@ =_XK1 si o> Bs X:I{oc = 0.
DEMONSTRATION. — Montrons par exemple pour « = 1. Alors

Uy, F) (g, k) = im (F (', k) —F (g, KD/,

ou ¢, k' sont déterminés par la relation : a, (— ) s(q) k =s (@),
ou, toujours d’aprés [1 (31)],

' i (—1).q — 4 _shl Ly ashit)
¢ =a(—10.q (qcth sh2t><ch2t qsh21>
kK =k(a(—1),q k;

par suite, on a, d’aprés [1 (317)],
¢ =q—1G+1q|>))2+txig+o) (),

u’=<chlt—~qsh1t>
2 2

—1
, chlt—qshlt\ u,
, <u 0> 2 2
k' = s avec

oD —!

D,

1

"= L ! Ty 2
v —<ch2t qshgt)\chgt qshgt

si k= (t)l 3> 11 vient donc

\

Uy, F) (g, k)
I R .\ 9 7] J A
=[<_;(I+|q[-)+x'>d_x, +x‘xgd_xg+xlx?'(—)§;+xlx"dx JF(‘I’]{)

&

+ lim (F(q, K)—F @ W)/t

(1¥) On désigne par o (f) un quaternion dépendant de f tel que | o (f) | > o, lorsque
> 0.
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or, si I'on pose

k" = ks (—txs) kys (— t,) ki (— (x) k,
on a

lim (F(q, k) —F (g, k")t = o,

ce qui montre que
lim (F g, k) —F (g, k))/t =lim (F(q, k') —F(q, W)}t
= [(@. X%, + 2, XK, + 2. X¥,) F](q, k),

d’ou la formule (12), pour « = 1; on démontre de méme pour = = 2, 3, 4.
D’apres ces deux lemmes, on obtient I'expression suivante pour Uq :

(15) UQFZ[—<é(l——|(112))2A—(1—|‘I|2)<D+ 2 AK%)

1024
— > e+ ¥ (xw]n
1<X LA 120 B

ou D est défini par (13), A est le laplacien par rapport aux variables
Zy, ..., %, et 'on pose

(16) Af= 2 x3 X4, Ag= Z 23 Xsp, pour a=ru,2,3, 4.
1<B<4 1<8<e

Pour fe H}”, on”a

(JP,P ° TQ)f= (UQoJP»P)]‘;
ou

© (—lg iy (9 (Taf) @) = Un <'§(x—sqlﬂ>f~' JUN f(q)>
en remarquant qu’on a
(17) (XapB) (k) = p (k™) o (Xap),

on obtient donc la formule suivante :

(18) —Taf= [<§(1—1q12)>2A—p(r—lql‘z)D

+a—1g) Y 6(4) o=+ P @ +DIgP—2(p+1)

+¥ 00— p(xap)ﬂ]f,

ap
pour fe H%P,
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Comme l'opérateur T commute aux opérateurs T, g€ G, le sous-
espace S de H?” formé par les f tels que

Tof=c(f,

ou ¢ (£2) est une constante fixe, est stable pour T,, g€ G; nous allons
montrer qu’en choisissant c¢ (£2) convenablement, on obtient un sous-

espace fermé non-trivial sur lequel T induit une représentation irré-
ductible de G.

3. Etude détaillée de l'opérateur T(. — Nous avons identifié
les algeébres de Lie des groupes G et G. (4); d’aprés [1 (16)], [1 (17)],
il est clair alors qu’'on a
(19) L1=—X12—X34, M1=—'X13+X2A, N1=—‘X14’—X‘.’::,
resp.

(20) Lg = Xm-—X.u, M:_, = X13 + Xg'., N2 = Xu_‘XQS,
forment une base de I'algébre de Lie & de K|, resp. & de K.. De plus,

si 'on désigne par t;, t, les isomorphismes évidents de K,, K, sur U,
il est clair d’apres ce qui a été dit au n°9, §1, qu'on a

(a1) Tow(@)=A4, ITew(M)=B, ITou(N)=C (v=1,2),

avec A, B, C les matrices définies par [1 (66)].

Soit maintenant p = p}" la représentation unitaire irréductible de K
dans V’espace V*® V%, définie au n°9, §1. Il est évident, d’aprés
ce qui précéde, qu'on a

?(Ll) = U"(A) ® I'Zn’+1, P(Ml) = O'n(B) ® Izn’+19
P(Nl) =" (C) ® Lopsa,

fo(ls) =Lni®9(4), p(M:)=Ln:1Q"(B),
{ p(N2) = Ln1 @ a™(C).

(22),
(22):

En particulier, dans le cas oi n’ = o (en identifiant c* @ I, 4 ¢”), on a
les relations

P(Xi2) = p(Xs) =— ; a"(4), 0(Xp)=—0(Xa)=— é a"(B),
(23)
p(X1i) = p(Xoss) =—§U”(C);
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de méme, si n = o, on a

PXi) =—p(Xo) = " (4),  p(Xi) = p(Xe) = 207 (B),
(23)2 .
P(Xi) =—p(Xar) = "(C).
Si Pon pose

(24) Ap=0"(A), B,=d"(B), C,=0"(C),

on a, d’aprés (16),

|
P(.Z\ 1) = é (_‘ x> An _x:}Bn_xlp Cll),
0(Ag) = ; ( ©A,+2.B,—x,C,),
(25) (cas: o =pi°)
o (A;) = g (—xA, + 2B, + 2.C,),
0(Ay) = ;( 2,4, —2:B, +2.C,), \
p(/\ 1) = é ( x-lA,L -+ -’l':;Bn + Cn)’ \
P(Ag) = ; (—CL‘[An -+ . B,—x; Cn,)-
(25). / - ) (cas:p=opp")
P(A?,) = é('—xl,A,L——flth, + 2, Cn.)’ \
|

P(A/..) = é ( A,—2.B,—=x, Clz)’

Par conséquent, on a

(26) N p(\a) =7 (@i +aitai+al) (Ait+Bit+ C)=—n@+1)ql,

(7)Y o(Xag)'= 1 (4} + Bi+ C}) =—2n(n +1),
a<lB
dans les deux cas.
Quant a l'opérateur Z p(‘\a)iy on obtient I’expression suivante :
0T,

&%

d .
(O D o(\)g =—, (DIA+DIB,+DIC) st p=pi,

&%
~ J , ) ) .
(@8): X p(Ne) g =—, DI A+ DiB.+DIC) i p=pk",
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ou les D; désignent les opérateurs différentiels suivants :

0 0] Jd

1 [ —— —— —— ) —

| Di== Jor. Y or, o oz, Yoz,
ad d J

d
iD=, & % e O
(29): ? D; =z, ot Y or, " ox, + oz,
D Jd J Jd

1
3 =Ty — T Ty —— Lo 3 —— Ty 3
= G T 0 T 0, T o

J d

b; =—x21)x +x‘dx» T T o
2 J J

(29)2 Dg———xga——x/,az-f—xld—x;-i—xgd—xha
- Jd d J

D:;———x,, +x‘dx d—x;;_l—xld—x,,’

REMARQUE 3.1. — On peut écrire symboliquement :

. , J
(3o @+ 21 + 23§ + 2. k) <%—
=D +iD! +jD}+ kD),
. . d . d . 0 J
(30)-2 (x|—xgl_xt‘]—"x@k)<()—xl+l%:—'—‘];:i—."}—kd—x;>
—D 41D+ D2+ kD:.

ii—'—d——k 9\
ox, oz, d—a:,)

Finalement on obtient donc I’expression suivante pour T :
(8) —Tof=[(La—IqP) A—pa—IgHD
— 2 (x—1¢ ) (D} A+ D} B, + Dy C)
+ (@) gP+ 2@ D) —p ) |
ot v =1 (resp. v = 2) dans le cas : p = p}° (resp. p = oi").
REMARQUE 3.2. — Le calcul des nos1, 2, 3 reste valable méme si p
n’est pas un demi-entier > 1, a condition que p soit réel et > é
4. Construction des représentations de la série discréte.

ProposiTioN 3.1. — Soient n, p deux demi-entiers fels que n > p > 1
el n— p entier, ef soit o une représentation de K de la forme pi° ou pi™.
Alors le sous-espace $¢7 de H%P formé par les f tels que

31) Tof =[—n(n+1)—@+1)(p—2)If,

est non trivial et fermé dans H*”?
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DEMONSTRATION. — Gréce a la formule (18'), 'équation aux dérivées
partielles (31) s’écrit sous la forme suivante :

@) |FG—1aA—pD—L(DiA,+DiB.+D;C)
+ (@ +)—p@+1) |F=o,

n,0

v =1 ou 2, suivant que p = gj" ou pp".

Pour montrer que (32) posséde des solutions non-triviales, remarquons
que, si la fonction f(q) ne dépend que de r=/|q]|, c’est-a-dire
sif(g)=29(), ona
(33) Dif=o pour v=1,2, a=1,32,3,

(34) Df =ro'(1).

En effet, il suffit pour cela de remarquer qu’on a ()()7r = x_:; Iéquation (32)
X

se réduit donc a
1—r2/d> 3 d d ’
| (i g g+ a—p@a+pn|o=o

compte tenu de ’expression du laplacien dans les coordonnées polaires;

si (v,) est une base de V*, et si ¢(r) = Z 9u(r)vy, alors, on a, pour
u
tout p,

1—r2/

(c.oi’mt ?%)*-pr% +@—p)(n+p+1)9p=0;

en faisant le changement de variable z = r?, on trouve pour la fonction
9y (2) = ¢u (1), I'équation hypergéométrique :
35 20— 4@+ C—2@+)YWUE—@P—n0) (P +n+)du=o,
d’ol1 résulte que

bu(Z) =cu F(p—n, n + p +1; 2; 2), ¢y constante,
puisque . (z) doit étre bornée pour z-—> o; on a ainsi

(36) f =F(p—n,n+p-+1;2;|qP)v,

avec v =E cu. vy un vecteur de V-.
w
Si n, p sont deux demi-entiers tels que n> p>~1, n— p entier,
F(p—n, n+ p -+ 1; 2; 2) est un polynome de degré n— p, donc
borné dans (o, 1), donc de carré intégrable pour la mesure bornée
(1 —2)*»72zdz, d’ou résulte que la fonction (36) est bien dans H?»,
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Pour montrer que $¢7 est fermé, soit f* une suite de fonctions dans

$07 telle que lim f* = f dans H?”. Pour chaque p, on a donc
n->»

lin [ OF@ 0|47~ ds@ = | L@OFG (g1~ du@,

pour toute fonction continue bornée F (¢) dans B; par suite, les f
convergent vers f, au sens des distributions dans B, ce qui entraine
que fy,. est solution au sens des distributions de I’équation aux dérivées
partielles (32) — ou plus précisément de sa « composante » — de fype
elliptique, et est donc elle-méme indéfiniment dérivable; f est donc une
vraie solution de (32), et donc appartient a s¢¢,

C. Q. F. D.
ProposiTION 3.2. — La représentation unitaire de G induite par T¢”
dans 8°7 est irréductible.
DEMONSTRATION. — Prenons par exemple le cas : p = oj°. Soit 8,

un sous-espace stable non trivial de $f?, et montrons que 5, contient
nécessairement les fonctions de la forme (36); il est évident qu'on a
alors 5¢.» = §,. Considérons, pour cela, 'opérateur :

(37) E= f T, dk.;
K,
d’aprés la définition de T, on a

(38) ENG = [ fads@, pour feHrr,
14}

puisque p (k.) = 1, 'opérateur identité. Par conséquent, pour tout f€ S, Ef
ne dépend que de |q|, et est encore dans ,; Ef est donc une
fonction de la forme (36); il s’agit donc d’exhiber une fonction
fes, telle que

Ef=F(p—n;n+p-+1;2;|q»)v, avec D # o,

car la formule (T Ef)(q) = 0" (W)Ef (9), si k = <g CI)>, ueU, et lirré-

ductibilité de p” entrainent alors que toute fonction de la forme (36)
est dans $,. Comme v = (Ef) (o) = f (o), cela revient a trouver une
fonction f dans §, telle que f(o) 2 o. Or §, est supposé non trivial,
donc contient au moins une fonction non identiquement nulle, soit h;
il y a donc un point ¢,€ B tel que h(g,) 7= o; mais on peut trouver
un ¢,€ G tel que ¢;'.o = ¢q, [prendre par exemple : ¢, = (k)a,)”,

avec k, = <q0/0| ¢l (:>, et {, tel que thét0 =|q,| (< 1!)]; on voit alors
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que f = T, hestdans S, et que f (o) = <ch é t0>_2/}—'2 2(q0/) 90 1) h (g0) 7 o,

puisque h(q,) = o et p(qv/|qo|) est unitaire.
C. Q. F. D.

TuEorEME 3.1. — Soient n, p deux demi-entiers tels que n > p > 1,
avec n— p entier, et soit p une des représentations px°, pp" de K.
Si D, Dy, D3, D désignent les opérateurs différentiels définis par (13), (29),
avec vy = 1 (resp. v = 2) dans le cas : p = pi’’ (resp. 0 = oi"), et A,
B,, C. les opérateurs (24) dans V", les solutions f(q), définies dans B
et a valeurs dans V», de U'équation aux dérivées partielles

(32) HO—MHA—ﬁD~é@Uh+mBHJHQ)
+ @+ —pp + 1) |F=o.

qui sont de plus de carré intégrable pour la mesure (1 — | q [*)**~*dp (q)
forment un espace hilbertien, muni du produit scalaire

(o fy=CP=D (P @—p+71)

T

XLW@%@MO—MWHWW

el la formule (2) y définit une représentation unitaire irréductible de G.
De plus les fonctions f.(q) de la forme (36) sont de norme (v, v);», et
forment un sous-espace fermé isomorphe a V*, qui se transforme suivant .

DEMONSTRATION. — Il reste 4 montrer I’assertion concernant la norme
de f.(g). On a

f (Fo@s (@) (1—1q )72 di(g)

B

=270, ) | dp (F(p—n, ptnt 13 05 P9y (—ryr—2 o,
2”(””)fu (U)fo((P n, p+n+r1;9; ) (1—r)72ridr

puisque dy. (g) = 2 w2r*drdp. (u), si I'on pose ¢ = ru, u€U; le probléme
est donc de montrer (changement de variables : x = r* qu’on a
1
(39) f (F(p—n, n+p+1; 2; 7)) 1 — )2z de
=1/p—1)(n +p)(n—p+1)

[I1 est curieux de constater que l'intégrale (39) differe de l'intégrale
classique connue dans les relations d’orthogonalité des polynomes de
Jacobi F(p—n, p +n + 15 2; £) = Fup(2 p + 1, 2, ) (dans la nota-
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tion de MAaGNUS-OBERHETTINGER [19]); il faut donc calculer direc-
tement.] Citons pour cela les deux formules suivantes ([19], p. 15-16) :

(40) (c—a), ' (1—x)*+"—"F(a—n, b; c; )
ddxn [xz_—a+n—1 (I — x)a+b—c F(a’ b c; x)]’
m@ W

(1) (—i)——=( x)““‘F(a—l—n b; ¢+ n; x)

dx" [(I—x)“’f"—‘F(a, b; ¢; 2)].

En remplacant dans (40), (a, b, ¢, n) par (o, n + p + 1, 2, n — p), on
obtient la formule suivante :
(42) z(1—x)»*F(p—n,p+n+41;2;x)
. I d—r
T (n—p+1)! der

de méme, en remplacant dans (41) (a, b, ¢, n) par

[xng/wrl (I - x)n+p—1] ;

(p—n,p+n+1,2 n—p)

on obtient la formule suivante :

(43) dxn—-p [(I'—'x)'1 F(p—n,p+n+1;2; 2)]

_(——(a+p—1)!
= Gp—D!—p+1)

Désignons par I, , le premier membre de (3g). D’aprés (42), on a

(1—z)r—,

In,,,=f (1—zx)*2xF(p—n,p+n-+r1;2;x)0de

= mf G—x)'F(p—n,p+n+1;2;2)

dll—

oS dxn—p

[xn~p+1 (I - 13)"+1' 1] dx’

d’ou, en intégrant par parties,

(=1) tdr _1 o
I’lﬁ=(n_p+l)! . dxn—p[(l——x) F(P—n,P+n+l, 291:)]

X gn—P* (1—x)rrPt d,

ce qui donne, en vertu de (43),

_ (n+p—r)! ' 2p—2 pn—p+1
"“"‘<n—p+r><n—p+x)t<zp—r)!fo(‘_")p wrde

=1/(zp—1)(n+p)(n—p + 1),

BULL. SOC. MATH., — T. 91, FASC. 3. 26
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DeriniTION 3.1. — Notons T™°7 (resp. T*>":7) la représentation T¢ 7
du théoreme 3.1, dans le cas : p = pi’ (resp. p = pi"); de méme,
notons ™7 (resp. $%"i?) I'espace hilbertien 77 dans lequel est
définie la représentation 777 (resp. T"*:”); ces représentations cons-
tituent, par définition, la seconde série principale (ou la série discréte)
de G.

REMARQUE 3.3. — La forme des opérateurs DY, Dy, D fait soupgonner
des liens éventuels entre les fonctions de l’espace hilbertien 7%
ou %" et les fonctions « holomorphes » (& gauche ou & droite) d’une
variable quaternionienne au sens de Fueter. Il serait intéressant d’éclaircir
ce point, en vue d’applications éventuelles a la théorie des fonctions
automorphes relatives aux sous-groupes discrets de G, par exemple
au sous-groupe formé par les matrices a coefficients entiers quater-
nioniens au sens de Hurwitz.

1 1
0 on; =
B Iy

5. Deux cas limites : T ‘et T — Les représentations T7°7,
TP de la série discréte donnent la construction globale des représenta-
tions 7, ,, 7% , dans la classification de Dixmier [6], pourn>p > 1,
n — p entier; cela résulte soit en comparant les coefficients (qui seront
calculés au paragraphe 4), soit en remarquant I’existence d’un sous-espace
qui se transforme suivant p%’, pi’" et en comparant les valeurs propres
de T'opérateur de Casimir. On va maintenant donner, en imitant le cas
du groupe SL (2, R), une construction globale des représentations
correspondant aux paramétres <n, é) On se limite au cas des repré-

1
. n,0; 2
sentations T 2

1
0,n

T""’% sont évidentes.

, puisque les modifications nécessaires pour définir

LemMe 3.3. — Soit n un demi-entier (au sens sirict) > o. La formule

2
(n+3)
GO (), 0= e limo [ (i@ f-@)rr (191D dp @)
2 £>0 B
définit un produit scalaire sur Uespace vectoriel Cp-(B) des fonctions
continues bornées, définies dans B et & valeurs dans V". Les opérateurs

1
7,05 5 , . ey .
T, ’* définis par la formule (2), avec p = -» p=pi’°, soni unitaires

N |~

par rapport & ce produit scalaire.

Df£MoONSTRATION. — Comme on a, pour tout ¢ > o,

fB(I— lq )= dp.(q) = m*[2¢(2e + 1),
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la limite dans le second membre de (44) existe, pour fi, f» dans Gy (B),
et il est alors clair que cela définit une forme sesquilinéaire non dégénérée

sur C;»(B). De plus, si g' = <g 3>> on a

2
0;

101~

T, f

A limoe fB leq+d[ 11 F(g7 ) [+ (1-— ¢ 1% diz (@)

£>0
1 2
<”+‘ (e 2 () =
= 2 imae e+ a1 — g ) " au
=0
o

T>h§“ St ol a—1g.ap ) dugg.g
- B

£>0

fl"i‘1 ; NEIAN
—<—,T—>h;n J1r@ 1 a—1a ¢ au@ =171z,
& B 2

£>0

1
Notons H""'? le complété de l'espace préhilbertien C,.(B) muni
de la norme (44). Considérons ’équation aux dérivées partielles (32),

. I I .
correspondant aux parametres ( n, ;) avec n — 5 entier> o, et v=r1:
\

(32); [1#A—g<D+D:A,1+D;BH+D;cn>+n<n+x>——§]f=o.

1
. .. n,0; 5
Elle posséde des solutions non triviales dans H, 2, le sous-espace de

1
H""® formé par les fonctions indéfiniment dérivables, car les fonctions
11,0;1 1 3
@), AL @=F(i—nn+diaigr)n  vevn

satisfont & (32),, d’aprés le calcul du n° 4 <qui reste valable méme pour

1
I noss .
p= 5>7 et sont dans H, 2, étant donné que ce sont des « polynomes »

en |q* donc bornés dans B. Donc on obtient, tout comme dans le

\ . . o e 71:‘-’;% ":0’»%
cas ol p>1, un sous-espace hilbertien non trivial § de H
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ol -

formé des solutions de (32),. Montrons que les opérateurs T;’O; laissent

2

1 )
™" 2 stable. En effet, d’aprés la remarque 3.3, on a, pour tout : > o,

1
n,0; 7,055 +3

e ol oy
(45) T;’O’ﬁ To T =Th T,"

0L

+&

.
f  pour feHz’0’2+,

-

1
;. 7,05 - +3 7,05 = +¢ A
en désignant par H, le sous-espace de H '*  formé par les

1
fonctions indéfiniment dérivables (voir la remarque 3.3); T;’;”g“
désigne l'opérateur différentiel (18'), correspondant a p = é + -
Or on a

mH:}z,o;;+sDHz,o;%’

£>0

puisque, si ¢’ < ¢, on a

i, 0 =0,

+

o=

. 1
Par suite, (45) reste vrai pour f eH,"* Si I'on désigne par Tg *
Popérateur différentiel (18') avec p = ée on a donc, par passage a la
limite : — o0, ¢ > o,

1
n,0; -

1 1 1
n,0; = n,0; - . n,0; -
2TQ’ ’2f___ TQ’ ’2Tg’ ’.’f"

1ot =

»Ov‘_;

quel que soit f dans HZ’O; ; il en résulte aussitot que les opérateurs TZ, s
g€ G, laissent stable l’espace vectoriel des fonctions [ telles que

1
oo [n (n + 1) — %] f, Cest-a-dire des f satisfaisant & (32),,

ce qui montre notre assertion. La démonstration de lirréductibilité
de T aux cas ol p > 1, reste valable dans ce cas, et nous avons
donc le résultat suivant :

THEOREME 3.2. — Soif n un demi-entier (au sens strict) el que n > é

1
Les solutions de I'équation (32),, appartenant a H" %, forment un espace
P
1
hilbertien "%, muni du produit scalaire (44), et la formule (2), avec

p = é el o =pi’, y définit une représentation unitaire irréductible de G.
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;1
Remarquons que la norme de fonction f:’0’2(q) de la forme (36),
est égale a (v, v); en effet, on a :

nos: om0l

f:,2f: 3 ,
’

v v n)0§2'

_ 1\ - el 3. ..\ _
._<n+ 2) (v, 0)151—1;228[ F<2 n,n+5,2,x> (1—2a)*'zdr

€

2 1
= (n + é) (v, v) limzaf F<<§ +s) —(n+e),<§ +e>+(n+e)+r;2;x)
20
= (I—x)g(é““s)‘?xdx,
puisque
. 1 3 I 3
!‘E,F<5—-n’ ; +n -4 2:¢; 2,x>=F<;——n, N + n; 2,x>

uniformément dans (o,1). Or le calcul de I'intégral (3g) du n°4 reste
valable, méme si n, p ne sont plus des demi-entiers, & condition que
n— p soit un entier > o; on a donc

]‘:IF((é +8>—(”+3)s <é +s>+(n+s)+ 1; 2; ) (1 —a)= ' wdr

:és(é—]—nﬁ—zs) <Il—|—é>,

ce qui entraine qu’on a
1 1
7,05 = 7,05 =
(73, 13)

1
I . . . g n,0; 3
Dans ce cas p = 5’ il n’existe pas d’isométrie de H = '2 dans Lj- (G),

n0;5 = (l), D)’/"'
*Tr e

g

1ol -

et il n’y a donc pas de raison que la représentation T2 soit de carré
intégrable. On sait en effet qu’elle ne I'est pas (DixmIEr [6]), et cela
résultera d’ailleurs du calcul des coefficients dans le paragraphe 4.

§ 4. FONCTIONS SPHERIQUES.

1. Définition des sous-algébres A, et A, de L (G). — Soit p*
une représentation unitaire irréductible de dimension 2 n + 1 du groupe
compact U dans un espace hilbertien V*, correspondant au demi-
entier n; soit v,, p=—n, —n 41, ..., n—1, n, une base ortho-
normale de V#, et posons :

(1) 0@, =N e, @o, (@) = (" @0, ,).

q
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On désigne par pf, la représentation unitaire irréductible de M définie
par

ofi(m) =p*(u)  pour m=<g Z>7

dans V= Désignons par v (resp. x™", ") le caractére de la repré-
sentation p" (resp. o™, plir

; (W) = (n+1)TrE @); 7 k) =" (w) 7" ()
(@)

. u [o}
si k=< ! >;
o U,

u o
o u

in(m) = n*(u) pour m=< >, ueU.

D’apres la théorie des groupes orthogonaux, on sait qu'on a

(3) Xn, n'* gn’(k) =f Xn,n'(km—l) én(m) dm 74_ o,
M
si et seulement si n 4+ n’ > n">|n—n'|; en particulier, on a
i E " : 14 "
G) 7m0k = o si n#n’, o e 2 o si n'Zn’,
: y° s n=n"; N % si n'=n".

Remarquons qu’on a

(5) (Xn, n')“‘ — Xn.n,’ — Xn,n'; (;n)“’ — ‘:‘:u — ;n; (ﬂ’1)~ — ;)—n =",

En effet, on sait quon a »*(u) =(2n+41)C}, <u _L_ u>’ pour ueU,

ou C}, (.) désigne le polynome de Gegenbauer, d’indice 1 et de degré 2 n.

DeEriNiTiON 4.1. — On désigne par A, ., la sous-algébre de L (G)
formée par les fonctions telles que

() f'=f  fxxv=Ff

On note A7, Uadhérence de A, . dans L’ (G), pour 1=p <+ .
On désigne, de plus, par A, (resp. A.) la sous-algébre de L (G) formée
par les fonctions f(g) telles que

(71) flkikogki' K,) =f(9), quelsquesoient g€ G, k., €K, k., k, €K,

resp.
(72) f(kik:gk' k;') = f(9), quelsquesoient g€ G, ki, k, €K,, k.€K..

On note A? Uadhérence de A; dans L?(G), pour i =1, 2, 1= p = + o,
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ReEMARQUE 4.1. — L’application

d ¢ a b
®) Jg=<b a> pour g=<C d>eG,
est un automorphisme de G, et si I'on définit :
) N9 =rfJg) pour geG,

J est un isomorphsime de A, sur A,. On peut donc se limiter & consi-
dérer A, seulement dans ce qui suit.

Il est évident que, si f€eA, ou A,, on a f° = f. De plus, les sous-
algébres A, , sont toutes contenues dans A,, et I'on a

(10) A} =@ A; , (somme hilbertienne).
LemMmE 4.1. — Les algébres A,, A, sont commutalives.
DEMoNSTRATION. — Il suffit de montrer la commutativité de A,

et pour cela, il suffit de montrer qu’'on a f(g~") = f (g9), quel que soit ¢
dans G, pour f dans A,, comme dans la démonstration de la commu-
tativité de l’algebre A dans la remarque (I, 1.2). Soit donc f€A,; on
sait que tout g € G s’écrit sous la forme

g = klkg a,; k,_,, avec k1 GK1, k-g, k’g EK‘;,
d’olt

f(g) = f(k1 ks alk,-z) = f(k'l a;) = f(a¢k1),

puisque f°= f. Si k, € K\, on a aussi f(k, ki k,~"a,) = f(k.a,); par suite,
pour ¢ fixe, f(kia;) est une fonction centrale sur K,, d’ou résulte que
fk* a) = f(kia) (puisque K,~ U, et pour un ueU, il existe au
moins un v€U tel que u = puvr—'). D’autre part, on a

1

cht shlt ch't —sh ¢

<1 o > 2 2 <1 o >: 2 2 —a,
°© T \shit it/ N T —shlt  chit
2 2 2 2

I (o]
on a, en posant <0 : > =k,

f(kia—y) = f(kika.ky) = f(kiar),
ce qui entraine donc que
fle) =fl:" ek’ k') = f(k7" a) = f(kva) = f(g),

C.Q.F.D.
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LemME 4.2. — Toute fonction f dans A, peut se factoriser de la maniére
suivante :

(11) (@) = flia) = f(a) (k)1 (€)s
st g = k[kgagkl.z, k;EKl, k-z, k,s_;eKe.

DEMONSTRATION. — On vient de voir que

f(9) = f(kia),
et

flka) = fK 20 (6) (e ke i) dke = fK 29 (e ) £ (k' @) dk

— f 0 (o L) f (' @) dk,
K

quel que soit ! dans K, puisque la fonction f(ka;) est centrale sur K,
comme on a vu au cours de la démonstration du lemme précédent;
en intégrant par rapport a [ sur K, il vient donc, en vertu de I’équation
fonctionnelle des caractéres d’'un groupe compact,

f(kia) = fK Flt an) (ko) 7 ()0 (€) dke = f (@) ™ (ki) (),

ce qui termine la démonstration.

REMARQUE 4.2. — Il est évident que le lemme 4.2 s’applique non
seulement aux fonctions & support compact, mais a toutes fonctions f
continues telles que f'=f, f% y*°=f.

2. Homomorphismes de A, dans CG. — On dira qu'une distribution ¢
dans G est sphérique de classe y™" si elle induit un homomorphisme de
A, =A,.n®@(G) dans G. On montre comme dans le cas des dis-
tributions sphériques de classe 1, que ces distributions sont en réalité
des fonctions analytiques £ (g) telles que {* =1, { % y»°= "L

Considérons le cas de classe y™*°. Posons
(12) Un, 055 (g) = €5ty 0 (B)[ ™ ° (€), pour ¢ = kax,
avec ke K, a,€ A, xeN, et

(13) (@) = (2n,0:0°9) = [t llghe=)

K

LemME 4.3. — Si fe A, on a

(14) fka.z) dz = 0 (k) (4= (€)~" | f(a)d.

N N

C’est une fonction a support compact dans KA..
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DEMONSTRATION. — Le premier membre définit une fonction ¢ (ka,)
sur KA_; montrons que son support est compact. En effet, soit

ka,x = la,l, LlekK, t" réel > o,
la décomposition de ka,z d’aprés le lemme 1.2. Si k—'l— <§ 3>,

u o . . .
I = < o D,)a u, v, u’, vV eW, il est facile de voir qu’on a
1

chit—e‘ilx:uu’chét’,
dou, si =G+ %i+ L)),
cht' = cht+ e~ (33 + 2 423
or, en vertu du lemme 4.2, on a

flka,x) = f(la,l) = f(U'lay) = fU'D f(ar)/[(e) 5

donc si f(a)) est tel que f(a;) = o pour ch > ¢, f(a) sera nulle pour
chi>c, dou

f(ka,x) = o pour chi>-c, quel que soit ke K, x€N,

d’olt notre assertion.
D’autre part, on a, quel que soit me M,

¢ (mka, m™") =ff(mka,m*’x) dx =ff(mka,m—'.mxm—1) dx
N N

— f f (mka, zm—) d = f f(ka)) = o (kay),
N N
et il est clair que ¥™»° % ¢ = o; par suite,
o (kas) = f 0 (l) o (- mkm— @) dl — f 0 (mkm=1) o (- ay) dl
K K

= [0 7@ (2 @) o @) dL = 2 (@) 7 (),
puisque,
fx“’“ (mkm—'1l) dm =f-r/’ (uu,u="v)) du = v () v (v,)/n"(e)
M U
=" E) 2 Of 0 (@)

. u o v, o u o
su'c=<0l >,l=<' ),m=<0 u>,u,,ug,vl,vz,udansU.'
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ProposiTioN 4.1. — Pour f€A,,, posons

(15) Fr) = (1 () e f f(a.) da.

Alors, Fy(t) est une fonction continue et a support compact sur la droite
réelle R, et l'on a

(16) Fr (D = F5(@),
(17) Forippr=aF s+ bF, pour a, beG,
(19) Frp®= [ Frt—0)Fp@ .
R
DEMONSTRATION. — N est invariant dans A,. N, et 'on a

d(a;' za,) = edx,
d’ou résulte tout de suite (16). (17) est triviale. On a, pour f, f'€4,,.,

Xn, 0 (e) e 3 t/2 Ff*f’ (t)
:fffff(azxy"a;1 - f' (a,y) v dl dt’ dy dx
JNVKYRYN

:f ff faxy—taz")de f' (layy) ev dldl’ dy
N/ KJIRYN
(x —xy, puis *— az' xa,)
f f f (' a_oz) de f f'(lavy)dydt'dl (lemme 4.3)
RYK N
n 0(1 1) Xn O(l) ,
dl a,_px)dx ayy)dydtl',
Lf (Xn "(e)) Nf( =t ) Nf( ly) y
d’ou (18).
D’apres (17), (18), il est clair, que si ¢ est un nombre complexe quel-
conque, l'application

(19) Ao f—Do(f) = fR Fy(t) e,

définit un homomorphisme de A, , dans C. Posons ¢ = s——— =. Alors,
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d’apres le lemme 4.3, on a

L= fK fR [hkaz) () dk et dt daf 10

— f,( fR f\ [(ka) o, (ke ) e dk dt do
= [[1@ 50 dg

= [ @) o) dgs
;
puisque f°= f. Par suite, si I'on définit :
(20)  Luois(f) =f(x"’°*f°) (9) Enois(9)dg  pour feL(G),
G

Cn,0;s €st un homomorphisme de A, dans G, et I'on a donc

(21) | o 59 = G (0) s 0
A

quels que soient g, ¢'€ G.

Les fonctions &,,.;(g9) définies par la formule (13) sont donc sphé-
riques de classe y™°. Il est probable, comme dans le cas de classe x*°,
i. e. de classe 1, que toute fonction sphérique de classe y*° soit de cette
forme.

D’aprés la remarque 4.2, on a, si ¢ = kik.a/k,, k,eK,, k, k, €K,

€n,055(9) = Enyo;5(a) 2 ° (ki)™ ().
Par suite, pour déterminer ¢, ,.,(9) explicitement, il suffit de considérer
le cas ¢ = a,. On a alors, d’aprés la définition (13).

Cnyo;s ((11)
:f XLn,o;s (k_1 alk) dk =fa"’°§~"(k_lkalat(ﬂ:,k)x) dk
K K

- (z‘nTT f 70 (k" ko) et dk
K

. ”|<ulchét+ugshét>
=0 o
(2n + I)th;

t . _ t
x\ch; -I—u.uzsh;

chlt—|—u1u‘_,sh1t’
2 2

—ag d{-’-(u') d[J.(ll-z)

1 1
ch;t—]—ushat

 dp(u);

I I
ch;t—{—ush;t

I
_2n—|—1fUTr P

I I
ch;t—l—ushét|
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si I'on introduit les coordonnées sphériques dans U :

u = cosH 4 (sin6 cose)i + (sinf sing cosy)j + (sin O sina sin )k,
o0, 6L, oLy <am,
on sait que
dp.(u) = (2m*)~'sin*0 sino db dg dy;

par suite, on a

! ! (
() ¢ (@) ” fﬁ(;' <chzt+shztcos) sin?6 do
22) o= G n , "\ \/chi I shicosh / (chi+shicosf)"’

ou encore, en posant

(23) t=th-t,

N -

on a la formule suivante :

(2) Lanis(@) = (—2) o
C 1 + % cosO sjnfﬁ d .
><f 2"(\/1—{—2 cos6—|—”’>(1+2i0059+52)3
Posons
(2) o=+ zeN|i+ e, |o|< )
on a alors,
 cose — 1+ £cosf , sine — Z sinf
(14 2Zcosh 4 £%)2 (14 2% cos()—}—’?)
d’ol
Clu< 1+ £cosl ,>:C;n(cosw)=w
(1 + 2£cosO 4 22)7 Simw

(I+2 COSG—'—Z) 5 (‘>n+1)zu),_e—(2n+1)zw}
21%sinf

ce qui entraine donc

(=) Gyois(@) =

B sin 6

YE 7r(zn—|—1) (14 2Zcosf &)
=< 2 (I + &e10)°" 1 (I + _'e——z())‘>n+1 } d(j
B 5 +T (I _I_ 'i'e[(J)'Zrz—H Sine d()
TaEmGnan), Gy e

. 1 fJ”T sin0 df
T itn(an + 1) . G+: ei‘))s—n—l(l F ze—i())n-f—s’
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ou encore, d’apres le lemme suivant :
Cnyo;s(a@) = (1———th‘-‘ét>‘ oF, (s +n,s—n—ri; 2; th? ét)

LemMmE 4.4. — Pour |;| < 1, on a la formule suivante :

r sin 6 df o
= (B —a) i, ¢ oo L2
(25) [7: (1+'£_ei )1(I+€e—i0){$ (16 a)ﬂT[l_F1(0(, ﬁ’ 2’-.)’
pour 2, 5 complexes quelconques (on prend la détermination du radical
égale a 1 pour % = o).

DEMONSTRATION. — Pour || << 1, on a les développements en séries
normalement convergentes :

(14% e’e)“—?( )/’ /’ v eirh, (1+£e—i(’)3=2(_—1)¢§i§gqe—it/0,

P> g0

d’ol

f*ﬂ sin0 db
B (I+‘:ei0):x(l_|__£e~i0)5‘

= Z (—1)P+¢f (ei tr—a+10 — gilp—g—1)0) g >—P+’7 ”ﬁ"

p g0
T 2 p+1 52 pr1 % B _ —1)2p—12p—t az,,ﬁ,,_
2732‘(“)‘ ST F ! +§( D
=ni(f— a)zp!:p”ifl)!_ Prt=(B—a)imiF(a, B; 2; 2.

On a donc la proposition suivante :

ProrosiTiON 4.2. — Soit {05 (g) la fonction sphérique de classe y™°
définie par (13); si g = ki k.a,k,, k€ K\, k., k, € K,

Zn0:5(9) = Cuor (@) 0 (ki) (e),s

et Uon a
(26) %05 (@) :(1 — th? it)AQF, <s +n,s—n—r1;2;th ét)
La formule classique
F(a, b;¢; X) =(1— X))~ F(c—a, c—b; ¢; X)

entraine qu’on a
(27) Cn,0:5(9) = L0535 (9)-
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Explicitons I'équation fonctionnelle (21), qui exprime le fait que
f— Cn,0;5 (f) soit un homomorphisme de A, dans G, pour ¢ = a, ¢' = a,;
soit k' aikay = kik.ark,, avec ki€K,, k., k,€K,, la décomposition
de k—'a,ka, suivant [1 (12)]; si I'on pose

k=<u O)) 1{'|=(uI 0>7 k2=<1 0>
o D Xe) 1 o U

I o
k', _—_< >, u, v, u,, U, U, €U,

o u,
on a, en comparant les coefficients,
ulchzt”=ﬁ<uchltch 1t’—l—vshlifshzl’>,
2 2 2 2 2
,ugshlt”zi)(ushllchll’+vchltsh£l'>,
2 2 2 2 2

d’ou, en posant

il vient

f f s (k- @ k) di

K

: ! _ the Ly ¢
a (z—n?r—)fu,fjczn(Re(un))<x the 11 )

SN fc <r+::'cos0 (—2) (1 —17)
men+nJ, \TitZel| ) i el
E el

14 e

XF(S—I—II,S-——H—I;Q; >sin‘26d6;
on obtient donc le corollaire suivant :

COROLLAIRE. — Soient -, 2’ deux nombres réels tels que — 1 < Z,%' <1,
s un nombre complexe, n un demi-entier > o. On a la relation

2 T (145 cosh
S WA G

z 21 5l 2 2
[ sinz0 df
xF(s—I—n,s—n——I;z; — 0l> =T 00
\ 1+e ) 14 e

=F(s+ns—n—1; 2 ) F(s+ 1, s—n—r1; 2; ).

Il va de soi que tout ce qui précéde sur ¢, (g) reste vrai, mutatis
mutandis, pour %o, .. (9).
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/

3. Coeificients des représentations de la premiére série prin-
cipale. — Nous allons calculer les coefficient suivants de la représentation
U™+ de la premiere série principale :

0 @ = ) buenle) =(UF, F),

ou f,, F, désignent les fonctions définies par [2 (26)], [2 (27)]. Comme
on sait que U};* F, = F, quel que soit k.€ K,, on a, si ¢ =k k.a/ k.,
avec k,eK,, k,, k, e K,,

LIJIL,‘\';t'(g) - LI)n,,\';('(kl al) - ( UZZSF"’ UY:'FK));

si (v,)), p=—n, —n—+1, ..., n—1, n, est une base orthonormale
de V», on a donc, d’aprés la définition des opérateurs Uj~,

q/n,.\‘; v (kl al)

— [ e ol ) o ), ¢ o) ds ()
Ju

“,

—2s

chlt—ushlt
2 2

—1

chlt—ushlt
2

x| o"(u)e” - - er(@)~'v, p*(ui)v Jdp(w)
1ch - t—ush - t’
2 2
si
k, =("‘ °>, weU;
o I
par suite,
"pn, O (kl a/)

I

chlt—ush 't
2

—25

o v, 0" (w)~"v dp(u)

=flchlt——ush£t
U 2 2

= 2, v,) 0, 0) (" (W) v, V)

P

Xf{chlt—ushlt
U 2 2

chlt——ushlt‘
2 2

ch ; {—ush ; t
o . - Vps U )dp(0);
’ch - t—ush =t
2 2

—25
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or, si I'on change, dans la derniére intégrale, la variable u en wuw,
avec we U, et qu'on intégre par rapport 4 w dans U, en tenant compte
des relations

dp-(Wuw) = dix(u),

ch !l t— wuwsh * t‘ =
2 2

ch>{—ush >t
2 2
(30) [ (") Av,, 50 dyx (@) = b, Te(A)/(2 0 + 1),
Yu
(ou A est un opérateur dans V*), il vient

"Pn,s; v(k1 a,)
=¥, v,) @, ;) ¢} (W) ;n%r_l

12%A -
s chlt—ushlt 1
xf‘chit—ush étl Tr| oo —2 2 dp. ()
U 2 chlt—ushly¢
\ 2 2
(v 1 \ o 2
=2(l), vl’) (l), Dfl) c/u/ (ul) (2n + I)TE
P q

I I
anCl <ch2t—shgtcos()> sin20 db
2n ——— 2
, 2 \/cht —_shicosf (cht —sht cosf)

ce qui montre, d’aprés (22), qu'on a

B Ynsel@) = buselia) = D0, 0,) @ 0 €, @) s (@),

Pq
. 7 ul O. l
si ¢ = k k.a/k;, avec k, =<O 1>’ €U, k, k,eK..

Il en résulte immédiatement qu’'on a
(32) (br.5:0)°(9) = (05 ©) Ln0;5(9)s

en tenant compte de la formule (30).

En ce qui concerne ¢, ;. (g), on a

B3)  Pnn(®) = Fnlia) = 2.0, 1) B 0) €y () s (@),

P

o

si ¢ = k. k.a,k,, avec k,, k, € K,, et k2=<; >9U2GU, et

2

(34) (CPH, 5 ")0 (g) = (I), U) %o, n;s(g)'
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COROLLAIRE. — Si s = g + iv, v réel, les fonctions Zn o5 (9)s Zo,n;5(9)
sont de type posilif.

DEmonsTRATION. — 11 suffit de remarquer que si f(g) est de type
positif sur G, f° (g9) I'est aussi, et ceci résulte de la relation

hxfoxh(e) = f(Ukh)”*f)t»(Ukh) (e) dk pour heL(G),
K
avec U; la représentation réguliére a gauche de K.

4. Coefficients des représentations de la seconde série
principale. — Calculons maintenant les coefficients suivants des
représentations T™%7, T%"7 de la seconde série principale, définie dans
le paragraphe 3 :

(3 5) crop (g) = (T;, o;pﬂz,o;p, ﬂz,o;p),
(36) Cf:, np (g) — (Tg},n;p{f‘()}, np, fg,ll;p)’

ou fror, fonir désignent les fonctions dans s™%7, s%nr définies par la
formule [3 (36)]. Comme on a

T3P fror = fmor,  quel que soit k. € K,

on a, si g =k1k2(l{k'2’ avec kLEKi, kZa k,'ZEKQ’ ’Q =<(L)11 ?>, HIEU’
Cror(g) = Cro7 (ki a)
_ (2p +1) (n +e)(n_P+I)f|ch1 t—qshlt
™ B 2 2

—ap—2

—1

I _ I
ch;t—-qsh;t

x| o v, " (@)v

I I
ch;t—qsh;t‘

qchét——shét-
XF| p—n,p+n+1; 2;

I I
ch;t——-qsh;t

X F(p—n, p+n-+r1;2;|q]) (1—[q )2 dp(g);
si I’on pose

t=th-{ q = ru, avec o=Zr<i, ueU,

!
2
on a

du(q) = 2m*r*drdp.(u);

BULL., SO0. MATH. — T. 91, FASO. 3, 27
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il vient donc

Cror (k)
=N 0, 0) @ ) ey () CRAENRAD O ED (e
NI

1
X 27r?f f‘x—riul“‘-’/’—?
0 U

. 1—riu . L. :P
Xcv)\<‘|l___raul>F<p n,P+n+l, 25 I—T&u >
X F(p—n,p+n+41;2;r) (1—r)r2r3drdp(u);
dans lintégrale par rapport a u, on peut changer u en wuw, weU
comme précédemment, et intégrer par rapport & w dans U, ce qui donne,
compte tenu de (30),

f[x——r ul™ '%ﬂ(ll :QZI>F< —n,p+n-+r1;2;

— Ov)\ [] I—I';ll [—Qp——oc‘)" ( _r;PEe(u)>

on + 1 |1—rtu]
><F<p—n,p+n+1;2, - >dp(u)

___hmown /‘ i) o < —r’ cos())
T ani(2n +1) [x—rze?] Ce |1—riel]

re’o-—g
1—r:eld

ru—-:

L

I'

XF(p—n,p—l—n-}-l;z;

> sinz0 d0,

puisque, si
u = cos9 - (sinf cosx)i 4 (sin 0 sinx cosy)j + (sin 0 sinx sin ) k,

on a . o ' o
lt—riu| = |1—rze®|,  |ru—E&|=|ref—Z]|,

d’ou l'intégrale en question est égale, grace a I'équation fonctionnelle (28)
pours=p+ 1, aF(p—n,p+n+r1;2;r)F(p—n,p + n + 1; 2; £%);
par conséquent, on a

Cror(kya)
(v, 03) @, 0p) € (@) (2p + 1) (1 + P) (1 —p + 1) (1 — )+

hp
X F(p—n,p+n-+r1;2;E)

1
X f F(p—n,p+n+r1;2;r?)(1—r)>»2r*dr
0

Y@ o) @) @) =2y Fp—n, p+n+159;2),




GROUPES DE LORENTZ GENERALISES. 421
d’apres la formule (3 (39)). Nous avons donc démontré que, si g=k,k.a,k,,
avec k,e K4, k., k,e K,, on a .

(By) Cror(9) = Cr%r(kia) = 2("’ 03) (U, vy) C5r. (W) En, o; s (@),
et il est facile de voir que

(38) (€Y (9) = (@, D) Luispa(9)  pour geG.

De facon analogue, on a, si ¢ = kk.a/k,, k,, k,€K,, k,€ K,,
k‘::(l 0>aU2EU,

.0 u,

(B9)  Co"r(g) = s (laa) = 20, 00) (0 99) 6 (12) Lo @)
(40) (C2PY (9) =@ D) Gy npr(9)  poUr g€ G

COROLLAIRE. — Les fonctions ., o,p--1 (9); Co,n: p+1 (g) Sont de type posilif,
si o < p<n, et n—p est entier.

REMARQUE. — Le calcul ci-dessus suppose que p > 1; mais le résultat

. A I
reste vrai méme pour p = ;

5. Décomposition de U"? en somme directe de T " et TVE, —

Pour n demi-entier au sens strict, la représentation U de la premiére
série principale est réductible On va montrer qu’elle est somme directe

des représentations T & et T’ de la seconde série principale. En effet,
soit H+ (resp. H) le sous-espace stable engendré par les F, (u), ve V*
(resp. f. (u)). Les formules (31), (37) montrent qu’on a

7, 0:

(41) (Ui';Fu, FV> :<T;’°;%f:’0;é, f. 1> pour tout g€ G.

Or, si v, est un vecteur non nul dans V*, la fonction F o (u) est un vecteur
J

totalisateur de H* pour U" %, puisque, pourk, € K, U, x, F vo () = Fniuyo, (W)

1

. n, 03 M0

et la représentation p” est irréductible. La représentation T Qdans s
1 1

I . n,0; . . n,0;-
est 1rreduct1ble, donc f., * est un vecteur totalisateur dans § *?

pour "%, Par suite, I'identité des coefficients (41) entraine I'équi
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3 1
. . ’ . 5 . N 7,05
valence unitaire des représentations U '* restreinte & H~ et T *

e

A e < 1, . . ’ .
De méme, la restriction & H~ de U ® est unitairement équivalente

.1. N
a To' 2, Alors, on voit que H+ @ H— = H, a l'aide des décompositions

1
71,0;;

3 1
, n 5 0,155
en sous-espaces stables pour les opérateurs U,2, T, 3, T, 3 keK
(voir les diagrammes dans DIxmIER [6]).

§ 5. FORMULE DE PLANCHEREL.

1. Transformée sphérique dans A, , — La fonction sphérique

Ln0s de classe y,, définit un homomorphisme de I’algébre commu-
tative A,,, dans G :

A3 Zel) = [ 1(9) Tnuiel) dgs

considérons Z,,q;s (f) comme fonction de s, et posons
(6] f(n, 05 8) = f(Cnoi) = Ln,0is();

on appellera cette fonction d’une variable complexe s, la transformée
sphérique (de classe y™° ou dans A, ,) de la fonction f. D’aprés ce qu’on a vu
au paragraphe 4, nos 3, 4, les fonctions sphériques Z,,o,s (¢) dont le para-
métre s satisfait a4 I'une des conditions suivantes sont de fype positif :

) Re(s) =

(i) s=p+1 ou s=2—p, avec o <p=n, n— p entier.

Lorsque Z,,0,s (¢) est de type positif, '’homomorphisme associé est unitaire,
c’est-a-dire ¢ (f) =7 (f), donc on a

(2) (F @, 05 5) =f(n, o; 9),

pour s satisfaisant a 'une des conditions @), (ii).

D’autre part, la fonction F/ (f), introduite au paragraphe 4, permet
d’écrire la transformée sphérique de f sous la forme suivante :

® foesg= [ R0
R
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en effet, on a, d’aprés la définition de [4 (13)],
fon 039)= [ 10) [ annslh gk didg
= [ 1@%ns@dg  Carf =P
= J [ J ey e ooy et avare

I ¢
N mfh fkf(“tf‘) e d di,

en vertu du lemme 4.3 [remarquer que ;° (k) = x*° (k)], ce qui montre
bien (3). Cette formule entraine le lemme suivant, puisque la fonc-

tion Fy (f) est 4 support compact, comme on a vu au paragraphe 4
(lemme 4.3).

LeMME 5.1. — Pour tout f dans A,,, la fonction f(n, 0; 8) est une
fonction entiére de s. De plus, quel que soit le polynome P (v), les intégrales
suivantes sont absolument convergentes :

f P@)thay fn, 030 + iv)dv, f » P(v) cothmy f(n, 03 o4iv) dv.

2. Formule de Plancherel dans A, ,. — D’aprés la théorie des
algebres préhilbertiennes commutatives (voir GopEMENT [12]), on sait
qu’il existe un espace localement compact Z"° formé par des fonctions
sphériques de type positif et de classe y*°, et une mesure positive m™°
sur Z*°, de telle sorte que la fonction f(z) = ¢ (f), définie sur Z™°, soit
de carré intégrable pour m*°, et qu’on ait

@ [ir@ra=] |fo

pour tout fe A, ,. Nous allons montrer que I'espace Z*° est formé par
les fonctions sphériques Z,,.s (9) avec

*dm™°(2),

(5) s=§—|—iv, vy o0 ou s=p+1, o<p<n, n—p entier,

et déterminer en méme temps la mesure m™° de fagon explicite. Comme

on a, d’apres (2), ] f(n, o; )" = (Fxf)" (n, o; s), pour s satisfaisant a (5)
il suffit de déterminer une mesure positive m™*® sur Z»° telle qu’on ait

(©6) fO=| f@ o58)dm™ (),

Zny0
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pour f€D,,, ou D, désigne la sous-algébre de A,, formée par les fonc-
tions indéfiniment dérivables.

LemME 5.2. — Posons, pour f€D,,,
(7) Z(s) =Z(f; n, 03 s)
=(2n+1)2<s— §>(s+n——1)(s——n—2)

3 A .
=< tgw(s—{—n— ;>f(n, 03 8).

Alors Z (s) est une fonction méromorphe dans fout le plan de la variable
complezxe s, et Uon a
®) lim Z(e +iv) =o,

V>4

uniformément dans toute bande a =~ o = b, pour a < b quelconques.

DEMONSTRATION. — La premiere assertion résulte du lemme 5.1.
Il est facile de voir que, si a =~ 7 < b, il existe une constante K > o
telle qu’on ait

(2n +1)?

<s—g>(s+n—1)(s—n—z)tgﬁ(s+n——%)‘éKUP
pour [v|=r;
on a alors, pour a Lo = b, et |v|> 1,
e (:f—c>t
|Z(a+i»)|éKtu3f el Ff(t)dtl,

d’apreés la formule (3), ou encore [F, (f) est & support compact], en inté-
grant par parties,

| Z(o + i) | éKi f e D, (f) dt'»

avec
3 (3 g ]
D, (l) = %fa(‘l DV E);

en vertu du lemme de Riemann-Lebesgue, on a donc
lim Z(+iv)=o,

[VI>+»

quel que soit o; la convergence est uniforme dans a =~ s -Z b; en. effet,
la transformée de Fourier

&, () = f e,

—®»
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est uniformément continue dans a == s = b, et —x < v <+ ; donc a
tout ¢ > o, il existe d > o tel que | D, (v) — @, (v) | <, pour |, —a,| <4
et pour tout v; d’autre part, on peut choisir s, ...,7, dans (a, b) tels
que pour tout 7€ (a, b), il existe uno;, 1 == j < p tel que |c—a;| < J;
finalement, pour tout j, il existe un nombre positif N; tel qu'on ait
](f),,;(v)l <¢ pour |v|>N;; si a=Za-0, on choisit j tel que
|e—0o;| < d; alors, on a

[ @, () | <[ D5 () |+ [ Do (v) — B, () | = 25,

pour |v|> N, N = max N, ce qui acheve la démonstration.
1<j<p

ProrposiTION 5.1. — Soit n un entier > o, et soit fe D, ,. Alors

n

(9) 167 f(e) =(2n+1)* Y, (2p—1) (n+p)(n—p +1) (1, 05 p +1)

p=1
+2(2n—l—1)‘2f f<n, o;%—i—iv)
= [<n + §>) + *ﬁ] vthrvy dv,

Uintégrale étant absolument convergente.

DfMoONSTRATION. — Considérons le contour C; formé en parcourant,
dans le sens direct, le périmétre du rectangle ayant pour sommets les

points% +=iT, n + % + iT, T > o. Si 'on intégre Z (s) le long de Cyp,

on obtient donc
-7 3
f z<- 4 iv>idu +
7 2

+ [ Z(z+iT)ds=2rmi Y Res(Z(s), p+1);

n+: p=1

3

2 r
Z(—iT)ds +f Z<n i 2 +iv>idv
—T

n-

w

1€l

on voit facilement que
(10) Res(Z(s), p+1)
= CRED p— )4 p) (e —p + ) f(n, 03 p +1);
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d’aprés le lemme 5.2, les intégrales sur les segments horizontaux tendent
vers o lorsque T'— -, et il vient donc

(11) —-(2n—|—1)2f+w(n+iv)<zn+ -; —|—iv>

><<lv——>th7zvf<n,o n+ - +w>dv
=(2n—]—1)‘-’i~f—°° [<n+é>2—]— v‘l]vthnvf(n, o;g-l—iv)dv

+(2n + 1)‘-’i2(2p——1) (n+p)(n—p+ I)f(n’ o;p+1),

p=1
les intégrales étant absolument convergentes, 4 cause du lemme 5.1.

D’autre part, on a
f@, ;) =ff(g) ENOLL
G

+
- f f f {(ka k') £ oo (ka k') she £ d I d,
KY KvYo

en vertu du lemme 1.3. D’aprés le lemme 4.2, et la proposition 4.2,
il vient donc

f(n,a;s):zﬂf§ s % dk1f+wf(a,)<1——th’ >

K,

X F<n +s,s—n—ri; z;th2§t> sht dt;
si 'on pose

(12) ficl=f(a), avec T:thzgt,

[rappelons que f(a;) est une fonction paire de f, donc peut étre consi-
dérée comme fonction de la variable 7 ci-dessus], il vient, compte tenu
de la relation : sh®tdt = 87 (1 —7)~* dr,

1672

fln, 03 9) = Gnory ff [ F(s4n,s—n—1;2;7) (1—7) e de

[Comme f (g) est & support compact, f{ 7] = o pour 7 assez voisin a 1;
donc cette intégrale converge quel que soit s.]
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Le premier membre de (11), qu'on désignera par J, est égal a :

-+ %
J=——167r2f (n—l—iv)(zn—l— ! —|—iv> <iv__1>thmdv

2
! 3 1 n—Laiv
Xf f{T}F(zn—}—;—I—iv,;—]—iv;2;r>(1——r) t rdr.

Or on a la formule suivante pour la fonction hypergéométrique :

(—1)*a,(c— D)

c t(1—1)'F(a+n, b; ¢+ n; 1)

n

- %[(I—T)’H’”—l F(a, b; ¢; 7)),

pour n entier > 1, a, b, ¢ complexes (voir MAGNUS-OBERHETTINGER [19],
. I . I . .
p- 16); si l'on remplace qa, b, ¢, n par 2n + > + iy, 5 -+ iv, 1, 1 respecti-

vement, on obtient la relation suivante :

1 iy
_<2n+ é —l—iv) <§ ——-iv>(1——~:)'"—§+l F<2n+ 2 +iv, é —i—iv;z;‘r)
d f

== (1—7

dr |

)‘zn+%+iv

F<2n+ é +iv, é —|—iv;1;r>\§-

11 vient donc

J=——167T2f (n—l—iv)thnvf fitl(1—r1)y" 27
— 0

)
2R+ 541V

x(—%[(l—-f) F(\zn+ Sy, - iy I;T>]dfdv

vh®

:_16”21 (n—l—iv)thmf d%[_fgr}(I_T)—e—nf](l_n)‘”*g““

xF(zn—|— é —|—iv,é +iv; 1;T>d‘rdv
“+»

:_1671'3f (n—l—iv)thnvf’[f{'r}—l—(n—l—z)(l—f)_‘Tf{T}+Tf'{7}]

3
A v

X F<zn—|— é +iv, ; +ivy1; f)(l—r)”‘-’ e dvg

on obtient donc : J = 167i f(e), en vertu du lemme suivant (pour
une démonstration de ce lemme, on renvoie au lemme 8 bis dans [21]);
c’est essentiellement la formule de Plancherel dans le groupe SL (2, R).
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LemMme 5.3. — Pour toute fonction ¢ ({) indéfiniment dérivable el a
support compact définie dans (o, 1(, on a la formule

cp(o)=—i£+”(n+iv)thnvfoi@(t)

R
-1

><F<2n+ é —|—iv,é vy t)(x—-t)"“E “dtdy,

pour n un demi-entier (au sens large) > o.
La formule (9) résulte maintenant de (11), en remarquant qu'on a

f<n,o;§—|—iv> :f(n, o;g—iu>-

Dans le cas ot n est un demi-entier au sens strict, on peut procéder

d’une facon analogue | la fonction Z (s) n’a pas de pdle en s = 2, a cause

du facteur <s——— g\l]; comme poles, on a, cette fois, les points p + 1,
J

. I .
avec 1 =~ p<n, n— p entier (dans le cas n = 5’ il n’y en a pas);

L’intégrale le long de la droite Re (s) = ‘2 est égale a

r 1)\?2 ’ 4 3 \
(zn—{-l)zif l<n+£>+v‘z vcothmf(n,o;a—{—iv)dy;

le reste du calcul est valable sans changement (en particulier le lemme 5. 3),
et 'on obtient donc la proposition suivante :

ProrpositioN 5.2. — Soit n un demi-entier au sens strict, n>. -,

I
2
et soit feD,,. On a alors la formule suivante :
(13) 1672 f(e)

=@n+1)* ¥ (@ep—1@+p)@—p+1)fn,o;p+1)

1Zp<n
n—pentier

+2(2n+1)2f m[<n+é>‘-‘+yz]ucothmf<n,o;z +iv>du,

Uintégrale étant absolument convergente.

REMARQUE 5.1. — On peut remplacer les deux formules (g9) et (13)
par une seule, en remarquant que

th(mv 4+ in)=thnv sin=o (mod1) et cothny sin= é (mod ).
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3. Formule de Plancherel dans A,. — Comme on a la décom-
position en somme hilbertienne :
(14) A= D  An

n demi-entier >0

on obtient la formule de Plancherel dans A, en additionnant les formules
obtenues dans chaque A4,,. On a méme un peu plus; soit L (G/K,) la
sous-algebre de L (G) formée par les fonctions telles que f (gk.) = f (9),
pour g€ G, k.€ K.; lorsque f €L (G/K.), 1a fonction

h={fxf)

est dans Ay, et I'on a

L 1r@ag=(Fxr) @ = (1)@ = e
par suite, on a, d’aprés (14),
@ [If@rdg =@k © et hxroed

nxo0

en tenant compte de la définition [4 (20)], on en déduit, grace aux propo-
sitions 5.1 et 5.2, la formule suivante :

f |f(g)I* dg

= #Z(zn—i— 1)2[ [(n—i— g) + ‘ﬁ]u th(mv —i—ni)cn’o;g_Hv (7*” dv

N

+ s e+ Y ep—1)@+p)(—p+1)uep (I%f):
n>1 1Zp<n
n—p catier

Calculons, d’autre part, la trace de I'opérateur U’*, pour s = ”:—) + iv.

On a
T (UL — Tr[UZ}:,)o] _ Tr((j}; f) = Tr[(U%*)y U%°],
d’une part, et
TT(UZ’ s) o 2 TI‘( U;zl;{[l’r‘I))

P, )ED,

en vertu de la proposition 2.1. Or, pour he A,, on a

hxy?7=o0 si g=o;
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comme on sait que (n, o) est le seul (p, q) dans D, avec ¢ = o, il vient,
en désignant par (v,) une base orthonormale de V7,

Tr(U3*) = Tr( Uiy yme)
=Z(UZ*‘XHOF F,)

= [ k1) @) b, @) dg

=X [ (F*1) @) (@) do

:2 /(:(f*f) (9)¢n,055(9) dg =(2n + 1):n,o;s(f’*f);
< J,

on a donc finalement,

w0 o s (e

On démontre de méme la formule suivante :

(17) Te[(T}"7)* T3] = (21 + 1) noiper (F%f).
On peut donc énoncer la proposition suivante :

ProposiTioN 5.3. — Pour fe L (G/K.), on a la formule suivante :
o) [ 11 dg
G
— 8n N en+ I)f Tr Uf *“) U}'“”J

nxo0

x [<n + ;)24_ VJ y th(my + in) dv

+ w2+
x Y Gp—1@+p)a—p+ ) Te[(T}7)* T3]
1<Zp=Zn
n—p entier

les intégrales ef les séries étant absolument convergentes.
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REMARQUE 5.2. — D’apres HarisH-CHANDRA [16], on sait que le

coefficient de Tr [(T}°”)*T}""”] dans la formule de Plancherel de G
est égal 4 la dimension formelle d“*:» de la représentation T%°:?, qui est
caractérisée par la propriété suivante : on a

[ |(T2o57 f, ) [ dg = (@7~ (f, f)

pour toute fonction f dans ".°», I’espace de la représentation T™°:?;
en prenant f = %7, avec ve V%, il vient donc

(0, oy @7y

— [\ (g dg
G
=2n2fff | Cnoir (ka k') [P shet dk di' df - (lemme 1.3)
KYK<Yo
-+ o0
— o f [ 1Cmr(kay)shotdk,dt [a cause de (4 37)]
K, Yo

\
=am Y D0 0) 0 0:) @ 0) @) )
MU N, ue

X f ¢ (u) cgn (u) d () f [Zn,05p+1(ad) [* sh*tdt
U 0

1672

T an+1 %I(U, ) 2| @, v,) |2

Xf1F(n +p—+1, p—n; 2; 2)(1—x)*P2xdr
=@, v)*(16m)/(2n +1) (2p—1) (N + p)(n—p + 1),
d’ou
(20) d»P =(2n+1)(2p—1)(n + p) (n—p +1)/1672,

ce qui est bien le coefficient trouvé dans la formule (19).

La formule de Plancherel pour L (G/K,) est obtenue de fagon analogue,
et fait intervenir les représentations de la premiére série princi-

3
n, 541V 1 . N . .
pale U '* , et celles de la série discréte T"":7; on peut donc conjecturer
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que la formule de Plancherel pour L? (G) soit de la forme suivante :
(1) dg
v G
+= n,»+1v> n,)—}—lVI
o 2(211—}—1)[ ™ (v IpEha
n>o0

I

[< _> v‘-’}vth(m-;.ni)dv
+ = 2ernt) X Gp—1)@n+p@—p+1)

nx1 1£Zp<sn
n—p eotier

X T[Ty ) T3] 4 Tel () )
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