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SUR LES REPRÉSENTATIONS UNITAIRES
DES GROUPES DE LORENTZ GÉNÉRALISÉS ;

REIJI TAKAHASHI (*).

A mon père.

INTRODUCTION.

La théorie des fonctions sphériques, telle qu'on l'entend aujourd'hui,
est d'une importance capitale dans la théorie des représentations continues
de certains groupes topologiques localement compacts. Si G est un tel
groupe, ayant un sous-groupe compact K, les fonctions sphériques,
lorsqu'elles existent, apparaissent comme « caractères » de certaines
sous-algèbres L° (%) de l'algèbre de groupe L1 (G), attachées à chaque
caractère irréductible % de K (elles sont dites alors de classe %). Dans
le cas particulier où l'algèbre A = L° (•/) est commutatiue, les fonctions
sphériques de classe ^ sont donc essentiellement des homomorphismes
de A dans G, et elles satisfont à une équation fonctionnelle :

(I) f^k-1 g k g ' ) dk = ̂ (g) Ç(^), pour g, g ' e G.
^K

De plus, on sait qu'elles caractérisent certaines classes de représen-
tations continues (dites de classe -/) de G, par des opérateurs continus
dans un espace de Hilbert, qui sont presque toutes topologiquement
irréductibles. L'algèbre A étant une algèbre préhilbertienne commu-
tative, on a, d'après R. GODEMENT, un analogue de la formule de Plancherel
pour la transformation

A^f->W)= ff(g)^g)dg,
^ G

(*) Thèse Se. math., Paris, 1962.
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définie par les fonctions sphériques Ç (g) de classe ^ et de type positif;
de façon plus précise, il existe un espace localement compact Z formé
par des fonctions sphériques Ç (g) de classe / et de type positif, et une
mesure positive m sur Z, de telle sorte que

(i) les fonctions f(^) == Ç (/) soient de carré intégrable sur Z, et
(ii) on ait la formule

f l^P^^flAO2^^).
^ G ^ Z

La théorie esquissée ci-dessus s'applique notamment aux cas des
groupes de Lie semi-simples, pour le caractère trivial d'un sous-groupe
compact maximal K, c'est-à-dire dans le cas de classe i. GEL'FAND et
NAIMARK ont traité le cas des groupes classiques complexes, et HARISH-
CHANDRA a obtenu ensuite des résultats complets à ce sujet pour les
groupes semi-simples complexes classiques ou non dans [14], [15]. Le cas
des groupes de Lie réels semi-simples reste partiellement ouvert, malgré
les travaux impressionnants de cet auteur dans deux autres
articles [17], [18]. Le but principal de la première partie du présent
article (chap. I) est de résoudre complètement ces questions, pour la
classe i, dans le cas d'une certaine classe de groupes de Lie réels simples,
à savoir les groupes orthogonaux G+ (n) des formes quadratiques indé-
finies — x^ + x'\ + • . • + ̂  (^ -^ 2), que nous appelons groupes de
Lorentz généralisés (les cas où n == 2,3 sont traités par BARGMANN [l],
GODEMENT [12], et GEL'FAND-NAIMARK [9]). En efîet, si K est le sous-
groupe compact maximal des rotations autour de l'axe Xo, et si % est
un caractère irréductible de K, la sous-algèbre L° (y) de L1 (G) formée
par les fonctions f(g) telles que

f(kgk-1) == f(g) pour g e G, k e K et /*/•*%=/,

est commutatiue (chap. I, § 2), ce qui permet de définir les fonctions
sphériques comme caractères de ces algèbres commutatives, suivant
le schéma général évoqué ci-dessus; pour % général, on s'est borné à
définir une certaine classe de fonctions sphériques, qui pourrait pro-
bablement contenir toutes ces fonctions. Dans le paragraphe 3, on
étudie en détail le cas de classe i ; on construit effectivement les repré-
sentations associées à ces fonctions (la série principale de classe i,
théorème 3.1); elles sont paramétrées par un nombre complexe s, et
l'on montre que ces représentations sont irréductibles, sauf si s = o,
— i , — 2 , .... Le calcul explicite des fonctions sphériques se fait à
l'aide des formules d'intégration établies au paragraphe 1, et l'on trouve,
à des facteurs élémentaires près, des fonctions de Legendre de première
espèce (théorème 3.2). On obtient ainsi des équations fonctionnelles
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pour ces fonctions classiques, en écrivant (I) explicitement. On montre
ensuite, au paragraphe 4, que les fonctions sphériques de classe i para-
métrées par s == - (n — i) + i^, ^ ̂  o, qui sont de type positif, consti-
tuent l'espace Z, et l'on détermine la mesure m sur Z, par une méthode
due à GODEMENT dans le cas du groupe hyperbolique (n = 2). On trouve
donc la formule d'inversion et l'analogue de la formule de Plancherel,
pour les transformations intégrales définies à l'aide de certaines fonctions
de Legendre. On montre, en passant, de façon élémentaire, que toute
fonction sphérique de classe i est donnée par la formule intégrale intro-
duite au paragraphe 2 (résultat dû à HARISH-CHANDRA pour les groupes
semi-simples en général). Dans le paragraphe 5, on étudie s'il n'y a
pas d'autres fonctions sphériques de classe i et de type positif que celles
qui sont associées à la série principale; pour cela, on construit, au n° 1,
une autre série de représentation unitaires irréductibles de classe i
(la série complémentaire), ayant ta (g), ^ ( n — i ) < o-< n — i , comme
fonctions sphériques associées, et l'on montre que ces deux séries
énumèrent toutes les représentations unitaires irréductibles de classe i
(corollaire du théorème 5.2). Ces résultats permettraient d'étendre
au cas des groupes considérés les résultats d'EHRENpREis-MAUTNER
sur les fonctions biinvariantes [7]. Au paragraphe 6, on considère les
représentations correspondant aux paramètres 5 = 0 , — i , — 2 , . . . .
Elles sont réductibles, et possèdent une sous-représentation irréductible
de dimension finie; les représentations quotient sont « infmitésimalement
unitaires » et irréductibles. Dans le cas n == 4» ce^ permet de répondre
à une question posée par J. DIXMIER concernant l'intégrabilité d'une
certaine série de représentations (îr^o dans [6]).

Dans la seconde partie (chap II), on étudie en détail le cas du groupe
de De Sitter G = G+ (4), ou plutôt de son groupe de revêtement uni-
versel G = 5+ (4). Dans ce dernier groupe, l'existence d'un sous-groupe
compact maximal K de la forme K, x K.., avec Kj, K, tous les deux
isomorphes au groupe SU (2), permet de définir deux sous-algèbres Aj ,
As commutatives de L1 (G), sensiblement plus « grandes » que la sous-
algèbre L° (i) des fonctions biinvariantes; en étudiant les caractères
de ces algèbres préhilbertiennes commutatives et en cherchant l'analogue
de la formule de Plancherel dans chacune d'elles, on récupère presque
toutes les représentations unitaires irréductibles de G (chap. II, § 4
et § 5; voir aussi la remarque 2.2).Remarquons, en passant, qu'on
obtient une équation fonctionnelle d'un type nouveau pour les fonctions
hypergéométriques .^Fi (s + n, s—n + i; 2; x) s, complexe, n demi-
entier (i. e. 2 n entier) [voir II, 4 (28)]. Il est à noter que la formule de
Plancherel pour les sous-algèbres Aj , A.2 fait déjà intervenir toutes les
représentations des deux séries principales, contrairement à ce qui se
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passe dans le cas de L° (i). La mesure de Plancherel pour L2(5+(4))
devrait donc être égale à la mesure obtenue pour Aj , A 2. Au paragraphe 2,
on construit les représentations de la première série principale (dépendant
d'un paramètre continu et d'un paramètre discret) et détermine l'irré-
ductibilité ou non de ces représentations, même dans le cas où le critère
de Bruhat ne s'applique pas (théorème 2.i). Dans le paragraphe 3,
on donne une construction globale de la série discrète principale, dont
l'existence a été montrée récemment par J. DIXMIER [6]. Pour tout cela,
on montre d'abord au paragraphe 1, que le groupe G est isomorphe à

un groupe formé par des matrices ( a , ) avec a, b, c, d des quaternions
\ ^ a/

satisfaisant à certaines conditions, et l'on se sert de l'opération de 5
sur le groupe des quaternions de norme i, resp. sur la boule unité quater-
nionienne. Les représentations de la série discrète sont réalisées alors
dans des espaces de solutions de certains systèmes d'équations aux
dérivées partielles de type elliptique. Il serait possible, d'après la forme
de ces équations, que ces fonctions soient liées étroitement aux fonctions
analytiques quaternioniennes au sens de R. FUETER.

Les principaux résultats du chapitre 1 ont fait l'objet de deux notes
présentées au Congrès international d'Edimbourg et aux Comptes rendus
de l'Académie des Sciences ([20]). Signalons aussi qu'une note de
VILENKIN [22], dont nous avons pris connaissance après la première
rédaction de ce travail, contient entre autres, des résultats analogues
sur les fonctions sphériques de type positif et la formule de Plancherel.

Je tiens à exprimer toute ma reconnaissance à M. R. GODEMENT,
qui a bien voulu diriger mes recherches, et n'a jamais cessé de me donner
de précieux conseils. Le présent travail tire son origine d'une question
qu'il ma signalée, concernant la série discrète dans le groupe de De Sitter.
Je remercie également M. J. DIXMIER, qui a bien voulu s'intéresser
à mon travail et me permettre de lire son article sur ce groupe, avant
même sa publication; plus d'un point du second chapitre s'inspirent de
son article. Je lui dois aussi de nombreuses améliorations de rédaction.
Je suis heureux de remercier M. H. CARTAN d'avoir bien voulu accepter
de faire partie du jury et de me proposer un second sujet, et
M. C. CHEVALLEY, qui a bien voulu me faire l'honneur de présider le
jury de cette thèse. Que M. S. IYANAGA, dont les encouragements constants
m'ont été si précieux, veuille bien trouver ici l'expression de toute ma
gratitude.

NOTATIONS. — On désigne par R (resp. C,K) le corps des nombres
réels (resp. nombres complexes, quaternions). En ce qui concerne la théorie
des représentations des groupes, on suit en général les notations et les
conventions de [11]; en particulier, si G est un groupe localement compact
unimodulaire, on désigne par L (G) ou par L simplement l'espace vectoriel
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des fonctions continues à support compact dans G; pour f dans L, on
pose /^) = f(g-1), f(g) == /l(^-l); si Uy est une représentation continue
de G dans un espace de Banach, on désigne par [//, pour f dans L, l'opé-

rateur ^ f(g)U^dg; si G est un groupe de Lie, g son algèbre de Lie,
^ Cr

on interprète tout élément X de l'algèbre enveloppante universelle U
de 9 à la fois comme une distribution sur G (de support { e i) et comme
un opérateur différentiel invariant à droite sur G par Xf== X-kf. Pour
les diverses fonctions spéciales on s'adapte aux notations de [19].
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CHAPITRE I.
LES FONCTIONS SPHÉRIQUES

DANS LES GROUPES DE LORENTZ GÉNÉRALISÉS.

§ 1. PRÉLIMINAIRES.

1. Définition du groupe G^ (n). — Soit n un entier ^2, et soit
G (n) le groupe orthogonal associé à la forme quadratique indéfinie

— ^o "r ^î ~r • • • î " ^n.9

à savoir le groupe formé par les matrices ^eGL (n+i, R) telles que

(î) ^ . J . g ^ J ,
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avec

(2)

si l'on écrit

(3)

on a en particulier

ou

donc
(4)

R. TAKAHASHI.

J=

9=

^00

^0

^0

^01

^1

^1

^

^
9nn

— g ' ï o + gïo +. • •+ ^o ^—i

^o ^ i + ^ î o +.. .+^0^1,

1^00 |^I.

D'autre part (i) entraîne que (det (g))2 == i, d'où

(5) det(^)==±i.

Soit G+ (n) l'ensemble des ^eG(n) tels que goo ̂  i et det (</) == i;
il est facile de voir que G+(n) est un sous-groupe de G (n), et l'on sait
(voir par exemple, BŒRNER [2], chap. IX) que c'est la composante
connexe de l'élément neutre e de G(n).

L'algèbre de Lie Qo = Qo (n) de G+ (n) est formée par les matrices X
d'ordre n + i telles que

'XJ + JX = o;

une base de go est donc donnée par les matrices

(6) Yp (p==i , 2, . . . , n); Xpci (p, q=î, 2, . . . , n et p <q),

où
Y p == EO? -{- Epo, ^pq == Epq—— •Ê'y ,̂

Epq désignant la matrice d'ordre n + i dont tous les éléments sont
nuls sauf celui d'indice (p, q) (p, q parcourant de o à n).

Par rapport à cette base, la forme de Killing (3 s'écrit comme suit :

(7) P(X ,X )= (27 î——2) (y C — — V c'PV ,
l^p^n ^^p<.q^n
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SI

x= ^ c,v,+ ^ c,A;
\^p-=n 1^^<y^^

_1^
par suite, (— i)2 Y/,, p = i, . . . , n et X^, p, ç = i, . . . , n, p < q,
forment une base d'une forme réelle compacte c^ de la complexifiée 9
de Qo, et l'automorphisme involutif 0 correspondant est donné par
0 (Y,,) = — Y,, 0 (X^) = X^, et l'on a

Ôo == Ïo + PO,
ou

ïo= ^ RX^, po- ^ RY/. (•).
.i ^P<^({ ^=.11 j ̂  /^ •̂  ̂

Pour calculer la décomposition de Cartan-Mostow-Iwasawa, on peut
donc partir de la sous-algèbre abélienne maximale RY|, et prendre
comme I)o la sous-algèbre R Y j + RXs:;+... + RX2/-2,2/-i (on pose
n == 2 Z, ou 2 Z — i, suivant la parité de n). La complexifiée Ï) de Ï)o
est alors une sous-algèbre de Cartan de 9. Posons

H,== Y,, J^ -(— 1)^X23, . . . , Hi=(—iYX^^,

et soient ^, i == i, 2, . . . , l, les formes linéaires sur Ï) telles que
^ (-Hy) = ^;/ (i,j = i, . . . , / ) ; l'ensemble P des racines positives (suivant
l'ordre lexicographique par rapport à la base (Jîj, H^, ..., H / ) est
formé par

}< (i == i , . . . , Z); ^±:^ ( i , j= i , . . . ,Z ,Kj ) ,
(dans le cas où n == 2/, Z = i, 2, ...),

^ ± 7«y (i, j == i, . . . , Z, i <j),
(dans le cas où n == 2 / — i , Z = 2, 3, ...),

et l'ensemble P+ des racines positives a telles que Oa y^ a (où Oa est
la racine définie par (9 a) (H) = a (9 (Jî)) pour Hç.Ï)) par

^l, À i ± À y (j= 2, 3, . . . , / ) (Cas : 7 Î = 2 Z , / = ! , 2, ...),

Ài±:Ày (j == 2, 3, . . . , /) (cas : n = a Z — i , Z = 2 , 3, ...),

puisque l'on a

O ( A O = — ^ , 9(^)=^ pour j = 2 , 3 , . . . , / .

(1) On suit les notations de HARISH-CHANDRA [13], p. 187-188, en ce qui concerne
les algèbres de Lie semi-simples en général.



^ R. TAKAHASHI.

Pour les racines açP^, on peut prendre comme élément radiciel Xa
les matrices suivantes :

x^ = x//» X/.i+A/ = ^ ((—i)"2 X^/-^ + X,y_i) pour 2 ̂ j ̂  /,

x^-^== I((-I)lx^—^/-l).4

(cas : n = 2/, Z = i, 2, . . .),
et

x^ = ^ ((-î X,^, + X,,._,),

x)-/y:== ^((—lyX.y-.—X,^) pour 2^j^/,

(cas : n = 2 Z — i , Z = = 2, 3, . . .) ,

où l'on a posé

(8) X,=Y,+X., (p=2,3, ...,n).

Par suite, ces dernières matrices (8) forment une base de la sous-algèbre
niipotente Ho (qui est même abélienne ici, comme on le voit aisément).
La décomposition cherchée est donc de la forme suivante :

9o == Ïo + t)p, + Ho,
avec

Ïo= ^ RX,,, t ) ^=RYt no= S Rx^
Ï^P<q^'l '•î^p^H

et, par conséquent, le groupe G-, (n) admet la décomposition

(9) G,(n)=KA,N,

où K est le sous-groupe correspondant à ïo, à savoir le sous-groupe des
rotations autour de l'axe Xo, A+ le sous-groupe à un paramètre des
matrices di, içR, de la forme

/ch/ sht \
(ïo) ^ = = e x p / Y j = = = ( shf cïit 0 ),

V o 1,^1

(L-i désigne la matrice unité d'ordre n — i), et finalement N le sous-
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groupe abélien formé par les matrices x == x (:2, . . . » ^i), ^2» . . . » 'en € R,
de la forme

(ii) a"(:2, ..., ^)=exp(;:aX.2

/ '+t
==

A—
2

^2

+. . .+

A
2

Ai — —
2

— £s

ÏA)

Ï2 . .

^.•» . . .

1

Cn

C,n

0

ou
(12) A==^+.. .+^.
On a
(13) x^,, ...,^)^(,,, ...,^)=rï'(^+S^ ...,-+^),

pour ^, . . . , ^, ^, . . . , ^€R.
Tout élément ^ de G+ (n) s'écrit donc d'une seule façon sous la forme

(14) g == kciix, kçK, a^eA+, xçN,

et l'application (À-, û/, .r) -^ Â-a^ de J< x A+ x N sur G+ (n) est un
homéomorphisme.

Remarquons aussi qu'on a

(i5)

2p =^ 0 = (2/——l)}4 + (2 /——3)^+. . . + ̂

ae^
(cas : n = 2/, Z = i, 2, ...),

=^a==(2Z-2)^+(^—4)^-+...+^2 p == 7 a ^
ae/^

(cas : n == 2 / — i , Z = 2, 3, ...),

et par suite
(16) ( 2 p ) ( / Y i ) = ( n — i ) ^ pour ^€R.

Dans ce chapitre, on désignera souvent par G le groupe G+ (/i), sauf
mention expresse du contraire bien entendu.

2. Quelques formules d'intégration. — Pour une mesure de Haar
dg convenablement normalisée de G == G+ (n), on a la formule

(i7) ff(9)dg= f f f^ka^e^dkdtdx,
J G ^ K ^R J N
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où dk est la mesure de Haar de K, de masse totale i, et dt,
dx == diî d^ . . . din sont des mesures euclidiennes dans R, resp. R^-1

(voir HARISH-CHANDRA [13]). On prendra la mesure de Haar de G toujours
dans cette normalisation.

Soit maintenant M le centralisateur de A+ dans K; il est immédiat
de voir que M est formé par les rotations dans le sous-espace (x,, x,,, . . . , x,)
laissant fixes Xo, x^ c'est-à-dire par les matrices m de la forme suivante :LQ, d/j,

/ i o
(18) m=( o i ), avec mçSO(n—i);

\ m/

on sait que M est en même temps le normalisateur de N dans K; en effet,
on a
(19) m,.x(^ ̂  ..., ̂ .m-^x^ ,„ . .., ̂
avec

('^(ï\
Posons d'autre part

(20) u^= Up(^^ = exp 6^X1^ pour a^p^/?,

avec 0/,çR.

LEMME 1.1. — Tout élément k de K se met sous la forme

(21) k = miiniin-i ... u.^u^ mçM,
avec

—7r<e,^7r, —^TT^O:,, ..., O/^'Tr;

si (A-ii, Â-is) ̂  (o, o), la représentation est unique, et Von a

— — ' T T ^ , . . ^ O ^ ' T T .
2 2

On a de plus la formule suivante :

r ^(^) r r- ^ r^(^) ^(k)dk= \ i < ... < cp(/nu,...^)cos93cos294...
^A o7r'2 J M^-r. *7 i J iK 2^' ^^-^^^

x cos71-2 6^ dm d9, ^63 ... rf9/,,

dm désignant la mesure de Haar normalisée de M.
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DÉMONSTRATION. — Posons, pour simplifier les notations,

c;,==cos0^, 5/,=sin6/, pour p == 2, 3, . . . ,n.

Étant donné un kçK, on peut déterminer 62, O:;, . . . , 6,, tels qu'on ait

1 ^11= CnCn-i . . . C4C:^C2,

A'1.2 == CfiCn—l . . . C4C.3S2,

/ o\ , •"'in = C^C/^—i . . . €45:3,

"'i,/;.—1 :== CnSn—j,

K\_n == Sjif

et

(24) ——7T<6^7T, ——^TT^O, , . . . ^ ,^ 1 ^ ;
2 2

de plus, les O^, Os, . . . , 6,, seront déterminés uniquement, si (Â'u, k^) -^ (0,0)

( ce qui équivaut à | 9^ < ̂  TT, pour 3 ̂  p ̂  n ) • En effet, on commence
\ 2 /
par déterminer uniquement un 6^ tel que s/, = /Ci/,, et — ^ TT ̂  0/,_j ̂ I TT ;

2 2

ensuite on choisit un 6,,_i tel que CnSn-i == ki n-i et — - TT ̂  0/,_i ̂  - TT,
' 2 2

et ainsi de suite; si pour un p ̂  n, on a 6^ == ± - TT, les 0/,_j, 0/,_2, . . . , 0.2
2

peuvent être quelconques, mais autrement les Qp, p == 2, 3, . . . , n ,
sont ainsi déterminés de façon unique. Il est clair qu'alors on a
k. (Un . . . Ui)^ = k. ̂ Un . . . Ui) soit dans M, d'où la première partie
de l'énoncé.

Pour démontrer la formule d'intégration, remarquons d'abord qu'il
y a une fonction continue cx)(m; 62, . . . , O/,) telle qu'on ait

(25) f^(k)dk
J K

= f f f ... f" cp(mu....U2)^(/n;62,...,6.)rfmd62...d9.;
J M ^ — 7ï ^ 1 ^ 1

comme on a d (mok) = dk, d (kii^) = dk (la biinvariance de la mesure dk),
on voit que la fonction co ne dépend pas de m, ni de 62; pour m'çM,
(lin . . . iz^)/?/ s'écrit sous la forme (21), soit

(26) (iin.. .u^m' ==171" 11'^ . . . u^, avec u'p== Up{Wp\ m" ç.M\

on a donc
(mun .. .Uï)m' = (mm") u1,, . . . u'^ ;
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->^\et, comme on a d (km1) == dk,d(mm") == dm (car m" ne dépend pas de m),
il vient

^3, ... , 6,)d0, ... d0, = c^(0,, . . . , 0,)d6, . . . d0,,
ou encore
(27) co(.(»„.,„«;,)/„«.,...,. ,,)=^_^;
or, la relation (26) donne

c.^ ... c^ ==c^ ... c/<,

(28) s, c, . . . c/, = m,..s,c, ... Cn+ m,..s,c, . . . c,, +... + m^. s/,,

< = rn.inS.iC, ... Cn + m,nS,c, ...c/,+...+ n?/^s/,

(où l'on a posé c/, = cos 0^, ^ = sin 6;,; m^ désigne le coefficient
de la matrice m'), de là résulte qu'on a

^2, ..., e^) ^ cos e^, cos2 e ^ . . . cos^-^
^(6,, ..., 0,,) cosO, cos2 64 ... cos^O/,;

si l'on choisit m' tel que

m.^. = cosx:; . . . cos -/.n, m.^ == sin-/.3 cos 7.4 . . . cosx,,, . . . , m^= sinx/,,

alors, en posant (6,, 0,, . . . , 6,) = (^TT, o, . . . , o), on trouve 0^ = x/,,
pour 2 ̂  p ̂  77, et l'on a

c*J(x;j, 7.4, .... -̂ ) === <,)(o, o, ..., o) cos%3 ... cos^-2 y-n;

la constante C == co (o, . . . , o) est déterminée par la condition
1 . - 1 _

c / / / • • • I cos 63 ... cos^-2 6,, dm dô, ^0.3 ... d9»= i,
^'/iy J —T. ^ \ ^ 1

ce qui donne C == r f 1 ^ ) / ^ ^ 2 ' ' si Çdm = i
V 2 / / JM

C. Q. F. D.

LEMME 1.2. — Soit n ̂  3. Touf élément k de K peut s'écrire sous la
forme
(29) k^muQm^ avec m.m'ç.M, UQ==U..(Q), O^Ô^TT;

si 7c = m^u^m, avec m,, m,ç.M, O ^ O I ^ T T , on a a/ors 0 == Q,, et si
de plus on a o < 0 < T: (autrement dit Â-n 7^ ± i), i7 ms/e un p dans Y,
fc centralisateur des uo dans J? ̂  sous-groupe des rotations laissant fixes
^o» Xi, x.î) tel que
(30) mi == mv, m'i == v~1 m';



GROUPES DE LORENTZ GÉNÉRALISÉS. 3o3

on a de plus la formule d'intégration suivante :

r^n
î î ) 1 ^(k)dk= - — / , 1 1 1 ^ (mm m'^ sin7'-2 (

'K ^r/^—^V^^^
V 2 /

r 1 \^^) r r r^
<3i) ( cp(Â:)d/c=-r————— < / ( ^(muorn^sin^edm dm'dO.J K ^î r l_I \ ^j/ ^ M ̂ o

DÉMONSTRATION. — Étant donné un kçK, on peut déterminer de
façon unique un 6 tel que A-j i = cos 9, o^ 0 ̂  TT; alors, on a

(kï, +...+ k^y == (kï, + . . . + k^ = sinO,

parce que sin 0 ̂  o. Si 0 == o, k est déjà dans M, et si 0 == TT, on a
k == u^m avec un mçM; dans le cas où o < 0 < TT, on a sin 6 7^ o,
donc on peut trouver m, m' dans M tel que

^2=—À^i/sinO et m^=Â'j^/sm6 pour a^p^n;

on vérifie alors, à l'aide des relations d'orthogonalité, que

/ cos 6 sin 9 o . . . o\
— sin 0 cos 9 o . . . o

^ k ' m ' ^ l o o . . . . .

d'où ^m^m' == u^m" avec un m" dans M, ou k == m"' UQ (m" m'), ce qui
démontre la première assertion et l'unicité de 9. Si

et si o < 9 < TT,

entraîne que

d'où

mu^m == m^u^m^

(m^mi) UQ=== u^{m'm^)

(m-^m^îî = (m'm'^)îî == î,

m^mi = m'm\ == u

est de la forme indiquée.
Pour démontrer la formule d'intégration (3i), on remarque tout

d'abord, que tout élément À: de K s'écrit sous la forme

(82) À- = mu^Un . . . y:1,,

avec m € M, o ̂  9 ̂  TT, Vq = Vq (xy) = exp Xy X^ pour 3 ̂  ^ ̂  n,

et — n < x;3 ̂  TT, — - TT ̂  x/,, . . . , x^ ̂  - TT, et ceci d'ailleurs de
2 2

façon unique pour presque tout k dans K. En effet, on peut écrire m' € M
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dans la décomposition (29) sous la forme m' = Wn ... u,,, avec v dans V
(lemme 1.1, appliqué au groupe M); on a alors

k = mu^(pUn... y;;) == mvu^Vn... u:',,

d'où (82) en écrivant m au lieu de mu. Pour démontrer l'énoncé concernant
l'unicité, supposons qu'on ait

(33) k == miiQUn... y:3 == m'u^v,,... u'^

avec m' e M, ^ = yy (s^), ^ satisfaisant aux mêmes inégalités que
les xy. En comparant les éléments de la seconde ligne des deux matrices
dans la dernière égalité de (33), on obtient

cosO = cos6'
sin6 cosx:3 . . . cosx/, = sin6' cosx,, . . . cosx'/,,

sin6 sinx.3cosx4.. . cosx^ = sinô' sinxg cosx'^ ... cosx^,
• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

sin6 sinz,, = sinO' sin%^;

si o < 6 < 7:, | y^ | < - 7:, on a successivement

6 = 6', X/, == -4, . . ., %3 = y.'^,

et donc m = m', ce qui démontre l'unicité de la décomposition (32)
pour presque tout kçK.

Considérons maintenant l'application K^k -> x == (xi, . . . , ^eR72

où l'on pose ̂  == k^p pour i ̂  p ̂  n; elle définit par passage au quotient
l'identification de M\K à la sphère unité ^-S et (21) et (32) définissent
deux systèmes de coordonnées locales valables presque partout sur «S"-1,
à savoir

x <> (6,, 0:,, .... 6,), resp. (9, ^, .... ^),
avec

—7r<(L<7r, --IT^Ô^, . . . , 9 / ,< 1 ,
2 2

resp.

0 < 0 < 7T, —— 7T < X,, < 7T, —— I- 7: < X/,, . . . , % „ < ^ 7T.
2 2

La formule (22) montre que la mesure

r ^
L2— cosôo,... cos71-2 6^ dô^ . . . d^n

27T2
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est la mesure invariante de masse totale i sur la sphère 5'"-', dans le
premier système; or le jacobien du changement des variables

(9-2, ...,e,)-^(o,x,, ...,x,)
est égal à

sin^-2 Q cos ̂ 4 cos2 x.;. .. cos"~3 x,,
cosO:; cos2 6 4 . . . c o s " " ' 2 ^ ?

d'où il résulte que

-^^sin^O cosx, . . . cos^-^dÔ dz, . . . dv.n

est la mesure invariante normée dans le second système de coordonnées,
et que, par conséquent, on a

!^^n:ff^--r\^..^
-^ -^

x sin^-2 0 cos • / . ' , . . . cos"-3 v-n dm rfO dx: ; . . . d'/.n;

si l'on multiplie m par v dans V et intègre sur V par rapport à du (la
mesure de Haar normée de V), on ne change pas la valeur du second
membre, à cause de l'invariance de dm; comme UQU = uu^, on aura
donc

r r(nl^ r r^ r r^ r 7 ' " 1 ' 1 r7'^2

I 9(/c)dA-=-^ / / sin—OrfmdO ———————— 9(^0^...^)
^A ^M^o J r^-r.^-r.1-1 ^-T./-I

x c o s x 4 . . . cos"^ y-n du dx:; . . . d^n,

ce qui donne bien (3i), compte tenu du lemme 1.1 appliqué au groupe
M ̂  SO (n — i). c. Q. F. D.

LEMME 1.3. — Tout élément g de G peut se mettre sous la forme
(34) g ^ k d t k ' , avec k, V ç.K et ^o;

si de plus, g == ki(i/,k\ avec Â-i , k\ ç.K et ti ̂  o, alors ti = t, et si t > o,
il existe un me M tel que ki == km, k\ == m-1 k. Pour la mesure de Haar
dans la normalisation précédente (17), on a la formule d'intégration
suivante :

(35) / f(9) dg = ——^ f ̂  f(ka^) sh72-11 dk dkf dt.

DÉMONSTRATION. — Soit gçG; il existe alors un unique ^^o tel
çi11^ ^oo === ch/, car goo^i; on a alors, en vertu de (i),

(36) (gï, +...+ g^Y== (gl, +...+ glnY = (g^—iY = sht;
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choisissant k, V tels que

/q \ ( kp^ == ^o/shf, pour i ̂  p ̂  n,
( ^i y = g o / l ^ h t , pour i ̂  (7 ̂  n

(on suppose t -^- o, car sinon g serait lui-même dans K); alors on vérifie
facilement, à l'aide des relations [forme explicite de (i)]

( o (p^q),
(38) — ^o^/o + g / ^ g^ +... + gpngqn = < — i (p = q == i),

( i (p=q>i),
qu'on a

/c-^-'^^^-a/m,

avec me M, ce qui démontre l'existence de la décomposition (34) et
l'unicité de /. Si t ̂  o, le centralisateur de a/ dans K est égal au centra-
lisateur M de A+ dans K, d'où l'unicité module M des k, k ' . Pour montrer
la formule d'intégration (35), on remarque d'abord que tout gç. G
s'écrit sous la forme g = ka.iUn . . . «2 (on garde les notations du
lemme 1. i), d'ailleurs de façon unique pour presque tout g G. G. En efîet,
soit g == kdi k ' , et soit k ' = mun . . . «2 la décomposition de À:' d'après
le lemme 1.1; on a alors g == (km)aiUn . . . ^2; il y a l'unicité si t-^ o
et (Â-n, À-'j,) ̂  (o, o), ou encore si g^ > i et (^01, ^0-2) ^- (o, o), d'après
ce qui précède et le lemme 1.1. Par suite, on peut introduire sur l'espace
homogène K\ G deux systèmes de coordonnées valables presque partout,
à savoir (/, £.2, . . . , c,i) provenant de la décomposition (i4) d'une part.
et (^, 6.2, . . . , O/,) provenant de la décomposition g == ka ' l i n . . . 11-1
obtenue ci-dessus. La formule (17) montre que la mesure

e(n-^tdt(ï^...din

est l'expression de la mesure invariante ^ sur K\G telle qu'on ait

ff(9)dg= f d^g) ff(kg)dk,
J C, J K\G ^ K

dans le premier système de coordonnées (g désigne la classe de g dans
K\G); on arrive à la formule (35) en calculant le jacobien du chan-
gement des variables (t, £2, .... ^n) -> (f, 62, . . . , O/,).

REMARQUE 1.1. — Le lemme 1.3 est un cas particulier d'un théorème
général démontré par HARISH-CHANDRA pour les groupes de Lie semi-
simples [16]. Mais on a donné une démonstration élémentaire du cas
particulier de G+ (n), pour avoir une formule précise, non à un facteur
constant près, dépendant de la normalisation des diverses mesures de
Haar qui interviennent dans la formule.
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REMARQUE 1.2. — L'algèbre A des fonctions biinvariantes f(g),
f (kgk) = f (g) pour k, k e K, est bien commutatiue, pour les groupes
G = G+ (n). En effet, si feA, on a f(g-l)=f(g) pour tout ^e G,
parce que tout g s'écrit sous la forme kdik', avec k, k ' dans J^, et qu'il
existe un A-o dans K tel qu'on ait

a^=a^=k,aik^ 0,
et l'on a

/'OT1) == /W-1^-1) == f(a^) == f(k,a^) = f(a^ ==f(g);

soient maintenant /",, ^eA; alors fi-kfi, fî-kfi^A, et

A * /'. (9) = A * fi (^ ) - f f. (70 A (A-^ ̂ -Q ̂
^G

-fW)f^)dh=f^f,(g\
J G

C. Q. F. D.

Les fonctions f € A étant essentiellement des fonctions de /, d'ailleurs
paires, on peut identifier l'algèbre commutative A à une algèbre com-
mutative CL formée par les fonctions cp (ch /), en faisant correspondre
à f (g) la fonction cp (ch () définie par

(89) cp(ch0 = f(a,) = f(ka^) == f{g);

on peut expliciter la multiplication dans a à l'aide des formules d'inté-
gration (35) et (3i) comme suit : si cp (ch/) correspond à f\içfi, et
cp, à fi (i == i, 2), on a

cp (chQ == f, * A (ûQ = f A (A)A (/i-1 û/) dh
^G

1
- n

2 TT2 r r ^+x

= / ï \ / / fi^f^k^a^k-^a^sh-^dkdk'dT
r| - n ) ^A: ^A: ^o\2 7

^T:27' ^ ( 2 / / r r r~' r^
"rT7"; 1 /.-i\ S ^ fî {a- (mu^ ̂r - n 1 7 r 2 r / -_- \ J M ^ M ^ Q •A)\2 7 \ 2 y

x sin"-2 6 sh^-1 T rfm dm' d6 rfr
l("-i)

27T- /'Jh /<4-3C

=—i————^ / ^ / 'l(aT)/>2(û--U9^)sh / ^- ITsin / ^-26^TdOr ( - ( n — i ) ) ^ ^o

(2) Dans la notation du lemme 1.2, Â:o = UT:.
BULL. SOC. MATH. — T. 91, PASC. 3. 20
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car

fïÇa-imu^m'di) = fî(ma^u^aim') == f.i(a--:u^a,),

et

\ dm == i ;
•^v

or, on a

a-^ urj di == ki au ki, avec ki, Â:2 e K,
chf === (rt-^ï^a/)oo= chïch^+ shr sh^cosO,

d'où finalement,

2 7T^ /"* ̂  /^* -^- 3C

(4o) 9(ch0=—^—————-/ / ^(chT)Q,(chTch^+shTsh/cosO)
r - ( n — i ) ) ^ ^o

\2 /
x sh^-1 T sin71-2 6 d6 dr.

§ 2. COMMUTATIVITÉ DES ALGÈBRES L0 (/).

1. Les algèbres L° (y). — Désignons par K l'ensemble des caractères
irréductibles ^ de K, normalisés de façon qu'on ait

y.*zW- fz(^-)%(0^=%W;
J K

pour chaque %€K, il existe donc une représentation unitaire irréductible
7: de dimension finie r de K, telle qu'on ait

y (k) = r. Tr (rr (A-)) pour k e K.

Soit L l'algèbre formée par les fonctions continues à support compact
définie dans G, avec la multiplication définie par le produit de com-
position. Le sous-ensemble L° (%) de L formé par les fonctions f (g)
satisfaisant aux conditions suivantes :

(i) X*/'*^-/,

(ri) f'=f. où f°(g)== f^kgk-^dk,
J K
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est une sous-algèbre de L, et il est clair, d'après la normalisation de ^,
que l'application

f^y^fO^fO^y

est la projection de L sur L° (%). En particulier, si l'on désigne par /o
le caractère trivial, L° (%o) n'est autre que l'algèbre commutative A
du paragraphe 1. Notre but est de montrer que les algèbres L° (%) sont
toutes commutatives pour %eJ§', ce qui signifie que toute fonction
sphérique de type % quelconque est de hauteur i au sens de Godement [11].
Introduisons pour cela la transformation suivante, pour les fonctions
f€L°(7 j :

(i) F/(0=^-w2 f f f(ka,x)7:(k-l)dkdx.
J K ^ N

II est clair que c'est une fonction continue, à support compact (:>), et
à valeurs dans l'espace des opérateurs linéaires dans E (l'espace hilbertien
de dimension r, dans lequel est donnée la représentation TT), définie
sur R. [Pour des raisons qui vont apparaître plus loin (voir § 4), on
pourrait appeler F/ la transformée d'Abel de /*.]

PROPOSITION 2.i. — On a les propriétés suivantes pour la trans-
formation f->Ff :

(i) pour /•„ A€L°CG), a, peC,
F^+^==^Fj,+^F^,

(ii) ^/—(^)*(^)

(au sens du produit de composition sur R);
(iii) pour /*€ L° (%), on a

Fy(0=F/((-Q)*,

où * désigne l'opérateur adjoint dans E;
(iv) on a

WF^)=F^)F^);

(v) si Ff(t) == o, alors f(g) == o.

( ) Si g = kdtX, on a g^ == cht + - ^(î-î + • • • + î^)î donc si le support de f est
un compact C, et si c == sup g^, on aura Ff(t) = o pour < assez grand tel que cht ̂  c.
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DÉMONSTRATION. — (i) est trivial, (ii) résulte du calcul suivant :

F^.A(t)=el!t-i)i/•2 f f [î^ka.xg-^f^n^dkdxdg
^ K ^N ^ G

=e'»-ix/2 f f f f C f,(ka,x(la,.y)-^f.^la^(k-1)
^ K ^ N ^ K ^R ^N

X ̂ -1)T dk dx dl dr dy
[k ->lk,x-> xy et f° == f]

=^-1)^ f f f f ff^xa^f, (Za^)7r(^- /-•)
JK JN JK ^R <-/N

X e^-^ dk dx dl dr dy
[x—^a-^xa^, d(a--,xa-) == e-^-^ dx\

^^-i)^ f j f (f^ka^x^Çk^dkdx
^R ( ^ K ^N

X f f f..{la^)7:(l-^dldy\d'c
J K ^ N )

= fF^t—)F^)dT.
^R

Montrons maintenant (iii) :

F^)=^-i)</2 Ç Ç f^a-tk-1)^^-1) dkdx
JK ^N

[x -> a-t x~1 di, k -> k-^]

= e- ̂ -1)</2 f f f(ka-tX) TT (À:) dk dx = (Ff (— Q)*,
^K J N

puisque TT (k) == (n (À:"1))*.
Avant d'aborder la démonstration de (iv), (v), examinons la trans-

formée Ff (t) de plus près. On a, quel que soit mçM,

Ft^e-^1-^^ Ç C f({mkm-^atX)^:(mk-Ym-^dkdx
^ K ^ N

== ^(Â'^m-^^T^TnÂ'^m"1)^^
JK ^N

= = 1 1 f(kaiX)^(mk~lm~i)dkdx,
JK ^ N

puisque, d'après [1 (19)], d (m-^xm) == dx, et mat = aim\ il en résulte
donc qu'on a

(2) Ff (t) = ^t-i} t / 2 f Ç f(kdt x) F f TT [(mk-1 m-1) dm] 1 dk dx.
J K ^ N [_^M \
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D'autre part, on sait que la restriction à M de toute représentation
unitaire irréductible de K se décompose en somme directe des repré-
sentations irréductibles deux à deux non-équivalentes (voir, par exemple,
BŒRNER [2], chap. VII, § 12, Verzweigungssatz 12.1); on peut donc
choisir une base orthonormée (Cp\ i ̂  p ̂  r) de E, de telle sorte que, si

/•
(3) TT (k) Cp -==. ̂  Ccfp {k) eq pour k e K,

q=i

Von ait, pour me M,
7-(m)

(4) (e^(m)) = fi(m)

^(m)_

où, pour i ̂ j ̂  .̂, m->f^ (m) est une représentation irréductible
de M, de dimension r/, avec r == f j + . . . + r^. Désignons par Jy l'ensemble
des entiers p tels que r, +. . . + r;_i <p ̂ r, +.. . + ry. Posons
de plus

7i/ (m) = r;. Tr (/v (m)), m e M.

On a alors la relation suivante :

(5) fep,(mkm-^dm = S^^^(k)l^^(e),
•7M

pour i ̂  p, q ̂  r, et p e Jy. En efîet, on a

^ epci (m/cm-1) dm == V ^ epp'^ep'q'^eq'q^m-^dm
J M ^Mp ' . n '

= Y e/,/^ (À:) j e,^ (m) e^(m) dm ;
•Av

or, d'après le choix de la base, il est clair que la dernière intégrale est
nulle si p, p ' ou, q, q1 n'appartiennent pas au même intervalle, et d'après
la relation d'orthogonalité des coefficients (car les représentations f7 (m)
sont deux à deux non-équivalentes) elle est aussi nulle si p, q ne sont
pas dans le même intervalle; il vient donc

\ êpq (mkm-^dm = ô^y V e/y^(A:)/r/,
^M ^.

P ' ç . 1 -
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si p e Jy. Compte tenu des relations
( o si q^.1,e,^^==\ . ^ ,
( e^ si qç-îj

on a

Z*^^ ^j ̂
^e /

ce qui montre bien la relation (5).
Par conséquent, si l'on désigne par Ff (f)pri l'élément d'indices (p, q)

de la matrice de Ff (f) par rapport à la base choisie, on a

(6) ^^-^^"-'"XX^^t^ dkdx

( si p€J/.

Cette formule met en évidence la propriété (iv).
Introduisons maintenant, suivant HARISH-CHANDRA [13], une série

de représentations U' de G dans l'espace de Hilbert § == L2 (K),
dépendant d'un paramètre complexe s. Soit, pour g e G, kçK,
(7) gk == kg dt ̂ , k) x, avec À-, çK, x e N, t (g, k) ç R,

la décomposition de gk suivant [1 (i4)L O11 a alors les relations suivantes :
(8) kg^=(k^)^, (km),=k^m pour mçM;
(9) W^^^^k^+tÇg^k),

t(k, k') == o pour À-, k ç.K, t(g, km) == t(g, k) pour me M.

Remarquons qu'on a donc
{t(gk-\ k)==t(g, e)=^t si g=kaiX,
\ avec ^eJC, feR, rreN.(10)

Si l'on définit maintenant l'opérateur U^. dans $ par la formule
(i i) (U^ cp) (k) == e-^^1^^^^) pour cp e §,

il est facile de voir, à l'aide des formules ci-dessus, que l'application
g -> U^ est Une représentation fortement continue de G par des opé-
rateurs linéaires bornés dans §; on sait de plus qu'elle est unitaire

si Re(5) = n-^-1 (voir [13], p. 289-243) (4).

( / t) Si l'on désigne par U^ la représentation régulière à gauche de K dans .&, on
a i7f. == U^ pour kç.K, quel que soit le paramètre s. De plus, si J est la conjugaison
dans ^ définie par J ^ == y, on a JL^ = U ^ J , et l'on en déduit aussitôt qu'on a

( [/D* == LÇ-1 -7 pour ^ e G.
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LEMME 2.1 (GODEMENT). — Les représentations U\ se G, forment
un système complet au sens de GODEMENT [11], c'est-à-dire, si F on a,
pour une fonction f^L, U ' ) • = o quel que soit se G, alors f =^ o.

DÉMONSTRATION. — Comme on sait que G possède un système complet
de représentations irréductibles de dimension finie (voir le lemme 5
dans [11], p. 5o6), il suffit de montrer que toute représentation irréduc-
tible de dimension finie de G est contenue (comme composante discrète)
dans une représentation Us avec un se G convenable; or cela résulte
de ce que les représentations L^, se G, sont essentiellement des repré-
sentations induites par les représentations de dimension i du sous-groupe
résoluble connexe T = A+N == NA+ d'après un autre lemme de
GODEMENT (lemme 7, loc. cit., p. 5o8). En effet, toute représentation y.
de dimension i de T est de la forme

a(a^) =e-sf,

avec un se G, et si l'on désigne par $^ l'espace vectoriel des fonctions
continues 9 ((7) sur G telles que

0 (g. ai x) = 6 (g) a (û^ x) pour tout aa e T,

et par T^ la représentation de G dans ^a définie par la formule

(r^)(/o-OQ7-/o,
il est immédiat de vérifier que la transformation

1 : ^e^OlKel^K)

définit un isomorphisme de ^a sur L (K) et transforme la représentation
T^ en U\

Pour démontrer maintenant (v), supposons qu'on a, pour une feL° (/),
F f (f) =^ o. Nous allons montrer que cela entraîne que U^ = o quel
que soit seC, d'où résultera donc (v) grâce au lemme 4. Calculons
pour cela (L^9, ^), où o, ^e$; comme U ' } = Uy^f^y = Uy U ' } U y ,
et U'^ = Uy, on a

(U^, ̂  = (U}Uy^, Uy^) == (U'}^^, 7,^);

on peut supposer que % est le caractère de la représentation T: définie
par (3), et l'on a alors

(l2) Uy C? == ̂  * ? = ̂  C^ €^, Uy^ = % * ̂  == ̂  ̂  ̂ //,

avec

^ = ^ f^W 9^-^ dk, d,, = r fc,,(/c) ^(/c--) d/c.
^A' ^A'
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On a, par conséquent,

(i3) W?^)= 2 ^vW^^).
/^/?',y'

Or, on a, d'autre part, pour <I>, TeL(JT),

(U}^, W) ==fff(9) e-^-^xi^—i) w(k)dgdk [g-^kg-^}

== ( f î ( ^g~ ' ) e-'1 ̂  ^ ̂  (e,) W(k) dg dk
^ G ^ K

== / f f ff^-^^l-^e-^^^WQ^e^-^dkdIdtdx
^A^A^R^.V

= ( f 1 ff^xl-^e^^^W^dkdIdtdx;
tyK^K^-R^N

comme f0 == f, on peut écrire, par suite,

04) (U}^, W)= f f f^ka^e^^^^^dkdtdx.
^A^R^A-

Si l'on applique la formule (i4) au cas où 0> 1= e^, W = e^^, on a

(U}e^, e^,')= f Ç ff(katX)esle^p'-ke„(k-v)dkdtdx
J K^^ N

= ^ ̂ / f f f fÇka^e^e^^k-^dkdtdx
^A^R t /A^

=}^pp' f^-^'Fr^^dt,
^R

d'après la définition même de Fj (/); il en résulte donc que
7'

(i5) (U^, ̂  = ̂  c,,,d,,, f ̂ ~'—)'F,(t^dt.
iyD

P,ff=V ±l

Si l'on a Ff (t) = o, on a donc (U}^, ^) == o quels que soient cp
^ dans L (K), d'où U} == o.

C. Q. F. D.
COROLLAIRE — Les algèbres L° (%) son/ commutatiues.
DÉMONSTRATION. — Soient en effet fi, f..çL0 (%); en vertu des pro-

priétés (ii) et (iv), on a

FA.A = (F^) * (F/.) - (F/.) * (F^) = F^^,

ce qui entraîne, grâce à (v), qu'on a /\ * ̂  =/ l2*/> l ;
C. Q. F. D.
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2. Homomorphismes de L° (7) sur G. — D'après ce qu'on a vu
au cours de la démonstration de (iv) au numéro précédent, il est clair
que, si ^çÈ., r]ç]\Ï (on désigne ainsi l'ensemble des caractères irré-
ductibles de M), et si ^ ̂  r] ̂  o, l'application

(16) f^(f)== f\e^ f ff(kaa) y^ dkdxle-dt
^R [ ^K^N / .^^W )

est un homomorphisme de L0 (%) sur G; on est ainsi conduit à poser
les définitions suivantes :

(17) ^^.-(^-^^^ si g=ka,x, kçK, feR, x ç N ;

OS) ^s(g) = (^s)°(g) = f^^^kgk-^dk.
^ K

II est clair qu'on a, puisque /'° == /, et que

ff'^^dg^ ff(g)h°(g)dg,
^ G ^ G

Un ==ff^ ̂ ^^(9) dg -ff(9) ̂ ^ ̂  (9) dg.

On conviendra donc d'écrire

(19) MO-^^^O^ Pour feL^),

et l'on définira ty^^,s(f) pour feL, en posant

^.^(O-^r^fc*/10).

D'après la formule (i5), il est clair que, si l'on suppose qu'on a Y] == Yîy,
pour un j tel que i^=j ^= f^,

(20) îy,r^(/*) = r([/}-1-5 epp, Cpp) avec pe Jy,

ce qui met en évidence le fait que la fonction ^,r^s(g) soit de type
positif si Re (s) = ——— ; nous avons donc démontré la propriété (ii)
de la proposition suivante :

PROPOSITION 2.2. — Les fonctions Çy,r^ possèdent les propriétés
suivantes :

0) X*^,-^*^ ̂ ,,<; ^,r,.= Ç/,7],.;

(ii) si Re(s) == ——^5 ̂ r,,s est de type positif;
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(iii) ^(9) =^,,,-,_,(T');

(iv) guefe gué soien; g, g'ç G, on a

f c-/, •,, .'• (kgk-1 g ' ) dk = Ç-/, -^,, (g) Ç-/, .̂ , (̂ ) ;
^K ' '

(v) l'application :

f^^(n=ff(g)^.(g)dg
^ G

est un homomorphisme de L° (%) dans C.

DÉMONSTRATION. — II est évident que a === ^ ̂  a, d'où

% * ? == X* ̂ °= (%* ^)0 == ̂  == Ç

(on a laissé tomber les « indices » pour simplifier), ce qui montre (i).
Comme on sait que (iv) et (v) sont équivalentes (voir, par exemple,
GODEMENT [11], p. 024), il ne reste qu'à démontrer (iii); or ceci résulte
de l'expression suivante pour Çy,r^, qui est une conséquence immédiate
de (20) :

<21) ^Ag^W-^e^e^

(on garde les notations précédentes); on a, en effet,

^-T^-i-s^"1) == ̂ ^-^ ̂ ),

puisque les fonctions e^, p, qç.Ij, jouent les mêmes rôles pour les
caractères ^, ^, que les e^, p, q ç l / , pour %,• / , ; de plus, on sait que

<^) (U^=U^ pour g ç G , se G;

par suite, on a

(U^e,,, e,^ =Çuj^e,,, ̂ ) = (e^, [7j-^) = (^-J-^^, ^^,

ce qui entraîne (iii).
c. Q. F. D.

Il est fort probable que tout homomorphisme de L° (%) dans C suffi-
samment régulier, par exemple tout homomorphisme, qui est une dis-
tribution au sens de L. SCHWARTZ [i. e. il existe une distribution sur G
dont la restriction sur L°(%)nI)(G) coïncide avec l'homomorphisme
en question], soit de la forme ̂ ^s pour y?, s convenablement choisis.
C'est le cas pour le caractère trivial % (k) == i comme on va le voir par
la suite, pour n quelconque, et pour les groupes G+ (2), G^ (3) quels
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que soient ^ (J). De toute façon, il est clair, d'après ce qui précède,
que les homomorphismes f— Ç%,r^(/'), avec ^e K, r;e M, sçC,
forment un système complet dans ce sens que, si Çy,r^(/') = o quels
que soient y?, s pour une fçL°('/), on a f^= o.

DÉFINITION 2.1. — [7ne distribution À 5ur G ̂  di7e de cZâ?5se 7^, ^eK,
51 Z'on a, quelle que soit fçD(G),

>-(D-^*/'*Z).

Une distribution de classe % est dite sphérique si sa restriction à L° (/) nu ( G)
^ un homomorphisme de cette sous-algèbre sur G.

On peut montrer que toute distribution sphérique de classe / est,
en réalité, une fonction indéfiniment dérivable, ou même analytique
réelle. En effet, la démonstration de GODEMENT dans [12], qui traite
le cas du caractère trivial, s'applique sans modification essentielle aux
cas des caractères quelconques.

§ 3. FONCTIONS SPHÉRIQUES DE CLASSE i.

1. Représentations unitaires irréductibles de la série prin-
cipale de classe i. Nous avons défini, au numéro 1 (§ 2) une série
de représentations U' dans l'espace de Hilbert $ = L°-(K); nous allons
maintenant étudier ces représentations de plus près, pour arriver à
la définition de la série principale de classe i.

Soit k -> V/c la représentation régulière à droite de K dans $ ; pour
cpe$, on a donc (y/,cp) (7) = cp (lk). D'après les formules [2 (8)], [2 (9)],
il est évident qu'on a
(i) U^ V/. == Y/. U^ pour g e G, m e M,

quel que soit le paramètre s; par conséquent, pour toute fonction ^
intégrable sur M, l'opérateur

V^= [^(m-^V^dm
^ M

est permutable aux opérateurs Ui, gç. G; en particulier, si r; est le
caractère d'une représentation unitaire irréductible de dimension finie d
de M, soit m -> (fif(m))\^i,/^d, alors les opérateurs suivants sont
permutables avec U^, gç. G :

(2) Q^ fr^Vmdm, Q^•= d f f^(m-1) V,n dm, i^ij^d;
JM ^ M

(5) Pour G+(2), voir par exemple [21].
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on voit facilement que les opérateurs Q\ ÇJ], i^ i^rf , sont des pro-
jecteurs dans §, et Ç .̂ est un opérateur partiellement isométrique
appliquant (%.§ sur Ç^.$. Si l'on pose

(3) ^=Q^, $?=ffî$,
il est clair qu'on a

W S - © $\ ^^ê^.
r.e.D 1=1

PROPOSITION 3.1. — Les sons-espaces fermés ^ sont invariants par
les opérateurs Ug, gç. G, et si Von désigne par Us (ïî, i) la représentation
de G dans §? obtenue par restriction de Us à §?, pour i^i^ d, ces d
représentations sont deux à deux unitairement équivalentes. Toute repré-
sentation unitaire irréductible unitaire de K, soit k-> (epq(k))^^^
est contenue au plus une fois dans la représentation k->Ui(r], i). Pour
qu'elle y soit effectivement contenue, il faut et il suffit que la représentation
m->(e^(m») de M contienne la représentation m -> (/^ (m)) (°).

DÉMONSTRATION. — Les projecteurs Q\ Q^ étant permutables aux
opérateurs U^ gç G, il est clair que les sous-espaces ^'\ $? sont inva-
riants; il est aussi facile de voir que l'équivalence de U^T], i) et U^-nJ)
est donnée par l'opérateur Ç^y.

Pour montrer la seconde et la dernière assertions, on peut supposer
i = i, et l'on écrira, pour simplifier, U^-n, i) = U^ Supposons donc
qu'une représentation unitaire irréductible de K \ k->(e^(k)) soit
contenue dans la représentation : k->Ui==Uk', cela signifie qu'il
existe un système cp,, . . . , c?/.) de fonctions dans §t telles qu'on ait

Uk^p==^e^(k)^,^Wïy»
<7==l

pour i ̂  p ̂  r, ou encore

?/. (^-1 ") == ̂  ecfp (k) cpy (u) pour k, u e K, i ̂  p ̂  r ;

il vient donc, en remplaçant u par ku,
r

^ p (") ̂  ̂  Cqp W ?y (to), quel que soit k,uçK,
q=î

(6) La première partie est due à HARISH-CHANDRA [13]; pour la seconde partie,
voir aussi DIXMIER [5j.
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d'où, en intégrant par rapport à k dans K,
r r

^p (")= 2 fe^ ̂  ̂  ̂ dk == S fe^ (to-1) ̂  w d k '^ J K ,=JK

ce qui entraîne qu'on a
/- r

(5) ?/.(") =y^^/(u), avec c^==V ( e ^ ( k ) ^ ( k ) d k ;
.-i ^i^

or, comme les fonctions ^q(k) sont dans §Ï» on a

?^W = (e?i ?,) W = d f ^(km) /-n (m-1) dm,
^ M

d'où
r

c^ = d V ^ ^ ecfo,' (k) ̂  (km) fj i (m-l) dÂ: dm
^ J K J M

r

=d Y fe^(k)9y(k)dk f e^^dn-^f^m-^dm
^=JK J11

r

=d V c^/ ^ ^ y" (m)/'ii (m) dm;
^Mr/"=l

si maintenant la représentation m—^(e/,y(m)) ne contenait pas la

la représentation m -^ (/',/ (m)), on aurait f e^(m) fu(m) dm = o,
^ M

d'après la relation d'orthogonalité, d'où Cq' serait nul quel que soit q ' ' ,
et (5) entraînerait donc que ^ p ( k ) = o; on voit donc que m->(e^(m))
doit nécessairement contenir m->(fij(m)). Or, comme on a déjà
remarqué (§2, n° 1), toute représentation unitaire irréductible de K
ne contient une représentation unitaire irréductible donnée de M qu'au
plus une fois; on pourra donc supposer que la matrice (e/,y(m)) soit de
la forme suivante :

/£2\ /———/ \ \ /A/^772) ° \(6) (^))=(^^ ^),

où, m -> f1 (m) est une représentation de M, qui ne contient aucune
composante équivalente à m -> (f^ (m)). Dans ces conditions il est
clair qu'on a

Cqi == Ôy/iCi ,
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d'où

(5') ^(u)=^c^e^(u)=ci^(u),
7'=1

ce qui signifie qu'il n'y a essentiellement qu'un seul système, à savoir
^n(/c), . . . , e/i(Â-)), qui se transforme suivant k -> (e?q (À-)).

c. Q. F. D.

DÉFINITION 3.1. — Soit g -> Uy une représentation continue d'un
groupe topologique G dans un espace hilbertien §; on dit qu'un vecteur
^€$ est un vecteur totalisateur (ou un vecteur cyclique) pour la repré-
sentation U, si le plus petit sous-espace fermé contenant les vecteurs 17̂ ,
gç. G, est §. Une représentation admettant un vecteur totalisateur est dite
cyclique.

Il est clair qu'une représentation irréductible est cyclique, mais la
réciproque n'est pas vraie en général.

PROPOSITION 3.2. — Supposons que le paramètre s ne soit pas un
entier ̂  o. Pour tout caractère ry€7ÊT, et pour tout i, i ̂  i ̂  d, la repré-
sentation U^(r], i) est cyclique.

DÉMONSTRATION. — On peut supposer i •== i, sans restreindre la
généralité, d'après la proposition 3.i. En vertu du lemme 1.2, on
obtient une fonction continue définie dans Kn|.M (dans le complé-

mentaire de M dans K, donc presque partout dans K) en posant

^(k) = fu(mm') si k==mu^m', m,m'ç.M, o < 0 < 7 : ;

il est évident que ^ est dans $, et même dans $'?. Nous allons montrer
que ^ est un vecteur cyclique pour Us (r), i) dans $ï. On aura besoin
du lemme suivant :

LEMME 3.1. — Soient m, m' ç.M, o ̂  6 < TT, t réel; on a alors

(7) (mu^m')^ == mu^'m',

avec
/- . ., sh^+chfcos6 . ., sinO(8) cosO' ==———————.? sin9'==———,———.?v / ch^+shZsm6 chf+sh^cosO
d
(9) ^[a,,mu^n'} ̂  ̂ l[^,u^ ̂  ̂  j^. sh^COSO.

DÉMONSTRATION. — Par définition (voir § 2, n0 1), on a

ai(mu^m') == (mu^m')a,at(n,,mu^n'}X, avec x ç N ;
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M étant le centralisateur de A dans K, on a d'autre part,

âf (muo m') == m (û^ uo) m' ;

or les éléments a/, uo sont dans le sous-groupe Gz de G formé par les
gç. G de la forme

9==

9 00 (/O^ g^ï

gi0 (/II ^12 0

^2o gn g-i2
0 J,<-2.

et le sous-groupe G, est isomorphe au groupe G+ (2); par suite, en vertu
de la décomposition [1 (i4)] dans G+ (2), on aura

(10) CI{UQ== U ^ O L ' X ' , avec u^=^(u^)^ et x' dans G,;

on a donc

ai(mu^m') == mu^ai'x'm' == mu^m'di'm^x'm',

d'où résultent (7) et la première égalité de (9).
Pour démontrer ce qui reste, il suffit d'expliciter (10), et comparer

les coefficients des deux membres.
Revenons à la démonstration de la proposition 3.2. Soit $' le plus

petit sous-espace fermé invariant contenant ^, et soit y son complé-
mentaire orthogonal dans §ï; y est stable pour la représentation
U'i de K, qui est unitaire pour tous s. Supposons S ) " -^ (o); il y aurait
alors au moins une représentation unitaire irréductible de K, soit
k-^(e^(k)), contenue dans la représentation Â--> Ui (-n, i) de K
dans ^ " . Comme J^cJo?, on pourrait supposer que la matrice (e^(m))
ait la forme (6); alors les fonctions e^(/c), i^ p ̂  r (r est la dimension
de la représentation en question), seraient contenues dans S:)", et l'on
aurait par conséquent

(Ug.^, ~e^) == o, quel que soit gç G;

en particulier, pour g == 0.1, on aurait

j ç-sL (a^, ̂  ̂  ̂  ^ ̂  ̂  ̂  ̂  ̂  q^j q^^ g^ ^ ^
^A'

les lemmes 1.2 et 3.1 nous"permettent d'écrire ceci sous la forme suivante
(compte tenu de la définition de ip) :

\ f f (ch t — sh t cos 6)-5 /u (mm') ̂ i (muo m') sin -̂2 6 d/n dm' d6 = o,
i/o t/ i/ «^/v
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quel que soit t réel; vu la forme particulière de (e,^(m)), et la
relation d'orthogonalité dans M, les deux intégrales étendues sur M

donnent V Cjj (129), d'où
7=1

r "(n) ^ (ch/—shfcos9)-SF(9)d9 = o,
^o

quel que soit t réel, en posant
d

^w^^o^sin7^;
en vertu du lemme ci-dessous, la fonction F (9), donc la fonction continue

d

Veyy(uo) serait identiquement nulle, ce qui entraînerait la contra-
/=!

d

diction : o = V Cjj (uo) == d.
j=ï

C. Q. F. D.

LEMME 3.2. — Soit F (9) une fonction intégrable sur o ̂  9 ̂  TT, et
soit

r "H(t)= \ (ch<—sh^cos9)-F(9)d9.
^0

Si s n'est pas un entier ^ o, pour que H (t) soit identiquement nulle, il
faut et il suffit que F (9) soit presque partout nulle.

DÉMONSTRATION. — Par récurrence sur p, on montre que

^ (ch t — sh t cos 9)- = ̂  c^ (s) (ch t — sh t cos 9)-^ (sh t — ch ^ cos 9)'/

où les c{; (s) désignent des constantes, avec
W = (-i)^(s 4 -1 ) . . . (s + p—i);

si s n'est pas un entier ̂  o, c^ (s) 7^ o pour tout p; donc, si H (t) = o
identiquement, on déduira de H^ (o) = o, que

^
^ F(9)cos^9d9 =o, pour p == o, i, 2, ...,

* 'o

d'où F (9) est nulle presque partout.
c. Q. F. D.
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Dans le cas du caractère trivial r]o:rîo(m)= i, pour tout mçM,
on a d == i, et la fonction ^ de la proposition précédente se réduit à
la fonction constante i, qu'on notera ^o; on en déduit l'irréductibilité
des représentations ?(^0) (on laisse tomber l'indice f, puisque d = i)
de G dans j^'0, dans le cas unitaire, de la manière suivante.
Soit A un opérateur dans ̂  qui permute à tous les U^, g e G, et
montrons qu'il est scalaire. Posons A^o = 9; alors,

Uk^ = L^-A^o==AL^o==A^o= ?,

d'où 9 est invariante par les translations à gauche par les éléments de K,
i. e. cp est également une constante, soit c^o; par suite, on a

A ([/i: ̂ o) = U^ (A ^o) = U^ cp = c ̂  ̂ o, quel que soit ^ e G;

comme les vecteurs U^ ̂ o, g e G, sous-tendent j^0, on en conclut que
A == cJ.

C. Q. F. D.

Le sous-espace j^0 de § est formé par les fonctions de carré sommable
et invariantes à droite par les éléments de M; on peut donc l'interpréter
comme l'espace hilbertien des fonctions de carré sommable dans l'espace
homogène K\M w ^S'1"1, pour la mesure invariante normée ^; de plus
la transformation k -> kg définie par g e G, définit, par passage au
quotient [voir 2 (8)], un homéomorphisme g : kM -> kgM de K\M sur
lui-même; de même, la formule [2 (9)] montre que la fonction t (g, k)
ne dépend que de g et de la classe kM de k dans K\M. Si l'on identifie
K\M à S7'-1, en faisant correspondre, à la classe kM, le point
x = (a-i, . . . , Xn) de S^, défini par Xp == kpi, i ̂ p ̂ n, il est facile
d'exprimer l'homéomorphisme g et la fonction t(g, x) == ^(^, A:M) = t(g, k),
en explicitant les deux membres de la relation matricielle gk = kga.t[s,k}X',
on a
(12) x'^.x,

/ . x / / . \
avec x'^= ^ gpo+^gpqX^ )^ ^oo+^^oyrry ) , i^p^n,

\ y=i / 1 \ 7=1 /
n

(13) ^^x)=^o+^^^•
<7=l

On peut donc énoncer le résultat obtenu sous la forme suivante :
THÉORÈME 3.1. — Soit ^ la mesure invariante normée sur la sphère

S'1^, et soit S) l'espace hilbertien formé par les fonctions de carré sommable
pour /j. définies sur 5f/^-l. Pour gç. G, définissons l'opérateur U^r par la
formule
04) (^^(x)^^-1^)-^--1^), pour cpe§,

BULL. SOC. MAIH. — T. 91, FASC. S. 21
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ou a (g, x) == e^'^ ^ ^r.x esf dé/îni par (12). Alors, si s ̂  o,
— i, — 2, . . . , U' est une représentation cyclique de G. En particulier,

si Re (s) = — — — ? Us est une représentation unitaire irréductible.

On verra plus loin (§6) que U5 est en effet réductible pour s == o,
— i, — 2 , ....

Les représentations unitaires irréductibles de G+ (n) qu'on vient de
construire forment une partie de la série principale au sens de GEL'FAND
et NAIMARK (i. e. les représentations unitaires irréductibles « contenues )>
dans la représentation régulière); en effet, ce sont les représentations
de classe i, au sens de la définition suivante, appartenant à la série
principale.

DÉFINITION 3.2 (GEL'FAND-NAIMARK). — Soit G un groupe topo-
logique et soit K un sous-groupe compact de G. Une représentation unitaire
Tg de G dans un espace hilbertien § est dite de classe i (Par rapport
au sous-groupe K), s'il existe un vecteur cyclique ^ pour T, tel qu'on ait
Tk^ == ^, quel que soit kçK.

REMARQUE. — Les représentations unitaires ( le cas Re (s) == ——ï- ]
\ 2 /

U-' (TÎ, i) définies dans §? étant essentiellement des représentations
induites par certaines représentations de dimension finie du sous-groupe
r === MA^N de G ( en effet, c'est la représentation irréductible de r

définie par maiX-^e-^1 L(m\ dans le cas où s = ——— + i^, m->L(m)

étant une représentation de M de caractère ri ), le critère de BRUHAT [3]
montre que les représentations Us (-n, i) dans §? sont irréductibles,

pour s == n I + l'y, à condition que v 7^ o. D'après la démonstration
élémentaire ci-dessus du cas où Y} est le caractère trivial, on constate
ici qu'il y a l'irréductibilité sans exception.

2. Calcul des fonctions sphériques de classe i. — Dans le cas
du caractère trivial %o ; Xo (k) == i, pour tout kç.K, le seul caractère
YieM, tel que ^0*^7^0, est le caractère trivial rio; il est clair donc
qu'on a, d'après [2 (21)].

^Ag)= (^r1"'^ ̂  P0111* ^€ G»
en désignant par ^o la fonction constante i sur K. Convenons d'écrire Ç,
au lieur de Sy^io^- O11 se propose de calculer explicitement cette fonction
sphérique de classe i. Remarquons d'abord qu'on a

( 15) Ç, (g) == ^-i -, (g) pour tout g e G.
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En effet, cela résulte de la formule (iïi) de la proposition 2.2, compte
tenu de ce qu'on a, pour toute fonction f(g) invariante par K,
f(9~1) = f(9) (cf. remarque 1.2).

On peut donc écrire

(I^) ^(g) == (£/^o, ^o), pour gç. G,

et l'identité (i5) montre que les représentations Us et Uf^-l-s de la
série principale sont équivalentes.

Pour calculer ^s(g), il suffit bien entendu de considérer le cas où g == a / ,
d'après le lemme 1.3. On a alors, d'après (16),

U^)=(U^ ^o)= fe-^^-^dk
^K

r(n/2) r r ^ sin^Q , , - ,
~^T((n-.)l.)JjJ, (chT^snTcos^^^ d6î

d'après [§ 1 (3i)] et [§ 3 (9)]; comme on a f dm = i, il vient
JM

dn} r(n^-—-^(nM_ f7'——!111'!2^^^
(I7) ^^-^rf^^Vo (ch^-sh^cosO)^6-

\ 2 7
(La formule [1 (3i)] n'est démontrée que pour n^3, mais il est facile
de voir que cette dernière formule reste valable même pour n = 2.)

THÉORÈME 3.2. — On a les formules suivantes pour ^.(g) (7) :

W ,̂)-'̂ .V-J(e,,,,
S—— -

2

(19) ^(a^O-WO'S-F/-5, s±-[; "; th2^,
\ 2 2 2 y

(20), ^m (a^, ,, , , 2^(m-z)!____________
(5—i)(s—2)...(5—m+i)(m—5)(/n+i—s)...(2m—2—s)

/_ i rf \/?^-1

x(^tdt) p^^

(20), r2^1^)^_________i.3...(2m—3)(2m—i)_________
(s—i)(s—2)...(5—m)(m4-i—s)(m4-2—5)...(2m—i—s)

/—i dy^c^m—5)^
x \shl d'̂  (s—m)2

(7) On écrira ^ (g) == ^ (g), pour préciser qu^il s'agit du groupe G+ (n). P^(.)
désigne la fonction de Legendre de première espèce (voir, par exemple, MAGNUS-
OBERHETTINGER [19], chap. IV).
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n .___ y

£n particulier, dans le cas unitaire : s = ——— + i \>, on a

/ \ ^-'^ / \ s'^Cm—i)î(2I)1 ^-\^=T~~r^\T-r,(—w^.+^)...^+^——^)

/_ T d \ m~ï><{-^<&) p^^'

<21)2 ^ ̂ = ̂ ^::y^-^ (̂  y^1-
DÉMONSTRATION. — La représentation intégrale (17) de ts(ai) montre

qu'on a (18) (voir, par exemple, MAGNUS-OBERHETTINGER [19], p. 88).
Pour montrer (19), il suffit d'écrire

(ch t — sh t cos 6)-^ == ( i — th2 Q5/2 ( i — th t cos 6)-5

et de développer en série (uniformément convergente pour 0, puisque
| t h f [ < i , quel que soit t réel), et d'intégrer terme à terme. Enfin
pour (20), on démontre d'abord, en intégrant par parties, qu'on a

/—i d\^n^^_ s(n—1—^)^2 (^
[sht dt)^^ ~ ———n———^+l(a/)î

d'où, par récurrence sur p, il vient

„/ .^ ________(n—2)(n—4)...(n—2p)___________
"A // ( s—i)(s—2) . . . ( s—p) (n—'2—s) (n—3—s) . . .(n—p—i—s)x (a ny^^
d'autre part, on sait (ou l'on peut vérifier directement) qu'on a

ç^)=P.(chO, ^(^-^^I^

d'où résulte immédiatement (20).

COROLLAIRE. — La fonction Ç,(a/) = Z^(chf) satisfait à V équation
différentielle suivante :

(22) sh^Z^chO + n chtZ',(chf)—s(s—n + i)Z,(chO = o.

REMARQUE. — On sait, d'après la théorie générale, que toutes les
fonctions sphériques sont fonctions propres d'opérateurs différentiels
définis par les éléments du centre de l'algèbre enveloppante U de
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l'algèbre de Lie du groupe G+(n); en particulier, elles sont fonctions
propres de l'opérateur de Casimir

^= 2 ^- 2 y^
\^p<^q^n l^y^/l

or, pour une fonction f(g) invariante par K, il est évident qu'on a

-^y/^ °î

de plus, il est clair qu'une telle fonction ne dépend que de g^o (l'élément
d'indice 0,0 de la matrice g\), ce qui permet d'écrire : f(g) === cp (^oo) ;
on a alors

(Y,f)(g) == (Y,i,f)(g) = lim^exp^Y,)^)-^))
<->-o *•

= lim I (9(chf. ̂ oo—shf. ̂ o) — ? (^oo))
<->o t

==—gp^'(goo),
puisque (exp (— tYp) .g)oo = cht.goo—sht.gpo; par suite, on a

W) (^= (Yp-k (Yp-k n) (g) = lim ^ (Y^* f(exp (- Z Y,,). g) - Y^* f(g))
<->o ^

=lim,(—(—sh^.^oo+chL^o)^ /(chL^oo—sh^.^o)+^oo? /(^oo)
/->0 l

=^oo?'(^oo)+^o? / /(^oo),

d'où

^f(9)=- 2 ^^--^oocp^^-^o-l)^^^),
i^yy^n

ou encore
(28) ^/'(a/) = ^cp(ch0 ^—sh^^^chO—nch^^chO.

La formule (22) montre donc qu'on a

^Ç,==s(n—i—s)Ç, .

§ 4. FORMULE DE PLANCHEREL DANS L° (%o).

1. Espace des fonctions invariantes. — Soit (D de la sous-algèbre
de A =L° (%o) formée par les fonctions indéfiniment dérivables. Soit
de plus CD (R) l'algèbre des fonctions indéfiniment dérivables et à support
compact sur la droite réelle R, avec la multiplication définie par le
produit de composition au sens ordinaire ; désignons par ^+(R) la
sous-algèbre de o)(R) formée par les fonctions paires.
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LEMME 4.1. — Pour toute fonction f(t) de d?+(R), la fonction f[x]
définie dans i^a;<+oo, par la formule :

/ t(0=/ l[ch/] ,

est indéfiniment dériuable (pour x = i, i7 s'agit bien entendu de la
dérivabilité à droite).

DÉMONSTRATION. —— Soit

^(v)== f f(t)cosvtdt
^0

la transformée de Fourier de /*. Montrons que P(^)^(v) est sommable
pour dv dans o^^<+ o c ? quel que soit le polynôme P(.). En effet,
si f(t) est nulle, ainsi que ses dérivées, en dehors de (— T, T), pour un T
assez grand, on a

^^(y) = (—ïY 1 f^(t)GOSvtdt,

ce qui entraîne que P (y2) ^ (v) est la transformée de Fourier d'une
fonction de a) (R), d'où notre assertion. Il nous suffit donc de montrer
qu'on a pour tout entier p ̂  o,(o ^,,[.^Î<_^^-"^-)^^^^M^.I.I^
(^ d ,p^ (P+l^+^^+o r .

\2) dX p+l+lv —— 3 ^ 1 3 ( s / ? + 2 4 - ^ v [ ^ J »

pour rc^i, où Ç^^.Jrr] == Ç^^(a/) pour a: = ch/; en effet, comme
c'est une fonction de type positif, on a

^J^]|^iï^00=i,
ce qui montre que le second membre de (i) converge absolument et
uniformément (par rapport à x), d'après ce qu'on a dit au début. Pour
montrer (i) et (2), remarquons d'abord qu'on a

/./r ^ r(0 2 r0 0 . - / \ ̂ sm^ ,j 2 ^ x ^ / \ os^ / \ jî^—àî—.j, ^-shr^-^ ^)-^,v(^
pour cT = ch/, d'après le théorème 3.2, à condition que rc> i, ou ty^o.
Or, on a

^+o]= un, ni+^]-ni]^^fQ)-f(o)^^^
• A-^o,/t>o A ^o C h £ — — I

puisque /-(O = /-(o) + ̂ /-"(o)^ + o(£'), et

r(o)==-^J"°^M^,
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ce qui montre bien qu'on a, pour rc^i,

rM—— r^M^vM^;
^0

d'autre part, on a
^ rrrI-.r-'-^Ff^^ 2 + iv • 3 • î!=iY^[^1-^ ^t,"^5 2 ^ ^ 7 5

pour rc^i, d'après [3 (19)], d'où résulte immédiatement par récurrence
sur p notre assertion.

c. Q. F. D.
Considérons la transformée Fj- définie au paragraphe 2, dans

l'algèbre A ==L°(%o) : comme la représentation TT est ici triviale, on a

F^)==^-^/2 ( f(dtX)dx\
JN

si x = x(lî, . . . , ^), on a
(cw)oo = chf + ^(E.2 + . • . + ^)/2,

d'où

F/ (Q = e(-^ F /-[ch^ + I ̂  +... + ̂ )1^- • • • din
J jyi—i. L 2 J

ou

(3) F, (0 = F/[chf] = f f |ch^+ I (^+• . .+ ̂ )1^ ... d^.
JR.-I L 2 J

Supposons maintenant que fe^. Alors les fonctions f[x}, Fj[x]
sont indéfiniment dérivables d'après le lemme 4.i, et l'on a la formule
d'inversion suivante pour la transformation f->Fj :

(4) nx] == {^Y'1 f ̂ r^ + ̂  + • • • + ̂ )]^2 • • •d^
En effet, il suffit pour cela de montrer la formule dans le cas n === 2 :
on a

(5) f[x]^f^[x+1^

si l'on pose

(6) F[x]==ff[x+^d^

Le cas général résulte, en répétant (n — i) fois le procédé. La démon-
stration de (5) est facile : d'après (6), on a

F'[.]̂ r[.+^
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d'où

^^+^=^^'[c+^+.^

=^^^f'[x+I.^Î]^d^dQ=f^•
L'inversion de (6) n'est autre que la résolution d'une équation intégrale
de type d'Abel, comme l'avait remarqué R. GODEMENT [12]. L'existence
de la formule d'inversion (4) pour la transformation F : f->Fj montre
que celle-ci est une bijection de (Q sur ^+(R), en vertu du lemme 4.i.
Par suite, si l'on munit cQ et o)+(R) des topologies au sens de L. SCHWARTZ,
il est clair que F définit un isomorphisme (algébrique et topologique)
de (Q sur ^)+(R).

THÉORÈME 4.1 (HARISH-CHANDRA). — Toute fonction sphérique de
classe i de G par rapport au sous-groupe K est de la forme ^ (g) avec un
paramètre complexe s convenable.

DÉMONSTRATION. — Soit Ç une telle fonction et soit a la composée
de F-1, l'inverse de la transformation f->F/, et de l'homo-

morphisme f-> ^ f(g)^(g)dg. Ce sera donc un homomorphisme continu
^G

de <^+(R) sur C. On a donc, si Fi, Fseo^R),

a(FOa(FQ = a( f F,(t) F,(r—t) dt\ = a( fF,(t) £,* F,dt\
V^R / WR /

où F - > Z t i ç F , avec (z^F)(r) == F(r—/), est continue dans ^+(R);
par suite, on a

a (FQ a (F,) = f F, (/) a (s, * F,) dt,
^R

et la fonction t->on(ziiçFï) est continue; si l'on choisit une Fs telle
que a (Fs) 7^ o, on aura donc

a(FQ = fF,(t) a(t) dt, avec a(t) = aQ,* F,.)/a(F,).
^R

Si l'on écrit de nouveau, pour Fi, Fa quelconques dans (^-(R), la
relation a(Fi*F2) == a(Fi) a(F2), on a

f [ F , ( t ) F , ( r ) a ( t + r ) d t d r = = f f F,(t)F,(r)a(t) a(r)dtdr;
^ R ^ R ^ R ^ R
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pour toute fonction F dans (^ (R), la fonction 1 (F (f) + F (— t)) est

dans ^+(R); donc on a, quelles que soient Fi, Js dans <^(R),

f (F , ( f ) F,(r) (a(t + r) + a(—t + r) + a(t—r) + a(— t— r))dtdr
^ R ^ R

= f fFi(0^(r)(a(0+û(—0)(^(r)+a(—r))d^r,
^^R

d'où l'on a l'équation fonctionnelle suivante pour la fonction continue a(t} :

a(t + r) + a(— t + r) + a(t — r) + a(— t — r)
= (a(Q + a(— 0) (a{r) + a(— r));

on en conclut qu'il existe une constante c telle qu'on ait

^^(O+^-O)^1^^-^);
A 2i

finalement, pour toute fonction f dans o\ on a donc

^/)= ff(9)U9)dg= fF^(t)a(t)dt= f F r W 1 (a(t) + a(-t))dt
JG ^R JR 2

= FF/ (0 I (e^ + e-^) dt == ( Fj (t) ea dt
^R 2 ^R

^r(-|(—)>r^^^^
^R ^ A

= ^-c(f) (dans la notation du paragraphe 2)

^/o^,-^-^09

d'après les formules [2 (i6)], [2 (19)], d'où résulte qu'on a

S (^):== Ç'/o,r,o,.(^) = ̂  (^), avec s=—c+^(n—i ) .

2. Transformée sphérique de classe i. — Nous allons maintenant
démontrer qu'il existe sur la demi-droite o ̂  -y < + oc, une mesure
positive dm (y) telle qu'on ait, pour les fonctions f(g) dans A,

(7) f\f(g)?dg= r\f(:^dm(:^
J G ^0

où f(^) désigne la transformée sphérique (de classe i) :

(8) î{.)=fm^_^)dg.
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Comme on a

f\f(g)îdg=f^f(e), l/^)2-^*^),
^G

puisque f->f(^) est un homomorphisme unitaire, il suffit de montrer
l'existence d'une mesure positive telle qu'on ait

(7') f(e)== r'f{v)dm(:^ pour feA.
^o

Pour le calcul de la mesure, on peut évidemment se restreindre aux
fonctions de cî). D'après [2 (i6)], [2 (19)], on a

f(v) == i Ff(t) e-^dt = ° f F , (0 cosvtdt',
^ — x ^o

par conséquent, on a

(9) Fr(t)=FA^t]==1- F f^^td^
^ o

par l'inversion de la transformée de Fourier. D'autre part, la formule (4)
donne, en particulier,

/w-fN^f^y"1 r ^- l{ï+ I^+•••+^)1^•••^
\ 2 " / J^n—t L 2 1

/_i^-1 r^ r r2"!
= ———T-——7—————— / ^r15 i + - V—dr^-^l^rf^^JLVo / L d

\ 2 /
( changement de variable : r == 2 sh - )
\ 2 /
(_i^-i /130 / /

= , v /———— / F^-1 ^ch^] sh-2 - ch - dt.
^-i)-p/n—i\Jo J L -' 2 2

7T- 1 ————
V 2 /

Or, d'après (9) ci-dessus, on a

(-i^Fr^ch^-^-rMJf^-^y-cos^}^
d'où vient finalement

(10) f(e)= rf(y)^(y)dv,
^ ( }
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avec

(n) c^)=-———l-———— f)Y~ Idy - lcos^lsh"-2<ch^/.
^-^)-p/n—iWo \\^dt] \ 2 2

7T- 1 ————\ 2 7
LEMME 4.2. — Pour p == i, 2, . . . , on a

/ . /—i d Y , (p—i)î , r^ cosvn; ,(12) [ — r - i - n ] cosvt==—-———vshnvi , - ,———drr.v / \sht dt/ TT J^ (cht+chxy

DÉMONSTRATION. — Par le calcul de résidu, on a

C ' ^ cosvx , 'nsmvt TT /—i d\1 i,, ,—ï— dx == -.——,—; == —,— —i—, -r, cos ̂  ï,J^ cht + chrr shTr^sh^ ^ sh7r^ \ sh^ d^/

d'où résulte (12) par dérivation successive.
Si l'on porte (12) avec p == n—i, dans (11), et échange l'ordre

d'intégration, il vient

T^/ x i , ^ ^ sh^^tch^t, . 1 (n—i)vsh7T:v r ^ 2 2 ,, ,c^(^)==—^———^———— / cos v x I , - , ,—,—^—-dtdx;
^'^^(n—ï\J. Jo (chf+ch^-1

TT- 1 ————
\ 2 7

on peut évaluer l'intégrale intérieure, en posant u = ch - x sh - t (pour a;
2 2

fixé), ce qui donne

^^J^^^y/2/^-l r(n — i) ch71-1 T .r;

par suite, on a (c/'. [19], p. 8)

p / n — 1 \1 ———— y ShTTV - ^
/ \ \ 2 / F cosva; ,

^M-————r———— / ————dx

^n-l^^ ^o ch^-11^
2

rf^W^+^W"^-^
= v 2 / v 2 ' •v 2 -/ . Sh7:.

27ri("+3'^(n-I)

ou encore

r^+^W"^-^
( 13) &)„ (v) = ———2—————L^——a—————^ vshTiv.

^ - ^ + ï " T ( l n }\ 2 /
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Compte tenu des formules

r^+f^rf 1 -^^— 1 - , r(i.)r(-f.)=——,
\ 2 / \2 / chTTy V / V / ^ShT:^

on obtient finalement le résultat suivant :

THÉORÈME 4.2. — La mesure positive intervenant dans la formule
de Plancherel pour les fonctions invariantes est de la forme û^(v)dv,
dy étant la mesure de Lebesgue sur la demi-droite o ̂  v < + oo, et

(i3). e.,„.(.)=^+f IY^..^+f2m-3y) ^th^ .,
\ V a / y \ \ a / ^"-^'"(m—i)!

/ ^ / ^ v^^+i^.-.^+^—lyorn!(13), co,,,^)=-^———7^^)^:.———/-— pour m^i.

Remarquons qu'on déduit de

/'(e)= F f^)^)d^
J Q

la formule d'inversion de la transformation sphérique comme suit :
pour f(g) dans A, considérons la fonction fi également dans A définie
par la formule suivante :

A W - ff(guh)du.
^ K

Calculons sa transformée sphérique :

f, (y) == ff, (h) ̂  (h) dh = ff(gh) ̂  (h) dh (s = n^ + i.)
vG t-7G \ ^ /

= ff(h) ̂  (g-1 h) dh = Cf(h) Ç, (g-> kh) dh
^ G ^ G

= ffW ft, (ff-'AA) dk dh = f f(h) Ç, (g-') Ç, (h) dh;
«^G ^A' «^^

comme ^s(g~') = Ç,(â') pour s = 1 + l'y, on a

/'.('•') =^)^);

d'autre part, on a évidemment fi (e) = f(g), d'où la formule d'inversion :

04) f(g) -fî^) Ci ̂ _^(9) ""(^ dy-
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§ 5. POSITIVITÉ DES FONCTIONS SPHÉRIQUES.

1. « Série complémentaire » de représentations unitaires irré-
ductibles. — Nous avons construit (théorème 3.i) une série de repré-
sentations unitaires irréductibles du groupe G+(n), dans l'espace hil-
bertien L2 (5'/^~J), l'opérateur U^, pour gç. G = G+(n), étant défini
par la formule

(1) (U^) (x) === a(^-', x)-^(^-1. x) pour cpeL2^-1),

avec s = 1 (n—i) + iv. Dans les cas 7 2 = 2 , 3, on sait, d'après les

travaux de BERGMANN fl], et de GEL'FAND-NAIMARK [9], que, pour
certaines valeurs réelles de paramètre s, il existe une fonction ^s (x, y)
définie sur S"-1 X S^ telle que

(2) <^^^=f ( ?(x)^W^(x,y)^(x)d^(y)
t/j.n—l J^—1

définit un produit scalaire dans l'espace vectoriel LÇS^) des fonctions
continues sur 5^~1, et que, dans l'espace hilbertien complété de L^S^)
par rapport à ce produit scalaire, la formule (i) définit encore une repré-
sentation unitaire irréductible de G+ (n) (la « série complémentaire »).
Nous allons démontrer ici l'existence d'une série analogue dans le cas
général de G+(n).

Si l'on remonte de l'espace homogène S'1-1 w KfM au groupe K,
cela revient à montrer qu'il existe, pour certaines valeurs de s, une
fonction 0, (u, v) définie sur K x K, invariante à droite par les éléments
de M :
(3) ^s (um, vm!) == ^s (u, v) pour m, m' € M,

satisfaisant aux conditions suivantes :
pour cp, ^ dans L (K), l'intégrale

(4) < ?» ^ >.̂  I 1 ? (") ̂ ) ̂  (", v) du du
^ K J K

définit un produit scalaire dans L(K),

pour tout gç. G, l'opérateur U^ défini par (i) est unitaire, c'est-à-dire

(5) <^cp, ^>.=<?,^>..

En particulier, la fonction ^(u, v) doit être intégrable sur K x K,
puisque la fonction constante i est dans L (K).
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Supposons donc qu'il existe une fonction intégrable <Ï^(u, u) satis-
faisant aux conditions ci-dessus. Tout d'abord, la condition (5) pour
les éléments kçK, signifie qu'on a

j ? (") ̂  (p) ̂ s (u, v) du du

= j ? (Â>-1 ") ̂ (Â:-^) ̂ s (u, y) rfu dy= j j ^ (u) ̂ (u) a>, (/eu, kv) du du

= |jf PW^RïO ^s(ku, ku)dkdudu= lT^(u)^(u) C^^ku-^i, k)dkdudu,

ce qui signifie qu'il existe une fonction intégrable F, (u) sur K telle que

(6) < cp, ^ >, == f f cp (u) ̂  F, (y-i u) du dy,
J K J K

et, à cause de (3), telle que
(7) F s (mkm') == F, (k) pour m, m' ç. M.

Écrivons maintenant la condition (5) pour g == a, :

(T cp (u) <J7(P) F, (y-1 u) du dy

= (j e-81 ̂  ̂  9 (Ua^ e-'51 ̂  ̂  ̂  (Ua_) F. (y-1 u) du du (u -> Ua)

= tî e-'1 ̂  ̂  cp (iia^ e^-^l ̂ f-) ^7(v) F, ((p^)-' u) du du,

quelles que soient les fonctions continues cp, ^; on a donc

Ç 9 (u) F, (y-1 u)du== ( e-81 ̂  ̂  cp (Ua_,) e^-^i ̂  ̂  F s ((^)-1 u) du,

puisque les deux membres sont des fonctions continues de u; en
particulier, on a, pour u = e,

f cp (u) Fs(u) du = f'e-^-^+O?-/^ ̂  (^ ^ p. (u) du (u -> u,,)

== f e^-^l ̂  M)+ ̂ -7Î+1)/ cp (u) F. (uj du,

ou encore, en vertu du lemme 1.2, et à cause de (7),

f f I pOnuôm^F.^sin^Odmdm'dO
JM ^ M ^0

—. \ \ \ p[s—n+i)t(at,muQm')+(s—ft-}-i)t

^ M ^ M ^Q

X cp (muem') F, ((mu^m')a) sin71-2 6 dm dm' dO,



GROUPES DE LORENTZ GÉNÉRALISÉS. 33^

quelle que soit la fonction continue cp sur K; or on sait que

/ (a/, miiQ m') = t (a^ uo) et (muo m')^ = m (uo)^ m',

pour m, m'çM (voir lemme 3.1), d'où résulte qu'on a

(8) F, (UQ) = e(^4-iK(^o)+G-/^ ̂  ((uo)J,

presque partout dans l'intervalle 1 : o ̂  0 ̂  TT. Pour chaque f réel,
il existe donc un sous-ensemble N (t) de mesure nulle de 1 telle qu'on
ait (8) pour tout 9eJ—N(0; soit (^; p = i, 2, . . . ) un sous-ensemble

dénombrable partout dense de R, et soit N == \J N(^); alors N est

de même de mesure nulle, et l'on a (8) pour tout O e J — N , e t ^ = = ^ ,
p == i, 2, . . . ; il existe donc au moins un Ooê J — N, o < Oo < TT,
tel que F. (u0o) soit fini, et qu'on ait

(9) F,(u^) == ^-^^(^'^o)^^-^1)^^,^^^^,

pour p == i, 2, .... D'après le lemme 3.1, on sait que, si u^' == (iiQ)a,,
on a

^_ ch^cosO + sh^ . sinO
cos9 - c h f + s h / c o s O 5 sm6 " ch f+sh fcosô 5

et
^ ^ ' " û ) = = c h ^ + s h f c o s 6 ;

par conséquent, il est facile de voir que si l'on a

tg(x/2)=^tg(6/2),

cos0^= cosxsinQ^ sinx et cht + sh^cosO == sin6/sinx; si l'on pose donc

(10) ^ = 2 Arctg(e-^ tg(6o/2)) (p = i, 2, ...)

on a

^^-(sr-'d^r-^-^ ^•.'.-)
ou encore

F, (u,̂ ) = C(sinx/,)•'-"+• (tg'̂ /2))-"+'
1 / -\ 1 / - \

^ / , \ - \s — s ) - \s -+- .s-; — n -+• 1
== C(l + COSX/,)2 (l ——COSX^) 2 ,

pour p == i, 2, ... ; comme l'application x == 2 Arctg^ tg(0o/2)) est
un homéomorphisme de —oo < / < + oo sur o < x < 7:, la suite (x^)/^,
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forme un sous-ensemble partout dense de I , d'où résulte qu'on a,
si s = a- + i^,

(n) Fs(iiy) = C(i + cosx)^(i—cosx)'7-^1 presque partout sur I ,

où C est une constante non nulle. On peut donc désormais supposer
que la fonction F,;(k) est définie par la formule

Fs(mu^m') = Fs(iiQ) == C(i + cos0)^(i—cosO^-724-',

pour o < 0 < TT, si s == o- + i ̂ .
Si l'on fait intervenir maintenant la condition (4), on a

j ? (") POO ̂  O^ ") dudu== f F,(u) ^ * cp (u) du ̂  o,

pour tout 9 dans L (K), ce qui signifie que F,(u) est de type positif;
par suite, on a F,(u-1) == Fs(u), ou d'après la forme de F,,

C(i + cos 6)^(1—cosO)'7-^4-1^ C(i + cosCO-^i—cosO)^-^-',

ce qui entraîne qu'on a
v == o et C == C;

on a donc

(12) F. (u,)) == Fo (uo) = C (i — cos ô)^-^1, 5 = Œ réel, C réel.

La constante réelle C doit être positive, car pour une fonction réelle
positive continue 9, l'expression

<^>.»F.(^^(^^C^^^^-^^<»
\ 2 y

est de même signe que C.
Pour que l'intégrale (6) existe pour cp, ^ quelconques dans L (K),

il faut et il suffit qu'elle existe pour cp == ^ = ^o, où ^o (^) = i pour
tout kçK, ce qui signifie que l'intégrale

r" sin^Qde
J, (i—cosô^-1-^

converge; cela exige donc que o->- (n—i) , et alors l'intégrale est
égale à

^-.rQ(n-i))r(a-^(n-i))

T ^ ) '
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Posons

^ c - ______7rir(Œ)
{16) U(T—————————————7————_———————T»

^-1 r (n/2) r( a- — - (n — i) )
\ 2 /

et prenons C == C^, pour normaliser :

(l4) < ^ o , ^ o > a = I .

Avant d'aller plus loin, vérifions que notre fonction Fa :

(12) Fa^mu^m') == Fa(uo) = CaO—cosô)0-^1 pour m, m'eM,

avec Ça définie par (i3), et o- réel et > ~(n—i), satisfait à la condi-

tion (5). Pour cela remarquons qu'on a

FaÇu-'u) == Ca(î—uii^ii—«21^1—.. .—Uni^i)'7^4"1,

où Upq, Vpq désignent les coefficients des matrices u, u; en effet, si
k = mu^m', avec m, m'çM, alors kn == cosô, et pour u, uçK, on a

(y-lu)^== UnU^+.^+ UniVnl,

d'où notre assertion. Il suffit évidemment de vérifier (5), dans le cas
où g = a/, et alors cela revient à vérifier l'équation fonctionnelle suivante
pour Fa :
( 15) Fa ((Va)-1 lia) = C^-1-^t (atl u} + (/^-l-') t (at' p) FO (u-1 U),

pour tout couple (u, y) avec u^v, or, si l'on a

u == miUQHiî, v == msiiy.'m^ avec m^ ..., m^çM,

alors, d'après le lemme 3.i,

via, == mi UQ'mî, v^ == ^î.3 "x/^4,

avec
^(^,a)^ ch f+sh fcosO, e<(^^= ch^+shZcosx,

., ch^cos6+shf . ., sin6cos6' ===——;—-———r-y sinQ = , , ,—,—ï——TT?chf + sh^cos6 cht + sh^cosô
, ch^cosx+sh^ . , sinxcosx'=-.—————î sinx'==——————;cht + shfcosx cht + shZcosx'

par suite, si l'on pose m==m~^m^ on a

Fa(v~^u) == FaÇu-^muo) = Ca(î—(cos 9 cosx + sin9 smy.m^))^-^
BULL. SOC. MATH. — T. 91, FASO. 3. 22
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et

Fa{(Va^Ua)=Frj(u—vjmU^)

_ r (ch^cosQ+sh^chfcosx+shQ+m^sinOsinz"]^-^1

= L f J \ l ~ ( c h ^ + sht cos6) (chf + shf c o s x ) J 5

d'où résulte immédiatement (i5).
Il nous reste maintenant à savoir si la fonction Fa satisfait à la

condition (4), c'est-à-dire si (6) définit bien nne forme hermitienne
positive. Nous allons montrer qu'il en est ainsi si et seulement si o- ̂  n — i.

Considérons pour cela l'algèbre A (K) des fonctions continues sur K,
invariantes à gauche et à droite par les éléments de M, le produit de
deux fonctions cp, ^ étant défini par le produit de composition

cp*^)= rcp(/cZ-')^(OdZ.
^K

C'est une algèbre commutative; en effet, pour toute fonction 9 de A (K),
on a

cp(/c-')=9(/c),

puisque, si k == mu^m\

k-' = mr~î u_Qm-' = (m'-'mo) uo(^1 ^-1),

avec mo = exp (7:X2;î); la commutativité s'en suit, comme au cas de
l'algèbre A (G) (voir § 1, remarque 2). Soit X l'ensemble des caractères
unitaires a de A (K), i. e. des homomorphismes a de A (K) dans C,
tels que

a(^)=a(cp), a(cp)|^f|cp(;0 .̂
^A'

A tout a e X, il existe une fonction a (A:) continue et de type positif
telle qu'on ait

(16) a (cp) == j cp (/c) a (k) dk pour cpeA(K).
^A:

D'après la théorie spectrale des algèbres unitaires commutatives, il
existe sur l'espace localement compact X (discret et dénombrable dans
ce cas) une mesure positive m (donc une mesure discrète) telle que la
fonction 9 (a) == a (9) sur X soit intégrable pour m, et qu'on ait la
formule d'inversion

(17) ?W= f?(^)aWdm(a)=^Caï(a)a(A),
J x a ex
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pour tout 9 e A (JT). On a

c.=m({^})==( f\oc(k)\^dk\\
^K )

parce que les différentes fonctions a (k) sont deux à deux orthogonales.
Ces fonctions a (/c) de type positif sont de plus élémentaires. De façon

plus précise, il existe, pour chaque aeX, une représentation unitaire
irréductible (de dimension finie) de K, soit k -> T^ dans un espace
hilbertien E^ (de dimension finie) telle que :

i il existe un e^çE^ de norme i, tel que T^ e^ == e^, pour tout
me M (la représentation T^ est donc de classe i par rapport à M);

ii si T^x==x, pour un xçE^, quel que soit m G M, alors x est
proportionnel à e^;

iii on a
a (A:) == ( T^ ̂ , ^ ) pour tout A: e 7 .̂

Autrement dit, il y a une correspondance biunivoque entre X et un
ensemble R des représentations unitaires irréductibles de K, contenant
exactement une fois la représentation triviale de M, et les fonctions a (A-)
ne sont autres que les fonctions sphériques zonales associées à ces repré-
sentations [toute représentation de R peut être réalisée dans l'espace
L^KlM); il existe un système de fonctions continues cpi (A:), . . . , cp,.(/c)
dans L (KfM) qui se transforme suivant T0' pour îp(u)-^9(Â:-'iz);
la fonction zonale est l'unique (à un facteur constant près) fonction
qui est invariante par les T^, me M]. Or, ces fonction zonales ont été
déterminées par E. CARTAN [4] : elles sont paramétrées par? = o, i, 2, . . .
et l'on a

(18) a/,(A:)==a^(uo)=P/,(cosO) si Â^muom', avec m,m'eM,

où P/,(Q est la solution (polynôme en t) de l'équation différentielle
(19) ( i—^)P ; (0—(n—i)^P^ (0+p(n—2+p)P^ ( / )=o ,

satisfaisant à P^( i )=i . Par conséquent, on a

(20). P^=^Pi^C^({) p^, ^^

et
(20)2 Pp (cos 0) = cosp 0 pour n == 2,

où pour un nombre réel a ̂  o et pour un entier p ̂  o, on pose
a,=T(a+p)IT(a),

et C^ désigne les fonctions de Gegenbauer (voir, par exemple, MAGNUS-
OBERHETTINGER [19], p. 97).
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Remarquons, en passant, que si l'on désigne par ^ le caractère de-
là représentation T^p, on a

f^(lkl-^dl=^WI^(é).
^ K

Par suite, on a, pour cp e A (Jï), le développement suivant :

(2I) ?W=2c/?a^a^Â')î^P ^p\^) ̂ p\
p^o

avec

i/c^= f ^p(k)\2Cp== ( ^n(k) Vdk
^ K

^rQoi-i))^"-2)
2 / -" / l(n_2l Y-r(n/2) / p! y r^l^
i (,C2 (cos9)^ si^-'-Oden—2)./ ./ \ P^rcrn—i)?^""'^ ^

, 2
^n

OU

^ ,̂ ("̂ ^± )̂ [p=o,x,.,...(n^3)],

(22)2 Co == i, Cp == î- pour p = i, 2, ... (n === 2),
2

puisqu'on connaît la valeur de l'intégrale à cause de la relation d'ortho-
gonalité des fonctions de Gegenbauer (/oc. cit., p. 98).

Soit maintenant <y une fonction continue sur K telle que cp (km) = cp (k)
pour tout me M; alors la fonction Ç^q? est dans A(K) et donc on a,
d'après (21),

(23) ^ * ? W) = ̂  Cp ^p (? * ?) ^p W,
p^o

ce qui entraîne qu'on a

^P^-Y^^?*?) f^p(k)F^(k)dk
p^ JK

^(Sn) ^ DÎ /^C^'^cosô)^-^-c•,ç l̂c'«'(î̂ )(„é);X ;.-L.).-.rfe-
\ 2 7

On peut évaluer ces intégrales à l'aide d'une formule connue (voir [19],
p. 100, tout en haut de la page), et l'on obtient finalement, en tenant
compte de la normalisation de la constante Ça par (i3),

(24) ^P).^^"1"^^^).
-̂ ™ °p

p^o
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Comme cn.p (k) est de type positif, ^p(^-k^)^o, pour tout p^o;
on voit ainsi, d'après (2/4), que la condition (4) est remplie, si et

seulement si — — — < o " < n — i . D'ailleurs, si <(cp, ^y^== o pour une
2

fonction cp, on a cn.p (^ ̂  çp) === o pour tout p, d'où ^ ̂  cp (A) EE= o, cp =E o.
Par suite, la forme hermitienne en question est non-dégénérée. Pour
cr === n—i, on a

l r 2
<cp, 9>/z-i=Coao(^9)= ^ ( k ) d k ,

I ^A:

donc la forme est non-négative, et elle définit la représentation triviale
de G.

Remarquons qu'on a, d'autre part,

(25) (cp, 9)= f]?(Â•)] 2dÂ•=Ç*cp(e)=V^^(^cp) .
t//r "̂ ""

y^o

Comme on a

(n—i—^ ^ _'— i»
o-/. —

. 77——1 , -i • .si ——— < <7 ̂  n — i, il vient2

(26) <9, cp^^(cp, cp) pour tout cpeL(K/M).

Soit maintenant S€'7 l'espace hilbertien formé par les (classes des) fonc-
tions mesurables cp invariantes à droite par M telles que <^ cp, cp ^o < + °°»
le produit scalaire étant défini par

/ \ / » \ n C F ^(u)^(v)dudu
(27) <^^^^J,(._(J,+Y^^^

et considérons la représentation de G dans ^e^ définie par la formule (i),
avec s == o". On sait qu'elle est unitaire; montrons qu'elle est irréductible.
Soit 2C" le sous-espace vectoriel engendré par les U^ ^po (^o est la fonction
constante i), et soit ^ son adhérence dans SC^. On démontre par le
même raisonnement que dans le cas de la série principale, que la repré-
sentation de G sur ^t' obtenue par restriction de U^ à ^C' est irréductible.
Or on sait que Qi" est partout dense dans L^X/M) (proposition 3.2),
donc en particulier, Q^" est partout dense dans L(KJM) pour la norme
(9, 9), a fortiori pour la norme <(cp, cp)>^, à cause de (26). Par suite,
Qt' contient L(K/|M). Or ce dernier est partout dense dans ^(7, d'où
^ === ̂ , ce qui démontre l'irréductibilité de U^ dans ^(7.
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La représentation U^ est encore de classe i (par rapport au sous-
groupe K), et sa fonction sphérique associée est égale à

< U^o, ^o>o= Ça f fe-^^'^F^u^^dudu
^ K ^ K

= fe-^^^duC^ fF^u)du=^(g),
*-/K J K

puisque

CafFa(v)dv=^,^\=î.
^ K

En revenant sur la sphère S^ w KfM, on peut donc énoncer :

THÉORÈME 5.1. — Soit a- un nombre réel tel que ^(n — i) < o- < n — i.

Soit ̂  le sous-espace vectoriel de l'espace des fonctions mesurables sur S^,
formé par les fonctions <p(x) telles que

LX-.(^((^)y-l-g^(x)^(y)<+oo'
où

(x, y) == x, y , +.. . + Xnjjn, pour x, y e 5"-1.

Alors la formule

(.8) <^>.=C./- f ^^^)d^
JSn—1 ^S'1—1 \ ——— V 9 Jff

pour c?, ^ dans SC^, définit une structure d'espace hilbertien dans ^.
Si Von définit, pour gç. G,

(29) (£/Jcp) (x) = a (g-\ x)-^ 9 (g-1 .x) pour 9 e ̂ ,

a (g, x) = e1^^ étant défini par la formule [3 (i3)], alors g—^U^ est une
représentation unitaire irréductible de classe i du groupe G+(n), et sa
fonction sphérique associée est égale à ^<j(o)'

COROLLAIRE. — Les fonctions sphériques ^^(g) sont de type positif
si o ̂  o- ̂  n — i.

DÉMONSTRATION. — Pour - (n—i) < o-< n — i , cela résulte du
2 /

théorème ci-dessus; pour o- == n — i , Ç"o.(^)=i est trivialement de

type positif; enfin, pour o- == - (n—i), ^(g) est associée à la série

principale. Pour o^a^-(n—i), il suffit d'utiliser l'équation fonc-
tionnelle [3 (i5)].
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2. Positivité des fonctions sphériques. — D'après le théorème 4.1,
toute fonction sphérique de classe i du groupe G+(n) (par rapport
au sous-groupe K) est de la forme ts (g), avec un paramètre complexe s

convenable, et elle est de type positif si ou bien Re(s )=- (n—i)

(la série principale), ou bien Im (s) == o et o ̂  s ̂  n — i (la série
complémentaire). Nous allons voir maintenant qu'il n'y en a pas d'autre
de type positif.

PROPOSITION 5.1.

(i) Si o^Re(s )^n—i , on a

(3o) \^s(g) ^i, quel que soit gç. G;

(ii) Si Re (s) < o, on a

^n—i \\
271-2 r (n / 2)

1
7T2

F/"—i
\ 2

r(n—i
,\

)
—s)

-Re (.s) t(3i) |^)[- pour f->+oc;e^

(iii) Si R e ( s ) > n — i , on a

(32) |^(^)[.
2^-^(71/2)

1
Tr"2

rYs\
r(s)

n—
2

i\
^ g-Re(n-l-^)< p^ t. • 00.

DÉMONSTRATION. — On a, d'une façon générale,

[ ^ (^) I ̂  Ço (^), pour tout g e G,

si Re(s)==o-; si o ^ o - ^ n — i , Ç^(^) est de type positif, donc
Ço (9) ^= Çcr(^) == i, ce qui démontre (i). Comme (iii) résulte de (ii)
à l'aide de l'équation fonctionnelle, il suffit de montrer seulement (ii);
d'après la formule [3 (19)], on a

Ç.^) = ch-^F/^ s+- [; n; Wt\
\ 2 2i 2i J

. - ( n s s +1\et, comme on a Re - — - — ——— > o,
\ 2 2 2 ]

,. p / s s + i n \ ^ ( s s+i n \
llm 2F l(2?~^ ;2 ; th^==2Fl i2 î -^ - ;2 ; I)/-^-+-x \ ^ 2 2 / \ 2, 2 2 /

-f^rf^^-.r f^ r r -
\ 2; \ 2

7r^r(n—i—s)
• ^li---h
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et, par suite, lorsque / -> + oo,

271-2 /n\ ^( I (^—I)—S)
[^l-^.r^) \2 . . / e-̂ -,k \^)\ l\n-i-s)

Supposons que ^s(g) soit de type positif. La proposition précédente
montre qu'alors on a o^Re(s)^n—i, car sinon ^ ne serait pas
bornée. De plus, on doit avoir

^ (r1) = ̂  (.̂ ) = Çï (9) pour tout ^ e G ;

en particulier, pour g == ai, on a Z,(chf) == Z^(chf), et l'équation
différentielle [3 (22)] entraîne que

s(s—n + i) ==s(s—n + i),

ce qui signifie bien que s est soit de la forme ——— + i^, soit réel.
On a ainsi démontré le théorème suivant :

THÉORÈME 5.2. — Les seules fonctions sphériques de classe i et de

type positif sont les ^s(g) avec soit Re ( s )==^(n—i) , soit ïm(s)==o
2

COROLLAIRE. — Toute représentation unitaire irréductible de classe i
du groupe G+(n), par rapport au sous-groupe K, est équivalente à une

représentation de la série principale U2 n l , \>^o, ou à une repré-

sentation de la série complémentaire Ve, avec - (n—i)<o'^n—i.
2

Les représentations de ces deux séries sont deux à deux inéquiualentes.

DÉMONSTRATION. — La première assertion est une conséquence
immédiate du théorème précédent, vu la correspondance biunivoque
entre les fonctions sphérique de type positif et de classe i, et les classes
de représentations unitaires irréductibles de classe i. Pour la seconde,
il suffit de remarquer que les fonctions ts{g), avec

(33) s = = — — — + î ^ ^^o ou s réel et — — — < s ^ n — i ,
2 2

sont deux à deux distinctes, ce qui est évident, puisque l'application
s-^s(s—n + i) de l'ensemble des s définis par (33) sur les nombres
réels ^o est biunivoque (on rappellera que — s (s—n + i) est la
valeur propre de la fonction propre ^s(g) de l'opérateur de Casimir ^2.)
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§ 6. UNE SÉRIE DE REPRÉSENTATIONS IRRÉDUCTIBLES.

Nous allons construire ici, généralisant ce que HARISH-CHANDRA a
fait dans le cas n = 2, une série (dépendant d'un paramètre entier) de
représentations irréductibles du groupe G+(n), pour n^3. Contrai-
rement à ce qui se passe dans le cas n == 2, ces représentations ne sont
pas de carré intégrable.

1. Construction des représentations. — Considérons la repré-
sentation U-'71 de G==G+(n) dans S€ == L2^-1, p) définie par la
formule [3 (i4)L avec s = =—m? m un entier non-négatif. Nous allons
montrer qu'il existe un sous-espace ^m de dimension finie de S€, stable
pour t/"77", tel que les représentations de G dans X7", resp. ^C/JC771 (espace
hilbertien quotient) définies de façon canonique par U~'n, sont irré-
ductibles.

Remarquons tout d'abord que Ut,"1 = U/c est un opérateur de trans-
lation à gauche par k~1 :
(i) [U-^fî^^f^.x) pour /e^e.

Soit W le sous-espace de ^C formé par les fonctions sphériques d'ordre p
au sens classique (ce sont des fonctions définies sur S71"1 par restriction
des polynômes homogènes harmoniques de degré p). Il est clair que W
est stable pour les U/,, kç.K, et l'on sait que la représentation de X
dans W ainsi obtenue est irréductible (pour n^3); c'est là en effet
la représentation de classe i de K par rapport au sous-groupe M, corres-
pondant à la fonction zonale v.p(k) mentionnée dans le paragraphe 5.
[Pour n = 2, c'est une somme directe de deux représentations irré-
ductibles.] Désignons par Î)P la classe de cette représentation (classe
suivant l'équivalence unitaire bien entendu); pour p ̂  q, on a donc
Î)P ̂  î)y. Il est clair que, dans la notation de HARISH-CHANDRA [13],
W est le sous-espace 3€^p des vecteurs de ^C qui se transforment
suivant Î)P. On a dim(X^ < 4- oo, et, par suite, on a W^=W,
si l'on désigne par W le sous-espace des « well-behaved » vecteurs de ^€
pour [/"^(voir Zoc. cit., théorème 4, lemme 3.1, et aussi la démonstration
du lemme 3.4); on remarquera, d'ailleurs, que la représentation U^"-
est permise (« permissible ») car le centre de G se réduit à l'élément
unité). Une base orthogonale de W peut être donnée de la manière
suivante (voir, par exemple, MAGNUS-OBERHETTINGER [19], chap. IV,
§ 8) : désignons par 1^ l'ensemble des suites P de n — i entiers

p=:=(P»Pl» . . . , Pn-ï)

telles que
P ̂  Ri ̂  . . . ̂  P/z-3 ̂  | Pn-î 1
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^o); introduisons, d'autre part, les coor-

XY == cos6i,
x. == sinOi cosO-),

(2)

avec o ̂  O/

( x^ = sinOi s in6.^ . . . sin0,,_2 cosx,
Xn == sin 61 sin 6 . ^ . . . sin ̂ ,,-î sinx,

7:, pour i ̂  i ̂  n — 2, et o ̂  x < 2 TT.

On définit alors, pour chaque P€J^, une fonction sur S'1-^ comme
suit :
(3) Y?(x) = Y/",/,,,...,/,,._,(x)

== P^^COSOOP/^XCOSÔ,) ... P î/̂ cosO,.̂ )^-.-.7-,

où les fonctions P^y(f) sont définies à leur tour par

(^ P^ 0} - ̂ (P+ I)^( r) c'-'-- (t}^) r p , ii W — r (p + r) '" '
et

(5) P/;;,(0=(I-(•2)^^P^)o(0

--^^^^^(-^-^•-(O.

à l'aide des fonctions de Gegenbauer C^(f). L'ensemble de ces
(^ -L n __ g) !v ' .—^(2D+n—2) fonctions 'Y'pf-s.) forment une base ortho-(n — 2) ! p ! v ' / •
gonale de W\ la relation d'orthogonalité des fonctions de Gegenbauer :

(6) f sin2" 0 C;; (cos 9) C;; (cos 0) dO

si p ̂  q

si p=ç ,r ( 2 f + p ) ^
( 22/-l(r+p)p!(r(r))2

permet de vérifier Forthogonalité de ces fonctions et de calculer leurs
normes : on a

(7) Y^ll^f lY^x)!-2^)

_ L T fi
'.(iV ""J '&,(i

yn
JL pï Pi,...,pn-,(0,, ...,6,_,,x)[2

X sin71-2 Oi sin^-^ 0 ^ . . . sin9/,_2 d9i d O . i . . . rfO/,-2 ̂
= C(n)D(n; p, pi)£'(n; pi, ..., p/z-s),
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où Sn(î) désigne l'aire de la sphère S^1 de R", et

(8) c(n)=^^'l-^)(n-3•^(^){^(;)^(^...^(n__)j2,

(9) D(n:p.F.)- (P-P•+ I)(P-P'+2)•••(P+P'+ / l-3)
((p+I)(p+2)...(p+"—3))2(p+"

n -
n— 2

(10) E(n;pi,...,p,,_.)

_ (p,,_:, + pn-î \ ) !

P«-+^)(P«-3- P«-2|)l

x P/l Y r(py+p^i 4-n—2—j)n7=T| ̂ ("-^W (p+"̂ )o,-p,..)!
1 \ 2 /

on conviendra que, dans le cas n = 3, on remplace pi par | pi dans (9),
et que E (3; pi) = i quel que soit pi.

PROPOSITION 6.1. — Soit X^ la somme directe des sous-espaces W\
pour o^p^m; alors ^m est stable pour la représentation U-111- de G.

DÉMONSTRATION. — Comme tout élément g de G s'écrit sous la forme
kâik' avec k, k' dans K, et que chaque W est stable pour les U / , " 1 ,
kçK, il nous suffit de montrer qu'on a

L^^Oc1'^ q^l q^ soit i réeL

Or, si x^ = ûz.x, et si (61, . . . , 0^_o, K ' ) désigne les coordonnées polaires
de x', il est facile de voir qu'on a

shf + chfcos6icosO7 = ch/ + shZcosôi
(n) ^ . „ sinOi

} sln 01 = ~t~i~^—ï~4——r »» ch^ + sh^cosyi
' Oy = Oy (2 ̂ j ̂  n — 2), x' =-- x

Par suite, on a, pour P == (p, pi, . . . , p/^-s),

(12) ([/^Y^Oi, ...,0,_,, x)
. - , , , n \ Ttf» ^ /—sn^ + chfcosô= (cht — sht cos 61)^ PÏn~} —.-.——.——n-r\ v /^i ^ ç^^—shZcosOi)— ^pb/ (îh/pndfi V» D(^-2) / Sh^ + ch^COsQi\ p^_3) , A ^— ^cnr—snrcosuij ^,^ ^/_o^/r^cn \ ^r^ ^osu,^...

[on remarquera que a(^, x) === ch^ + sh^cosôi, d'après la définition
[3 (i3)]]. Pour montrer que Ua'^1 Y'p est encore dans JC7", pour Pç.1'^
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o^p^m, il suffit, en vertu des relations d'orthogonalité, de montrer
qu'on a

J^^YÏ, Y^==o,

quelle que soit la suite Çç^, avec ^JTZ+I. D-après la forme (12)
de la fonction Ua^ YÎ, il est clair que J == o, si

(Pi, P.-,..., pn-2) ̂  (^i, q,,..., q^,), où g == (^, q,,..., ^_,) ;

on peut donc considérer le cas où p / = = q ^ pour i^ j^n—2. On a
alors

J=Cte r\^t-shtcos)-( sin91 y1

^o / \ch^—sh^cos6j

X C^(/l-2)+/?l / — s h Z + c h f c o s Q i \
P-P^ \ ch/—sh^cos6i )

X sm^C^^^cosOi) sin^ôi d6i

ou encore, en faisant u == cosôi,

J = Cte fl(I—u2)/71+^'-3)(chf—sh^)—^
^—i

|̂ (^-2)4-^ ^——Sh/+ UChZ\ ,1 {n-2):+p,

XCP-P. [ ^t-USht J^-P. ("̂

or la fonction

F(u) = (ch(- shtu)'-P. C1 (n-2)+/'1 ̂ -^^"chf \
' / /'-/'. \ ch<—ush( y

est un polynôme de degré au plus m—pi; par suite, la formule

(12 bis) J ' (I—uî)îi"~l}F(u)C^\u)dll

— ^P- Ç ^ i .^+^^-') d^F ,
-(^±•)^i,<-°•) - »'"•

\ 2 /P-

pour ^ entier, ^ réel (voir MAGNUS-OBERHETTINGER [19], p. 100) entraîne
que J == o.

PROPOSITION 6.2. — Le seul sous-espace stable non trivial de X pour
la représentation U-711 est le sous-espace ôCm.

Avant de commencer la démonstration de cette proposition, il nous
faudra le lemme suivant :

LEMME 6.1. — Si Von désigne encore par U-"1 la représentation de 11,
l'algèbre enveloppante de l'algèbre de Lie go de G, associée à U^11 (repré-
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sentation définie dans le sous-espace 3€, =VWjp ==V^; voir HARISH-

CHANDRA [13]), on a la formule suivante :

(13) U^Y^ , = (p—m)(p+n—2)(p—p,+i)^ ; Y p,p....,p,^ (2P+n——2)(p+l ) ^P^P....,pn-.

_ p(p + m + n—i)(p + pi + n—3)
(2p+n—2)(p+n—3)J^-^...^-.

pour Vêlement Y == Yi == Eoi + •E'.o de go; on conviendra que le dernier
terme soit nul si p == pi.

DÉMONSTRATION. — Pour tout Fç.^, on a, d'après la définition

UYmF==}lm î. (U-a^ F - F ) ,
i-^O t

puisqu'on a ai = exp (tY) ; par suite, on, a en vertu des formules (3)
et (12),

Uï'"Y,"(9i, ...,9^,x)
_ / 'n—2\ p! (n—3)! - ,„ ,

=2 i^L(pT^Y^
x sin^OlP^) (cos9,) ... P^L,.|/,,._,| (cos9^) ev"-7-,

avec

L=L(9.)=limIf(chf-shfcos9.)^.C^.f-s^+chfcos9•)
<-^o t l . • ' \ cht—sh<cos9i /

—C^(cos9,)1,

où l'on a posé, pour simplifier, r == n 2 - Supposons d'abord qu'on
a p > pi; alors, il vient

(14) L =—(m—pl)cos9lC^l,(cos9l)+(Ç+^)'(cos9l)(—sm^6l);

or, on sait que

^C(,(x)=^C'^(x),

d'où

L = (pi — ni) x C/% (a-) — 2 (r + pi) (î — a;2) C'^ (x),

en posant : x = cosôi; à l'aide d'une formule de récurrence (voir [19],
p. 98) :

y. Cï. (x) = (p. — î + 2 v)xC^ (x) — 2 v (î — a;-2) C^ (a;),
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on peut transformer le dernier terme (prendre ^ = p — p i + i,
v = r 4- pi), et il vient

L =—(m + p +n—^xC!^\(x) +(p—p, + i) C^^(x);

de nouveau, par une autre formule de récurrence (loc. cit.) :

(^ + ̂ C'^(X) = 2(^ + ^ + I)XC^(X)——^V + fJL)C:l(^),

on arrive au résultat suivant :

_ (p—m)(p—p.+i )
~ 2(p +r) - ^/^-MCOSUl)

(p + m + n — 2) (p + n + P. — 3) ^,_^,
— ————————2(p+r)——————— C^-i)_^(cosU,) ;

la formule (i3) résulte de là tout de suite, en tenant compte de la défi-
nition des fonctions Y'p. Dans le cas où l'on a p == pi, il est clair que (i4)
se réduit à

L = (p _ m) ces 61 = ̂ "J) c[+p (cos 9 ̂

puisque C\ (x) == 2 vx, d'où résulte immédiatement notre assertion.

Démonstration de la proposition 6.2. — Soit c)1Z un sous-espace stable
et non-trivial de S€ pour la représentation U~^l. Remarquons tout
d'abord que, pour tout entier non-négatif p, on a ou bien S€^c3Vi, ou
bien <^c^1l1 (le complémentaire orthogonal de 3Vi dans 3C), puisque
la représentation k —^ U^"1 de K est complètement réductible et admet
les sous-espaces W comme sous-espaces irréductibles. Soient p, q deux
entiers tels qu'on ait Wc3Yi et W c ̂ îl1 ; comme JH est stable pour la
représentation U-'11- de G, on a alors

(£7^ Y^, Yy = o, quel que soit t réel,

pour P ç l ' p , et ÇeJ^; en particulier, on aura donc

([/y^o,...,.), Y^o,....o)=0,

ou encore, en vertu de la formule (i3),

/,^ ( p — m ) ( p + n — 2 ) . ^ ^ .
VIO; ———2p+/7——2——— ^^J'"——»' -^o,...^

_p(p+m+n—2) ,
- 2p4-n_2 ^-M,...,o» ->-y,o,. . . ,o^.
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Supposons maintenant que dim 3R < + oo ; alors p == sup (r; ^/ c^Fc) est
fini, et si Fon pose q = p + i, on aura Wc3Vi1, et d'après la formule (i5),
il en résultera qu'on a

(p—m)(p+n—2)
^^__^——— (^-i,o,...,o, V,,o,...,o) == 0,

puisque le produit scalaire du second membre de (i5) est alors nul;
ceci n'est possible que si p = m, donc JliCcX7» dans ce cas; si, de plus,
on avait 3Vc -^- JC7", il y aurait un entier g avec m > q ̂  o tel que <W c ̂ Tt1

et W^c^Yi, ce qui entraînerait, en prenant p == q + i dans (i5), la
contradiction p (p + m + n — s)/(2 p + n — 2) = o; on voit ainsi
qu'on a 3Vi == X771 dans ce cas. Considérons ensuite le cas où dimJll
soit infinie; comme on a supposé 3Xi ^- 30, il y aurait alors un entier q
tel que ̂ c^ll1 et ^+1 c^lc ; on aurait par suite la même contradiction
que ci-dessus, en prenant p = q + i dans (i5), ce qui exclut donc cette
éventualité.

COROLLAIRE 1. — La restriction de la représentation U-711 de G au
sous-espace stable JC^ est irréductible.

COROLLAIRE 2. — La représentation Û-"1 de G dans l'espace hilbertien
quotient ^/^m déduite de U-111 par passage au quotient, est irréductible.
Pour Pç.1'^ p > m, notons Y'p l'image de Y'p par l'application canonique
^,n de X sur zïe/JC7»; les Y'p, Pç.ï'^ p > m, forment alors une base ortho-
gonale de ^C/JC7", et Fon a la formule suivante :

(,^ ( fj-rn\ .y. _ (P—m) (p + n— 2) (p—p, + i) yn
( ) v }î / > - ( 2 p + n - 2 ) ( p + i ) — — — y / ; +

_. /p^ P(P + m + n — 2) (p + p. + n — 3) y,
^ ) (2p+n—2)(p+n—3) J•7>-î

avec
P+=(p+i,p^ ..., p.-2), P- = (p — i, pi, ..., ?,_,),

pour P = (p, pj, . . . , ?„_,), et s (P) = o si p = m + i, ou p = pj,
£ (P) = i dans les autres cas.

Il est clair que, si l'on désigne par SCP l'image de ̂  dans 3e/JC7" par
^,n, et si W est le sous-espace des vecteurs analytiques de 3C/cK7" pour
U-"1, l'on a

(W)jp/,= W pour p > m,
et donc que

(17) WX-)o = ̂  W^ = ̂  ̂ .
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Notre but est maintenant de démontrer la proposition suivante :

PROPOSITION 6.3. — La représentation irréductible Û-111- de G dans
^C/JC^ est infinitésimalement unitaire (au sens de Harish-Chandrd), c'est-à-
dire : on peut définir un produit scalaire nouveau dans (^C/JC^o, soit
< Yi, Y., > pour Yi, Y.. dans (^C/JC^o, de telle manière qu'on ait

(18) < UT Yi, Y^> + < Yi, UT Y,> = o,

quels que soient Xego, ^i, Î2 € (^C/J^o.

DÉMONSTRATION. — Définissons pour p > m, les nombres positifs
a (p) par les relations de récurrence suivantes :

a (m + i) == o, avec a une constante positive;

<'9) «(p+^P+^-^p), pour p^m+i.

D'après la remarque qui précède l'énoncé de la proposition, tout vecteur F
de (X/JC^o est de la forme suivante :

(20) F=^ ^CpYî,

où les coefficients c/^ sont nuls sauf pour un nombre fini d'entre eux.
Pour

F,==^ ^ri°Y?, (1=1 ,2 ) ,•;•
p~>mPç.l^

définissons le produit scalaire <^Fj, F^ )> par la formule suivante :

(21) <Fl,F2>=Sa^)Scpl)c?)IIY?112;

/^>m PÇI^

il est clair que cette définition fait de (X/JC^^o un espace préhilbertien,
et qu'on a (18) pour tout Xçîo (sous-algèbre de go correspondant à K),
car Ly est unitaire pour kçK. Calculons le premier membre de (18)
pour X== Y =£10+£'01 et pour Yi = Y'p et Ya == Y§; on constate
qu'il est nul si (pi, .... p/z-s) ̂  (^i, ..., ^-2), d'après la formule (16)
et la définition même du produit scalaire (21); on peut donc supposer
que pj == q/ pour i ̂ j ̂  n — 2, et de plus que q ̂  p, car l'expression
est symétrique en p, q. Si q ̂  p + 2 ou ^ === p, on trouve également
nul, parce que Ûy Y'p est une combinaison linéaire de Y? .̂ et Y'p_ et
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q 7^ p + i, p — i ; il reste donc à examiner le cas q == p + i : on a
alors P+ === Q, P == Q_, et, d'après (16), (21), il vient

S / 'f'î—în '\^fi v \ i / v/î T^r—jït 'ÇT'H \== \ UY Yp9 -t Q/ + \ YP, UY VQ/

^ (p —m) (p + n — 2) (p —pj + i)
û(p+i)||YiH[2

û(p)iiYï>ir2,
(2p+n——2)(p+l)

(p + i) (p + ̂  + ri — i) (p + pj + n — 2)
(2p+/2)(p+n—2)

puisque
V/Z ^Tit \ / ~\?ll •^711 \ ^-i.p_, yç/>==\yp, .yç^/==o,

et s (Q) == i, car q == p + i > m + i, q = p + i ^pj + i > pi; on
a donc d'après (7),

S==C(n)E(n;p^ ,..,p.-0

^ f^-^^-r^-.r+ -^(P + o^: p + -. >•.>
- "'+ ') V^î^ + "-^^w: P. P.)]

qui est bien nul, d'après les définitions de D (n; p , pi), D (n; p + i, pj)
et a (p + i), a (p). On a ainsi montré (18) pour Xeïo, et Y == Y] ;
or, il est facile de voir que les Xe</o pour lesquels on a (18), quels que
soient Yi, Ya dans (^C/JC^o, forment une sous-algèbre; comme les
éléments Xeïo et Y == Yi engendrent go, on a bien (18) pour tout X
dans go.

c. Q. F. D.

2. Non-intégrabilité des représentations. — La représentation
Û^1 de G dans ^C/JC771, définie pour tout entier m ̂  o, est infinité-
simalement unitaire, comme on l'a vu au numéro précédent; il existe
donc sur l'espace hilbertien V"\ le complété de l'espace préhilbertien

(^e/JC^o^V^ muni du produit scalaire < , > défini par (19),
/?>w

(21), une représentation unitaire irréductible que nous désignerons par
T77', ayant G-"1 comme la représentation infinitésimale associée de 11.
Rappelons brièvement comment on définit cette représentation (voir
HARISH-CHANDRA [13], théorème 9 et sa démonstration p. 233-289).
Pour un XeM, et un entier r> o, on désigne par exp,-X l'élément
i + X + X2/^ + • • . + X7//' 1 de 11 ; on montre qu'il existe un voisinage
ouvert convexe et symétrique U de 0 dans go (pour la topologie évidente
de go en tant qu'espace vectoriel de dimension finie sur R), tel que, si

BULL. SOC. MATH. — T. 91, FASC. 3. 23
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Oe^e/JC^o, la suite Û^.x ^ converge faiblement vers A (X)<D [défi-
nition de A (X) sur (^C/JC^o], pour tout XçU, et que l'opérateur
A (X) peut se prolonger en un opérateur unitaire défini dans V 1 ' , qu'on
note encore A (X); pour un gç G, on écrit ^ == (exp X,) . . . (exp X/),
avec Xi, . . . , X;e 17, et alors on pose : T'g1 = A (XQ . . . A (Xy);
on montre que cela ne dépend pas du choix des X/, i ̂  i ̂ j, et que
g -> T'g1 définit bien une représentation unitaire irréductible, dont
la représentation infinitésimale associée (de HI) coïncide avec Û-"1.
On a d'ailleurs, pour <I> e (^e/JC^o, ^Fe^"1 et X, Yeî7,

(22) < A (X)A (Y) <!», ̂  > = lim j lim < L^x ̂  r^, ^ > | ;
/j-^30 (y^oc / ' )

il en résulte facilement que, pour tout Xego, ^e^C/JC^o et WçV^1,
on a

(28) < r^yO, ̂ > = lim< U^x^ W> =y, J,<(î7^)/'<I», y>.7-->oo ^— rî
7-==0

En particulier, on a pour Pe J^, Qçl^, p, q > m, la formule suivante

/^ / \ / T/« ̂  ^"\ V1 ^ /^T'T-^^'^V^ V^\^24) \ - i a t ^ p 9 J-^/=^„»\\u î ' y y^ ^o/-
/'•=:o

LEMME 6.2. — Si P, Q e J^, ayec p > m, alors on a

(25) < Ta\ V'p, Yç> = ^ça(p)(l7,m Y?, Y?),

ou SpQ == i si P = Q, et = o si P ̂ - Q, et a (p) est défini par (19).

DÉMONSTRATION. — D'après la formule (24) qu'on vient d'établir
et compte tenu du fait que Y'p, Yç sont des vecteurs analytiques dans X
pour Î7-"S il suffit de montrer qu'on a, pour tout entier r ̂  o,

^y-)7'^, Yê>=^ça(p)((Uy-y-Y?, Yï);

or le coefficient de Yç dans {WY Y'p [qu'on calcule à l'aide de (16)]
est le même que celufde Yç dans^(W) Y?, [qu'on calcule à l'aide de (i3)],
puisque le facteur (p — m) annule les contributions provenant des Y'n
avec Rçl',1, r^m; on a donc

^L^Y^ y'Q>=a(p)((U-YmY^ Y'o).

d'après la définition du produit scalaire < , >; de plus, si P,ÇeJ^,

P = Q ^ (pi, ..., pn-ï) == (qi, ..., qn-î),
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d'où si P ̂  Q, on a
((^TY?, y^-o,

puisque les opérateurs (U^Y appliquent le vecteur Y'p dans un sous-
espace sous-tendu par les Yp avec R = (j, p,, . . . , p,^), j ̂ pi.

c. Q. F. D.

Montrons maintenant qu'on a, pour tout PeJ^, avec p > m,

(26) f f | < T^ Y^, Y?> |2 ̂  ̂  = a^ V | (^ Y§, y,) |.,^ V"
Â-irt^-2 -l-P? JL P/ \ ^1 '

^ ^A- V^ çe^.-/^ i/A' V^/o/ ^"

où d^ désigne la dimension de W.
En effet, les fonctions cp = Y'pf || Y?[[, PeJ;;, forment une base

orthonormée de ^?, et l'on a donc

^^== ̂ ^pW^
Qç^p

avec (c^ç(Â-)) une matrice orthogonale; il est clair que si l'on pose
î,p == ?m (Ç^), on a

Tnp==^c^(k)^À- -P===

çe^

puisque les représentations T'11 et ^-m coïncident sur (^/.X^o, lorsqu'on
les restreint au sous-groupe K. On a donc

< Tï^ Y?, Y^> l2/!! Y'W = < Tï: rçCp, Tï^ ̂ > |2

= ^ cçp(^) cç^(/c0 c^(^) c^,(/cj<T2:^, ̂ ><T^,^>,
ç.ç'^Tî'e/

d'où, en intégrant par rapport à ki, Â-a, on obtient

f f \ < Tï^ Yï, Y^> 2 ̂  dh = II Y?||^ V —— [ < T%, ̂ > |2,1 9 \ \ ^ ̂  Y'^ Y^> 2 ̂  dh = II Y?||2 V —— [ < T%, ?^
/ K J K Q^^
^K ^ K ^~ V^n)

en vertu des relations d'orthogonalité; la formule (26) résulte de là
immédiatement, à cause du lemme 6.2.

D'après la formule [1 (35)], on a

f 1 f(g) 2 dg == Cte f f F 1 /•(Â-i a^O 2 sh^-1 f dÂ-i rffe df\^) \- SU' ' L UKi UK^ Ul,
/ K t/ K ^ 0JG J v J i. J\

pour f(g) =<T^Y^, Y^>; par suite, la recherche de l'intégrabilité
de /'(^['revient à étudier le comportement à l'infini des fonctions
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\(UamYî, Y}) |2 sh7^, pour Pe^. On a, d'après les formules (3), (4),
(5) et (12),

(t/^ Y?, Y?) - C f (ch/—sh^cos00771-^
^o

,^/^sh^ch/cos^\ ^^/^o^sin^+^O ^0^-P\ ch/—shZcosO, y ̂ -M^'^sin ^^i

( où C est une constante > o, et l'on pose r = î- (n — 2) )
\ 2 /

. - y+1

= C ^ (cht—usht)'11-^
t/_i
^^, /—sh^+Mchf \ —^ / . / zj^V^1'"^/,

x ^-^^""chT^ïshr'̂  ̂ --M")0—") rf"

^ r'^1/ ,^/•+/?l-î+(^-^) dp-^ , 7 , ^ ,
= 1, (I- ) diï^^"^"9

avec une constante C' > o,

(.7) F(a) =(ch^-ushQ^C^( -7^^ ).

en vertu de la formule (12 6is).
Considérons maintenant le cas où l'on a p = m + i- II est clair que

Q (u) = (ch t — u sh t) F (u) est alors un polynôme (en ù) de degré
^m + i —pi$ d'autre part, on a

7/î+l—^i

W-p,(X)== ^ ^X^, avec ^_^o;
<7=o

comme on peut écrire
Q (u) = (ch t — u sh 06i (") + Q (coth /),

avec un polynôme Ci (u) d6 degré < m + i —pi, on a (8)

^^.W+c^^'
d'où

^,n+ï-p, (m + i — pi) ! sh7"4-1-^1 f , . , ,, .
dï^^= (ch^-.sho7^^ ^^^^;

or, comme on peut écrire, d'autre part,

0 dA - <oh / 77 sb /V^-^ r •^l ^ — s h i + u c h ^ \e(u)-(chZ-ushO ^C/^-,^ ^r-ushQ ;
= ^+i-^(— sh^ + u chQ7714-1-/^ + ^(u) (cl^— u shQ,

(8) Si pi === p = m + i, on convient que le polynôme Ci (u) est nul.
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avec un polynôme Q^ (u), on a
(?(coth0 == ^-^/sh7^1-^/,

d'où résulte donc finalement qu'on a

^^+l-/?l /^ _ (m+i—pQî^i-^
du^-^ v / (ch < — u sh f)^1-^

Par conséquent, si PeJ^+i, on a
+1 m+^—l)

/ T j - ' i 1 v^ v7^ r / / / v1 ^ ̂ _ _ a ^(t/^ Y,,, Y/,) = C ̂  (chf-ushO'»-2-/'1

avec une constante C^ > o, ou encore

(̂ '» Y. Y^C" ̂ ^ .F, (/"±^, "Lî . ;, + ̂  +, ; th' t).

Or, comme on a
^+ ^+,^_fm+2-J^+m+3-p.\
\ 2 / \ 2 2 /

=== - + Pi— - > o si n > 3,
2 2

la fonction hypergéométrique tend vers une valeur finie [à savoir

^ ( m + n + . ) r ( n ^ + p ^ / T ( m + n + P l } T ( m + n + ï + P l Y
\ 2 / \ 2 / / \ 2 / \ 2 /

c/*. [19], p. ii], d'où pour n > 3,
( U^ Yî, Y?) ^ Cte (e-^7^2-^^ ^) lorsque t -> + oc,

et, par suite, si P == (m + i, m + i, pa, . . . , p/i—Qe^+i, avec n > 3,

( Ua','1 Y'p, Yî) \2 sh^-1 f ̂  Cte (e^-^l) lorsque / -> + oc,

ce qui montre bien que (Ua1^ Y'p, Y'p) \ n'est pas de carré intégrable
pour la mesure sh7^11 dt sur la semi-droite o ̂  t < + oc. La repré-
sentation unitaire irréductible T'71, pour m ̂  o, ne peut donc pas être
de carré intégrable, si n > 3. Pour n == 3, on sait qu'il n'existe pas de
représentations unitaires irréductibles de carré intégrable, puisque G+ (3)
est localement isomorphe au groupe SL (2, C). On peut donc énoncer
le théorème suivant :

THÉORÈME 6.1. — La représentation unitaire irréductible T111 de G+ (n),
définie dans l'espace hilbertien y\ le complété de l'espace préhilbertien
(X/X^o muni du produit scalaire (21), n'est pas de carré intégrable,
pour tout m ̂  o, et n ̂  3.
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REMARQUE 1. — Dans le cas n == 4, c'est-à-dire le cas du groupe de
DE SITTER, la représentation T'11 n'est autre que la représentation TT^+^o
dans la classification de DIXMIER [6], pour m ̂  o (on n'a qu'à vérifier
que l'ensemble d'indices r pour T"1 est bien de la forme indiquée dans
la figure 5, p. 25, Zoc. cit.),

REMARQUE 2. — Dans le cas : n = 3, c'est-à-dire dans le cas du groupe
de Lorentz, on peut montrer que, pour p ̂  o, la représentation T^
dans VP est unitairement équivalente à la représentation U1 (ïî/^j)
de la « série principale ». En effet, soit r\p le caractère de M, qui est ici
isomorphe à SO (2), défini par : 7^ (m^) = e1^ ; la représentation
U ' ' (rîp+i) est la restriction de la représentation U6, définie ^dans§ == ^-(K)
par la forme [3 (i4)L au sous-espace JQ^4-1 de $, formé par les cpe$
tels qu'on ait cp^y^+i == cp, ou encore tels que cp (km^) == cp (A:)^4-1 ,̂
pour simplifier les notations, convenons d'écrire S)P au lieu de $^,
et U-^P au lieu de Us (r^); par suite ^C = §°, et [/-/? dans 30 n'est autre
que [/-/''0 dans §°. Pour montrer l'équivalence en question, il suffit
de montrer qu'on a

Tr^(T^=Tr^(U}^),

pour f à support compact et indéfiniment dérivable, en vertu de la
théorie des caractères (HARISH-CHANDRA [14]). Or, il est clair qu'on a
Tr^p(T^) == Tr^/^ {U^) (les deux représentations sont infmité-
simalement équivalentes !), et que

Tr,e/^(L^) = Tr^^-Tr^^);

il suffit donc de montrer qu'on a
(28) Tv^ (U^ ) = Tr^^(^'0) - Tr^(^).

Pour démontrer la formule (28), on peut supposer que

(29) f-r-f,
car on sait que

Tr^(^) - Tr^(Uf) = Tr^( ̂ V).

D'autre part, on a, d'après HARISH-CHANDRA [15],

Tr^([/^)=1 f f f f ^km^xk-^e^^m^dkdKdtdx;
^•"•JA^^ ^R^,V

or, comme on a /" == f, la fonction

F(x, t) = ̂  f f(kmy^xk-1) dx
J N
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satisfait à
F(—x,—/)=F(x,0,

d'où

(30) Tr^(U^)=-1- f 1 f fÇm^a^^cos^s—^t—p^dv.dtdx.
27^J-7: ^R^V

D'autre part la trace de la représentation irréductible U-^ de
dimension finie dans W est connue, et l'on a

^T^ Tr ( J J - P \ — Tr ( J 1 - P \ — ^(P + I )^—GO^P + l)^(31) Iix.(CY) - Ir^(^J - ————ch^—cosz————?

si g est conjugué à m% a / ; or dans G = G+ (3) il n'y a qu'un seul type
de sous-groupe de Cartan, et si l'on désigne par G\ l'ensemble des éléments
réguliers de G, l'ensemble G— Gi est de mesure nulle; une formule
d'intégration démontrée par HARISH-CHANDRA dans [15], donne donc
ici la formule suivante :

f F (g) dg == -ï- f f 1 f F (km^ a, xk- -1) e1 (ch t — cos z) dk dx dt dx
J G 2 ̂  JK J __ ̂  J^ J ^r

(l'ordre w du groupe W est ici égal à 2, et l'on vérifie qu'on a l'égalité
ci-dessus, dans les normalisations des mesures dg, dk, . . . , en regardant
de près la démonstration de HARISH-CHANDRA); par suite, il vient

(32) Tr^([/-/)

=-'- j f f f(m^alX)e{(ch(p + i)t—cos(p + ï) -/.)d^dtdx;
^^-TZ ^R^A/

il est maintenant immédiat de vérifier qu'on a (28), à l'aide des for-
mules (3o) et (32).

C. Q. F. D.

CHAPITRE II.

LES REPRÉSENTATIONS UNITAIRES DU GROUPE DE DE SïTTER.

§ 1. GROUPE DE REVÊTEMENT UNIVERSEL
DU GROUPE DE DE SÏTTER.

1. Notations et définitions. — On désigne par K le corps des quater-
nions x = Xi + x^ i + ^sj + x^k; Xi, x-z, x-^ x ' , e R et i2 = j2 == k2 == — ï,
ij = —ji == k, jk = — kj = i, ki = — ik = j. On notera x le quater-
nion conjugué de x, i. e. x=x\—x^i—x.^j—x^k, si x est de la forme
ci-dessus; on définit de plus :
(i) x == —kxk == Xi + Xii + x.J—x-^k.
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On désigne par j : r [ la norme, soit ( x x ) 2 , d'un quaternion x.
Soient U, B, Z, P resp. les ensembles des xçK tels que \x\ == i,

| a; | < i, x-, == o, x ' , > o (où x == Xi + Xî i + ;r:ij + x',k). Remarquons
enfin que, si l'on fait correspondre la matrice

/ Xi + x.2 i x-,, + x^ i \
\ — x:} + ^4 i Xi — Xî i )

au quaternion x == rr, + xd + x:J + x^k, on obtient un isomorphisme
qu'on notera J) de K (comme algèbre sur R) dans ]VL (C) (algèbre sur R).
Si l'on désigne par A->Â l'isomorphisme de M^C) qui fait corres-

pondre à une matrice A == \ v ), la matrice A == ( z- ^ ), il

est clair que l'image de K par I dans M.^ (G) est le sous-ensemble des A
tels que A == A,

Soit maintenant Ma (K) l'algèbre sur R des matrices l , ), avec
\c a y

a, b, c, d dans K, et soit GL(2, K) le sous-ensemble des matrices inver-
sibles à droite, à savoir des matrices g telles qu'il existe une g ' avec
g g ' == i (la matrice unité). Montrons que GrL(2, K) est un groupe pour
la structure multiplicative de Ma (K) (9). L'application

, _ ( ^ b\ ( I ( a ) I(b)\
^{c d ) ^ \I(c) I ( d ) )

définit un isomorphisme de 1VL (K) dans M/, (G), et une matrice ( ^ ^ )
dans M, (G) est l'image d'une matrice de ]VL(K), si et seulement si

l'on a ( ^ \ == ^ ^ ^ ) . S i gç. GL(2, K), et g g ' == i, et si l'on désigne

/A B\ ( A ' B ' \ . . , , , — _ [ A B\
par [ C D ) 9 [ C D ' ) "^ë68 de ^ 9 dans M4 (c)» on a ( c D )
( A r B'\ r ^ ( A l Bf\ ( A B\ T ^ ' /
[c D' } = î par eî on a [ C' D' ) \ C D ) = ' ou g g == ï9

ce qui montre bien que g est aussi inversible à gauche, et l'inverse à
droite et l'inverse à gauche sont identiques; notre assertion résulte de là.

Soit G l'ensemble des matrices g == ( , ) de ]VL(K) telles qu'on ait

(2) ab == cd, \a\2—c^i, | d 2 — | 6 | 2 = I .

Comme ces conditions expriment qu'on a
/ a -c\ /a b\ /i o\
[-Î c l ) [ c d)=[o 1 ) '

(9) Cela est vrai pour tous les corps gauches.
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G est un sous-ensemble de GL(2, K); de plus, comme on a

on voit que (2) est équivalent à :

(2') ac = bd, \ a 2 — [ b ^ ^ i , \d î — c p ^ i .

D'autre part, cette condition (2) exprime aussi que la transformation

x ' = ax + by, y ' == ex + dy,

des variables quaternioniennes rc, y, x ' , y\ conserve la forme xx—y y ;
il est donc clair que G est un sous-groupe de GL(2, K). On montrera
que G est isomorphe au groupe de revêtement universel du groupe de
DE SITTER G+ (4). Avant de le faire, on définira une autre représentation
de ce dernier groupe, dont on aura besoin ultérieurement.

Prenons la matrice

(3) C^-^2 k^ î ) ,
\ i / v / 2 i / V 2 /

C est inversible et l'on a

C-^=( k / / ^ ^^V
\ — k / \ / ' 2 i /V7 2 / '

soit ® l'image de G par l'automorphisme intérieur g—^CgC~1 du groupe

GL(2, K). Si ( a ' ) est l'image de ( a , ) 5 il est clair qu'on a
\ y u 7 \ c û /^ï

r a = = k ( — a + b + c — d ) k l ' 2 , ^ = k(—a—b + c + rf) /2 ,
i y ^ (a—b+c—d)kl^ o = (a + 6 + c + ^)/2;(4)

inversement, de C"1 ( a ^ } c = = ( a , ) o n tire\ï a/ V e rf /
[ ^ == I (—A-aA: + Â:5 — ̂ k + ô), & == I ( Â-a^ + Â-? + yÂ: + ̂

(5) ^ ^c ^^ Â:aÂ:—Â:3—YÂ:+^) , d = - ( — k ^ k — k ^ + ^ k + o ) .
\ 2 2

Montrons que ® est un sous-groupe de GL(2, K) formé par les
/a 6\ , „ , .,atrices ^ . j telles qu on ait/a 6\ , „matrices ^ . j telles qu on ait

/ r>\ ^ •/v ' ^ ' ^ ' ^ i O •A- ''N •A- ^(6) ay = ya, po == ôp, aô — yp = i.
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En effet, si l'on introduit les variables

^ ? \ / r \ / ?' \ / r'\n=cr), (^}=c(x,\^ ) \ y } V 1 \y }
où x ' == ax + &(/, y' == c.r + dy, on voit que la condition

x ' x ' — y ' y ' =xx—yy

se traduit par la condition

^__^=^——%

et il est évident que cette dernière condition est équivalente à la condi-
tion (6). Remarquons que (6) signifie aussi qu'on a

/ a P\ /i o\o -p
-^ a / \ r à ' / \ o i

d'où /a ^v § -^=f1 O N
, Y ^ \—? a; V o i.

ou encore
(7) a.â = ̂ a, yâ = ôy, aô' — pf = i.

2. Divers sous-groupes de G; décomposition de G. — Soit K

le sous-groupe de G formé par les matrices de la forme ( ) •> avec u,

uçV; si l'on désigne par JCj, resp. K^, le sous-groupe de K des matrices

( °} resp. ( ° ) î u, v e U, il est clair que K est le produit direct de K,
\o i ) r \o y/
et -K'2. Soit A+ le sous-groupe formé par les matrices di de la forme :

ch ï t sh ï-1
2 2

sh I / ch L t
2 2

/eR,

et soit enfin N le sous-groupe des matrices x de la forme

f1""^ x \ avec a<= I (£. . l+^J+H4A•) , Ï2,E.,EAeR;
\ — — X î + X ) 2 ' - '

on vérifie facilement que ce sont des sous-groupes de G. Si l'on désigne
par M le centralisateur de A+ dans K, on voit tout de suite, que M est
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formé par les matrices de la forme ( ° ). u € U, et que M est en même

temps le normalisateur de N dans K, et l'on a

^ ( u o \ ( ï — — x X \ ( U 0\-1 ( ï — — X ' X' \
(0) [o u ) [ - x i + x ) [ o u ) ~[ -x' ï + x 1 ) '

avec
x = uxu.

Par suite, T = MA+N est un sous-groupe de G, qui contient N comme
un sous-groupe distingué.

LEMME 1.1. — Tout gç. G s'écrit d'une manière et d'une seule sous
la forme kâiX, où kçK (10), ^eA+, x ç N ; de façon plus précise, on a

/ i. \ / ^ / cn ^ t sh ï t \ ,( a b\_fu o\ ^ 2 2 \fî—x x \
\c d ) - [ o v)\^^ ^^ \ -x I+^î

\ 2 2 /

avec
(9) u = (a + b)l | a + b |, u = (c + d)f \ c + d |,

(10) e1 ==\aJ^b\==\c-{-d ,

(n) x=ï{ab—ba)|\cl+b\'i==ï{cd—dc)|\c+d\î.
ï{ab-ba)|\a+b\î•.
2 ' 2

DÉMONSTRATION. — Comme on a

, , /ch1/ sh 'A . ,
U 0 \ 1 2 2 \ / I -^ 0; \

vo ^Vsh^ ch^ / v -t' ^^
\ 2 2 /

^ /u (ch^—^^) ufsh^+e 1^^

^y/ 'sh^—^.r) y f c h ^ + e ^ ^ ) /
\ \ 2 / \ 2 / /

il suffit de montrer que le système d'équations

a = u( ch^-t — e11^}^ b =•• u( sh^t + e2 ̂  p
\ 2 / \ 2 /

c == u ( sh^t — e 1 1 ^ } ' ) c = u ( c h J - t + e î i x } 7
\ 2 / \ 2 /

( lo) On utilise la lettre k pour désigner d'une part un élément du groupe K, et
d'autre part le dernier élément de la base canonique (/, î, j, k) du corps K, la signi-
fication étant chaque fois assez claire d'après le contexte.
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admet une solution et une seule, si ( , ) e G. On voit aisément, à l'aide\c d )
des conditions (2), (s^, que (9), (10), (n) donnent la solution unique
cherchée.

LEMME 1.2. — Tout gçG se met sous la forme kdik', avec k, k ç K ,
et t^o; si gç. G—K, on a t> o, et il y a unicité modulo M, c'est-à-dire
si g == kiark'i, avec ki, k\ çK, on a t' == t, et il existe un me M tel que
/c, =^ km, k\ = m-1^.

DÉMONSTRATION. — Si b = o, on a aussi c = o, puisque | b \ ==• \ c ;
donc gçK, et l'assertion est triviale. Supposons donc que b^o; on
peut alors choisir, puisque | a \ == d \ > i, b == \ c > o, et | a 2— [ b [ 2 == i,
un / > o tel que

ch I ^ == | a [ = | d |, s h I f = | 6 | = = [ c
2 2

On vérifie alors qu'on a

,. / . / ch -1 sh -1 \ , . , ,/ a ^ \ _ _ / i o \ y 2 2 \ ( al\a\ o
[c d ) - [ o c a l \ c a \ ) \ ^ ^ ^ i [ o b/ b

\ 2 2 /

L'énoncé concernant l'unicité modulo M est évidente, vu que M est le
centralisateur de A+ dans K.

REMARQUE 1.1. — En choisissant mçM convenablement, on peut
s'arranger de manière que g == kâik' avec l'un des A-, k' dans Ki ou K^;
par exemple, tout gç. G—K se met, d'une manière et d'une seule,
sous la forme

(12) g = kik^aik^ kiçKi, k^k'^çK.., et t> o.

3. Homomorphisme de G sur G+ (4). — Montrons maintenant
qu'il existe un homomorphisme cp de G sur G+(4) dont le noyau est

le centre de G formé par les deux matrices ( ~ I ° ) • Considérons
\ ° :4= I/

pour cela la matrice

(13) X = f ^ 0 x } , avec x == x,+ x,i + x,] + x,k,
\ X Xo /

Xof X i , Xï, X:}, X^ÇjCx*,

si gç G, la matrice

Xf=gX!g= a b\ / ' X Q x \ fa c ' '
,c d } \x xj \b d,
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est encore de la forme (i3), i. e. on a ̂  = X', donc on peut écrire

/ x x \
x = ( ï' x' ) ? xt = xl + xï i + X:J + xlv k9 xfo9 xl 9 x^ x'^ ̂  e R'^1 y / " ^ l ' w^ " ' w:;^ 1 •^l"-» •^0» ^J? ^•2? •^ï •̂ .l- '

et l'on a

(i4) ( 4 = ( 1 a [ 2 + ] b |2) rro + axb + bxa,
( x ' == {de + b d) Xo + bxc + ax d;

on a de plus

(i5) 42— ^| 2 =^—[a;

en effet, on a alors

/.To ^W a — b \ _ / a b \ ( x , x\
{x' x'J \—c d l ~ \ c d ) \x x,r

( a —b\ / a c\- 'puisque = = ( _ _ •
' x \—c d ) \b d ) 9

( a —b\ / a c\- '
puisque ( 1 === ; pour montrer (i5), il suffit de remar-\ c d y \ o d /
quer que les conditions (2) sont équivalentes à la condition suivante : si

x" ==xa+ yc, yff=xb+ y d ,
on a

x " x " — y " i j " ^ = x x — y y ,

or, c'est justement ce qu'exprime la condition (2') équivalente à (2)
(remplacer x, y par Xo, x\).

Par conséquent, à tout g € G, il y a une transformation linéaire g '
des variables réelles Xo, Xï, ..., x^ conservant la forme

—^+^+ ... +^,

c'est-à-dire un élément du groupe G (4), et il est clair que l'application
g - > g ' est un homomorphisme de G dans G (4), qu'on notera cp. Comme
^00= |a[ ' 2+ 1 b^^ 2 [ b ̂  i, g ' est dans G+ (4), si le déterminant
est égal à + i ; or tout gç.G s'écrit, d'après le lemme 1.2, sous la
forme :

g==ka^, avec k=(11 °), ^(^ ^V
\o v ) \o v ' )

<eR, u, v, u ' , y'eU;

il suffit donc de vérifier que le déterminant est égal à i dans le cas où
g = k, k dans K, ou g = a/. Pour kçK, on peut considérer les deux cas
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k ç K î , et kçK^ séparément; soit

u == a, + a.i + a,j + a,k, u = bi + b,i + b,j + b,k;

(i4) se réduit dans ce cas à

x^ = Xo, x'=ux resp. x ' == xu,
ou encore

x\ = a,x,—a,x,—a,x,—a,x,, x\ = b,x,-\- te+ b:,x-,+ baj —— t/l.A/1 -1- U^JL-î.-\- U'.\JU:\-\- U^Jb\

^ == dix, + a,x.,—a,x, + a,x,, x., = —b.x, + biX->— te+ b',x^resp.x., == a,x, + a,x, + a,x, — a._x,, r x'^ = — b,x, + b,x, + b,x,— b.x^resp. <x., == a,x, + a,x, + a,x, — a._x,, r j x'^ = — b,x, + ^..r^ + 61^— b.x^
;!'î*4>

x', = a,x,—a,x., + a.x^ + a,x,, x', == —te— te+ 62^i+ fti^,

et l'on voit que le déterminant correspondant est égal à

(a\ + aï + al + a:)2 = | u [ 4 = i, resp. (^ + 6| + ^1 + ^O2 ==\u\"=^

Dans le cas où g = a/, la transformation correspondante est de la forme

( \ ° / \ c >

x', == (ch 0 Xo + (sh 0 x,, x ' == (sh f) x, + ch 1 1 } \ + ( sh ' t } \,
2 / \ 2 /

on encore

^o == (ch 0 x, + (sh 0 rci, ^ = (sh t) Xo + (ch Q x^, ^ = ̂
(2^p^4),

ce qui montre bien que le déterminant est égal à i. Nous avons donc
démontré que l'application cp définie ci-dessus est un homomorphisme
de G dans le groupe G+(4). Or on sait que G+(4) = K,A+K, (u), et
comme K s'envoie sur K^ [cela résulte de la formule (17) ci-dessous],
l'homomorphisme 9 est surjectif. Il est aisé de voir que le noyau de c?

est égal au centre ( I ^ _ l de G. En effet, si g == I °\ s'envoie

en l'élément unité de G+(4), on a, d'après (i4),

a\2+\b\tî=ï, axb + bxa == o, ac + bd= o, x == bxc + axd;

comme a 2^ i, il vient 6=0 , d'où c = = o , | a | = = | d | = = i , à cause de (2).
La dernière relation s'écrit alors sous la forme ax == x J(pour x quelconque)
d'où a = d = ± i.

(n) On note K,, le sous-groupe compact maximal de G+(4), défini au chapitre 1;
par abus de notation, on désignera par A+, N les sous-groupes correspondants des
groupes G et G+ (4).
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REMARQUE 1.2. — Si l'on explicite les relations (i4), on voit que la

matrice correspondant à ( a , ) est de la forme suivante :\c d I
(i4 bis) :

aa+bb 2 R e ( a & ) 2Re (a i&) 2Re(q;ô) 2 Re (akb)
2Re(û?c) Re{ad+bc) Re{aid+cib) Re{ajd+cjb) Re (ak d + ckb)
2Re(caf) ReÇdai + cbi) ReÇcibi—iaid) Re{cjbi—iajd) ReÇckbi—iakd)
2Re(caj) ï{e{daj+cbj} ReÇcibj—jaïd) ReÇcjbj—jajd) Re{ckbj—jakd)
2Re(caÂ:) Re{dàk+cbk) ReÇcibk—kaid) ReÇcjbk—kajd) ReÇckbk—kakd)/

On vérifie donc que, si g = ( I x x L avec x == ï- Ç^ i + E:J + ̂  k),
\^ tC î j— UC / 2

son image dans G+(4) est l'élément x (E._, L-, ^4) défini par [I, 1 (i i).]
Définissons les sous-groupes à un paramètre kp,/ (0), pour i ̂  p < q ̂  4,

comme suit :

/ -'le
/ P

/c,.(0)=(

\ °

/ -^ \
Ai,(0)=( e

V 0

/ -^8
A,,(0)=l (>

\ °

0 ^, ' 0 ) '
e 2 /

o l
/^/e - /

° y/ .0 /e /

/- '^
^(0)=f e

\ °

/ 4" \
fc.(0)= e

\ °

(e-^/c,,(0)=f
\ 0

0 \-^ r
e î ]

0^re - /

° V-A 'e ) '
e ^ )

(on conviendra d'écrire, dans le corps K, e^ = cos 0 + i sin 0,
e^ = cos 0 +j sin 0, e^ == cos 0 + k sin 6, pour 6 réel).

On vérifie alors, d'après (i4 bis), que l'homomorphisme cp transforme
Â:^(O) en exp(ÔX^) dans G+(4) :

(i7) ? (^y (°)) == ^P (9 ̂ y)» P01111 I ̂  P < Q ̂  4.

En d'autres termes, cela signifie que la transformation

' u o'a:-^^(6)a'= uxu, où /c^, , / (6)==i o y .

définit la transformation orthogonale des variables (rci, x.^ x.-,, x^ ayant
la matrice exp(OX^y). Cette remarque sera utile dans le paragraphe 3.
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Définissons de même les sous-groupes à un paramètre dp(t), pour
I^P^4» comme suit :

(18)

( ch
a,(t)=

sh
.

( ch
a,(f)=

7 /o},i(sh

( ch
a:,(0=

-J (sh

/ ch
"•.(0=

\ — k (sh

^

2

1

2

I

2

1

2

1

2

1

2

1

2

I

2

/

t

t

0

^
0

t

0

sh

ch

i(sh

ch

J(sn

ch

Â:(sh

ch

2̂

2̂

'02 /

2̂

'-t)2 /

I;
2

'02 /

2

On voit alors, d'après (i^bis), que cp transforme a^(f) en exp(ZY^) :

09) cp(^(0)=exp(/Y^), pour i^p^4.

PROPOSITION 1.1. — Le groupe G est simplement connexe, et isomorphe
au groupe de revêtement universel du groupe de De Sitter G+(4).

DÉMONSTRATION. — En efîet, le lemme 1.1 montre que l'espace
topologique de G est le produit direct des espaces de K, A+, N, et ces
derniers sont tous simplement connexes (K est homéomorphe à S-^ x S'\
A+ à R, N à R3). Comme on vient de voir que G est localement iso-
morphe à G+(4), on a la proposition.

4. Quelques formules d'intégration dans G. — Le lemme 1.1
et la formule [I, 1 (17)] montrent que

(20) dg = e^ d^(u) d^(v) dt d^ d^ du,

est une mesure de Haar de G (que nous fixons une fois pour toutes),

où g ^ k d t X , k=^ ^, u, uçV, ZeR, xçN, x == '(^i + S:J + E'^),
,0 U ,

et dp.(u), d[j.(v) désignent l'élément de la mesure invariante normée
du groupe compact U; dt, dï,, d^, d^ désignent les mesures eucli-
diennes.

Pour g e G, k € K, soit
(21) gk == kgdt ̂  k) x, avec ^ e K, t (g, k) ç R, x e N,
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la décomposition de gk d'après le lemme 1.1. Il est facile de voir qu'on a

, x , / u' o \ ( il' = (au + 6y)/1 au + ̂  I,(22) ^= , p avec < / / i • n
\o v ' ) [ u ' = = ( c u + d u ) l \ c u + d v \ ,

(28) e^' ^ = | au 4- bu [ 2 = | eu + du [2,

/a 6\ , / u o\ . ,si g == i j , / c = = i j ; par suite, pour la mesure de Haar

dk == d[^(u)d^(v) de K, on a la formule suivante :

(24) dkg^e-^^^dk,

d'après (20).

LEMME 1.3. — On a la formule d'intégration suivante :

(25) ff(g) dg == 27r2 f f f f(ka^) sh^tdk dk1 dt,
Jcr ^ K ty K ^O

où dk, dk désignent Vêlement de la mesure de Haar normée de K, c'est-à-

dire dk = d^(u)d^(u), dans les paramètres k == ( ° ) ? u, yeU.

DÉMONSTRATION. — D'après [I, 1 (35)], on a la formule d'intégration
suivante dans G+(4) :

W F (hâtX) e^ dh dt dx = ̂  Ç f f F (ha,h') sh31 dh dh' dt
^4 ^ -'r ^K^K^O

(on désigne par les mêmes lettres ai, x les images dans G+ (4) des éléments
a / , x de G, puisque le noyau de cp est contenu dans K); par suite, il
existe une constante c > o telle qu'on ait

mf(katX)(-itdkdtdx=c f f ( f^ka^s^tdkdk'dt',
.. A» -r ^ K ^ K ^ O

or, si F est une fonction continue sur G+(4), invariante à gauche et
à droite par JÏ4, la fonction f=Fo(^ est aussi invariante à gauche et
à droite par K, et l'on a F(a.tX) == f(a.iX), F (a/) == /'(a/); on a donc

c f F (ai) sh3 / dt = f Ç F (aa) ̂  dt dx
JQ JK. ^ N

= 1 f f(atX) e1 dt dx == 27T2 f f(at) sh-1 dt,
v R v N ^ O

d'OÙ C == 27T2.

BULL. SOC. MATH. — T. 9J, PASO. 3 24
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5. Quelques espaces homogènes de G. — Montrons que l'espace
homogène G/T où G opère à gauche s'identifie à l'espace U où G opère
de la façon suivante :

(26) g.u =(au+b)(cu+d)-1 pour ueU, g = ( a ^eG.

Tout d'abord, on a d'une manière générale, pour qçK,

i — I g ' q \ ' = ((cq +d){qc+ d) —(aq + b) (qa + b))l cq + d^
^i-l^/l^+dp;

en effet, si î , ) est dans G, on a\c d/
(27) ag6 + bqa == cqd -{- dqc,

quel que soit ^eK, puisque, si l'on pose xr == aq -{- b, yr = cq + d, on a
a;'^—U'^ == qq— î ? d'après (2), ce qui entraîne (27). On a donc

geU <=> g . q ç ' U ; et çeB <==> g.qçB.

Il est clair qu'on a
( g g ^ ' q ^ g ^ o ' ' ^ si g, g ' a G.

Ainsi G opère sur U resp. B, suivant (26).
Pour montrer l'isomorphisme de G/T et U, considérons l'application

TT : G—^U, définie par la formule suivante :

(28) 7:(g)=g.i=(a+b)(c+d)-1, si g=(^ ^);

d'après ce qui précède, T: applique G dans U; comme ( ) s'envoie
en uçU, T: est surjective; d'autre part, on a

7r W) ̂  ^ •7T (^/)» pour g, g ' <= G.

Montrons que T est le stabilisateur de î eU; en effet, si g . î = î, on a
[ a -[- ^ | == | c + d ; mais alors, d'après le lemme 1.1, on a g = /ca/.r,,

avec ^=(" °y u = ( a + ô ) / | a + ^ | = = ( c + r f ) / c + ^ | =y, d'où
keM, et gçMA+N=T. Inversement, il est clair que T == MA+N
est contenu dans le stabilisateur de î e U. Les espaces homogènes G/ T
et U sont donc isomorphes.

D'après la décomposition d'Iwasawa (lemme 1), il est clair que les
espaces homogènes G/T et Kl M sont isomorphes; compte tenu de (28),.
(2 4), on en déduit la formule suivante :

(29) d^(g.u)•==\cu+d[-f>d^(u\ pour g == ( - ^ ) , ueU.
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Montrons maintenant que l'espace homogène GfK où G opère à gauche
est isomorphe à l'espace B où G opère à gauche suivant (26). On a déjà
vu que cela définit bien une opération de G (à gauche) sur B. K est alors
le stabilisateur de oeB; en efîet, on a

g.o==o <=> bd-^^o <=> 6=0 , dçU
<=> b=c==o, a,dç'U <=> gçK.

Par suite, l'application

0 : g^Ug)=bd-^ pour g == ( a ^,

définit, par passage au quotient par K, un isomorphisme de G\K sur B.
Pour déterminer une mesure invariante sur B (il en existe, car K est

compact!), introduisons une section de G au-dessus de B, pour la pro-
jection 0, définie comme suit :

/ c h 1 ^ ^ch^A
(3o)^)= ; 2 L si qçB, q\==ihï-t, t^o;

\qch-t c h 1 / / 2 ~
\ 2 2 /

on vérifie facilement que s(q)^G, et que ^(s(q))==q, pour qçB.
Tout g = ̂  ̂  ^\ s'écrit d'une manière et d'une seule sous la forme

g==s(q)k, avec q==Q(g)çB, kçK. En efïet, il suffit de prendre ̂ o

tel que eh^=\a\= d|, et k^^l^ ^^ et de remarquer

que q == 6 (g) == b d-1, donc ^ = (d)-' 6 = d6/1 d |2 == ça/1 a |2 = ça-1.
Si gç. G, qçB, les deux éléments g s ( q ) et s(^.ç) ont la même image,

savoir g.q, dans B; il existe donc un élément k==k(g,q) de K tel
qu'on ait
<3i) gs(q)==s(g.q)k(g,q).

Il est facile d'expliciter /c(^, q); si /c(^, ^) = (^ ^; u, yçU, on a

ch^ ^ch-'A / ch ' f ^ c h ' fa ^ / ^ ' 2 \ _ / -2- v - 2 \ / n o-

^ch^ ch^y ^-ch;f ch^

si l'on pose

?'=S'-?> lô'.ç|=th I<',
2
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il vient

u ch I V = (a + bq) ch ï-1, v ch î-1' == (cq + d) ch 11;
2 2 2 2

comme on a ch-t' Ich-t ==\cq + d\ ==\a + bq\, il en résulte que
2 2

(3i')

i./^-^+^/lfî+^l 0

———"'< o (cq+d)l\cq+d\,
( a b\

81 ^c d ) -

LEMME 1.4. — iSi Von désigne par d^(q) la mesure euclidienne dans B,
( î—lî]2)"4 d^(q) est une mesure invariante dans B, et F on a la formule
d'intégration suivante :

(82) ff(g) dg == ̂  f f f(s(q) k) (î -1 q |2)-4 d^ (q) dk.
JQ i/B JK

DÉMONSTRATION. — D'après la théorie des espaces homogènes, il
existe une mesure invariante (à gauche, pour les opératons de G) d^(g)
sur GfK (on désigne par g les classes gK, gç. G) telle qu'on ait

ff(9)dg=f d^(g) Çf(gk)dk',
^G J GIK ^ K/G J GIK ^ K

d'autre part, il résulte de (20) qu'on a

ff(9)dg= f f ff(aak)dtdxdk;
JQ J-^ J ̂  J K

en comparant ces deux formules, on voit que

d^(g) = dtdx, si g = aixk, kçK, xçN, feR.

On peut considérer (t, ^2, Çs, h) et (x^, x^, x^ x^ comme deux systèmes
de paramètres sur B, où

x = T (£2 i + bj + ̂ k) et 0 (g) = q = Xi + x; i + x,j + x,k;

par suite, la mesure invariante d^(g) s'exprime dans le deuxième système
sous la forme :

^-^t^S)^-
Or on a

q = g == Q (cifXk) == f sh 1 1 + e1 ' x } ( ch 1 1 + è ' x
V 2 / \ 2
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d'où, en posant
A-£ j+SI+^ ,

il vient

q === Lh^ + I ^A + W + ̂ j + uk\ / fchZ + i + I ̂ 1
L 2 J/ L 2 J

(compte tenu de la relation x ==—x), ou encore

sh / + ^ I A
X, = —————————————, X, = —————^—————— (? =2, 3, 4).

ch^ + i + ̂  - A ch f + i + e^ - A
2 2

II en résulte que
i—\q ̂  2 / ( c h f + i + ^ A / 2 ) ,

et que

^^•^-(chf+i+e'A/.)-,
-̂  (/, ^2» ^3, C4;

et par suite, on a

(33) ^(^^(i—l^l2)-4^), si ^=ç.

6. Divers sous-groupes de ®; décomposition de ®. — D'après
la définition, le groupe (S est l'image de G par l'automorphisme intérieur
w : g-^CgC~1 du groupe GL(a, K), où C désigne la matrice (3).

Soient A, 3I+, 91, 9K, 2 les images des sous-groupes K, A+, N, M, T
de G respectivement. Il est facile de voir que ces sous-groupes sont
caractérisés de la façon suivante :

S{ est formé par les matrices de la forme suivante :

(34) ( a ~^}, avec | 0 ^ + 1 ^ = 1 , o^=pa;
\5 a/

ÎI+ est formé par les matrices de la forme suivante :

/ -^ \
(35) ^==( e ° ), avec /eR;

V ° è /

91 est formé par les matrices de la forme suivante :

(36) ( I l , avec x e Z(i. e. x == x) ;\ x i /
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30Î est formé par les matrices de la forme suivante :

(37) (^ ^), avec ueU;

ï est formé par les matrices de la forme suivante :

(38) (^ °^\ avec ay^fa, aô=i.

On a évidemment, en transportant par w, les décompositions :
(5=^ÎI+9Î, © = -$i9I+^, et les formules d'intégration correspondantes
dans ®. Mais nous aurons à nous servir dans ce cas de la décomposition
suivante :

LEMME 1.5. — Les matrices de la forme ( ) » avec z e Z, i. e, z =z,

forment un sous-groupe de ®, noté 3, e^, pour qu'un élément g = ( a ^ )
de © puisse s'écrire sous la forme

(3Q) g==zmaiX, avec zç^, meïR, a/€ÎI+, *r€9î,

i7 /au^ ^ i7 suffît que à ̂  o, et alors la décomposition est unique (12).

DÉMONSTRATION. — Comme on a, si zçZ, meSR, tç'B., xçyî,

/ e î u + e2 zux e1 zuzmaiX=-\ , ,
\ e2- ux e2 u /

il suffit de montrer que le système d'équations :

(4o)
a == e 2 u + €- zux, p = e2 zu,

y = e2 ux, ô == e2 u,

admet une solution unique, si et seulement si ( ' 1 e (5 et ô 7^ o.

il est clair que la condition est nécessaire; inversement, si ô^o,
prenons /, u, z, x tels que

< = = 2 l o g | 3 | , u = = ô / | ( ^ | , z = (3ô-1, rr:^-^.

(12) On note z la matrice ( z ) avec ^eZ.
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On a ainsi visiblement une solution unique du système (4o); il reste
donc à vérifier que z, rceZ. Or, on a, d'après (6), (7),

pô=^, ^,=ÔY,

d'où
PAO ==~ok^, ^kà=Sàk^==k^.Sô=k^M, •

donc ô^k == À-(30, ou (pô)" = j3ô, c'est-à-dire pôçZ; on montre de même
que ôy€Z.

7. L'espace homogène ®/Ï. — Le lemme 5 nous permet de
plonger Z dans l'espace homogène ®/Ï, en identifiant la classe gZ

etzeZ, si g == zma.iX\ or les éléments de la forme ( ) dans ® forment

une seule classe suivant î, à savoir ( - ^ ) î, dans ®/Ï; l'espace

homogène compact ®/î peut donc être considéré comme une compacti-

fication de l'espace Z, la classe ( ) 2 constituant le « point à\ i o / r

l'infini » z^. Il est évident que ® opère sur Z de la manière suivante :

(41) <7.z=(^+p)(y2+ô)- si <7==(^ ^)e®, zç3.

L'isomorphisme w de G sur ®, transformant T en X, définit par
passage au quotient, un isomorphisme W de G/T sur ®/î, d'où un
isomorphisme de U sur Zu \z^ \, que nous noterons encore W, et

(42) W(^)=iz;(^).W(iO pour gçG, ueU;

il est aisé de trouver l'expression de W (u) :

(43) 2=W(u)=:Â:( i—u)( i+u)- 1 pour ueU,

u = — i correspondant au « point à l'infini » z^.

DÉFINITION 1.1. — On pose, pour gç G, ueU,

(44) ^a(g,u)== c u + d 2 } / a b\
(45) UG(g,u)==(cu+d)l\cu+d\ } ' \c d } '

et, de même, pour ^e®, et zeZ,

46) ^©(^)=lT^+^2 . , _ / a p\
(47) "©(^^-( ï^+^/ l ï^+ûl sl ^-^ ^ î
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Ces fonctions sont évidemment des « multiplicateurs » : on a

(48) ^G W, u) == ^c (g, g ' . ") ̂ (/, u) pour g, g ' e G,

et des formules analogues pour Uc (g, u), ̂  ( g ' , z) et u® ( g ' , 2).

LEMME 1.6. — On a les formules suivantes :

(49) ^{w(g\ W(u)) = ̂ (^ u) 11 + g.u | - 2 . 1 1 + u |-2,

^ ".(̂  W(.)) = ̂ f^- ".(,, ") (y^-

pour ^e G, ueU.

/a b\
DÉMONSTRATION. — D'après (4), on a pour g = 1 ^ . ^^

^œ(w^). W(u))
^ [^—^^-( -—^^( i—uXi+u)- 1^-^^- ̂ ^^l'M
^ I (^ + b) + (eu + d) | 2 . 1 1 + " h2 == 1 1 + g' u '^(g, u) 1 1 + "

on démontre de même (5o).
Montrons maintenant qu'on a la formule suivante pour la mesure

euclidienne dz == dzi dz^ dz^ (on pose : z == Zi + zd + ^.J» ^i» z^ z " ' € R ) :

(51) d(g.z)==^(g,z)-?Jdz pour ^e®.

En efîet, introduisons les paramètres (p, cr, r) dans U définis de la
manière suivante :
(52) u = e^ cosp + ^T (sinp)j,

avec

(53) O^p^, 0^0-,T^27T;

la mesure invariante normée d^ (u) dans U est alors de la forme

(54) d^ (u) = (27r2)-1 sin p cos p dp dcr dr.

D'autre part, si l'on explicite (43), on trouve que

sinpsinï sinpcosr ^^^^gP8111^
(55) ^" i+cospcosa5 ^--i+cospcos^5 i+cospcos^

d'où

^.^ D-^ ̂ =^5».^-

Comme on a
(56) 11 + " 2 == 2 (i + cosp coso-),
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il vient finalement que

<^) dz= |/_^^(i0 si z=W(u), ueU,

et la formule (5i) résulte de là, en tenant compte de la formule (29)
pour la mesure d^ (ù) dans U.

8. L'espace homogène ®/.ft. — Nous allons montrer maintenant
que l'espace homogène ®/^, isomorphe à l'espace homogène GjK,
donc à l'espace B, s'identifie au demi-espace « supérieur » P, l'ensemble
des xçK, tels que x = x, + x,i + x,j + x,k, avec x, > o. En effet,
définissons une application y? de ® dans P par la formule suivante :

(58) ^)=(^+^(^+^-1 ^ g _ _ _ ( ^ PV

v 6 .
x == ^ (9) es^ bien dans P, puisque

x—x =x + kxk
__ ( ^ ^ + P ) ( r / c + ô ) + k (Y k + ô) ( a^+p) k

( k + S ^ -
^ ( av + k-^k +^+ kà^k + ̂ kà—k^k^k—^k^ + k ^ k ^ k )

l y / c + ^ 1 2 ~ —-

== 2Â: |YÂ:+ Ô -2,

à cause des relations (6) et (7), qui entraînent que

ay + k^o^k == o, (35 + k^f^k === o, a / c ô — ( 3 À : Y = A ;

on a donc

d'où xçP.
Montrons qu'on a

En effet, si

x, == l y / c + ô -2>o,

r^(g)=k <=> ^€^.

»°(; -f)^
on a

y)(y)=(âÂ:—p)(,SA+a)-1

= (—kakk + A(3A-) (^/c + a)-1

=fr(a+|S/c)(pft+a)- l=A;
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inversement, supposons qu'on ait, pour un

g==^ l)e®, r^g)=k;
on a alors

( a k + ^ ^ k ^ k + S ) ;
, , . / a b\si w~~1 (g) = ( , h on aura donc\ c u. /

ou

k( a—b—c+d—a—b+c+d)!^
-.k(—a+ b—c+d+a+ & + c + d ) / 2 ,

—kb+kd=kb+kd,

ce qui donne b = o ; on en déduit que c == o, et g e w (K) = K.
Comme on a de plus, pour g, g ' e ®,

'a ?"
Y à

^ W) - (^ (g1) + p) (Y-^ (^/) + ô)-1 si ^=

on voit que 'n définit, par passage au quotient, un isomorphisme de
<5/ft sur P, © opérant sur P par la formule

^ ^
(^9) y..r=(a.r+i3)(y.r4- si g

.Y ^ /

On remarque que -n (®) = P, puisque ^ (0/2) = e^ (z + ^)» si zeZ,
et que tout rceP se met sous la forme e~1 (z + ^O? avec ^eR, 2eZ.

On vérifie facilement qu'on a un isomorphisme :
(60) x==w(q)==k(i—q)(i+q)-1

de B sur P, obtenu en identifiant G/K à B et (SfS{ à P. Calculons l'image
dans P de la mesure invariante 2'' (i—\q 2)"4 d^ (q) de B. Si l'on
pose

q = Ïi + \i i + ̂ j + Ï.4 k pour q € B
x == Xi + Xii + ̂ :J + ^ M pour rr € P,<6i)

alors on a, d'après (60),

-(x + x) = ̂ (^—ç) i + q ]-°= 2a.,+ w—^j) \i+q [-2,

-(^-^)-(i- ç lQ^l i+ç l -S
2

d'où

(62)

.r, = 2^/(i + 2;i + ̂  + £1 + ̂  + ̂ ),
x,= aï:,/ (i + aH., + £î + El + £1 + 10,

-2S. / ( l+2Sl+Ï f+^+^+^Xs--

•^)/( l+2Ï i+^+E|+£|+^)>
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et par suite on a

1) (Xi, X-î, X:}, X\) ,, . „ .„, , .„, , ^o , ^•)\ -
—————-== i6(i+2Ei+^ +- +^ +10-',
1^ (^1, ^2î C3î ̂

d'où
(63) 16 (i — [ q |2)-4 dïi di.. d^ d^ = x^ dxi dx._ dx, dx,,

ce qui donne l'image cherchée dans P.

9. Représentations unitaires irréductibles de K. — Commençons
par des rappels sur les représentations unitaires irréductibles du groupe
compact U; comme U est isomorphe au groupe SU (2), les représentations
unitaires irréductibles de U sont paramétrées par un demi-entier n ̂  o
(on convient d'appeler demi-entier un nombre réel n tel que 2 n soit
entier); de façon plus précise, si l'on pose, pour

u == xi + Xîi 4- x:J + x^kç. U,

(64) I(u) = ( - _ } î avec a == .z-i + x. i, b = x:', + ^4 i,\—b a;

on a un isomorphisme de U sur SU (2), et, en particulier, pour ^€R,

^)= (^ ;«)=exp<A,

- , , - , ... / cost smt\ ,r,
<65) J(e/')== (_sin( cos^^P^

f r ̂ rt _ / cos f i (sin Q \ _
? l(e -'"^(sinO cosf )-e^tL'

où A, B, C désignent les trois matrices suivantes :

(66) A==(1 °\ B^( ° I V C = f ° ^Yv / \o — i ) \—i o; \ i oy
qui forment une base de l'algèbre de Lie su (2) de SU (2). Il existe donc,
pour chaque demi-entier n^o, une représentation unitaire irréduc-
tible a"- de SU (2) dans un espace hilbertien V"- de dimension 2 n + i»
ayant une base orthonormale (u'p), p= —n, — n -}-1, ..., n — i, n,
telle qu'on ait

/ cr^(A)^=—2lp^,

(67) ^n (B) u', - — i a^i v^— i ̂  ^-i,
| ^ (C)^=— a^^+ a^_,,

où
(68) ^-l^+P^n—P+i)?
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pour p = — 7 7 , — n - } - i , . . . , n — i , n (donc n—p entier!) (voir,
par exemple, NAIMARK [9 bis], p. 48). On désignera par p7' la représentation
o-^o I de U dans V'\ Remarquons que la valeur propre de l'opérateur
de Casimir a-71 (A2 + B2 + C2) est ici égale à — 4 n (n + i).

Le sous-groupe compact maximal K du groupe G est le produit direct
de K!, Kï, qui sont tous deux isomorphes à U; par suite, une représen-
tation unitaire irréductible de K est équivalente à la représentation
p"'^' définie dans y^(g)V^, avec n, n' deux demi-entiers ̂  o, par
la formule suivante :

(69) p-' Ï(k) =p-(u) (g) ̂ '(v) pour k==(^ °\

On notera p^ (resp. p^) la représentation de Ki (resp. K.) dans V",
définie par

PJ^ (^ ) = P" (") [resp. p^ (̂ ) = p- (P)],
pour

ki = ( °\ resp. k. = ( 1 ° } 9 avec u, v e U.
\0 I / | r \0 V ) \

Remarquons que la représentation p"'^7 de K définit, par passage au
quotient, une représentation univalente ou bivalente du groupe K!,
suivant que n + n' soit entier ou non.

§ 2. PREMIÈRE SÉRIE PRINCIPALE.

1. Définition des représentations de la première série prin-
cipale. — Nous allons définir une série de représentations unitaires
irréductibles U^, dépendant de deux paramètres (n, v), n demi-entier
^ o, v réel, du groupe de revêtement universel G+ (4) du groupe de
De Sitter G^ (4). Comme G+ (4) est isomorphe aux groupes G, ®, cela
revient à définir les représentations du groupe G, ou du groupe (5.
Il est commode d'avoir ces deux réalisations, l'une comme repré-
sentations de G dans l'espace Lf(U), l'autre comme celles de (5 dans
l'espace L^(Z); en efîet, U étant compact, les fonctions constantes
sont dans L^ (U), ce qui facilite le calcul des fonctions sphériques, et
d'autre part, le sous-groupe 3 de (5 opère sur Z par translation, ce qui
nous permet de montrer l'irréductibilité de ces représentations sans
faire appel aux résultats de BRUHAT sur les représentations induites.

Construction sur L^ (U). — Rappelons d'abord que les représentations
unitaires irréductibles du groupe U, isomorphe au groupe SU (2), sont
paramétrées par un demi-entier n ̂  o, la représentation de « numéro »
n, soit p'S s'effectuant dans un espace hilbertien V11 de dimension 2 n + i,
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et l'on sait que Tr[p^(u)]=C^("-^),pour ueU, où C[n désigne
\ 2 /

la fonction de Gegenbauer de degré 2/1. Si Re (u) = cos 0, on a donc
Tr [p^ (u)] = sin (2 n +1) 6/sin 9.

Soit H l'espace hilbertien L^n (U) des (classes des) fonctions f(u)
de carré intégrable, définies sur U et à valeurs dans V", muni du produit
scalaire :

(0 (f<. /'2) = / tfi ("), f. (u))^ d^ (u) pour /•„/•,€ ̂ ,
^u

où ( , )^n désigne le produit scalaire dans V" (dans ce qui suit on
écrira ( , ) pour simplifier).

Définissons, pour gç. G, l'opérateur U^s par la formule suivante :

(2) (U^ sf) (u) = ̂ (g-\ u)^ ^(uG(g-\ u)-1) f(g-^. u)

pour fçH. Il est facile de vérifier qu'on a U'^/, = U'g^ U ' g ] 8 , pour g, g '
dans G, puisque o)ç (g, u) et Uç (^, u) sont des « multiplicateurs ». Si l'on
désigne par J l'opérateur identité dans V", on a

I I ^G (^ "̂  P^"^ (^ ")-J) — J I I -> o» quand ^ --> e dans G,

uniformément par rapport à uçU, ce qui entraîne que l'application
g -> U^s est une représentation (fortement) continue de G par des
opérateurs linéaires continus dans H. En vertu de la formule [II, 1 (25)],

3
il est aisé de voir que, si Re (s) = -, la représentation U"-^ est unitaire.

3
REMARQUE 2.1. — Dans le cas où s == - + i^ , v réel, la repré-

sentation U^8 n'est autre que la représentation de G induite par la
représentation unitaire irréductible de dimension finie p"^ du sous-
groupe T = MA+N définie par p7^ (mdiX) = p" (u) e-^, pour

m == ( ) ? u € U, et x € N, au sens de BRUHAT [3] ; en effet, cette

représentation induite, soit L^\ est définie dans l'espace hilbertien H '
des fonctions F (g) sur G, à valeurs dans Y", telles que

(i) F (g.maix)= p (matX) p'1'A (m^.r)-1 F (</) pour tout ma/ .r e MA+N,

(ii) f 11^)~T^)IIW<7)<+^
^Gyr

_ j_

[la fonction |3 (^) 2 F (g) ne dépend que de g, l'image canonique de g
dans GIT], où la fonction (3 est définie par la formule

(3(^)==^, si g==kdtX, kçK, xçN.
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L'opérateur L,^' est défini par la formule suivante :

(LI-F)(^)=F(^^
Or on a une section de G au-dessus de U, par rapport à la projection TT :

G -> U [voir II, 1 (28) pour la définition]; en effet, soit

(3) s ( u ) = = ( " °} pour izeU;

il est évident qu'on a TT (s (u)) = u; comme on a

7r(^?(u))==7r(5(^. i2))==^.u,

il existe un m ((/, u)eM et un nombre réel f ((/, u) et un x € N, déter-
minés de façon unique, tels qu'on ait

(4) gs(u)==s(g.u)m (g, u) a.t [s, a) x.

Comme N est un sous-groupe invariant dans T == MA+N, on a

(5) m {gg\ u) = m (^, ^. u) m (^, u), t (gg^ u) == t (g, g ' , u) + t ( g ' , u).

En explicitant ces relations, on trouve immédiatement que

(6) m (g, u) = (" ^ avec ^ = Uç (̂ , u),

(7) e^)=c^,iz).

Maintenant, tout ^e G s'écrit sous la forme s (u)ma.iX, avec u = r^(g),
me M, xçN, et ceci de façon unique; par conséquent, étant donnée
une fç. H, on peut définir une fonction F (g) sur G par la formule

(8) F(g)=é''t^^s(matX)-ïf(^l) si g == s (u) mai x.

On vérifie aussitôt que (8) définit une isométrie de H sur H ' , trans-
formant la représentation U 7 1 ' s en LP"' s. On pourrait donc conclure
l'irréductibilité de U^s en utilisant le critère de BRUHAT ([3], théorème 7.2)
Cependant, comme le groupe de Weyl restreint W ==7Êf/M, où M est
le normalisateur de A+ dans K, opère trivialement sur les classes de
représentations de M, ce critère ne s'applique pas au cas où v == o.
Par suite, ce ne sera pas tout à fait dépourvu d'intérêt de donner une
démonstration directe de l'irréductibilité de U^8 sauf pour le cas où
2 n == i (mod 2), v == o; dans ce dernier cas, la représentation U^s

est en effet réductible, comme on le verra plus loin, et elle est somme
directe de deux représentations unitaires irréductibles (voir § 3 et § 4).
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2. Construction dans l'espace Z et l'irréductibilité. — Comme
on l'a signalé au début de ce paragraphe, il est commode d'avoir une
autre réalisation de la représentation U ' 1 ' s dans un espace de fonctions
sur Z. Soit $ l'espace hilbertien des fonctions cp(z) définies dans Z à
valeurs dans Y", et de carré intégrable pour la mesure dz, muni du
produit scalaire suivant :

(9) (?i. ?0 = 1 (?i (̂  ?-^ 00) dz pour 91, 9, e § ;?i, 9-^ = ] (?i W» ?-2 W) ̂  pour 91,
^̂•7:

pour ^e®, posons

(10) (VS- - 9) (z) == ̂  (g-\ z)- -s y 1 (^ (g-\ z)-1) 9 (^-1 .z)

pour 9e§. On démontre, comme pour U ' ^ - ' , que l'application ^-^V^' '
g

est une représentation continue de ®, unitaire si Re ($)==-. Définissons

une transformation J.s de $ dans 7î par la formule suivante :

(n) (J.9)(u)=47T i+ul-^p'ai+^Ki+uDpCW^))
3

pour 9€$. On a alors, si Re(5)=-?

||J,9^=i67:2 f(9(W(u)), 9(^("))) i+ul-6^^)
^u

= f(?(^ p^))^-!!?:2»
^z

en vertu de la formule [II, 1 (57)], ce qui montre que J s ^ ç H , si 9€§:
comme J , admet la transformation inverse :

(i 2) (J7' H (^ - ̂  ̂ -s \^+k -ïs P- ((z + k)-1 k \ z + k | ) f(W-1 (u))

pour f^H, on a bien une isométrie de $ sur Jî. A l'aide du lemme 1.6,
on montre aisément qu'on a

(i3) U ^ ' J ^ J s V ; ^ pour gçG,

ce qui montre bien l'équivalence unitaire des représentations unitaires
3

[/"'' et V ' 1 ••'o w du groupe G, si Re ($)==-• On montre donc l'irré-
ductibilité de Y^ dans ce qui suit.

Soit ©' le sous-groupe de (S formé par les matrices ( a r ) dans ®;

on a donc a(3 == (3a, (3^ = §(3, aô = ôa == i. On va montrer que si A
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est un opérateur dans $ qui commute à tous les opérateurs V^', avec
ye®', alors A est scalaire. Remarquons qu'on a

(14) V,n,•^(z)=^(u)^(ùzu) pour m = f " °^eM, ueU,
\o uj

(15) V^ cp (2) = | d |^(d/1 d |) 9 ((rfz— b)d),

pour ^ = ( , )5 a, b, d complexes et ad = i.\ o ay

Soit 2 = .ri + x.,i + rr;J, a-j, rcs, x^ réels, et introduisons la trans-
formation de Fourier :

(16) (F^^+'^x.^

== (2 7:)-1 j j c? (a-j + a;, i + a-oj) e^ ̂  ̂ ^ ̂ ) drKi &,.

L'opérateur A' = FAF-1 commute donc aux opérateurs V^ = F V g F - ' ,
gç.W. Désignons par ®^ (resp. (S'c) le sous-groupe de é' forme par

(• ,0 \

les matrices g == ^ ^ avec ô dans G (resp. a, p, ô dans G) [on identifie G

au sous-corps R (i) de H]. Désignons de plus par G^ le sous-groupe de ( S "

formé par les matrices de la forme ^a ^^ avec a, b, d dans R. Il est
facile de voir qu'on a W = ®^. (S;̂ . Pour les éléments de (S\ on peut
donc expliciter V'g. de la manière suivante (on pose w == Hi + E-, i) :

(17) (V^)^;^^!^!^-^»^/!^!)^^^-1-)^^-2^;!^!^,^

(a S \pour ^ ̂  ^ ^ J dans (S'c, et

(18) (V^) (w; x^ =\d\ls-^n((il d^^^w; (dx,—b)d),

pour 9==^ ^ dans ®^; or, dj d|=sgn(d), et, comme

P^— i) ̂  (— i)27 1 si n =^j mod i, avec j = o, ̂
2

on peut écrire (18) sous la forme suivante :

(19) (V:. ̂ ) (w; x.,) == | d -2 (W^,^) (d-w; x,),

où g-> Wy est la représentation de ©^ dans L'^-n (R), concernant la
variable Xs, définie par la formule suivante :

(20) (W^f)(x.^=\d ^sgn(d^f((dx,—b)d) pour g = ( ^ b']\
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La formule (17) montre que les opérateurs Vg correspondant aux

éléments ( T ) * (3 dans C, sont des opérateurs de multiplication par les

fonctions exp [i Re (pw)], ce qui entraîne que l'opérateur A'', qui commute
avec eux, est de la forme suivante :
(21) (A' ̂ ) (w; x,) = A (w) ̂  (w; x^),

où A (w) est une fonction, définie dans G, essentiellement bornée et à
valeurs dans l'espace des opérateurs linéaires continus de L^n (R),
concernant la variable x:',. Si l'on écrit maintenant la relation de com-

mutation : A / V'y = " V ' g A ' pour les éléments g == ( , ) i ^ G G, ^ ̂  o,
on obtient la relation suivante :

p-(À/ |^ | )A(À-^)=A(^)p-W[À[) ;

si l'on prend À = | w [^ on a donc A (w/1 w |) = A (w), puisque p^i) == J;
la fonction A (w) ne dépend donc que de w\ \ w |. Écrivons alors la relation
A'V^ = VyA' pour </ dans ®^ :

d |-2 (A (wl \ w | ) W^ ̂ ) (d-2^; .r,) == d-2 (W^'^A (d-2^/1 d-^-w [) ̂ ) (d-2^; ̂ 3)

ou encore
(22) W^ A (wl | w | ) = A (w/1 w [ ) W^' ^, quel que soit g e ®^.

Choisissons une base {Up) dans V"; alors toute fonction f(x,) dans
L^n (R) se met sous la forme

/'(t^) = 2 ÎP ̂ ) ̂  avec ^ (x,) (E L2 (R),
/?

et l'opérateur A ( w / | w [ ) sous la forme

(A(wl\w\)f)(x^==^(A^(wl\w\)f,)(x,)u,,
p^

avec Apq (wl\w\) des opérateurs linéaires continus dans L2 (R), concer-
nant la variable Xs. Or, les opérateurs W^, ^€®^, sont « diagonaux »

(W^f)(x,)=^(W^f,)(x,)u,,
p

où l'on désigne par W7''' la représentation de ®^ dans L2 (R), définie
par la même formule que (20) (en prenant les fonctions à valeurs
complexes); par suite, la relation (22) signifie qu'on a

Ap,(wl\w\)W^=W^A^(wl\w\) pour ^e®^,
—n^p, q^+n.

BULL. SOC. MATH. — T. 91, FASC. 3. 25
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Or, le groupe ©^ est isomorphe au sous-groupe triangulaire supérieur T
de SL (2, R), le groupe formé par les matrices unimodulaires réelles de

la forme ( , ) ? et, module cet isomorphisme, la représentation W7 '^

n'est autre que la restriction de la représentation V7^ de la série prin-
cipale continue de SL (2, R), et l'on sait que les représentations de

cette série, avec j == o et ^ réel, ou j == - et v ^z o, sont encore irré-

ductibles comme représentations du sous-groupe T (voir, par exemple,
la démonstration du lemme 6 dans [20]; la modification à apporter,
pour remplacer le groupe entier par T, est triviale). Ceci entraîne donc
que les opérateurs Apq{wl\w\) sont scalaires, soit cip^(ivl\w\). On a
ainsi démontré que, pour ^ç.Lç-n (C; R) = F§,

(28) (A' ̂ ) (w; rr0 = A (w) ̂  (w; x,),

où A (w) est une fonction essentiellement bornée, définie dans G, à
valeurs dans l'espace des opérateurs linéaires de V", fonction qui ne
dépend d'alleurs que de w / 1 w |.

Effectuons maintenant une transformation de Fourier par rapport
à la variable rc:; :

(F^)(w; ,3) = (27T)"4 f ̂ (w; ^3) e^dx,;
^ R

F1 définit une isométrie de l'espace L^n(C; R) sur l'espace L ' j n ( Z ) ' ,
si l'on introduit la variable

Ç = li + \ï i + W = w + ^j,

on peut écrire, pour cp€§,

$(ç) = { F ' F ^ (Ç) = (27r)~1 f cpCO e^-^dz,
J z

et si l'on pose
A" = F ' A ' ( F 1 ) - 1 = (FfF)A(FrF)-l,

et
V; = F' V^ (F7)-1 == (F'F) V^ (F' F)-1,

la formule (28) entraîne qu'on a, pour CP€§,

(24) (A ^ $) (Ç) = A (;, + ̂  i) 9 (0, Ç = Si + ^- i + ̂

avec une fonction A (ti + 12 0 à valeurs dans l'espace des opérateurs

dans V^. On voit facilement, d'après (i4), que, si m = ( ), avec
ueU, on a

(V^HO-p^mW;
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si l'on écrit la relation de commutation V'mA" = A"V"^ il vient

(2^) A („ + ̂ OP^")- P"(") A (^ + ̂  i\

où
Si + ̂  i + ̂ ] == ù Êi + ̂  i + ̂ j) u.

Prenons u = Uo == 1(i + i +j + k), qui est bien dans U; alors, il
est immédiat de voir que

ûo (Si + ̂  i + W) "o = — ̂  + Si i — W ;

on obtient donc, de (25) :

A Ci + '^ ï) = p71 (uo) A (— ̂  + Si 0 ̂  (uo),

ce qui signifie que A (^i + ^0 ne dépend pas de 1.2. De même, en
utilisant u^, on voit qu'elle ne dépend pas non plus de Si» c'est-à-dire
que A (;i + ^0 == B, on B est un opérateur linéaire dans Y"; or, la
relation (25) s'écrit maintenant B ^n (u) == p"(u)B, pour tout ueU,
ce qui entraîne, à cause de l'irréductibilité de p", que B = aJ, a e G,
d'où résulte que l'opérateur A" est scalaire, c. Q. F. D.

3THÉORÈME 2.1. — Soif n un demi-entier ^ o, s = - + i ^ , v rce/.2
La représentation unitaire U^5 de G, définie dans H == Urn (U), par
la formule (2), esf irréductible, sauf dans le cas où n ̂  I (mod i) et v == o.

2
^

Pour gué /es représentations U"- •' e/ [7^<?', ayec Re (s') == - 5 soient uni-
2

tairement équivalentes, il faut et il suffît qu'on ait n = n' et Im (s) = ± Im^').
La démonstration de la seconde partie de l'énoncé sera donnée au

paragraphe 4.

DÉFINITION 2.1. — Les représentations unitaires U'1^, n demi-entier
3

Re(s)==-? constituent, par définition, la première série principale du
2

groupe G.

3. Décomposition suivant les représentations du sous groupe
compact maximal K. — Définissons les fonctions fp, F^, pour P€ V7',
comme suit :
(26) f^(u)==u pour ueU,
(27) F..(u) = p^lOy pour ueU;
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il est évident que /^ F., sont dans H, et l'on a, si k == (ul ° \, u,, u._ e U,

(28) ur f. = /p ,̂, u,̂  F, = F ,̂,;
par suite, les fonctions f,, (resp. Fp), yeV^, forment un sous-espace
fermé H0^1 (resp. ^'«), stable par les U ' p 5 , kçK, et la représentation
de K induite par U'1^ n'est autre que p^ (resp. pX'°) . Comme on sait
que toute représentation unitaire irréductible de K est contenue dans
U'1 s au plus une fois (cf. § 2, chap. I), le sous-espace H"1 (resp. H^
est caractérisé par la propriété d'être transformé suivant p^"(resp. p^'0).

Plus généralement, l'espace H == L'jVn (U) est isomorphe au produit
tensoriel L, (U) (g) V'1 de deux espaces hilbertiens L2 (U), V'\ et la
représentation U^' de K dans ^f est équivalente à la représentation
p (g) p^'", où p désigne la représentation « régulière » de K dans U, savoir

[P W fï(u) = f(u, uu,) pour k == ' U i 0

\ 0 1^2

On sait que la représentation p est la somme hilbertienne des repré-
sentations p^, p demi-entier (c'est la théorie des fonctions sphériques
classiques, dans le cas de dimension 3); par conséquent, U^' est équi-
valente à © (p^^®pX:'"). La formule de Clebsch-Gordan (voir, par

exemple, [21]) montre que p^ (g) p^ ̂  © pg^, somme étendue sur
l'ensemble des q tels que p + n^q^\ p — n , p + n = q (mod i);
il en résulte que la représentation U^8 est équivalente à © p^

(P,q)çD,t

où Aï désigne l'ensemble formé par les couples (p, q) des demi-
entiers ^o tels que p + q ^ n ^ \ p — q , et p + ^ ^ n (mod i),
considéré par DIXMIER [6]. On a donc la proposition suivante :

PROPOSITION 2.1. — Soit Dn l'ensemble défini ci-dessus. Pour chaque
(p, q)çDn, il existe un sous-espace fermé H^^i de H et un seul tel que la
restriction de U7^ à K le laisse stable et y induit une représentation équi-
valente à p^7. De plus, H est la somme hilbertienne de ces sous-espaces H^^,
avec (p, q)ç.Dn.

COROLLAIRE. — Si n ̂  n1, les représentations U71 s et U ' 1 ' ^ ' ne sont
pas unitairement équivalentes.

REMARQUE 2.2. — La représentation U'1-8 construite ci-dessus est
équivalente à la représentation ^ a, avec o- == s (3 — s) — 2 = ^ + 1 14
dans la notation de DIXMIER [6], dans les cas suivants :

3(i) n^o(modi), s = = - + i v , ^^o,
2

(ii) n == - (mod i), s = - + i v, v > o.
2a 2
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La série complémentaire construite au paragraphe 5 du chapitre I,
pour les groupes G+ (n), n ̂  2, donne ici, pour G+ (4), les représenta-

tions ^0,0, avec . > G- > — 2. Il reste donc encore à construire globa-

lement les représentations Vn,a pour n = i, 2, 3, . . . et I > o- > o-
4 '

on y parviendra en généralisant le procédé du paragraphe 5 du chapitre I,
q

pour U^ avec n entier ̂  i et s réel et - < s < 2 (et non s < 3, contrai-
2

rement au cas de classe i, n = o). En effet, il est relativement facile de
trouver un noyau W^ (u, u), fonction mesurable définie sur U x U
et à valeurs dans l'espace des opérateurs linéaires de V'\ de manière
que

(29) </'i, A) = f f (W-(u, u)f,(u), Mu))d^(u)d^u)J u ^ u

définisse une forme sesquilinéaire dans L/^(U), l'espace des fonctions
continues à valeurs dans Y", et qu'on ait

< U'^ f,, U'^ ^ > = </\, /•, > pour tout <7€ G;
5

pour que l'intégrale (29) converge, il faut qu'on ait - < s < 2; cependant,
nous n'avons pu montrer que, dans ce cas, (29) soit une forme définie
positive.

REMARQUE 2.3. — Dans la remarque 2.1, on a utilisé la section de G
au-dessus de U, définie par (3); il est facile de voir qu'on peut aussi
prendre la section

(30) ^(u)^1 °\ pour ueU,

et alors on obtiendra la représentation 'U^5 définie par la formule
suivante :
(31) TO-DOO

= a + bu -2S p"((a + bu)-1 \ a + bu |) f((au + b) (eu + d)-1),

pour feH, g-1 = ( )• II va de soi que cette représentation est

unitairement équivalente à la représentation U'7^,

§ 3. SECONDE SÉRIE PRINCIPALE
(OU SÉRIE PRINCIPALE DISCRÈTE).

1. Préliminaires. — Soit p une représentation unitaire irréductible
du sous-groupe compact maximal K de G, dans un espace hilbertien V
de dimension finie. Soit p un demi-entier ^ i, et soit H^ P l'espace
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hilbertien des (classes des) fonctions f(q) définies dans B, à valeurs
dans Y, et de carré intégrable pour la mesure (i — [ q l2)-4^2^1)^. (ç),
muni du produit scalaire :

(0 (/^ Î^P = c f (A (?). /'2 (^ (i - 1 q |2)2^-2 d^(q\^/2;p,/ .=C 1 <JlW»/2WM1 -

' B^•n

avec c une constante positive, que nous préciserons plus tard, ( , )^
désignant le produit scalaire dans Y. Comme on a

[ 0 — 1 q 2)2^-2 ̂ (^) = ^ l ^ p ^ p — i),
^B

les fonctions bornées sont dans JfP'^ (car p ̂  i), donc H P P n'est pas
trivial.

Définissons, pour gç. G, l'opérateur T^ par la formule

(2) W f) (q)=\cq+d |-2^ p (/c(^1, g)-Q /•((a^ + d) (c^ + d)-1),

pour ^-1 = ( ^ ^^ fçH^, où À-(^, ^) désigne le multiplicateur défini

au n° 5, § 1 [cf. (3i), (3l')]. Il est facile de vérifier que c'est un opérateur
unitaire [pour le produit scalaire ci-dessus (i)], et que l'application :
g -> Ty définit une représentation unitaire continue de G dans JfP'^.
Notre but est de trouver une sous-représentation irréductible de TP^.
Dans ce qui suit, on notera T^ au lieu de T^P, (fi, f^ au lieu de (fi, fî)ç,p.

Soit d'autre part L^(G) l'espace hilbertien des fonctions F (g) de
carré intégrable, et à valeurs dans V, muni du produit scalaire :

(F,^)= f\F(g\F'(g))^dg',
^ Cr

on a une représentation évidente de G dans cet espace, à savoir la repré-
sentation régulière à gauche :

(^FK/O^F^-1^ pour FeLHG).

Soit L^p (G) le sous-espace des fonctions F telles que

(3) F ( g k ) ^ ^ ( k ) - l F ( g ) pour tout kçK et gç G;

il est évident que L^,p (G) est stable pour les Ug, gç. G; notons encore U
la représentation de G, obtenue par restriction. Montrons que les repré-
sentations unitaires { T , H^P } et { U, LÎ^(G) } sont unitairement
équivalentes. En effet, pour feH^P, posons

(4) F = J^P f, où F (g) = F(s\(q) k) = C 2-2 (i — | q \^ p (^)-i f(q),
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[ cela définit bien une fonction F sur G, puisque tout g ç G se met
d'une façon et d'une seule, sous la forme g == s (q)k, çeB, kçK, d'après
le n°5, §1]; il est trivial de voir que cette fonction F est dans L^p(G),
et l'on a, d'après le lemme 1.4,

(F, F) = 24 [ ( (F(s(q)k), F(s(q)k))^i - \ q ̂  d^(q) dkJ-Q j^

- c f (f(q), f(g)Mi -1 q l2)2^^-4 d^q) = (f, f),
^B

ce qui montre bien que JP'^ est une isométrie de H ^ P dans L^,p (G);
elle est surjective, puisque toute fonction F€L^,p(G) est l'image par
JF'^ de la fonction f(q) == c~^ 22 (i — | ç |2)-^-1 F (s (ç)) dans JZ?^.
Montrons qu'on a
(5) JP'^ o Tg o (JP'̂ )-1 = [7^ pour gç. G;

posons pour cela F' = JP'^ (Tgf); on a alors, si 7i = s (^)/c,

F7 (h) = 4-1 ̂  (i -1 q |2)^1 p (/O-1 (T, 0 (g)

= 4-1 c^ (i — | q |2)^1 p (^)-11 cq + d |-^-2 p (k(g-\ q)-^f(g-1 • ̂ )»

, [ a b\
si ^-1 -^ ^J; or on a

(6) i—I^^I^O—I^DI^+dl-2,

d'où

F7 (A) =:4-1 ̂  (i -1 r1. ? l2)^1 p W<rs ̂ )-1 /•(ô-1. ̂ )
-(^D^Or1.?)^-1,^)
= F(^ 5(^A) = FQr^) = (Î7,F) (h),

ce qui démontre (5).
Soit maintenant H^ (resp. D) le sous-espace des fonctions indé-

finiment dérivables dans JÏP'^ (resp. L^.p (G)). Il est clair que JP'^
induit une isométrie de H^ sur D. Sur JfÇ^ ou D, on peut considérer
les opérateurs Tx ou E/x, correspondant aux éléments X de l'algèbre
enveloppante U de l'algèbre de Lie de G (considérée comme opérateurs
différentiels invariants à droite). En particulier, si t2 désigne l'opérateur
de Casimir de G,

(7) ÎQ= ^ w- 2 (T^)2'
i^a<p^4 i'^a^4

(7') tAi= 2 (ï7^)3- 2 ([/Y«)2•
i^a<p^4 i^a^4
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sont bien définis sur H^, resp. sur D [on a identifié les algèbres de Lie
de G et de G+ (4), à l'aide de l'isomorphisme local çp], et l'on a

(8) ÏQ^JP'^o^oJP^.

Nous pouvons maintenant expliciter l'opérateur TQ sur H^ à l'aide
de cette formule, c'est-à-dire en calculant U^ dans D, et en revenant
ensuite à H^P à l'aide de JP< Comme TQ commute à tous les T^ gçG,
on obtiendra un sous-espace invariant irréductible dans Hy\ en prenant
des vecteurs propres correspondant aux valeurs propres du spectre
discontinu.

2. Calcul des opérateurs K^ et Ky^ — Introduisons dans G
les paramètres (q, k), qçB, kçK, définis par g = s (q)k, et convenons
d'écrire

(9) F ( g ) = F ( q , k ) si g = s ( q ) k , qçB, kçK.

LEMME 3.1. — Pour i ̂  a < (3 ̂  4, on a

(Io) UX-F=(X^-X^+X^F'
ou Xi, Xî, x-.ï. Xi, sont des composantes de q, q == Xi + x^i + x.j + x^k,
et X^ est l'opérateur différentiel (« dérivée partielle » par rapport à la
variable k suivant Xap) défini par

(i i) (X^ F) (g, k) == lim (F (q, k^ (—t)k)— F(q, k))lt.

DÉMONSTRATION. — Par définition, on a

(Ux^F)(g)=\im(F(k^(-t)g)-F(g))lt;

donc, dans les paramètres (q, k), on a

(Ux^ F) (q, k) = lim (F (g', 7c') - F (q, k))lt,

où g'. À:' sont déterminés par la relation suivante :

^(—t)s(q)k=s(qf)kr,
ou, d'après [1 (3i)],

^=Â-a?(—0.^ ^=k(k^(—t),q)k;

or, d'après la remarque faite au no 3, §1, la transformation q->q'
n'est autre que la rotation (^, x,, x,, x,)-^(x\, x^ x',, x',) ayant la
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matrice exp(—/Xap); et il est clair que k (Â-ap (—t), q) = k^ (—t);
on a donc

(Ux^ F) (q, k) = lim (F(^, 7Q — F(q, k^t

+ lim(F(î, k^(—t)k)—F(q, k))ft,

ce qui donne la formule cherchée.

LEMME 3.2. — Pour i ̂ a ̂ ^, on a les formules suivantes :

(I2) ^JF=f-^I+^2)^+^û+ 2 ^^\F,
\ a î '̂.. /

où Uon a posé

(13) û = a - ^ + . E ^ + ^ ^ - + . r ^ ,0X1 ox-t àXî àxi
(14) X^=—X^ si a>p, X^=o.

DÉMONSTRATION. — Montrons par exemple pour a = i. Alors

(Uy, F) (q, k) = lim (F (q ' , k ' ) -F(q, k))lt,
t^O

où q ' , k' sont déterminés par la relation : ay (— t) s (q) k = s (q^k',
ou, toujours d'après [1 (3i)],

^^(—O.^^ch^—sh^Ych^—gsh1^"1 ,
\ 2 2 / \ 2 ' a /

k'==k{a,{—t\q)k',

par suite, on a, d'après [1 (3i')],
q' = ̂ —^(i + [ q | ̂  + to^ + o(0 t13),

/ , , (u A = fch I f—gsh I < N ) | ch I f—^sh I f - l u ,
,, /IZ 0\ » \ 2 2 2 7 2 ' 2k' =( J, avec { / '

V 0 U / ) / i T \ 1 T T -1

u'=(c}l-t—qsh-t}\ch-t—qshIt u,
[ \ 2 ' 2 7 [ 2 ' 2

si A- = ( ) • II vient donc

( U r ^ F ) ( q , k )
=[(-4(I+ ro+^)^+^^^+^^^+^^^]^.^

+1™^^,^)—^^,^)^;
t-^o

(13) On désigne par o (t) un quaternion dépendant de t tel que o (t) -> o, lorsque
-> o.
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or, si l'on pose

k" = k,, (— te,) Jeu (— te:,) A-u (— te) ̂

on a
lim(F(î,^)-F(g,r))/f==o,

ce qui montre que
lim (F(y, /Q — F{q, k))lt == lim (F^, k " ) — F(q, k))lt

= [(rc,Xf, + ^:,.Xf, + ̂ X^) F] (q, /c),

d'où la formule (12), pour a == i ; on démontre de même pour a == 2, 3, 4.
D'après ces deux lemmes, on obtient l'expression suivante pour UQ :

1 / - i ^i.)\\2 A / i , i.x /-^ , x^ A ^ à \(15) î7QF=r-^(i-|^)yA-(i-|^|-)/D+ ^ A^
L \ i^a^4

- S (Afr-+ ^ (^p)2^.
i^a^4 i^a<[3^4 J

où D est défini par (i3), A est le laplacien par rapport aux variables
rci, ..., a:4, et l'on pose

(16) A f = ^ ^Xfp, Aa== ^ ^Xap, pour a = i, 2, 3, 4.
1^^4 l^l3^4

Pour f^Hy, oïTsi
(J^-T^f=(U^oJ^)f,

.2

ou
4 /,^- \
^(i-\q |2)^1 p (/c)-^ (ron (q) = UQ ̂  (i -1 q |2)^1 p (/c)-1 /-(y),)

en remarquant qu'on a

(17) (-X^p)(/c)=p(A-)p(Xap),

on obtient donc la formule suivante :

(18) -T^f=U^(i-\q\^\-p(i-\q\--)D

+(I-|ç|2)^P(Aa)^+P(P+I)|^2-2(p+I)

^-^^(-^^-^^(^^l^
a a<? J

pour fçH^.
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Comme l'opérateur TQ commute aux opérateurs Tg, gç.G, le sous-
espace S de H^ formé par les f tels que

ToJ==c^)f,

où c (i2) est une constante fixe, est stable pour T^, gç. G; nous allons
montrer qu'en choisissant c (Î2) convenablement, on obtient un sous-
espace fermé non-trivial sur lequel T induit une représentation irré-
ductible de G.

3. Étude détaillée de l'opérateur TQ. — Nous avons identifié
les algèbres de Lie des groupes G et G+ (4); d'après [1 (16)], [l (17)],
il est clair alors qu'on a

(19) Li=——Xi2——X34, Mi=——Xl3+Xi4, Ni=——Xi4——X2:>,,

resp.

(20) La^Xia——X34» M.Î == Xl3+^2^ N2 === Xl4——X.23»

forment une base de l'algèbre de Lie <fti de Ki, resp. 5Ï2 de JCs. De plus,
si l'on désigne par h, 12 les isomorphismes évidents de Ki, K^ sur U,
il est clair d'après ce qui a été dit au n° 9, § 1, qu'on a

(21) Jo^(Lv)=A, Jo^(Mv)==B, Jo^(Nv)==C (^=1,2) ,

avec A, B, C les matrices définies par [1 (66)].

Soit maintenant p = p5^ la représentation unitaire irréductible de X
dans l'espace V" (g) V^', définie au n° 9, §1. Il est évident, d'après
ce qui précède, qu'on a

( p(L,) == ^(A) (g) J^-4-i, p(Mi) == cr̂ B) (g) J -̂M,
(22)1 ( p(NO==^(C)(g)J2^i,

^ p (LQ == J^+i (g) cr^(A), p (MQ = Jâ î ® ̂ '(B),
(22/2 ( p(N-,)=J^i(g)^(C).

En particulier, dans le cas où n' == o (en identifiant o-^ (g) Ji à o^), on a
les relations

( p(X,0 = 0(X34) =-^-(A), p(X,.3)=-P(X,4)=-I^(5),

(.3).
p(Xu)=p(X23)==-^-(C);
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de même, si n = o, on a

(23),

1p (XiQ = — p (X.34) = , cr^(A), p (Xn) = p (X,0 = ' Œ^(B),

1p(Xu)=-p(X23)=-^(C).

Si l'on pose
(24) An == ^(A), 5, = ̂ (B\ Cn = ̂ (C),

on a, d'après (16),

p (Ai) = T (— ̂  A „ — a-3 B,, — ^4 C,,),

p (As) = - ( .ri A,, + ̂ B/, — x^ Cn),
(25), (cas : p == pX'°)

(25). < ) (cas : p == p^'^)

p(A,) = ̂  (—^A, + x,Bn + ̂ -Q,

p (A 4) = I ( ^ An — a-2 B/, + x, Cn),
2

P (A i) = \ ( ^2 A /, + a;3 B,, + a;4 Cn),

P (A..) = ^ (—— XiAn+X.Bn—— X^ Cn).

p (A 3) = J- (— a-4 A ̂  — .Ki Bn + a;2 C/0,

P (A 4) == ^ ( ^3 A/z —— .r.2 ̂ ,z —— Xi Cn),

Par conséquent, on a

(26) ^p(Aa)2 =^î+^+^+^)(A^+^+Q)=—n(n+i)[g|2,
a

(27) ^ pCXap)^ ^ (A,^ + Bf, + C,2) =— an(n + i),
a<?

dans les deux cas.
Quant à l'opérateur ^ ip (^a ) ,—' on obtient l'expression suivante :

(28)1 ^p(^^à=—I(D[A„+DlB„+D\Cn') si p = pï-",
à

'àx

(28)3 ^p(A,)^-=—^(£»^A,,+-D|B,+^C^ si p = p .̂",
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où les D, désignent les opérateurs différentiels suivants :
399

(29)1

_^ _à_
1 àXî 4 àx.>,1 D\=x.

{ Dï=x,

ô_
1 àxi

à
àXi

-Xs —.—?
ÔXi,

-X^ ~ Xi ~~{—— —T— X^ ~{—— 5àx?, àx^àXî

D\==X!, —— + ̂  -.—àXi àXî -Xi -3—5àx^" àx:}

^ à . ô . ô
ûî=-^+^+^- - x-à —.— fàx,,

(29)2 Dï==—x, àXi
à , à , à

- x^ —,— -i- Xi —.— 4- ̂  -»— ?àXï ôx^ ~ àx^
^ à . à
D:}=~x^+x3àx,• -a;2-3—+^i-.—îàx?, àx,,

On peut écrire symboliquement :REMARQUE 3.1.

(3o), à/ , - , - , i\ ( à • ô ' ô î à N
(x^x^+x^+x^^-z^-j^-k^-

==D+iD\ +jD{+kD\,
. à , . ô(^_^_^j_^) + i —— +j —— + ̂(3o). .̂Ti àxi J àx,, àx'^

=D+iD^+jDï+kD^

Finalement on obtient donc l'expression suivante pour TQ :

(18') -TQ/-= -(i.
I \ 2

î ' -))A-p(i-] î ]Qû

— - (i — ] q '-) (D\ A» + D\ Bn + DÏ Cn)
2

+(p(p+I)-n(n+I))|^]2+2(^(^+I)—(p+I))]/>,

où ^ = i (resp. v == 2) dans le cas : p == pï'° (resp. p = p^'").

REMARQUE 3.2. — Le calcul des n065!, 2, 3 reste valable même si p
n'est pas un demi-entier ^ i, à condition que p soit réel et > -•

4. Construction des représentations de la série discrète.

PROPOSITION 3.1. — Soient n, p deux demi-entiers tels que n^p^i
et n —p entier, et soit p une représentation de K de la forme pï'° ou p{i:'\
Alors le sous-espace ^^ de Hy formé par les f tels que

(3i) 7W=[-n(n+i)-(p+i)(p-2)]/:

est non trivial et fermé dans W^.
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DÉMONSTRATION. — Grâce à la formule (i 8'), l'équation aux dérivées
partielles (3i) s'écrit sous la forme suivante :

(32) [^(i—I^IQA—pû—^û'îA.+^B.+^C.)

4-(n(n+i)—p(p+i))1/*=o,

v = i ou 2, suivant que p == p^'° ou p^'".
Pour montrer que (82) possède des solutions non-triviales, remarquons

que, si la fonction f(q) ne dépend que de r == q |, c'est-à-dire
si f(q) == cp(r), on a

(33) D^f==o pour v = i, 2, a = i, 2, 3,
(34) Df==r^(r).

En effet, il suffit pour cela de remarquer qu'on a — = rca ; l'équation (82)
se réduit donc à

àx^~ r 5

ri—rVd2 3 d\ ^
L 4 V ^ ' r rfr; ^dr[ITr!(^+^3^)-^^+(^-^(n+^+I)]CP=o'

compte tenu de l'expression du laplacien dans les coordonnées polaires;

si (Pa) est une base de V", et si cp (r) == V ^(r)^, alors, on a, pour
a

tOUt |Jt.,

l :^-^-^^+^?^)—P^^+(^—P)(n+P+I)?^=o;

en faisant le changement de variable z == r2, on trouve pour la fonction
î^ (z) = cp^ (r), l'équation hypergéométrique :

(35) z(ï—z)^(z) + (2—2(p + i )^^(^)—(p—n)(p+n+ i) ̂ = o,
d'où résulte que

^(2) = c^F(p—n, n + p + i ; 2; z), c^ constante,

puisque ^(2) doit être bornée pour 2->o; on a ainsi

(36) /^)=F(p—n,n+p+i;2; q^v,

avec y = V c^ u^ un vecteur de V\
\L

Si n, p sont deux demi-entiers tels que n^p^ i , n—p entier,
F (p — 72, n + p + i ; 2 ; z) est un polynôme de degré n — p, donc
borné dans (o, i ) , donc de carré intégrable pour la mesure bornée
( i — z y - P - ' z d z , d'où résulte que la fonction (36) est bien dans H^.
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Pour montrer que ^P'^ est fermé, soit f^ une suite de fonctions dans
^w telle que lim f / ^ = = f dans W^. Pour chaque ^, on a donc

fl-> 30/<->=

lim ffti(q)F^^—\q\2)2p-2dp.(q)= f U(q)~F{q)(i—\q 2)2^-2^),
fi ^B ^B

pour toute fonction continue bornée F (q) dans B ; par suite, les f^
convergent vers fii au sens des distributions dans B, ce qui entraîne
que f^ est solution au sens des distributions de l'équation aux dérivées
partielles (82) — ou plus précisément de sa « composante » — de type
elliptique, et est donc elle-même indéfiniment dérivable; f est donc une
vraie solution de (82), et donc appartient à ^P'P.

c. Q. F. D.

PROPOSITION 3.2. — La représentation unitaire de G induite par T?'^
dans ^P'^ est irréductible.

DÉMONSTRATION. — Prenons par exemple le cas : p == pï'°. Soit ^o
un sous-espace stable non trivial de ^P'^, et montrons que c^o contient
nécessairement les fonctions de la forme (36); il est évident qu'on a
alors ^-p == cS. Considérons, pour cela, l'opérateur :

(37) E= f T^dk,;J^
d'après la définition de Tg, on a

(38) (Ef)(q)=ff(qu)d^(u), pour f^H^,
^u

puisque p (Â-s) = i, l'opérateur identité. Par conséquent, pour tout fç eSo, Ef
ne dépend que de q , et est encore dans cSy; Ef est donc une
fonction de la forme (36) ; il s'agit donc d'exhiber une fonction
/'€cSo telle que

Ef=F(p—n; n + p + i; 2; [ q^u, avec v 7^0,

car la formule (TkEf)(q) == p"(u)Ef (q), si Je == 1 ° ) ? ueU, et l'irré-

ductibilité de p" entraînent alors que toute fonction de la forme (36)
est dans ^o. Comme v = (Ef) (o) == f(o), cela revient à trouver une
fonction f dans cS'o telle que f (o) 7^ o. Or e^o est supposé non trivial,
donc contient au moins une fonction non identiquement nulle, soit h;
il y a donc un point ^oêB tel que h (^0)7^0; mais on peut trouver
un g^çG tel que g^\o === q^ [prendre par exemple : g^ == (ko a^~\

avec k^ == ( i o j ' Jo ' ), et ^ tel que th ^^o = I îo 1 (< i !)]; on voit alors
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/ ; \-2/?-2

que f = r^Ti est dans ^o, et que f (o) == [ ch - to j p (yo/[ <7o | ) ̂  (?o) 7^ o,

puisque A (^o) 7^ o et p (^o/1 ^o | ) est unitaire.
c. Q. F. D.

THÉORÈME 3.1. — Soient n, p deux demi-entiers tels que n^p^ i,
avec n—p entier, et soit p une des représentations p^'°, p^'" de K.
Si D, D[, D\, D^ désignent les opérateurs différentiels définis par(i3), (29),
avec ^ = i (resp. v = 2) dans le cas : p = p^'0 (resp. p = pX'"), et An,
Bn, Cn les opérateurs (24) dans V", les solutions f(q), définies dans B
et à valeurs dans Vf\ de l'équation aux dérivées partielles

(82) \L(î—\q •i)^—pD—ï-(D\An+DïBn+D^Cn)
L 4 (î

+(n(n+i)— p(p +!))]/•= o,

qui sont de plus de carré intégrable pour la mesure (i — ] q 'î)î/)~î d[^ (q)
forment un espace hilbertien, muni du produit scalaire

,. (2p—i) (n+p)(n—p+ i)
(/j, /s) = ————————^i————————

x r^w, ̂ (^^.(i-i^i2)^-2^^
«^•n^B

^ Za formule (2) y définit une représentation unitaire irréductible de G.
De plus les fonctions /*„ (q) de la forme (36) sont de norme (v, v)r", et
forment un sous-espace fermé isomorphe à V'1, qui se transforme suivant p.

DÉMONSTRATION. — II reste à montrer l'assertion concernant la norme
de /*„ (g). On a

f (fAq\ Mq))^ (i - 1 î l2)2^-2 d^q)
t-'-R

r2 (v, v)^ f dp. (il) { (F(p — n, p + n + i ; 2 ; r-2))2 (i — r)2/'-2 r3 dr,^^(y,^ / d^(u) I (^(p—n,p+n+i;2;
^u«^TT •^n

puisque d^ (q) == 2 ^r^drd^ (u), si Fon pose q = ru, u€U; le problème
est donc de montrer (changement de variables : x == r2) qu'on a

(39) f (FÇp—n.n+p+i-^^xW^—xy^xdx
^ 0

==i/(2p—i)(n+p)(n—P+i).

[Il est curieux de constater que l'intégrale (3g) diffère de l'intégrale
classique connue dans les relations d'orthogonalité des polynômes de
Jacobi F(p—n, p + n + i; 2; x) = 8^-/^(2 P + T » 2? ^) (dans la nota-
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tion de MAGNUS-OBERHETTINGER [19]); il faut donc calculer direc-
tement.] Citons pour cela les deux formules suivantes ([19], p. i5-i6) :
(4o) (c—a)nXC-a-l(I—x)a+b-c-nF(a—n, b; c; x)

= ̂ xc~a+î^~l(î—xy+b~CF^ ̂  c; x)],
(4,) (-lY^-^^-x^FÇa+^b^c+^x)

^fi

=^[^-x)a+n-lF(a,b;c;x)].

En remplaçant dans (4o), (a, b, c, n) par (o, n + p + i, 2, n — p), on
obtient la formule suivante :

(42) xÇi—x)^-1 F(p—n, p + n + i; 2; x)
i d^P——____________ _____ \T^—P+^(f 'r\n+p—i1 .

~ (T î——p+l ) ! dX-P^ (I——:r) J '

de même, en remplaçant dans (4i) (a, b, c, n) par

(p — n, p + n + i, 2, n —p),
on obtient la formule suivante :

(43) ^[(I-^)-lF(p-^, p + n + i; 2; a:)]

- (-i)^(n+p-i)I
-(2p-i)î(n-p+i)^ ^

Désignons par J^, le premier membre de (3g). D'après (42), on a

In,p= f ( i—^-^i^p—n.p+n+i; ̂ xfàx
^•0

i r1
^"(n—p+i)!^ ( I—^) - l^(P—^P+^+I;2;a•)

x ê^[:c/^-/?+l (I — :K)'̂ -11 ̂

d'où, en intégrant par parties,
(——îY-p ^ ^n-p

^-(n-p+i)!^ d^ ' [ ( l ~ x ) ~ l F ( P~ n 'P+ n + t ' ' î ; x ^
x a;"-'"-*-1 (i —xY-^P-1 dx,

ce qui donne, en vertu de (43),

J,, „= ^P-1)1 ffi-^-^'-^id,."./- (n-p+i)(n-p+i)!(2p-i)!^ (I a;)/' a; /> ^

= i/(2 p — i) (n + p) (n —p + i),
BULL. SOO. MATH. — I. 91, FASO. 3. 26
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DÉFINITION 3.1. — Notons r^°^(resp. T°'^) la représentation T^P
du théorème 3.1, dans le cas : p=p^°( resp . p = p^); de même,
notons ^°^(resp. ^°'^) l'espace hilbertien eSP^ dans lequel est
définie la représentation T^'-P (resp. T0'"^); ces représentations cons-
tituent, par définition, la seconde série principale (ou la série discrète)
de G.

REMARQUE 3.3. — La forme des opérateurs!)^, D^, Défait soupçonner
des liens éventuels entre les fonctions de l'espace hilbertien s^'0^
ou ^n'^ et les fonctions « holomorphes » (à gauche ou à droite) d'une
variable quaternionienne au sens de Fueter. Il serait intéressant d'éclaircir
ce point, en vue d'applications éventuelles à la théorie des fonctions
automorphes relatives aux sous-groupes discrets de G, par exemple
au sous-groupe formé par les matrices à coefficients entiers quater-
nioniens au sens de Hurwitz.

5. Deux cas limites : T^'^et T0'"'^ — Les représentations î^'0^,
T°'^ de la série discrète donnent la construction globale des représenta-
tions TT^ ^,, TT^ ̂  dans la classification de DIXMIER [6], pou rn^p^ i ,
n—p entier; cela résulte soit en comparant les coefficients (qui seront
calculés au paragraphe 4), soit en remarquant l'existence d'un sous-espace
qui se transforme suivant p^'°, ̂ n et en comparant les valeurs propres
de l'opérateur de Casimir. On va maintenant donner, en imitant le cas
du groupe SL('2, R), une construction globale des représentations

correspondant aux paramètres ( n, î- ) • On se limite au cas des repré-
\ 2 /

^O;1-
sentations T 2, puisque les modifications nécessaires pour définir
^o,^;1

T - sont évidentes.

LEMME 3.3. — Soit n un demi-entier (au sens strict) > o. La formule

(^Y
(44) (f., f-0,, „.! = v 2/ limas |(f,(q),U(q))^^-\q\T-td^q)•'/'^r"^—^^'11

£>0 "
' ' 2 E->o Ï/-Q

définit un produit scalaire sur l'espace vectoriel Cp-nÇSS) des fonctions
continues bornées, définies dans B et à valeurs dans V. Les opérateurs

T^ ' 2 définis par la formule (2), avec p =^-i p = = p X ' ° , son/ unitaires2
par rapport à ce produit scalaire.

DÉMONSTRATION. — Comme on a, pour tout s > o,

f ( i— 1 q l2)22-1 d^(q) = 7^/2 £(2 £ + i),
^B
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la limite dans le second membre de (44) existe, pour fi, fa dans Cvn (B),
et il est alors clair que cela définit une forme sesquilinéaire non dégénérée

sur C/^(B). De plus, si ^-1 == ( , ) ? on a

T^^fir1^ / I Ln . l

2

-\lm^^f\cq+d-s\\f(g-i.q)\\î.n(î—\q^d^(q)——^\[m^|\cq+d-:i\\f(g-i.q)\\^(.-\n\2Y--l
7r £->o Jo

£>0 B
£->o Jo
£>0 B

2

v ^2/limasse? + d^'^ ||/-(<r1.?) ||̂ (i-| îl2)2^^"1^^
S>0 B

'Y
l̂ima. f II /•((r'.ï) ||?-(i-| ff-1.? l-2)2^5^^^^.^

:$; •7°

'Y
-^-limae f || /-(ç) ||^(i - | ̂ ^(^O-4^^) = ||/||^^.

^2 B ' ' 2

Notons 7î"' ' 2 le complété de l'espace préhilbertien CA-»(B) muni
de la norme (44). Considérons l'équation aux dérivées partielles (3 2),

correspondant aux paramètres ( n, 1- ) avec n — - entier ̂  o, et v = i :
\ 2 / 2

(32)7 [Ir^A—^(I)+JDlA^+^^+^C.)+n(^+I)—|]/•=o.

Elle possède des solutions non triviales dans Ho '2, le sous-espace de

H 2 formé par les fonctions indéfiniment dérivables, car les fonctions

(36), f'wl(q)=F^-n,n+3•^•,\q\2}», peV",
\ / 2 \ z 2t /

satisfont à (82)^, d'après le calcul du n° 4 (qui reste valable même pour
"2 \

p = -I ), et sont dans ^'°'2, étant donné que ce sont des « polynômes »2 /
en [ q |2, donc bornés dans B. Donc on obtient, tout comme dans le

cas où p^i, un sous-espace hilbertien non trivial ^ ' ' 2 de H ' ' 2



4<>6 R. TAKAHASHI.

formé des solutions de (3 2)^. Montrons que les opérateurs T^' ' 2 laissent
jn, 0 ; -

^ 2 stable. En effet, d'après la remarque 3.3, on a, pour tout z > o,

(45) r^^r^^rr^rr^/- pour /-eTC"^
1 - 1 ,

en désignant par Ho ' 2 ^ le sous-espace de Tf Î 2 + ^ formé par les
i

fonctions indéfiniment dérivables (voir la remarque 3.3); TQ ' 2 +

désigne l'opérateur différentiel (18'), correspondant à p == - 4- 3.

Or on a

p^r^^r1.
£>U

puisque, si £' < s, on a

"a,o;:-^iia,o^-
Par suite, (45) reste vrai pour f^H^ '2 . Si l'on désigne par T^ ' 2

l'opérateur différentiel (18') avec p == -• on a donc, par passage à la
limite z -> o, s > o,

7^ 1 T^'051 .•__ ̂ 0; I ̂ °; \ f1 s 1Q î —1Q. 1 g /'

quel que soit /* dans JZo 2; il en résulte aussitôt que les opérateurs T^' '2,
gç. G, laissent stable l'espace vectoriel des fonctions f telles que

^0° ^ f ^ — n (n + i ) — , /, c'est-à-dire des y satisfaisant à (32)_^,
ce qui montre notre assertion. La démonstration de l'irréductibilité
de T^0;^ aux cas où p^i, reste valable dans ce cas, et nous avons
donc le résultat suivant :

THÉORÈME 3.2. — Soit n un demi-entier (au sens strict) tel que n^--
i

Les solutions de l'équation (3 2)^, appartenant à H71' '2 , forment un espace
y

hilbertien ^ ' '2 , muni du produit scalaire (44)» ^ la formule (2), avec
p == - et o == pî'°, y définit une représentation unitaire irréductible de G.
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Remarquons que la norme de fonction ^ ' " ^ ( q ) de la forme (36),
est égale à (v, v); en effet, on a ?

(f^ .-I)
"v "v 'n^\

=(n+^) ̂ l™26/ F(^—n,n+^î•,x}î(I—x)îi-lxdx
QO 0

=("+I)2(P,y)lim2£fWQ+£)-(n+£)/î+£)+(n+£)+I;2;a;)
\ 2 / 2->0 J \ \ ^ / \2 /

£>0

x^—^G^)-2^,

puisque
l imi<'(ï-"'j+"+2^;2;a:)=F(^-n'j+nî2^)

uniformément dans (0,1). Or le calcul de l'intégral (89) du n°4 reste
valable, même si n, p ne sont plus des demi-entiers, à condition que
n — p soit un entier :̂ o; on a donc

X ^(C +^)—("+£)' (^ + £) +(" +0+i; aîa^O—a^-'a'tfa;

=^Q+^.)(^^
ce qui entraîne qu'on a

(^'0;2,^'0'2) i=(P,^.
' ' 2

Dans ce cas p === -, il n'existe pas d'isométrie de T/^0 '2 dans Lj n(G),

et il n'y a donc pas de raison que la représentation T ^ 0 ' 2 soit de carré
intégrable. On sait en effet qu'elle ne l'est pas (DIXMIER [6]), et cela
résultera d'ailleurs du calcul des coefficients dans le paragraphe 4.

§ 4. FONCTIONS SPHÉRIQUES.

1. Définition des sous-algèbres A, et Aa de L(G). — Soit p^
une représentation unitaire irréductible de dimension 2 n + i du groupe
compact U dans un espace hilbertien V'1, correspondant au demi-
entier n; soit Vp, p =—n, — n + i , . . . , n — i, n, une base ortho-
normale de yn, et posons :

(i) ^(u)u,=^c^(u)u^ c^(u) = (^(u)u,, v^
q
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On désigne par p;;/ la représentation unitaire irréductible de M définie
par

p5,(m)=p^(u) pour m = ( 1 1 °\

dans Vn. Désignons par Y^ (resp. ' ) ( n ' n ' , y) le caractère de la repré-
sentation p^(resp. p^'^, p^) :

( r^(u) = (2n + i) Tr(p^(u)); '̂(/c) = TÎ" (ui) 7^(u0
(2) \ . , /Ui o \

* SI À: = ;
\ 0 U,_ / ?

^(m)=r^(u) pour m==(11 °Y ueU.

D'après la théorie des groupes orthogonaux, on sait qu'on a

(3) ^ n' * S71 " (k) == f ̂  -'(km-1) y (m) dm ̂  o,
^M

si ^ seulement si n +nf^nff^ n—n'|; en particulier, on a

(4) ^o^( ° si n^n\ o,^^_j 0 si n'^n",
(7:1'0 si n^n-; x " - î% o ' ^ si n^n-.

Remarquons qu'on a

(5) (̂ ,.y = ̂ ,n' = y,n'^ ÇHy ̂ ^^ ^ny = •^t == r^\

En effet, on sait qu'on a ^(u) === (2 n + i) C.L, ("—-")» pour ueU,
\ 2 /

où C^ (.) désigne le polynôme de Gegenbauer, d'indice i et de degré 2 n.

DÉFINITION 4.1. — On désigne par An,n', la sous-algèbre de L (G)
formée par les fonctions telles que

(6) f°=f, y*^-/'.
On note AÇ,,. l'adhérence de An,n' dans L^(G), pour i ^p^+oo .
On désigne, de plus, par Ai (resp. As) la sous-algèbre de L (G) formée
par les fonctions f (g) telles que

(?i) /X^i ̂ 2 gk~^1 k^) == f(g), quels que soient g € G, ki € Ki, k^, K € K^.

resp.
(72) f(^ A-, gk\ A-;1 ) = /'(^), quels que soient y e G, k,, k\ ç K,, k, ç. K^

On note Af V adhérence de A, dans L^(G), pour i == i, 2, i ̂ p ̂  + oo.
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REMARQUE 4.1. — L'application

/o\ T fd c\ ( a b\ ^(8) Jg=^ J pour g=^ ^sG,

est un automorphisme de G, et si l'on définit :

(9) (Jf)(g)=f(Jg) pour gçG,

J est un isomorphsime de Ai sur Aa. On peut donc se limiter à consi-
dérer Ai seulement dans ce qui suit.

Il est évident que, si fçAi ou As, on a f° =^ f. De plus, les sous-
algèbres An,o sont toutes contenues dans Ai, et l'on a

(10) A\ = ® A2^ o (somme hilbertienne).
/î

LEMME 4.1. — Les algèbres Ai, As son/ commutatiues.

DÉMONSTRATION. — II suffit de montrer la commutativité de Ai,
et pour cela, il suffit de montrer qu'on a f(g~1) = f(g), quel que soit g
dans G, pour f dans Ai, comme dans la démonstration de la commu-
tativité de l'algèbre A dans la remarque (I, 1.2). Soit donc /'eAi; on
sait que tout g € G s'écrit sous la forme

d'où
g = ki k.i d t k ' ^ , avec ki € Ki, k^, k'^ e K^,

f(g) = f(k,ha^) = f(k,at) = f(a,k^

puisque f0 = f. Si k\ eKi, on a aussi f(k^k^k^ai) = f(kiai); par suite,
pour t fixe, f(kidt) est une fonction centrale sur Ki, d'où résulte que
f(k~[1 di) = f(ki(it) (puisque Ki ^ U, et pour un ueU, il existe au
moins un yeU tel que û == uuu~1). D'autre part, on a

, _ ch^ sh1^ , , / ch^ —sh^t
ï 0 \ 1 2 2 1 ^ 1 0 \ _ ^ 2 2

-° -^ 'sh^ c h ^ / ^ 0 - ^ V - s h ^ chîf
==a-t

2 2 / \ 2 2

on a, en posant ( I ° ) = /cS,

/•(/ci a-,) = /•(/ci /c; a,kî) = f(k, a^

ce qui entraîne donc que

f(r1) = f^-1 ̂  ̂ 1 Aï1) = /•(/cï1 a-0 = /•(/ci a,) == f(g),

C. Q. F. D.
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LEMME 4.2. — Toute fonction f dans An,o peut se factoriser de la manière
suivante :
(J 0 f(9) = f(^) = ̂ ) r'W/r'0^

si g = kik.âik'^ kiçK,, fc, k^çK...

DÉMONSTRATION. — On vient de voir que

f(9)=f(k^),
et

f(k,a,)== fy'o(k)f(kr-ik,a,)dk= |ï^(k,k)f(k-}at)dk
J K J K

= f^Wl-^f^a^dk,
J K

quel que soit Z dans K, puisque la fonction f(kai) est centrale sur K,
comme on a vu au cours de la démonstration du lemme précédent;
en intégrant par rapport à Z sur K, il vient donc, en vertu de l'équation
fonctionnelle des caractères d'un groupe compact,

f(k, ât) = f/-(^-i ai) %-' ° (k,) ̂  « (k)lr' ° (e) dk = f(a,) ̂  o (k^ ^ (e),
J K

ce qui termine la démonstration.

REMARQUE 4.2. — II est évident que le lemme 4.2 s'applique non
seulement aux fonctions à support compact, mais à toutes fonctions f
continues telles que f° == f, fiç'yn^=f.

2. Homomorphismes [de A, dans G. — On dira qu'une distribution :
dans G est sphérique de classe ̂ n' si elle induit un homomorphisme de
A/0,^/ == An,nF\^(G) dans G. On montre comme dans le cas des dis-
tributions sphériques de classe i, que ces distributions sont en réalité
des fonctions analytiques Ç (g) telles que Ç° == t, t ̂  ' / n ' ° = r.

Considérons le cas de classe ^)0. Posons

(12) ^,o;.(^) =e-styn'o(k)|^o(e), pour g = ka^x,
avec kçK, a<eA+, xçN, et

(13) ^o;s(^) == ^n,o;s)°(g) = f^o^^kgk-^dk.
J K

LEMME 4.3. — Si feAn,o, on a

(14) ff^citX) dx = ̂ °(k) (r'°(e))-1 ff(aix) dx.
JN J N

Cest une fonction à support compact dans KA+.
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DÉMONSTRATION. — Le premier membre définit une fonction 9 (kdi)
sur KA+; montrons que son support est compact. En effet, soit

kdtX = larl', l, V e K, f réel ̂  o,

la décomposition de kdtX d'après le lemme 1.2. Si Â-11 = ( u »?
\o v )

l' = ( , ) î u, u, u^ v' € U, il est facile de voir qu'on a

c h ^ f — e 2 x^uu'ch^f,
2 2

d'où, si x == L Çs + ̂  i + Ï4J),2

chf=chf+^Gl+^+^);

or, en vertu du lemme 4.2, on a

/•(/c^rr) = f{la^') == /-(/'Z^.) = /-(n)/•(^)//(e) ;

donc si /'(a/) est tel que /'(a/) == o pour ch t ̂  c, /(a</) sera nulle pour
ch Z ̂  c, d'où

/'(Â: a^) == o pour ch / ̂  c, quel que soit kçK, xçN,

d'où notre assertion.
D'autre part, on a, quel que soit me M,

cp (/n/ca/m-1) = ^ f(mka^m~Yx)dx == ^ f(/nÂ:a</n-1 .mxm-^dx
v N v N

== f fÇmkaixm-^dx == f f(kat) == ^(ka/),
v N ^ N

et il est clair que ^' ° ̂  cp === cp ; par suite,

c? (kai) = F ̂ ' ° (/) cp (Z-1 mkm-1 ai) dl == f ̂  ° (mÂ-m-1 Z) cp (Z-1 aQ d/
^A ^A:

= fz'' ° W 7J2'0 (0 (%"'0 (e))-1 ? ̂ -1 a0 ̂  - ? (a0 %'- ° W/X^0 (e),17/c
puisque,

^ •^^(mkm-^r^dm = fr^Çuu.u^u^du = ^(uj) ̂ (v^^Çe)
JM ^U

-r'0^)^0®/^'0^
., (Uv 0\ . ( V Y 0 \ fil 0\ , — ,
'^(.o u.r^^o ^ ^ m = ^ o J^"^^dansW



4l2 R. TAKAHASHI.

PROPOSITION 4.1. — Pour fçAn,o, posons

(i5) Ff(t) = (r'°(e))-1 e^/2 f/-(ûw) dx.
Jjy

Alors, Ff(t) est une fonction continue et à support compact sur la droite
réelle R, et Von a

Oô) Ff(- 0=Fy(0,

(17) ^/w =aFf+ bFf,, pour a, b e G,

08) ^(0 = fFfa-^Ff.^dt'.
^R

DÉMONSTRATION. — N est invariant dans A+N, et l'on a

(/(ar^a^c-3^,

d'où résulte tout de suite (16). (17) est triviale. On a, pour /, fç.An,^

^(è)e-^F^(t)

==f f f ff(atxy-^a^l-1) f {la,y)^' didt'dydx
^ N^ K^"R^ N

= f f f Ç fd-'atXy-^a^dxf'Çlat'^é^'dIdt'dy
JN^K^"K.^N

(x -> xy, puis ^ -^ a^1 a;a^)

= f ( f f^l-lat-t'x)dx fff(la^y)dydtfdl (lemme4.3)
^R ̂  K ^ N ^ N

=^ ff^S)^ ̂ f^-1^ ̂ f^ ̂  dtl'

d'où (18).

D'après (17), (18), il est clair, que si c est un nombre complexe quel-
conque, l'application

(i9) A.,o 3/--> Mf) = fFf(t) e-^dt,
^R

définit un homomorphisme de An,o dans G. Posons c = s — 3 ' Alors,
2
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d'après le lemme 4.3, on a

t_,(f)=Ç 1 (f^ka^^^dke-^^dtdx/^^e)
•s 2 ^K^-R^N

= f j f f(^i ̂ ) ^n, o ; s (kdt x) e^ dk dt dx
J K ̂ R ̂  N

= l f ( g ) ^ n , o , s ( g ) d g
^G

= ff(g)^^(g)dg,
^G

puisque f0 == f. Par suite, si l'on définit :

(20) ^o;.(f)= [(r'^n^^o^dg pour feL(G),
^G

Ç ^ O ; A est un homomorphisme de Ai dans C, et l'on a donc

(21) f ^,o;.(Â-1 g k g ' ) dk = Çn,o;.(^) ^,o;.(^),
«A

4i3

quels que soient g, gr e G.
Les fonctions ^,o;.-?(<7) définies par la formule (i3) sont donc sphé-

riques de classe ^/z'0. Il est probable, comme dans le cas de classe %0 '0,
i. e. de classe i, que toute fonction sphérique de classe ;^° soit de cette
forme.

D'après la remarque 4.2, on a, si g == /Cifc^Â^, À-iêJCi, k^ k^çK^
^s(g) == ̂ •A^x^Wlr'0^.

Par suite, pour déterminer Ç/^o ;.(</) explicitement, il suffit de considérer
le cas g = a^ On a alors, d'après la définition (i3).

^0;.(^)

== / a^o;.(Â:-l^Â•)dÂ•= ^ ^^(k^ka.at^^dk
^ K J K

-(.TTroi^^0^1^6-"''^
"Juich^+u.sh^

2 2 .î^XX^ ch ^ f + "i u. sh ï t(2n+i)2^^
2 2

x ch- +ïiiU2sh- -^dp.(ui)d^.(u2)
2 2

r / ch^+ush^
2 2

2H +W; ch - ^ + u sh - ^
2 2

I Ich - / + u sh -1 d^(u);
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si l'on introduit les coordonnées sphériques dans U :

u == cos6 + (sin6 cos^)i + (sin 6 sin0 cos^)j + (sin 6 sin0 sin^)Â-,
0^6, 0 ̂  7T, 0 ̂  ̂  < 2 7T,

on sait que
d^.(u)== (2 7r2)-' sin2 0 sin0 d6 d0 rf^;

par suite, on a

TZ /ch^+sh^cos^A . - „
(22) ç,,o,(a0=,——— f r:i (-^-__^_) sin^ede

(2n+i)7r^ -"\ ^/ch^+sh/cosO /(cht+shtcos^

ou encore, en posant

(23) — t h^

on a la formule suivante :

<220 ^-^^(-^(TnTT).
f^C1 /" __l_±j cos 9 \ sin2 9 dQ

^ J , A \ / i+^cos6+P^( i+^cos6 +çy
Posons
(^) 6^ = (l + ; ^9)/ | I + ̂ ° |, [ C^ [ < 7T/2 ;

on a alors,

cosc.) - I+^os9 . ; sin 9cos a) — ——————————^, sm çx) == ———^——————^- 5
( i+2^cos6 +^)T (i+ 2; cos6 -\-^Y-

d'où

r' / i + ^ c o s Q \ sin(2n+i)co
^•ln[ -———————————————,,- == C^z (COS ûû) ==————-,—————/—

\ ( i+ 2^ cos6+^/ smcl)

(i+2;cos6 +?2)T ,
— ^——!——2______' ^ ^ ^ p(2n+l )iw_p—(2/î+i);co)___ 21, sin6 < ' e ^ ^ },

ce qui entraîne donc

/j_P)-^ . (a)==____2 r^_____sin6____
^'°' 2 l i7T(2n + l)^ (l+ 2 i COS 6 + Ç2)^^

x ! (i + E^0)2^1—^ + ̂ -^+i ( ^6

=———^——_ Ç^ (I+;e^Q)•2/ l+1sm6d6
2lÇ7r(27î + l) ^_^ (l + ̂ ^^(i + ̂ -^^

^ i r4'7'______sin6d6______
^7r(2n + i) j_^ (i + '̂  e^9)5-"-1 (i + Ç c-^6)^5
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ou encore, d'après le lemme suivant :

^,o; .(a0=(i—th^n ,F^s+n,s—n—ï; a î t h 2 1 ^ .

LEMME 4.4. — Pour \ î, \ < i, on a la formule suivante :

1 4 \ U 1 ^ , ^ „ _ ., 2 I -

(25) L. (I+^sîn^,e-^=(P-a)^l2JFl<a^^^2)'

pour a, ^3 complexes quelconques (on prend la détermination du radical
égale à i pour E == o).

DÉMONSTRATION. — Pour \ \ < i, on a les développements en séries
normalement convergentes :

(i+^-^=^(-i)^^^°, (i+^-^=^(-i)^^-^,^p.
9 Î '

/"^O ' y ^ O

d'où
/,+^/"•" sinQdQ____
j ^ (1+^^)^(14-^-^)?

= -L V (——i^+y j ^(^_y+i)0——^(^-y-lîO^Q^+y0^^
21 ^-T. ^ P^Q^

P, 7^0

71: i V^ .== ^Jyr_i)2^4-ip/^i_Ld^±_ -LV^_i\2^-i^^-i îV-i ).j^< ) ^ PKP+O!^ I) ^ pip(-,)i;

==7ri(p-a)^^——^——?;-^=(p-.)^fF(a,P;2;^.
/^O

On a donc la proposition suivante :

PROPOSITION 4.2. — Soit Ç^o;6 Qy) ^ fonction sphérique de classe y^0

définie par (i3); si g == À-ifc^/c,, Â-ieKi, À-.,, k'.,çK..,

^o;.^)=S.,o;s(a/)^'o(^)/X'o(^
e/ /'on a

(26) Ç^o;,s (a/) = f i — th2 I ̂ s ,F,(s + n, s —n — i ; 2 ; th2 I f).
\ 2 / \ 2 /

La formule classique

F(a, b', c; X)=(î—Xy-a-bF{c—a, c—b; c; X)

entraîne qu'on a
(2?) ^,0;.(^)=^,0;3-.(^).
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Explicitons l'équation fonctionnelle (21), qui exprime le fait que
f—^ ^n,o;s (f) soit un homomorphisme de Ai dans G, pour g = a/ , g ' = a / ' ;
soit k~1 dika,'== kikîdi"k^ avec k i ç K ^ , k.^ k^çK^ la décomposition
de k-^dikar suivant [1 (12)]; si l'on pose

UL o h={k,=
\ o i/

u, y, Uj, u.2, "2^11,\o u

on a, en comparant les coefficients,

,0 U.2

U i c h - r = u u c h - ^ c h - f + y s h - f s h - Z ' ) ,
2 \ 2 2 2 2 7

u^sh T ^^ = y f u sh I ^ ch I f + y ch I ^ sh I ^\
2 \ 2 2 2 2 /

d'où, en posant

\ = th - /,
2

r === th - f.
2 '

il vient

/ ^n^^s^k-^afka^dk
^ K

== (———. f rCi^Re^ofi—th^rY
(27Î +l)Ju^U \ 2 )

X r fs+n, s — n — i ; 2; th2 I t^ d^(u) d^(v)

r
7T(2n+l)Jo

v 7^1/ ç 1 n ç

c1 ^^271 l

—n-

^ i + ̂ ' cos 9
^ li+^'e'0!

? z 9

E + ̂ e'0

i+

\ (1-^(1-•;"-)•'
/

•;':'p;6-,-, c

i+^'e'6

^sin'-OdO;

2^

on obtient donc le corollaire suivant :

COROLLAIRE. — Soient \, '^ deux nombres réels tels que — i < c, '^ < i,
s un nombre complexe, n un demi-entier ̂  o. On a la relation

i^ / i > - ' / - / - - _ n \• i+^'cos6\(28) CL i+S'ê'6!/7r(2n +1)'u
^^•» |̂  sin'-ÔdOX F ( s -{- n, s — n — i ; 2 ;

/ |i+%'e'9^
=F(s+n,s—n—i; 2; ̂ )F(s+n, s—n—i; a;;'2).

i+^'e-9

Il va de soi que tout ce qui précède sur tn,»;s (g) reste vrai, mutatis
mutandis, pour îo,n:s(g).
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3. Coefficients des représentations de la première série prin-
cipale. — Nous allons calculer les coefficient suivants de la représentation
U"- • s de la première série principale :

(^9) P/....-07) =(urî^ f^ ^-Ag) =(uyF^ F.),

où f^ F,, désignent les fonctions définies par [2 (26)], [2 (27)]. Comme
on sait que U'y F,,== F^ quel que soit k^çK.,, on a, si g = k ^ k ^ a / k ^
avec ki ç Ki, A'.^, ^ e Ki,

^.(g) = ̂ n^(k^=WF^ U'^F.);

si ( p p ) , p =—n, — n + i » . . . , n — i » n , est une base orthonormale
de V^, on a donc, d'après la définition des opérateurs U'^,

,̂,s.;.(̂ )

= ( (^(aT^u)-^^^^1,= ^(^(^^^-^"(^(ar1,")-1)?^1.")-1^ p^^.u)-^)^^)• ' -r-r'- u

ch - t — u sh ï-1

x( ?"(")?rtfn\ n^l

ch - t — û sh - t
2 2 ^(u^v^-dr^u \d^(u)

ch - t — u sh - t

si

k,= ul ° , UiSU;

par suite,

'K.^(Aia/)

=f|ch^-^1 2
ch - /—ush- <

2 2

ch - ^ — u sh - t
2 2

ch - t — u sh - t
2 2

}u,^(u^u }d^(u)

= V (y, î ) (y, Vq) (p^Ui)^, yy)
/?, y, r

:r|ch^-,
^1 2

X / ch - ^ — u sh - t
/U 2 2

ch ^ ^ — u sh J-1
2 2

ch - t — u sh ï-1
2 2

|̂ , Vr }d^(ll);
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or, si l'on change, dans la dernière intégrale, la variable u en wuw,
avec w e U, et qu'on intègre par rapport à w dans U, en tenant compte
des relations

d^(wuw) == d^(u),

) f^n(w)Al}^^
" u

ch - t — wuw sh - t
2 2

f^(w)Ur)dp.(w)==S^rl[r(A

c h ^ — u s h 1 /
2 2

L)/ (2n+i) ,

p^

(3o)

(où A est un opérateur dans V"), il vient

^n,.s^(kia/)

=2^ Up)(^u,)c^(u,) ̂ I—

^\^-i-.
J^\ 2X / ch - t—ush - t\ Tr p^l
/u 2 2 1 1 l '

ch I t — u sh ï-1
2 2

. ch I f — u sh ^ f
\| 2 2

^(")

==^(y, Vp) (u, v^) c^ (ui)
p^

x r c
^n

^)(P,^C^.)^^^

7: / c h - f — s h - f cos 6 sin'ôdO2 2

V/ch^—sh^cosO / (chf—sh^cosO)-

ce qui montre, d'après (22), qu'on a

(3i) ^n,s-Ag) = ^n,s;.(k,a,) =Y(y, ^(yT^c^^,)^,.;.^/),

si g == kïkîatk'^ avec A-i = ( u i o ) î Ui€U, fc, k ' ^ ç K î .

Il en résulte immédiatement qu'on a

(32) (^,.;.•)o(^==(^^^o;,.(^,

en tenant compte de la formule (3o).
En ce qui concerne ^n,s;^ (g), on a

(33) ?.,.;.(̂ ) = ?/^;..(Â:ia/) ==^(y, ̂ ) 0^)^(122)^,0;. (a/),
P^T

si g == k,ha{k\, avec Â-i, k\ e Ki, et fc = ( I ° ) ? u, € U, et
\ o Us /

(34) ^n,^)°(g)=(u,u)^n^(g).
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3
COROLLAIRE. — -Si s = - + 1^9 ^ réel, les fonctions Çn,o;s (9)9 ^o,n;s(g)

sont de type positif.

DÉMONSTRATION. — II suffit de remarquer que si f(g) est de type
positif sur G, f° (g) l'est aussi, et ceci résulte de la relation

A*f°*/î(e)= f(UkhY-kf^(Ukh){e)dk pour hç.L(G\
^ K

avec Uk la représentation régulière à gauche de K.

4. Coefficients des représentations de la seconde série
principale. — Calculons maintenant les coefficients suivants des
représentations T^0'^, T 0 1 " ' ^ de la seconde série principale, définie dans
le paragraphe 3 :
(35) Cy-P(g) = (T^Pf^P, f^P),
(36) CW(^) = (T^/Ï'^, fî'^P),

où f^P, f0'^? désignent les fonctions dans ^'°^, ^°'^P définies par la
formule [3 (36)]. Comme on a

Ty^f^P = f^°''P, quel que soit h ç. K..,

on a, si g = Â-ifca/^, avec À-ieKi, fe, k'^çK^ ki =("1 o ) î UieU,

C?'0^^)^^'0^^^)

^p+i)(n+p)(n-P+i) r|eh^-gsh^
|-2^-2

^ Jal 2 " 2
^

—•l

ch I t—qsh I t
M Pi 1——^—————'~\ ) ^P"^)^

ch - t—(ysh - t2 ' 2

q^ ch - t — sh - t
' 2 2X ^j p—n, p +n +i ; 2;
ch - t — a sh - t

2 ' 2

X^p—n.p+n+iî^l^Ki—lgl^-2^);

si l'on pose
^ = = = t h - / , q=m, avec o^f<i , U€U,

on a
dp.(q) == 27:2r3drd^(u);

BULL. SOC. MATH. — T. 91, FASO. 3. 27
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il vient donc
Cy^(k,ai)

R. TAKAHASHI.

=^>. ̂ )(^^(u,) (^+0(P+^)("-P+.)^_^^.
'X, [i, v

r2 r f\i-rii
^0 ^TT

x 27:2 / ^ | i—r£u -2^-2

^o ^u

i — r - u ru—.} F ( p — n , p+n+i; 2;X C^ \ï—r^u
X F(p—n, p +n +i; 2; r 2 )^—r^P-^r^drd^Çu) ;

i—r^u

dans l'intégrale par rapport à u, on peut changer u en wuw, weU
comme précédemment, et intégrer par rapport à w dans U, ce qui donne,
compte tenu de (3o),

j(;i—."i—<^ )F(p—n,p+n+ i ;2; ru—c,
i — r - u )d^(u)

i__ r^-rlu^-CïJ1-^^
n+ÎJu \ \ï—r^u\in +1

ru—; 2^X F(p—n, p +n + i ; 2; i — r ' u d^(u)

4^ ^v^ -r •; ,0 1-2^-2 ̂ 1 / i——^^^ \r^ I ^^[^^oiJ
^9__';: 1 2 \

27^2(2^ +i)

X F ( p — n , p +n +i ; 2 ;

' i—r^cos9\
\ï—r^\

rpl'3__> -\
-———o js^OdO,i— r ^e 1 ' 3 J

puisque, si
u = cos 9 + (sin 9 cos x) i + (sin 9 sin % cos ̂ )j + (sin 9 sin x sin ̂ ) /c,

on a
[i—^u|=|i—r^°|, |ru—S]=|r^—^|,

d'où l'intégrale en question est égale, grâce à l'équation fonctionnelle (28)
pour s = p + i , àF(p—n,p + n + i; 2;r2)F(p—n,p +n + i ; 2 ; ^2);
par conséquent, on a

C^(k,a)

== ^(c, ̂ ) (p7^) c^(ui) (2? + i) (n + p) (n —p + i) (i—S2)^1

),ti
X F(p—n,p+n+i; 2;^-)

X f F(p—n,p+n+i; 2; ^(i—^Y-P-^^dr
•JQ

= j 2 '̂ (;)-) (p' "^ ̂ ("O} (I —^^(p —n, p + n + i ; 2; ;2),
(î.,^ )
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d'après la formule (3 (3g)). Nous avons donc démontré que, si g===kikïaik'.^
avec Aie Ki, fe, k'^çKï, on a

(37) C^(g) = Cw(^a/) =^(y, y))0^^c^(u0^o;^(a0,
A, a

et il est facile de voir que

<38) (C^yÇg) =(u, u) Ç//,o;^i(^) pour gç G.

De façon analogue, on a, si g == kihdtk\, A,, k\ çK^ k^ç.K^
k.^f1 °V^eU,

\0 Uîj

(39) C0'^^) = Cî'^(^) ==^(y, p,) (̂ 7) c^(u0 Ço,.; î(^),
)̂

(40) (C0'7^)0^)^^,^^^^^) pour ^eG.

COROLLAIRE. — Les fonctions Ç«,o^+i (^), Ço,^+i (^) son/ rfe type positif,
si o < p ̂  n, ef n — p est entier.

REMARQUE. — Le calcul ci-dessus suppose que p ̂  i ; mais le résultat
reste vrai même pour p == ï -

3 j 1

5. Décomposition de U^2 en somme directe de T"'0 2 et T° / ' '2. —

Pour n demi-entier au sens strict, la représentation U^'2 de la première
série principale est réductible. On va montrer qu'elle est somme directe

ï ï
des représentations T ' *2 et T ' n î î de la seconde série principale. En effet,
soit Jî^ (resp. H-) le sous-espace stable engendré par les F^ (u), u e Y"
(resp. fp (u)). Les formules (3i), (37) montrent qu'on a

(41) (^I^F.)=(^;'0;1/;'0;1,^0'1) pour tout g^G.

Or, si Vo est un vecteur non nul dans V", la fonction jF\ (u) est un vecteur
3 3

totalisateur deH+ pour î/1'2, puisque, pourÀ:i e Ki, t7^2 F^(u) == F^^(u)

et la représentation p" est irréductible. La représentation T"' '2 dans ̂ "' "2

est irréductible, donc /* '̂ '2 est un vecteur totalisateur dans ^' ' 2

î
pour T ' \ Par suite, l'identité des coefficients (4i) entraîne l'équi
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valence unitaire des représentations U71'2 restreinte à H et T7^2

3

De même, la restriction à H- de l/'2 est unitairement équivalente

à T'"'2. Alors, on voit que H+ © Tif- = 7ï, à l'aide des décompositions

en sous-espaces stables pour les opérateurs U^, T^2, T0;^21, kçK
(voir les diagrammes dans DIXMIER [6]).

§ 5. FORMULE DE PLANCHEREL.

1. Transformée sphérique dans A,,o. — La fonction sphérique
^,o;^ de classe ^,o définit un homomorphisme de l'algèbre commu-
tative A^o dans G :

An^f-^^.,s(f) = ff(g)^s(g)dg;
^G

considérons ^n,o;s (f) comme fonction de s, et posons

<') /l(n»o?s)==/>(^o;.)=^o;.(/l);

on appellera cette fonction d'une variable complexe s, la transformée
sphérique (de classe ̂ '° ou dans A^,o) de la fonction /•. D'après ce qu'on a vu
au paragraphe 4, nos 3, 4, les fonctions sphériques Ç,,o;, (g) dont le para-
mètre s satisfait à l'une des conditions suivantes sont de type positif :

(1) Re(s)=3,

(n) s=p+i ou s = = 2 — p , avec o<p^n, n—p entier.

Lorsque Ç^o;^ (^) est de type positif, l'homomorphisme associé est unitaire,
c'est-à-dire Ç (f) == ç (/•), donc on a

(2) (^)(n,o;5)=f(n,o;5),

pour s satisfaisant à l'une des conditions (i), (ii).

^D'autre part, la fonction F/ (/), introduite au paragraphe 4, permet
d'écrire la transformée sphérique de f sous la forme suivante :

(3) f(n,o;s)=fe^tFAt)dt;
^B
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en effet, on a, d'après la définition de [4(i3)],

f(n,o;s)== ff(g) [^^(k-^g^dkdg
^G ^ K

= / f(g) ^n^sÇg) dg (car f° = f)
^G

== f f f f^^^r'W^W^e^dkdtdxJ K «^R ^N

^^fj^^^9^-A^B

en vertu du lemme 4.3 [remarquer que ^'° (k) == ̂  ° (A-)], ce qui montre
bien (3). Cette formule entraîne le lemme suivant, puisque la fonc-
tion Ff (t) est à support compact, comme on a vu au paragraphe 4
(lemme 4.3).

LEMME 5.1. — Pour tout f dans A^o, la fonction f(n, o; s) est une
fonction entière de s. De plus, quel que soit le polynôme P (^), les intégrales
suivantes sont absolument convergentes :

/Ï4-00 ^ /t+OO

j P(^)th7^ f(n, o; cr + p,)^, j ^ ?(,,) cothTrv f(n, o; cr+^) dv.

2. Formule de Plancherel dans A^o. — D'après la théorie des
algèbres préhilbertiennes commutatives (voir GODEMENT [12]), on sait
qu'il existe un espace localement compact Z^'0 formé par des fonctions
sphériques de type positif et de classe ^'°, et une mesure positive m^0

sur Z^, de telle sorte que la fonction /"(Ç) = Ç (f), définie sur Z^'°, soit
de carré intégrable pour m"'0, et qu'on ait

(4) fl^l^-f lAOl2^^),
^G ^Zn^

pour tout yeA/^o. Nous allons montrer que l'espace Z^'° est formé par
les fonctions sphériques tn,^s (g) avec

g
(5) s = = ^ + p ^ , ^^o ou s==p+i, o <p^n, n—p entier,

et déterminer en même temps la mesure m"10 de façon explicite. Comme
on a, d'après (2), | f(n, o; s) ' = {J-kfY (n, o; s), pour s satisfaisant à (5)
il suffit de déterminer une mesure positive m^0 sur Z"'0 telle qu'on ait

(6) f(e)=f f(n,o;s)dmn^(^),
<y7ra,0
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pour fçDn.o, où Dn,o désigne la sous-algèbre de An,o formée par les fonc-
tions indéfiniment dérivables.

LEMME 5.2. — Posons, pour feD^o,

(7) Z(s)==Z(f;n,o;s)

^n+i^—^+n—iKs—n—^
\ 2/

/ r? \
x tg7:(5 + n — - ) f\n, o;s).

\ 2 /

AZors Z (5) e^ une fonction méromorphe dans tout le plan de la variable
complexe s, et Von a
(8) lim Z ( c r + f v ) = o ,

| V 1->4- -M

uniformément dans toute bande a ̂  o- ̂  b, pour a < b quelconques.

DÉMONSTRATION. — La première assertion résulte du lemme 5.1.
Il est facile de voir que, si a ̂  o- ̂  b, il existe une constante K > o
telle qu'on ait

('2n+l)tî\(s—3}(s+n—î)(s—n—<2)tg7^:(s+n—3\\^K\v\î

1 \ 2 / \ 2 / 1
pour [ v | ̂  i ;

on a alors, pour a ̂  o" ̂  b, et [ v [ ̂  i,

\Z(^+iv)\^K ^ Ç e-^e^-'^Ff^dt

d'après la formule (3), ou encore [F/ (t) est à support compact], en inté-
grant par parties,

Z(Œ+i^)\^K e-^^a^dt^

avec

^(O^ie0"^)!;

en vertu du lemme de Riemann-Lebesgue, on a donc
lim Z(o- 4- i^) == o,

[V l - ^+oo

quel que soit (T; la convergence est uniforme dans a^o-^ b; en effet,
la transformée de Fourier

<^)== f e-^^a(t)dt
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est uniformément continue dans a ̂  o- ̂  b, et —x < ^ <+oo ; donc à
tout s > o, il existe à > o tel que ^^ CQ — ̂  OQ | < s, pour | o-i — 0-2 < ô
et pour tout ^; d'autre part, on peut choisir o-i, .. .,T/, dans (a, 6) tels
que pour tout o-e (a, 6), il existe un o-y, i ̂ j ̂  p tel que [ a - — o-y [ < ô;
finalement, pour tout j, il existe un nombre positif Ny tel qu'on ait
| ̂ rr, (^) < £, pour | ^ ^ N/; si a ̂  <7 ̂  6, on choisit j tel que

o- — oy [ < ô ; alors, on a

^)|f^ ^(^ + ^(.)——ê^.^) ^23,

pour | v [ ̂  N, N = max Ny, ce qui achève la démonstration.
i ^=]^P

PROPOSITION 5.1. — Soit n un entier ̂  o, et soit feû/^o. Alors

n

(9) I67r^(e)=(2^+I)2S(2P—I) ("+?)("— P+i)f(n,o;p+i)
/?=!

.'-4-00 ^ / 9 \

+2(272 +i)2 / n^ o;- +iv)
^'o \ 2 /

j— / \. .) ~j

x ( n + I ) + ̂ \ vthTT^ d^,
L\ 2 7 • J

l'intégrale étant absolument convergente.

DÉMONSTRATION. — Considérons le contour Cr formé en parcourant,
dans le sens direct, le périmètre du rectangle ayant pour sommets les

points3 ± iT, n + 3 + iT, T > o. Si l'on intègre Z (s) le long de Cr,
2 2

on obtient donc
3

T n +^ Tr~ / ^ \ c ~ r f ^ \
\ Z - + i ' y ) i ^ + / Z(a—iT)d7+ z ( n + - + i ^ ) i d ^

J T \ 2 / J 3 i7_ y \ 2 7

/i

+r Z(7+ir)d7=27Ti^Res(Z(s),p+i);
»/ •!

n+'^ ^=l

on voit facilement que

(10) Res(Z(s),p+i)

- (2n^ I)2 (^ -i) (n + P) (n -P + i) f\n, o; p + i);
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d'après le lemme 5.2, les intégrales sur les segments horizontaux tendent
vers o lorsque T -> +00, et il vient donc

/l ~^~ °° / \
(n) —(an+i)2 / (n+lv)(2n+- I+l•v)

^ — o o \ 2 /

X (iv — I ) thTry f (n , o; n + 3 + f^ dv
\ 2 / \ 2 /

^n+i)^ f rfn+^V+^-l^thTT^fn, o; 3+i^^
^'-- o o L \ 2 / J \ 2 /

n

+(2n + I)2 l^(2p—I)(^ +p)(n—p + i)f(n, o; p + i),
/?=!

les intégrales étant absolument convergentes, à cause du lemme 5.1.

D'autre part, on a

f(n,o;s)= ff(g)^s(g)dg
^G

^^f f f f{katk')^s(k^)^tdkdk'dt,
J K ^ K ^0

en vertu du lemme 1.3. D'après le lemme 4.2, et la proposition 4.2,
il vient donc

. /• i ^n,0(L' \ \2 ^+^ / . s
f(n,o;s)=^- —^ \dk, / /•(^) i-th^f)

»y^ \ /, Ve/ 7 t/o \ ^ /

X F (n +5, s—n—lîs î t i r^nsh 3 ^;
\ 2 /

si l'on pose

(12) f { T j = /'(a/), avec T == th2 I /,

[rappelons que f(dt) est une fonction paire de t, donc peut être consi-
dérée comme fonction de la variable T ci-dessus], il vient, compte tenu
de la relation : sh31 dt = 8r (i — r)-4 rfr,

f(n, 0;S)== . ^ ^ j / ' {TJFOî+TÏ .S——TÎ——I^TXl——Ty-^dT.

[Comme f(g) est à support compact, f{ T { === o pour T assez voisin à i;
donc cette intégrale converge quel que soit s.]



GROUPES DE LORENTZ GÉNÉRALISÉS. 427

Le premier membre de (n), qu'on désignera par J , est égal à :

y*4"so / \ / \
J=—i67r2 ^ (n+^)(2n+ I +^) ( f^—^th^dy

^-,0 \ 2 / \ 2/

X f / • {T}F(27Î+ 3 +f , ,1 +f.; 2; ̂ (i-T)'-^'^.
^o \ 2 2 y

Or on a la formule suivante pour la fonction hypergéométrique :

^^-^O-^-'^+^^c+n;.)
^/î

^^[(l-T)^-1^,^^)],

pour n entier ̂  i, a, b, c complexes (voir MAGNUS-OBERHETTINGER [19],

p. 16); si Fon remplace a, b, c, n par 2/2 + ï- + i^, ï- + iv, i, i respecti-
2 2

vement, on obtient la relation suivante :

-(.n+ \ +i.) ̂ -i.y^)î'l-^'F^n+ | +;., ̂  +i^

=^( I-T)2 ' l+ l+^VF(2n+;+ l^+-^^i•

II vient donc

J = = — — l 6 7 T 2 f (n+^)th7r^ f / •{TJ( i__T) -^ -2^
^ /— x JQ

X d ( I — T ) 2 " + 2 + ^ V F ( 2 ^ + I+r., I + 1 ^ ; î^}}drd^
L \ / I

=-i6îr-2 / (n+i.)th7i. ^ ld[/•{TKI-T)-2-"T](I-n)2"+l+'v
^—oo ^O

X F( 2n + I + i^,1 + i^; ï ; r ) d T d v\ 2 2 /

=__l67:2 f (n+^)th7T. f [ / •{TJ+(n+2)( l——T)-T/-(TJ+Tf{Tn
^ — o o ^0

X F('2n+ ï- +iv, î- + iv; r, T\(ï—^~ ̂ l' d^dv\
\ 2 2 /

on obtient donc : J = ï6^^:2if(e), en vertu du lemme suivant (pour
une démonstration de ce lemme, on renvoie au lemme 8 bis dans [21]);
c'est essentiellement la formule de Plancherel dans le groupe SI* (2, R).
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LEMME 5.3. — Pour toute fonction 9 (t) indéfiniment dériuable et à
support compact définie dans (o, i( , on a la formule

r4"0 r 1
cp(o)==— i 1 (n+iv)th7rv ^ cp(<)

t ^——30 J(\

xF^n+ î- +i^, ^ +i^; i; ̂ (i—O^^'d^,

pour n un demi-entier (au sens large) ̂  o.
La formule (9) résulte maintenant de (n), en remarquant qu'on a

f( 3 , • \ î ( 3 • \f in , o; - + i v ) ==f n, o; _ — i ^ ) •
\ 2 / \ 2 /

Dans le cas où n est un demi-entier au sens strict, on peut procéder
3

d'une façon analogue la fonction Z (s) n'a pas de pôle en s == -5 à cause
/ 3 \ n

du facteur ( s— - ) î ; comme pôles, on a, cette fois, les points p + i,
\ 2 / J

avec i ̂  p ̂  n, n — p entier ( dans le cas n === ï- » il n'y en a pas ) ?
3

L'intégrale le long de la droite Re (s) = - est égale à
2

y* ~^~00 | ' / X ^ ' l / '2 \

(ïn+ïyn ^ Un + I ) "+^- ^coth7r^f(n, o; - + i ^ } d ^ ;

le reste du calcul est valable sans changement (en particulier le lemme 5.3),
et l'on obtient donc la proposition suivante :

PROPOSITION 5.2. — Soit n un demi-entier au sens strict, n^- ,~ 2
et soit fçDn,o. On a alors la formule suivante :

(i3) i6^-f(e)

=(2n+i)2 ^ (2p—i)(n+p)(n—p+i)/'(n,o;p+i)
\^p^n

11— p entier

+ 2(2/1+i)2 C [(n+'-Y+v^ycothTr^fn.o;3 +iv\dv,
J ^, o o L \ 2 / J \ 2 /

l'intégrale étant absolument convergente.

REMARQUE 5.1. — On peut remplacer les deux formules (9) et (i3)
par une seule, en remarquant que

th(Tr^ 4-in)==th7rv s in=o(modi) et cothr:^ si n=E I (modi).
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3. Formule de Plancherel dans Ai. — Comme on a la décom-
position en somme hilbertienne :

04) A?= © A^o,
n demi-entier ̂ 0

on obtient la formule de Plancherel dans Ai en additionnant les formules
obtenues dans chaque An,o. On a même un peu plus; soit L(GjKî) la
sous-algèbre de L (G) formée par les fonctions telles que f(gk.) = f(g),
pour gç G, k..ç.K.\ lorsque fçL(GIK^), la fonction

h=={f^fY
est dans Ai, et l'on a

f \ f(9) I2 ̂  = (/W) 00 - (/W(e) - /î(e);
<" G

par suite, on a, d'après (i4),

05) f | /•(^) |2 ̂  =y(h^yno) (e) et /i*/^°eA,,o
t/G ^0

en tenant compte de la définition [4 (20)], on en déduit, grâce aux propo-
sitions 5.1 et 5.2, la formule suivante :

fl/WI2^
J G

=8^ S2"4-1)2/ [(^y+^^^+^n,^^*^^
n^O u 2

+^i^(2n+i)2 ^ (ap—i)(n+p)(n—p+i)r,,,.;/,^(f*/-).
/î^i i^p^n

n—p entier

^
Calculons, d'autre part, la trace de l'opérateur U'f^, pour s == - 4- iv.

2
On a

Tr([/r) = Tr[î7^)o] = Tr(^;) = Tr[(^ï^,--],

d'une part, et

Tr(î/^)- ^ Tr{U^),
^,y)€û^

en vertu de la proposition 2.1. Or, pour /ieAi, on a
/^^,y^ Q g^ ^^ Q ^
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comme on sait que (n, o) est le seul (p, q) dans Dn avec q = o, il vient,
en désignant par (?/,) une base orthonormale de V",

TTW^-TrW^n^

^W^F^F^p
=S f^r-0)^)^^)^/, Jff

=2 f^f)(9m^;^(g)dg
p JG

==2 f(/r*/')^)^»^(?)^=(2n+I)Ç»,o;.(f*/');
„ ^

on a donc finalement,

(16) T^[(t7;i+i•T[7;•i+•v]=(.n+,)^^^^(f^).

On démontre de même la formule suivante :

(17) ^r[(Tn/••''rTn/••"] = (an +i)Ç,,o;^, (/"*/•).

On peut donc énoncer la proposition suivante :

PROPOSITION 5.3. — Pour fe L ( G/Ka), on a /a formule suivante :

(19) f\f(g)\îdgG= ^2(-+-)^Tr[tel^^j+iv]
/l^O 0

X |(n + I Y + ̂  } ^ th(7r^ + in) d^L\ 2 / J

+76^S<2"+I)
TZ^l

X ^ (2p-I)(n+p)(n-p+I)Tr[(^}•o•/')*^}•»•^,
1 ̂ /? ̂  n

n—p entier

les intégrales et les séries étant absolument convergentes,



GROUPES DE LORENTZ GÉNÉRALISÉS. 431

REMARQUE 5.2. — D'après HARISH-CHANDRA [16], on sait que le
coefficient de Tr [(T}-0^)*^0^] dans la formule de Plancherel de G
est égal à la dimension formelle d ' 1 ' 0 ' ^ de la représentation T^'0^, qui est
caractérisée par la propriété suivante : on a

f \ Crç'0^ H I2 dg=(dll^P)-l(f, fy-
^G

pour toute fonction f dans :^0^, l'espace de la représentation r"'0^;
en prenant f = f^0^, avec uç V'1, il vient donc

(u, y)2^'0^)-1

= f|C?'°^)|2^
^

r2 r f f 1 C^' ° ;^ (A-a, À:') 2 sh"' / d/c d/c' dt (lemme 1.3)== 27:-

^Ti: ^A' ^OJ K J K ^0

- - C C [ C^^Â-ia/) |2 sh^d/ci ̂  [à cause de (4 (87)]= = 2 7 r 2 ^ T [^"^(Â-iaOl'-sh^
^A:! ^'0

^2 ̂ 2 2^' ̂  (y' p^) 0^7 )̂7) (^ ^/)
À,^ )/,si»

u K. ^ n

X fc '^(u)c^(u)d^u) [ |Ç, ,o;^i(aO[2

•^U ^o
") f |Ç.,o;^l(^)|2sh3f^

lÔTT2

-î^fzSl^^l2!^^!2

\^

X f F(n+p+i, p—n; 2; x)î{l—x)ÏP-îxdx
^0

==(v, v)sl(ï6n2)|^n + i) (2? — i) (n + p) (n—p + i),

d'où

(20) d^'-P == (272 + i) (2? — i) (n + p) (n —p + i)/i6îr2,

ce qui est bien le coefficient trouvé dans la formule (19).

La formule de Plancherel pour L (G/Ki) est obtenue de façon analogue,
et fait intervenir les représentations de la première série princi-

pale [7"'24" v, et celles de la série discrète T0171'^; on peut donc conjecturer
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que la formule de Plancherel pour L2 ( G) soit de la forme suivante :

f\f(9)}îdg

^= 8^<2n+I)^^h'ï^+iv]
" ^0 Jo

x\{n+ IY+^ ]^th(7rv +ni)dv

+^^2<2n+I) 2 (^—i)(^+P)(^—P+i)
71^1 ^^P^fi

n—p entier

x{TT[(T}fQ'-p)*T}'o'-p]+^T[(TJn'-p)*Toj•n'-p]}.
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