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STRUCTURE DES DEMI-GROUPES
DONT LE TREILLIS DES SOUS-DEMI-GROUPES
SATISFAIT A CERTAINES CONDITIONS ;

PAR

Micre. EGO (*).

INTRODUCTION (V).

1. — De nombreux mathématiciens ont étudié les relations existant
entre la structure d’un groupe et celle de son treillis de sous-groupes;
on trouvera une bibliographie et des indications a ce sujet dans le livre
récent publié aux Ergebnisse par Michio Suzuxki [10]. A Torigine de
ce travail, suivant une suggestion de Mme M.-L. DUBREIL-JACOTIN,
nous nous sommes intéressés a une généralisation, en théorie des demi-
groupes, d’un théoréme de O. OrE [8]. Celui-ci caractérise les groupes
ayant le treillis de leurs sous-groupes distributif; nous avons donc étudié
d’abord les demi-groupes ayant le treillis de leurs sous-demi-groupes
distributif.

Ce faisant, il s’est avéré que certains des résultats obtenus pouvaient
I'étre dans des hypotheses plus faibles que la distributivité. Nous nous
sommes alors penchés successivement sur toute une série de problemes
concernant la détermination de la structure des demi-groupes D ayant
le treillis T' (D) de leurs sous-demi-groupes modulaire, puis semi-modulaire,
puis modulaire affaibli [3]. Les résultats que nous obtenons généralisent

les précédents qui ont été trouvés indépendamment par SevRIN [9].

(*) These Sc. math., Paris, 1963.

() Les numéros entre crochets renvoient a la bibliographie placée a4 la fin de ce
travail.
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Finalement c’est neuf problémes du type ci-dessus que nous consi-
dérons; celui présentant la plus grande généralité est relatif au cas ou
le treillis 7' (D) satisfait a la condition C,, 4 savoir : un treillis & satisfait
4 la condition C, s’il posséde un élément nul, o, et si les relations x - = A y,
y—x ANyetx Ay oimpliquent x \/ yp- 2 (u - v se lit « u couvre v »
et signifie que u > v et qu’il n’existe pas d’élément w tel que u > w > ).

L’une des caractéristiques essentielles des résultats obtenus est de
ramener les problemes posés a4 la détermination des groupes périodiques
ayant un treillis de sous-groupes satisfaisant a la méme condition.

2. — Nous avons divisé notre exposé, pour des raisons de commodité,
en huit chapitres.

Dans le chapitre I, aprés avoir énoncé de fagon précise les neuf condi-
tions étudiées, a savoir la distributivité, la modularité, la semi-modularité,
la modularité affaiblie, la semi-modularité affaiblie, et les conditions G,
C,, C, et C,, et indiqué leurs implications, nous établissons le résultat
essentiel suivant : si T (D) satisfait a la condition C,, D est périodique
et la période de tout sous-demi-groupe cycliqgue commence & un rang inférieur
ou égal a 5. Si nous considérons un groupe G et si T (G) satisfait a la
condition C,, G est périodique; mais si G est périodique, ses sous-demi-
groupes non vides sont ses sous-groupes; appelant & (G) le treillis des
sous-groupes de G, on a T (G) = G (G)V{ O }; on est ramené a I'étude
des groupes périodiques G pour lesquels le treillis % (G) satisfait a la
méme condition.

D étant désormais périodique, I’ensemble I de ses idempotents n’est
pas vide et c’est I’étude de I qui fera ’objet du chapitre II. Nous établis-
sons d’abord que, si T (D) satisfait a la condition C., I est stable. Nous
pouvons alors déterminer I dans chacune des hypothéses étudiées en
utilisant un résultat de D. Mac Lean [6].

3. — Le chapitre III est consacré a quatre conditions nécessaires,
concernant la multiplication des éléments de D, pour que T (D) satisfasse
4 la condition C.. Pour cela, nous introduisons la relation d’équivalence ®
suggérée par P. DuBrEIL [4] : a = b (R) si et seulement s’il existe deux
entiers m et n tels que a” = b*; R décompose D en classes contenant un
et un seul idempotent, elles sont appelées fuseaux. Nous obtenons alors
le résultat suivant : si T (D) satisfait a la condilion C., I'équivalence }
est réquliére, ce qui, compte tenu de la stabilité de I, s’énonce, en utilisant
le langage de A. H. CLiFFoRD [2] : D est bande sur I de ses fuseauz.

Dans le chapitre IV, nous donnons des formes équivalentes aux sys-
témes de conditions nécessaires trouvées ci-dessus pour que T (D)
satisfasse aux différentes conditions étudiées. Nous nous sommes efforcés
d’obtenir des systémes de conditions qui soient les plus descriptifs
possible.
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Le cas particulier des demi-groupes P qui sont produit direct d’un
groupe périodique I' et d’'un demi-groupe rectangulaire R fait 1’objet
du chapitre V.

4. — Les deux chapitres suivants sont consacrés a I’énoncé et a
la démonstration des neuf conditions nécessaires et suffisantes résolvant
les problémes posés; ces énoncés contiennent les systémes de conditions
établis au chapitre IV auxquels viennent s’ajouter des conditions portant
uniquement sur les groupes maximaux du demi-groupe. Nous avons
réservé le chapitre VI aux cas « distributif », « modulaire » « semi-
modulaire », « condition C, » et « condition C, » dans lesquels interviennent
des propriétés de produit cardinal de treillis, et le chapitre VII aux autres
cas, ol de telles propriétés n’ont plus lieu et ol par conséquent une étude
plus précise des éléments de T (D) s’avere nécessaire.

Dans le dernier chapitre, nous montrons que, si T (D) satisfait a la
condition C,, il existe un endomorphisme naturel de D sur la réunion D* de
ses groupes maximauz. Nous traitons ensuite de quelques cas particuliers,
notamment de celui ot D est une réunion de groupes et de celui ou D
est abélien.

5. — Je veux exprimer ici toute ma gratitude & Mme M.-L. DUBREIL-
JacoTiN. Ses conseils m’ont été d’un trés grand secours, dés mon entrée
au C. N. R. S., pendant toute la durée de mes recherches, et lors de la
rédaction de ce travail.

Je suis également trés reconnaissant envers MM. LESIEUR et
LerFeBVRE auprés de qui j’ai trouvé I’accueil le plus favorable et envers
M. CLiFrorD qui, au cours de son séjour a Paris, m’a, a maintes reprises,
conseillé trés utilement.

Je tiens a remercier trés vivement M. DixmiErR qui a bien voulu
me donner mon second sujet de thése, et M. DUBREIL qui m’a fait
I’honneur de présider mon jury.

CHAPITRE 1.

Tout au long de ce travail, D désigne un demi-groupe arbitraire, T (D)
le treillis formé par l’ensemble de ses sous-demi-groupes ordonné par
Pinclusion des ensembles (le signe < désignera linclusion stricte).
A (inf.) est l'intersection n des ensembles, \/ (sup.) est différent de
la réunion U des ensembles, O est 'élément nul de T (D).

Les neuf conditions étudiées sont :
10 La distributivité;

20 La modularité;

30 La semi-modularité;

40 La modularité affaiblie;

50 La condition C,;

60 La condition C,;
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Nous renvoyons, pour les définitions relatives a ces six conditions et
pour les notions fondamentales sur les treillis, aux Lecons sur les treillis
de M.-L. DuBreIL-JacoTiN, Lesieur et Croisor [3].

7° La semi-modularité affaiblie; un treillis © est semi-modulaire
affaibli s’il posséde un élément nul, o, et s’il satisfait 4 la condition
suivante : les relations o <y Az <z <z <z \ y (égalités exclues)
impliquent I’existence de { tel qu’on ait

yghz<t<y et r=(@xViHA-=

80 La condition C,; un treillis % satisfait 4 la condition C, s’il posséde
un élément nul, o, et si les relations x A\ y 7 o et y »- A y impliquent

TV Yy

9° La condition C,; un treillis & satisfait a la condition C, s’il possede
un élément nul, o, et si les relations t A yZ o, y>-x ANyetx - Ay
impliquent z \/ y > x.

Si I'on appelle @, le treillis & cinq éléments dont le diagramme de
Hasse est le suivant :

Xvy

Ynz

les conditions ci-dessus peuvent s’énoncer pour_un treillis ¢ ayant un
élément nul, o, sous la forme :

2’0 Un treillis % est modulaire s’il ne posséde pas de sous-treillis
isomorphe a @,.

3’0 Un treillis & est semi-modulaire si I’existence d’un sous-treillis
de % isomorphe a %, implique I’existence de ¢ tel qu'on ait

yhz<t<y et =@ ViHA-=z

40 Un treillis ¥ est modulaire affaibli si 1’existence d’un sous-treillis
de & isomorphe a @, implique y A z = o.

5’0 Un treillis & satisfait a la condition C, si l'existence d’'un sous-
treillis de © isomorphe a %, implique I’existence de ¢ tel qu’on ait

yAz<t<y.
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6’0 Un treillis & satisfait & la condition C, si l'existence d’un sous-
treillis de & isomorphe a %, implique :

— soit 1° lexistence de ¢ tel quon ait y \ z <t <y;

— soit 2° l'existence de u tel quon ait y A\ z <u < x.

7’0 Un treillis & est semi-modulaire affaibli si I'existence d’un sous-
treillis de % isomorphe a &, implique :

— soit 19 y A\ z = o;

— soit 201’existence deftel quonait y A z <t <pgetx=(x V ) A z

8’0 Un treillis & satisfait a la condition C, si I’existence d’un sous-
treillis de © isomorphe a %, implique :

— soit 1° y A\ z = o; ‘

— soit 20 l'existence de f tel qu'on ait y A\ z <t <y.

9'© Un treillis ¥ satisfait a la condition C, si I'existence d’un sous-
treillis de % isomorphe a %, implique :

— soit 19 y A\ z = o;

— soit 20 D'existence de f tel qu'on ait y A\ z < <y;

— soit 3° l'existence de u tel qu'on ait y A z <u <z.

Sous cette forme il apparait que les neuf conditions étudiées sont
liées par des implications qui peuvent étre résumées dans le diagramme
suivant :

Distributivité
Modularite

Semi-modularité Modularité affarblie

Condltion C Semi-modularité affaiblie

Condition C Condition C_',

Condition CT;_.

Nous aurons également besoin d’une autre forme de la condition C. :

9”0 Un treillis & satisfait 4 la condition C, si l'existence d’un sous-
treillis de & isomorphe a %, implique :

— soit 1° y A\ z=o;

— soit 20 T'existence de ¢ tel qu'on ait y A z <t <y;

— soit 3° y A z72 o0, ye-y A\ z et Tintervalle (y A z, ) n’admet
pas de suite principale.

Si un treillis satisfait & la condition ¢”, il satisfait évidemment a la
condition C;. La démonstration de la réciproque se fera par I'absurde;

supposons donc qu’un treillis %, satisfaisant a la condition C., posséde
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un sous-treillis isomorphe a & dans lequel y A z=o, ys=y A z et
dans lequel I'intervalle (y A z, ) admette une suite principale

yNz=a<a;<...<a_<a<%...<{a, ==z

Nous avons alors, pour tout i, a; = a;,_, \/ y, car de 'égalité a;, = a,_, \/ y
résulterait y =~ a, =~ z, ce qui est absurde. Montrons par récurrence que,
pour tout i, a;~< @;\/ y; tout d’abord, nousavonsy A z=ay<a,\V y=1y;
supposons que a;; - @, \/ y; des trois relations

a1 = a;, a<La_,\y et aZa\y

résulte alors a; A\ (ai—, V y) = a,—; & satisfaisant a la condition C.,
des trois relations oZy ANz<ZLan, @ <a et a_ <a-, VY
résulte enfin (a— V y) V @ = a; \V § >~ a;. En particulier nous avons
r=a,-{a,\ y==z\ y,cequiestcontraireal’hypothése x <z <z y.
L’existence d’un sous-treillis de % isomorphe a &, implique bien l'une
au moins des trois éventualités de g”.

TutoriME 1.1. — Si T (D) salisfait a la condition C :

1° D est périodique;

20 La période de tout sous-demi-groupe cyclique commence & un rang
inférieur ou égal a 5.

Dans tout ce qui suit, (a) désigne le sous-demi-groupe cyclique engendré
par a et (a). le sous-demi-groupe de (a) formé par 'ensemble des puis-
sances de a supérieures ou égale a n.

Supposons qu’il existe dans D un élément a d’ordre infini, et consi-
dérons les trois éléments X, Y et Z de T (D) définis par

X=(@)V (@), Y=(@V@) e Z=(@)V(@);
ils sont tels que
YnZ = (a') V (a)s et XV Y=().

L’examen du diagramme suivant, représentant les différents sous-
demi-groupes ci-dessus :

XVY= (a, =!aa&,ad,aa,ad,...},
Z =@V@)={e, daadcddc,...}
X =(@V@)y={a, a, a,ad,a, ...}

YnZ =(a")V (a);={ a, a, d, a, ...},
Y =@)V@={ a&a daodada,...}

montre que
XVY—Z={a| Z—X={a),
X—({¥nZ)={a} et V—(YnZ)y={a}
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Il en résulte YNZcXcZcX \ Y, ce qui équivaut a lexistence
d’un sous-treillis de T (D) isomorphe a %,; cependant on a

Y- YnZ, X»~YnZ et YnZ =0,

la condition C, est mise en défaut.
Les éléments de D sont donc tous d’ordre fini : D est périodique.
Rappelons ici la proposition suivante (voir [1], p. 20) :
Tout demi-groupe cyclique fini (a) satisfait a :
1° Il existe deux entiers m et n tels que a” = a* (m << n);
20 n étant choisi minimal dans la relation précédente, on a

(@ ={aa ....,a% ...,a""}

et l'ensemble [a] = {a™, ..., a*'} est un groupe cyclique appelé
période de a.

Supposons maintenant qu’il existe dans D un élément a dont la période
commence & un rang supérieur ou égal a 6. Les éléments a?, a*, a* et a®
sont alors tous distincts entre eux et distincts des éléments a” pour
n> 6; la construction précédente reste valable.

La période de tout sous-demi-groupe cyclique commence donc a
un rang inférieur ou égal a 5.

Comme nous le verrons au corollaire 6.1, un demi-groupe cyclique
fini dont la période commence a un rang inférieur ou égal a 5 a le treillis
de ses sous-demi-groupes distributif. Nous avons donc :

CoroLLAIRE 1.1. — Si D est un demi-groupe cyclique, il y a équivalence
enlre les trois propositions :

1° T (D) satisfait a la condition Cs;

20 T (D) est distributif;

30 D est fini et sa période commence @ un rang inférieur ou égal a 5.

Considérons alors un groupe G; si T (G) satisfait 4 la condition C,,
G est périodique. Mais, si G est périodique, ses sous-demi-groupes non
vides sont ses sous-groupes; appelant & (G) le treillis des sous-groupes
de G, on a T(G)=%(G)U{D}; on est ramené a I’étude des groupes
périodiques G pour lesquels le treillis & ( G) satisfait, soit a la condition C.,
soit a la condition C,, soit a la semi-modularité, soit a la modularité,
soit a la distributivité. En effet, T (G) satisfait a la propriété suivante :
E désignant le sous-demi-groupe de G constitué par I'élément unité
de G, tout sous-demi-groupe non vide de G contient E. Or, dans tout
treillis & a élément nul, o, dans lequel existe un élément p >~ o minimal
dans % — { o}, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1° Condition C, et Condition C,;
20 Condition C, et Condition C,;
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30 Semi-modularité affaiblie et Semi-modularité;
4° Modularité affaiblie et Modularité.

Cela résulte de ce que l'existence d’un sous-treillis de & isomorphe
4%, impliquey £ oetz = odoncy > petz> p,douil résultey A\ z>p
et par suite y A\ z = o.

CuariTre 1.

D étant périodique, 'ensemble I de ses idempotents n’est pas vide.

Avant d’aborder I'étude de la structure de I, nous allons faire quel-
ques remarques au sujet des demi-groupes périodiques & deux générateurs
dempotents. Soient e et f deux idempotents d’'un demi-groupe pério-
dique D, (e) \V (f) est égal a (e)u(f)u(ef)u(fe)u(efe)u(fef); en effet,
tout produit fini de e et de f, qui n’est ni e, ni f, commence soit par un e,
soit par un f, et finit de méme; selon le cas, un tel produit fini est donc
soit dans (ef), soit dans (fe), soit dans (efe), soit dans (fef). Nous dési-
gnerons respectivement par g, ¢’, h et i’ les idempotents de (ef), (fe)
(efe) et (fef) et nous poserons

(ef =9 (fe =g, (e =h et  (fef): =h.

REMARQUE 1. — Les dix sous-ensembles suivants de (e) \/ (f) sont
des sous-demi-groupes :

a. (ef)u(feyu (efe)u(fef) = D", D"u(e) et D"U(f) car il s’agit res-
pectivement des éléments de (e) \/ (f) contenant soit au moins un
facteur e et un facteur f, soit au moins un facteur e, soit au moins un
facteur f;

b. (NN (fef) = (f) V (ef) et (e) U (ef) U (efe) = (¢) \/ (ef), ensembles
des éléments de (e) \/ (f) soit se terminant par un facteur f, soit com-
mencant par un facteur e;

c. [eflu]fe]ulefe]lulfef]l = D', D'u(e) et D'u(f), en désignant tou-
jours par [a] la période du sous-demi-groupe cyclique (a); en effet, tout
élément de ces réunions étant puissance de lui-méme, tout produit
fini d’éléments de ces réunions, distinct de e et de f, s’écrit de deux
facons au moins comme puissance de I'un des éléments ef, fe, efe ou fef;

d. {e g, h}et{f g h}; ils ont pour table :

e g h f g I
ele h flf v K
g|h g h 919 9 ¢
hi{h g h KI|K W N
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En effet, de g = (ef), h = (efe)’s et h" = (fef)*: résulte
eq = g = gf, eh = h = he et fh' =h" = h'f;

puis de ge = (ef)ie = (ef)* e = (ef)ie (ef) e = (ge)* résulte
gee I n(efe), donc ge = h;
on en déduit
gh=g(ge) =ge=h et  hg=geg=gg=yg;
de méme, on a

fa€ In(fef) donc fg =h'

et par suite
hg="H et gh' =g.

ReEMARQUE 2. — Si deux des quatre idempotents ¢, ¢', h et h" sont
égaux, les deux autres le sont aussi et de plus, si 'on a, soit ¢ = ¢/,
soit h = h’, ils le sont tous les quatre.

En effet, nous avons :

a. g=nh, g="n, ¢ = het ¢ = h' entrainent respectivement ¢’ = h’,
g =h, g="h" et g=nh; de (ef)" = (efe)s, par exemple, résulte en
effet :

(fefy' = (o' dome. (fef)! ¥ = (feytten

et par suite :

!

h =gq';

b. les trois propositions suivantes sont équivalentes :

g=19, g=¢9 =h=~"n et h="n; de (efe)’ = (fef)":, par exemple,
résulte en effet :

(efe)'s = (fef = (ef)'++" = (fo)~

donc
(efeyst = (fef )ikt = (ef )1 () = (e hue)
et par suite :
h=h=¢g=9g.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme suivant :

TutoréME 2.1. — Si T (D) satisfait @ la condition C., U'ensemble I
des idempotents de D est stable.

Supposons qu’il existe deux éléments e et f de I tels que ef ne soit
pas élément de I. Il en résulte :
e #f;
g # ecar de (ef)* = erésulterait (ef)* = (ef)' f = ef = e;

BULL. SOC. MATII. — T. 91, FASsc. 2, 10
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g7 » ) =f » (N =eE)=e=f;
g =e » (f)f =e » fe = e et par suite (ef)* = e(fe) f = ef;
g=Zf » (fof = » fe = [ et par suite (ef)* = e(fe) f = ef;
hz=f » (ef)t =f » o (efo) =e(ef) =ef =T;
Wze o (fef)s=e o (ef)=(fef):[=ef=e.

Nous distinguerons deux cas :

19 D' 2 D"; de cette hypothése résulte e D” et f&D”; en effet
ecD’, par exemple, entraine e = h puisque e est différent de ¢, de ¢
et de h', donc e = (efe)fr; mais de e = (efe)" résulte, par multiplication
des deux membres, successivement & droite, a gauche, a droite et a
gauche par f et a droite par fe :

ef = (ef)k,+|’ fe = (fe)k,—H, ff’f — (fef)“*“, et efe — (efe)‘"**‘ ;

de ces quatre égalités résulte enfin D' = D".
Soit alors %, le treillis dont le diagramme de Hasse est le suivant :

XVvy
z t
X
Y
ZAt
ZAY =xNt

Considérons les quatre éléments X, Y, Z et T de T (D) définis par
X =D'u(e), Y =D'"u(f), Z=D"u(e) et T=D"u(f);
ils sont tels que
YNZ=XnT=D, XVY=(VI() et ZnT =D".
Des relations D'c D", e¢ D", f&D" et e = f résulte enfin :
YnZcXcZcX VY,
XnTcYcTcXVY et YNZ=XnTcZnT,

ce qui équivaut a l'existence d’un sous-treillis de T' (D) isomorphe a %,;
cependant on a

YS-YNnZ=XnT, Xe=-XNT=YnZ et YNZ=XnT#0;
la condition C, est mise en défaut.

20 D' = D"; dans ce cas, on a (ef) = [¢f] donc g.ef = ef; par ailleurs
de h = ge et de h' = fg résulte hh' = gefg = ef donc hh’ n’est pas élément
de I. (h) \V (R") étant sous-demi-groupe de D’, contient au plus quatre
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idempotents. Nous ne nous intéresserons donc qu’au probléme analogue
relatif aux idempotents tels que h et k', c’est-a-dire au cas ou (e) \/ (f)
a au plus quatre idempotents.

Compte tenu de la remarque 2, les idempotents e, f, ¢, ¢', h et h' se
répartissent alors a priori de I'une des quatre maniéres suivantes :

1° ¢, f et g sont distincts et 'on a ¢ =¢' = h = h';

20 ¢, f, g et ¢’ sont distincts et I'on a h =¢' et b’ = ¢;

3% e f, g et g’ sont distincts et 'on a h=g et b’ = ¢';

4o e, f, g et g’ sont distincts et 'on a h =e et h' = .

Dans les trois premiers cas, on a hh' = gh' ou hh' = hg donc hh' est
élément de 1.

Dans le dernier cas, le seul qui reste a examiner, les quatre sous-
demi-groupes { ¢, g, hl, {f, g, B}, (YU (ef)U(efe) et (NU(eNU(fef) se
réduisent a {e, g}, {f, g}, (ef)u(efe) et (ef)u(fef); considérant alors
les quatre éléments X, Y, Z et T de T (D) respectivement égaux aux
quatre sous-demi-groupes ci-dessus, ils sont tels que

XVY=@V({), YnZ=XnT=() et ZnT=(f);

il en résulte lexistence d'un sous-treillis de T (D) isomorphe a ©;;
cependant on a

Y>-YNZ=XnT, Xs=-XNT=YnZ et YNZ=XnT=0;

la condition C, est mise en défaut.

Donc, si T (D) satisfait 4 la condition C,, I'ensemble I des idempotents
de D est stable.

Précisons ici quelques définitions. Un zéro-demi-groupe a droite
(resp. a gauche) est un demi-groupe dont tous les éléments sont des
zéros a droite (resp. a gauche). Un demi-groupe idempotent rectangu-
laire est un demi-groupe qui est produit direct d’un zéro-demi-groupe
a droite par un zéro-demi-groupe a gauche. Nous utiliserons le terme
« demi-treillis » pour désigner un demi-groupe idempotent commutatif
et quand nous l'ordonnerons, ce sera en inf-demi-treillis.

Nous sommes alors en mesure de rappeler le résultat suivant di a
D. Mac LeaN [6]. Si J est un demi-groupe idempotent arbitraire, il
existe un demi-treillis £ et une famille de sous-demi-groupes rectan-
gulaires disjoints de J indexés par X: { R,; v€ X | tels que J = U R,

-
et RyR;C Ry; pour tout couple v, o d’éléments de X. res

Nous déterminerons I par son demi-treillis de structure X, par les
demi-groupes rectangulaires R, et par la multiplication de Ry par R;
pour tout couple v, 0 d’éléments de X, dans chacune des hypothéses
envisagées.
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TutorEME 2.2. — Si T (D) satisfait a la condition C,, pour fout couple
e, [ d’éléments de I, le produit ef est égal a e ou a f.

Supposons que e et f soient deux idempotents de D tels que le produit ef
soit différent de e et de f. Dans ces conditions, e n’est pas élément de
(ef) V (f); en effet les éléments de (ef) \/ (f) étant f, ef et fef, e étant
différent de f, e élément de (ef) \/ (f) entraine soit e = ef, soit e = fef;
multipliant & droite par f les deux membres de cette derniére égalité,
on voit qu'on a toujours e = ef, ce qui est contraire & I’hypothése.
De méme, f n’est pas élément de (ef) \/ (e).

Considérons alors les quatre éléments X, Y, Z et T de T (D) définis
par

X=(@, Y=() Z=(HV() et T=(f)V({):
ils sont tels que

YNZ=XnT=0, XVY=()V() et efeZnT;

il en résulte

YnZcXcZcX VY,
XNTcYcTcXVY et YNZ=XnTcZnT,

ce qui équivaut a I'existence d’un sous-treillis de 7" (I) isomorphe a ,;
cependant on a

Y~-YNnZ=XnT et X=-XnT=YnZ;

la condition C. est mise en défaut.

Dans ces conditions, le demi-treillis ¥ est une chaine; en effet, s’il
existait deux éléments v et d non comparables de X on aurait R.R;CR.;
avec Y0 = 7 et v0 £ 9; il en résulterait que Vee R, et Vf€R;, ef serait
différent de e et de f. De plus, les demi-groupes rectangulaires R. sont
des zéro-demi-groupes d’un co6té, car un demi-groupe rectangulaire
propre R, produit direct d’'un zéro-demi-groupe a gauche N par un
zéro-demi-groupe a droite L, N et L n’étant ni 'un, ni l'autre réduit
a un élément, ne satisfait pas a la condition ef = e ou f pour tout couple
d’éléments de R; en effet si n, et n, sont deux éléments distincts de N
et sily et I, sont deux éléments distincts de L, on a (ni, 1) (s, L.) = (n, 1)
et (n;, l,) est différent de (n,, 1) et de (n., ). Enfin, si y et 0 sont deux
éléments distincts de X ils sont tels que par exemple Y0 = dy = v;
dés lors Vee R, et Vf€R;, on a, d’'une part ef et fe égaux soit a e, soit
a f et d’autre part efe RyR;CRy; et fee R;R,CR;. : on a donc
ef =fe=ce.
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Réciproquement d’ailleurs, étant donnée une famille de zéro-demi-
groupes d’un coté S, indexés par les éléments d’une chaine C, la réunion
U S, munie de la multiplication suivante :
vec

1° si e et f sont éléments d’'un méme S., ils se multiplient comme
dans Sy;

20 si e€ Sy, fe€ S; avec par exemple Y0 =0y = v, on a ef = fe = e;
est un demi-groupe satisfaisant a ef = e ou f pour tout couple d’éléments.

Le théoréme 2.2 peut alors s’énoncer sous la forme :

TrEOREME 2.2'. — Si T (D) satisfait a la condition C,, X est une chaine,
les R, sont des zéro-demi-groupes d’un coté et si y est différent de o avec
par exemple Y0 = oy =y, Ve€R, et Vf€R; on a ef = fe =e.

Si D est un demi-groupe idempotent du type ci-dessus, toute partie
de D est stable et T (D) = 2 (D) est distributif; nous avons donc :

CoroOLLAIRE 2.1. — Si D est un demi-groupe idempotent, il y a équi-
valence entre les quatre propositions suivantes :

1° T (D) satisfait a la condition C,;

20 T (D) est distribulif;
© 39 D est tel que Ve et f€D, on a ef =e ou f;

4° D a la structure indiquée au théoréme 2.2'.

Un tel demi-groupe sera, par la suite, désigné par I’expression « demi-
groupe de type ef =e ou f »

Dans le cas ou T (D) satisfait a4 la condition C,, nous démontrons
successivement :

LemumEe 2.1. — Si T (D) satisfait a la condition C, ef si x el 3 sont deux

éléments distincts de X lels que 2 <3, alorsURY est du lype ef = e

=8
ou f.
S’il n’en est pas ainsi, il existe deux éléments e et f de U R, tels que ef
. . \ . A"éA) . .
soit différent de e et de fet T < U R.{) contient donc un sous-treillis

=8
isomorphe a %,, de générateurs X, Y, Z et T mettant en défaut la condi-

tion C.. R, étant idéal de U Ry, les quatre éléments X, = R U X,
=3y )

Y =R,VY, Z =R,UZ et T, = R,uT permettent de construire

un sous-treillis de T (/) isomorphe a %,, dans lequel on a

YnZ,=X.nT, = R,#2 9,
Y—(Y\nZ)=Y—(YNnZ) et Xi—(XinT)=X—(XnT);
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il en résulte
Y1>‘Y,{'\Z1=X1(\T1 et X1>-X[nT1= Y[nZ|

et ceci met en défaut la condition C..

Dés lors, si v et 0 sont deux éléments non comparables de X, vo = o~
est élément minimal de X noté o et donc X est soit une chaine sans
élément minimal, soit un treillis & élément minimal o dans lequel tout
couple y/, o’ d’éléments non comparables est tel que Yo' = o’y' = o.
Dans le premier cas I est du type ef = e ou f, dans le second, pour toute

sous-chaine C’ de X ne contenant pas o, U R, est du type ef = e ou f.
vec
Soit alors &, le treillis dont le diagramme de Hasse est le suivant :

v

LemuMe 2.2. — Si T (D) satisfait a la condition C., X ne contient pas
de sous-treillis isomorphe a ..

En effet, supposons que X contienne un tel sous-treillis et soient e
un élément de R,, f un élément de Rg et g un élément de R,. Compte
tenu du lemme 2.1, on a eg = ge = ¢ et fg = ¢gf = f. Par ailleurs, les
éléments ef, fe, efe et fef étant dans R; les sous-ensembles suivants sont
des sous-demi-groupes :

19, e ef, fe, efe, fef} et {g, [ ef, fe efe, fef .

Considérons alors les quatre éléments X, Y, Z et T de T(D) définis
par
X={g [l Y=1ig e -
Z =14y, [, ef, fe, efe, fef} et T=1g, e ¢f fe, efe, fef i;

ils sont tels que
YNZ=XnT=(g),

XVY=(@VEHV et ZnT={g, c¢f fe efe fef}.

Du caractére distinct des quatre éléments «, 3, v et ¢ de X résulte
alors

YnZcXcZcX VY,
YNTcYcTcXVY et YNZ=XnTcZnT,
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ce qui équivaut a I'existence d’un sous-treillis de T (I) isomorphe a %,;
cependant on a

Y>YnZ=XnT, X=XNT=YnZ et YNZ=XnT:=0;

la condition C, est mise en défaut.

Dans ces conditions, dans le cas ou X contient un élément minimal, o,
les chaines issues de o n’ont que cet élément en commun; le demi-treillis
X a le diagramme de Hasse suivant :

Nous désignerons les différentes chaines issues de o par C*{i€ .\ i;

nous poserons C'* =Ct—{o} et K'= U R.; compte tenu du
yecn

lemme 2.1 les K* sont du type ef = e ou f. R, que nous noterons R

est un demi-groupe rectangulaire donc est produit direct d’un zéro-

demi-groupe a gauche N par un zéro-demi-groupe a droite L. Nous

allons étudier la multiplication de e€ K* par R.

LemME 2.3. — Si T (D) salisfait a la condition C., pour fout élément e
de I — R, le complexe eRe est :

— soif 1° réduit a un élément de R;

— so0it 2° un zéro-demi-groupe d’un c6té maximal de R.

Ce résultat est la conséquence des remarques suivantes :

1° eRe est un sous-demi-groupe de R; en effet si exe et eye sont deux
éléments de eRe, (exe) (eye) = e (xey)e est élément de eRe puisque xey
est élément de R.

20 eRe ne peut pas étre un demi-groupe rectangulaire propre; en effet
s’il était rectangulaire propre, il existerait un sous-treillis de générateurs
X,Y,ZetTdeT (eRe) isomorphe & &, mettant en défaut la condition C.;
¢ étant unité bilatére pour les éléments de eRe, les quatre éléments de T'(1) :
X, =Xu(e), Yi=Yu(e), Z =Zu(e) et T, = Tu(e) permettent de
construire un sous-treillis de 7' (/) isomorphe a %, dans lequel on a

YinZi=XnT = (e) %Y,
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des lors
Y.}—Ylf\Z|=X|ﬂT1 et Xj>'X|ﬂT|:Y1ﬂZ[

et ceci met en défaut la condition C..
eRe est donc un zéro-demi-groupe d’'un coté de R.

3° Si eRe n’est pas réduit & un élément, eRe est un zéro-demi-groupe
d’un coté maximal de R; supposons en effet qu’il en soit autrement
et soit S, le zéro-demi-groupe d’un c6té maximal contenant eRe, z un
élément de S — eRe; posons x = eze€eRe et soit y un élément de

eRe—{x}; {e, x, y, z| est stable et a pour table :
le x y z
ele x y
T|T T T X
vy 'y 5 uy
z |z z z z (Demi-groupe n° 76 de[5])

T(ie x, y, z}) contient le sous-treillis suivant, isomorphe & %, et
mettant en défaut la condition C. :

{exyz}
{exy} (xy.2)
tew] [y}
(.} ”

LemuMe 2.4, — Si T (D) satisfait a la condition C. et si pour tout
élément e de K*, eRe est réduif a un élément de R, alors Ve et f€ K*, on
a eRe = fRf.

Si pour tout élément e de K*, le complexe eRe est réduit & un élément
de R, lapplication e€ K*-—>eRe€ R est un homomorphisme de K*
dans R; en effet

efRef = ef (RefR) ef = { e(fR) e { f(Re) f} = (eRe) (fRf).

I1 en résulte que si e et f sont deux éléments de K* qui commutent,
eRe et fRf commutent et par suite eRe = fRf. Dés lors, si K* est une
chaine propre de zéro-demi-groupes d'un coté, Vfe K*, fRf = eRe,
et si K* se réduit a un seul zéro-demi-groupe d’un coté, { eRe; e€ K* |
est un zéro-demi-groupe d’un coté de R de méme nature que K.
Montrons que 'hypothése « T (D) satisfait a la condition C, » entraine
alors { eRe, e€ K"} réduit a4 un élément. La démonstration se fera par
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P'absurde; supposons donc qu’il existe e et fe K*, zéro-demi-groupe
par exemple a gauche, tels que eRe et fRf soient deux éléments de R
formant un zéro-demi-groupe a gauche; posant x = eRe et y = fRYf,
te f, x, y; est stable et a pour table :

e fzy

| @ 8

e
f
X

@ 8 - o

x
by
x
y

C R - o

yy (Demi-groupe ne 73 de [5])

T(e [ x yj) contient le sous-treillis suivant, isomorphe a , et
mettant en défaut la condition C, :

{efx.y}

fexy) {ef}
{ex)

(e)

LeEmME 2.5. — Si T (D) satisfait @ la condition C. el si e est un élément
de K" tel que eRe soit un zéro-demi-groupe maximal de R, non réduit a
un élément, alors, pour tout f€ K*, le complexe fRf est égal au complexe eRe.

Supposons, par exemple, que le complexe eRe soit un zéro-demi-
groupe a gauche et soit { N, l.| sa décomposition dans R. Puisque
(n,De=(n,) {e(n,1)e}, on a, en appelant (n’, l.) I'élément e (n, l)e :

(n, De = (n, 1) (n', I.) = (n, L.).

De (n, l.)€eRe résulte (n, l.) = e (n, l.)e et par suite e (n, l)e = (n, L.).
On a donc

e(n,)=1{em e} (n,) =(n, L) (n1)==(n,1);
e est élément unité a gauche pour R.

Quant a fRf, compte tenu du lemme 2.3, trois cas peuvent se présenter :

1° fRf = (ny, I;) d’out il résulte, en particulier f(n, l) = (n,, I);

20 fRf = (ns, L) d’ou il résulte également f(n, ) = (n,, );

3° fRf = (N, l;); par une démonstration analogue a celle faite pour
eRe, on voit que dans ce cas f est unité a gauche pour R.

N contenant au moins un élément distinct de n,, le troisiéme de ces
cas est le seul ou f est unité a gauche pour R.
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Les éléments e et f appartenant a K*, ef et fe sont égaux soit a e,
soit a f. Si ef ==¢, on a

VzeR, fr =e(fr) =(ef)x = ex = 2.
Si fe=e, on a
VzeR, fr="{f(ex) =(fe)x =ex = 2.
Dans ces deux premiers cas, f est unité & gauche pour R et donc le

complexe fRf est égal & (N, [;). Considérant alors le sous-demi-groupe
R = (n, L) de R, on a

e(n, Lye=(n, L)y et f(n, L)f =(nly);

il en résulte que R'ufe, f} est stable et que eR’e et fR'f sont réduits
a un élément; compte tenu du lemme 2.4, on a alors eR'e = fR'f, donc
l. =1, et par suite fRf = (N, l.) = eRe. -

Il reste un seul cas a examiner, celui ou ef = fe = f. On a alors

[Rf = (ef)R (fe) = e (fRf)eSeRe,

et donc, compte tenu du lemme 2.3, soit fRf = eRe = (N, L), soit
fRf = (ns, l.). Posant, dans ce second cas, y = (s, l.) et considérant

un élément x de eRe—{y}, {e f, x,y| est stable et a pour table :
e fxy
e|le fzxzy
firfuyy
T|x x x
y|ly y y y (Demi-groupe n°o71 de[3])

T ({e, f, x, y }) contient le sous-treillis suivant, isomorphe a &, et mettant
en défaut la condition C, :

fefxy)

{efy}
{ef)

{ey}

Dés lors, si pour un élément e de K*, le complexe eRe est réduit a
un €lément, il en est de méme du complexe fRf pour tout félément de K*.
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Deés lors, les K* sont de trois'types, selon que, pour e€ K, on a
eRe = (N, La), eRe = (nu, L) ou eRe = (nﬂ’ l’);

les deux premiers ne sont distincts du troisiéme que si respectivement N
et L ne sont pas réduits & un élément. Cependant un seul K* au plus
est tel que eRe = (N, L); en effet, s’il existait K* et K tels que, pour
e€ K* et fe K*, on ait eRe = (N, L.) et fRf = (N, l;), on en déduirait,
compte tenu de efeR et de la propriété aba =a, Va et beR :
ef = ef (n, Def = (n, l;), YneN, N serait donc réduit & un élément,
ce qui est absurde. De méme, un seul K* au plus est tel que eRe = (n,, L).

TutoriEME 2.3. — Si T (D) salisfait a la condition C,, X est une
réunion de chaines C*, %€ A, ayant le méme élément minimal, o, et n’ayant
pas d’aulre élément commun. Posant C'* = C* —{ o} les sous-ensembles

K" = k}RY sont du type ef = e ou f. R, que nous noterons R est, en
yEeo
iant que demi-groupe rectangulaire, produit direct d’un zéro-demi-groupe

@ gauche N par un zéro-demi-groupe a droite L. Les K* sont de lrois types,
les deux premiers se composant au plus d’un élément chacun, K' et K*;

1° @ K" est associé un élément particulier n, de N tel que Ve€ K';
eRe = (n, L);

20 ¢ K* est associé un élément particulier I, de L tel que Vf € K2,

fRf = (N, L);
30 g tout K pour » €A’ == \ — {1, 2} est associé un élément parliculier
(nw, b)) de R lel que Yge K¥,
gRg = (v, ).

Nous obtenons une description complete de I en remarquant qu’on a

(@ fe h=m,h, (mDe=mnh=fn0,  ()f=(n L),
| (n, g =(n, L)) et g(n, 1) =(n, b);

of = ef (n, 1) of = (i, L) = fe(n, 1) fe = fe,
(b) eg = eq(n, eg =(n,, L)),

ge=(mu, h)=fg et  gf=(m,L),
VheK¥, p'eN, p'#=1, gh = gh(n, ) gh = (., Lu).

Le tableau suivant, ou e, f, g, h et (n, I) représentent les éléments
génériques de K', K2, K*, K* et R, résume cette description :
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M d il
- ] . o . y M
q (" “u) (1 *"u) (7 *u) @ )
g ' q
. ) . - . b ']
(7 ) b (77 <) (g ) (7 ‘)
g g
(77 <"u) (g <) J GRRY)] (7w
Y q M
. . . . P M
(GoRY) (" ‘) (1 “'w) 2 (1 “w)
q y y
- . K . . ( ‘u) y
(7 ‘u) ("7 ‘u) (1w - u) (Y]
y b J 2 ( ‘u)
a3 M WM
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Comme nous le verrons au théoréme 7.1, un demi-groupe idempotent
du type ci-dessus a le treillis de ses sous-demi-groupes semi-modulaire
affaibli. Nous avons donc :

COROLLAIRE 2.2. — Si D est un demi-groupe idempotent, il y a équi-
valence enire les trois propositions suivantes :

1° T (D) satisfait a la condition C.;
20 T (D) est semi-modulaire affaibli;
3° D a la structure indiquée au théoréme 2.3.

TurEorEME 2.4. — Si T (D) est modulaire affaibli, 'ensemble I des
idempotents de D a la structure indiquée au théoréme 2.3 modifiée par
l'une ou Uaufre des restrictions suivantes :

— soit 1° R est un zéro-demi-groupe d’un coté;

— soit 20 K' = K*= 0.

Supposons en effet qu'on ait a la fois R demi-groupe rectangulaire
propre, et, par exemple, K' ;2 ¢, Soient n, I'élément de N associé¢ a K',
n un élément de N autre que n,, [ et ' deux éléments distincts de L et
e un élément de K'; posant

x =(n, l), y=(n,l), z=(n, 1) et {=(n,1),

le sous-ensemble (e, x, y, z, I | est stable et a pour table :

ez y z I
e|le 2z t z I
x|lx T Yy Ty
gy yryzry
z|z z t z U (Demi-
t|t z t z groupe n° 393 de [12]).

T (je x, y,zt}) contient le sous-treillis suivant isomorphe a @,, ce
qui est en contradiction avec T (D) modulaire affaibli :

{ex.y.z,t}

Comme nous le verrons au théoréme 7.2, les demi-groupes du type
ci-dessus ont le treillis de leurs sous-demi-groupes modulaire affaibli.
Nous avons donc :



158 M. EGO.

CoroLLAIRE 2.3. — Si D est un demi-groupe idempoteni, il y a équi-
vaience enire les deux propositions suivantes :

1° T (D) est modulaire affaibli;
20 D a la structure indiquée au théoréme 2.4.

CuariTre III.

Revenant a la considération du demi-groupe D, nous introduisons
la relation d’équivalence R suggérée par P. DuBrEIL[4], définie par aR b
si et seulement s’il existe deux entiers m et n tels que a” = b” Dans un
demi-groupe D périodique, notant e, l'idempotent unique de (a), R}
peut aussi étre définie par a = b (R) si et seulement si e, = e;. Les classes
de cette équivalence sont appelées fuseaux. Chaque fuseau contient un
idempotent au moins, puisque a = e, (R®), et un au plus, car e = f (R)
entraine e =e. = e, = f. Le fuseau contenant I'idempotent e sera
noté F.. En général les fuseaux ne sont pas stables.

Dans un demi-groupe arbitraire D, on peut associer a tout idem-
potent e un groupe I'. d’élément unité e qui est maximum parmi les sous-
groupes de D d’élément unité e et maximal parmi tous les sous-groupes
de D.

Si D est périodique, tout élément a de I', a une de ses puissances
positives égale a e, donc est congrue a e modulo ®; on a donc I'.CF. :
on retrouve le résultat, d’ailleurs vrai dans tout demi-groupe, selon
lequel les groupes maximaux de D sont deux a deux disjoints. De plus,
I'. est idéal bilatére minimal de F.. En effet, d’'une part tout idéal de F.
contient e, donc 1'., et d’autre part si a est élément de F.,, il existe k
tel que a* = e; a* est dans la période [a] de (a), donc aussi ea = ae = a*+';
I, étant maximal parmi les sous-groupes de D d’élément unité e, [a]
est contenu dans I'; : ea et ae sont éléments de I'. ; il en résulte, que
pour tout b appartenant a I., ab = a (eb) = (ae)b est élément de I'.
et que, de méme, ba = (be)a = b (ea) est élément de T..

Nous allons maintenant étudier, en utilisant la décomposition de I
établie au chapitre 11, la multiplication d’un fuseau F. par un fuseau F,
quand T (D) satisfait & la condition C,.

Auparavant, nous rappellerons une propriété, cas particulier d’un
résultat dd a D. D. MiLLEr et A. H. CLiFFORrD [7].

Si D est un demi-groupe arbitraire contenant un sous-demi-groupe R
qui soit rectangulaire, les groupes maximaux de D relatifs aux idempotents
de R sont tous isomorphes et leur réunion est un sous-demi-groupe de D
isomorphe au produit direct de I'un de ces groupes par le demi-groupe
rectangulaire R.
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Une démonstration directe de cette propriété repose sur deux remarques
relatives & la multiplication dans P = U I
i€R )
1° Sieet fsont deux éléments de R et si a est un élément de I'/, eae est
élément de I'.; en effet, a’ désignant I'inverse de a par rapport a f dans I,
on a, par exemple :

(eae) (ea'e) = ea(fef) a'e = e(afa’)e = efe = e;

comme de plus'élément eae admet e pour unité bilateére, il appartient a I'...
20 Dans les mémes hypotheéses, on a f (eae)f = a; en effet, de fef = f,
résulte

f(eae)[ = fe(faf)ef = (fef) a(fef) = faf = a.

Considérons alors l'application ¢ de P dans I'. X R qui associe &
I'élément a de 'y avec f€ R le couple { eae, f . Cette application satisfait
aux propriétés suivantes :

1° ¢ est surjective car le couple { x, g | avec x€l'. et g€ R est 'image
par ¢ de I’élément grg; de la remarque 1° résulte en effet grgel’, et
de la remarque 2°, on déduit e (gxg)e = x;

20 ¢ est injective car de la remarque 2°, de eae = ea’e et de [ = f"
résulte

a = f(eae)f = [ (ed'e)f = a’;

30 ¢ est un homomorphisme; en effet, de ael'y, feR, bel; et geR
résulte '
a=f(eae)f, b= g (ebe)g;

compte tenu de la propriété xyz = xz, Vx, y et z€R, il vient alors
ab = [ (eae)fy (ebe)g = (fge)a (ee) b (efg) = fg (eae) (ebe)fg €L s;
il en résulte que P est stable; de plus, on a
eabe = { e (fg)e { aeeb | e (fg)e | = (eae) (ebe);

I'image du produit ab est donc { eab.ebe, f.g | : ¢ est un homomorphisme.

o est donc un isomorphisme. P est isomorphe au produit direct I'. X R,
il est réunion de groupes isomorphes. Il en résulte, en particulier, que
si H est un sous-demi-groupe de I'. et A un sous-demi-groupe de R,

I’ensemble U (gHg) est un sous-demi-groupe de D isomorphe au produit
s€4

direct H X A.

TaEorREME 3.1. — Si e el f sont deux idempotents distincts de D, lels
que | e, | soit un zéro-demi-groupe d’un cété, avec, par exemple, ef = e,
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fe = f (%) et si T (D) satisfait a la condition C. alors ya€F. on a af = ae.
Si a’' est un élément quelconque de I'., nous avons da'f = da'ef = d'e.
Dés lors, la période de tout sous-demi-groupe cyclique commencant
4 un rang inférieur ou égal 4 5, nous avons a‘f = afe, pour tout élément a
de F. et pour tout entier k supérieur ou égal a 5.
Supposons maintenant que a‘f soit égal a a*e pour tout entier k
supérieur ou égal a n et montrons que ’hypothése « T (D) satisfait &

la condition C, » entraine que a"—'f est égal a a*—'e. La démonstration
se fera par I’absurde; supposons donc que a"~!f soit différent de a*'e.
Il en résulte les quatre conséquences suivantes :

1° a* ‘& (a),, car a*'€(a), entraine a*'f= a"'e; nous avons
donc

(@1 &= (@)

20 F, étant le fuseau contenant 1’élément a*—'f, les trois idempotents
e, [ et g sont distincts et {e, f, g} est un zéro-demi-groupe a gauche.

En effet, d'une part a*~!'feF. entraine

@ =@ () = @ e =e@f) = @) [= (@ Of =a' e
ce qui est contraire & I'hypothése, et d’autre part, a"~'f€ F, entraine

@ f= @ = @)
pour tout entier h, nous avons donc
@) =@ fs
or il existe un entier h' tel qu'on ait a la fois :
@ =f et @) =e

de a*—'f e F, résulte donc f= ef, ce qui est contraire a I’hypothése.
Soit alors g l'idempotent de (a*—'f); il existe un entier m tel qu’on

ait a la fois :
g=@2fyr et e=(@ )
il en résulte
g = (@ fy" =@ f)y"e=ge =)' = gf
de plus, les égalités ea"! = a*~'e et ef = e montrent que

eg — e(an—lf)m — e(an—1)m =e;

(*) Le cas ef = f, fe = e est distinct; les démonstrations, les résultats et les condi-
tions qui y sont relatifs sont analogues et se déduisent de ceux-ci dessus par permutation
de tous les produits.
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enfin nous avons

fg = (feyg = f(eg) = fe = f.
L’ensemble {e, f, g} est bien un zéro-demi-groupe a gauche.

30 Les sous-ensembles (a),Uf[a], (a).vg[a] et (a).uf[a]ug[a] sont
stables.

En effet, considérons le sous-groupe [a] de I, f[a] et ¢[a] sont des
sous-groupes respectivement de I'y et de I'y et [a]uf[a]u ¢ [a] est stable
en vertu des résultats rappelés et isomorphe au produit direct
la] x tef, g}

La stabilité de (a),u f[a] résulte des égalités suivantes :

(@)u-fla] = {(@)u-fi[a] = {(@)n.e[a] =[a]* =[q]
et -
fld].(@). =fila]ei.(@. = fla] {e.(a).} = fla]* = fla].
Par ailleurs, ¥k >. n, nous avons
a/:g — a/c(anﬁlf)m = q*! (akf) (anr—lf)m 1= g (ake)(alh—lf)m—l;
les égalités ea’~' = a"~'e et ef = e montrent alors que
akg — ak (anv——l)m — ake
et par une démonstration analogue a celle faite pour (a),uf[a], on
montrerait que (a),Ug[a] est également stable.

De la stabilité des trois ensembles (a), U f[a], (a). U g [a] et [a] U f[a] U g[a]
résulte enfin celle de I’ensemble (a).uf[a]u g [a].

Nous avons donc
a & (a).Vfla]ugla]

et par suite :
(@.Vflaluglalc(@.. V () et (@0 {(@.Vflaugla]] = (a).

4o (a),uUfla] couvre (a),; en effet Vxef[a] CI'y, f est élément de (x)
et nous avons donc :

(@) V (@) 2(a). V () = (@)Y fla].
Considérons alors les trois éléments X, Y et Z de T (D) définis par
X=(@.Vfla, Y=(@.. et Z=(auVflaugla];

ils sont tels que

XVY=(@uw1V () et YNnZ = (a);

BULIL. SOC. MATH. — T. 91, FAsc. 2. 11



162 M. EGO.

il en résulte YNZcXcZcX \/ Y, ce qui équivaut a I'existence d’un
sous-treillis de T (D) isomorphe a %,; cependant on a

Y$-YnZ X$-YnZ e YNZAO;

la condition C, est mise en défaut.

Donc a*'f est égal a a*~'e; la propriété étant vraie pour n = 3,
Pest aussi pour n = 1 : on a af = ae.

De méme, pour tout b élément de F,, le produit be est égal a bf.

CoroLLAIRE 3.1. — Si e et f sont deux idempotents distincts de D, tels
que (e) \/ (f) soit rectangulaire, le sous-demi-groupe T'.ul ,UT,,UT /. est
idéal bilatére minimal du complexe F.UF,UF.;UF,.

En effet, (e) \/ (f) contient au plus les quatre éléments e, f, ef et fe.
Si a est un élément de F,, on a :

1° aeel’,;

20 af = (ae)fel, ;
en effet de f = fef résulte af = a(fef)=|a(fe) | f; si fe = e, le produit
a(fe) est égal a ae et si fe#e, de {e, fe| zéro-demi-groupe a gauche
résulte encore a (fe) = ae; de la structure de I'.ul'yuT., Ul /. résulte
enfin : af = (ae)fel'..I', =T.,. On a de méme :

30 eael’, et

4 fa = f(ea)€Ts.

Les quatre produits ea, ae, fa et af étant éléments de I'.ul' Ul UT /.,
ce sous-demi-groupe est bien idéal du complexe F.UF,UF. UF/.
Si (e) VV (f) est un zéro-demi-groupe d’un cété, le résultat devient :
I.ul', est idéal bilatére minimal du complexe F.uU F,.

THEOREME 3.2. — Si e est un élément de Ry et [ un élément de R;
avec v < 0 el si T (D) satisfait a la condition C., alors Wa€F. et ybeF,,
les éléments ab et ba appartiennent a (a) \/ (fef).

Remarquons d’abord que la structure de (a) \/ (fef) est entiérement
déterminée par les remarques suivantes :

a. fef est élément de Riy; = Ry et (e) \/ (fef) est donc rectangulaire;

b. du corollaire 3.1 résulte (a) \V (fef) = (@)u{la] V (fef)};

¢. [a] V (fef) est isomorphe au produit direct [a] X {(e) \V/ (fef)].

La démonstration se fera en deux étapes.

Montrons d’abord que Yae€ F,, les éléments af et fa appartiennent a
(@) V (fef). Si a’ est un élément de I, on a

a'f = (a'Q)f = d'(ef) = d'(efef) = (a'e) (fef) = o' (fef) € (@) V (fef)s

de méme, on a

fa' = (fef)a’ € (@) V/ (fef).
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La période de tout sous-demi-groupe cyclique commenc¢ant 4 un rang
inférieur ou égal a 5, les éléments fa* et a‘f appartiennent a (a); \/ (fef)
pour tout élément a de F. et pour tout entier k supérieur ou égal a 5.

Supposons maintenant que fa‘ et a‘f soient éléments de (a), \/ (fef)
pour tout entier k supérieur ou égal & n, et montrons que ’hypothése
« T (D) satisfait a la condition C, » entraine que a*—'f et fa"—' sont
éléments de (a).— V (fef). La démonstration se fera par l'absurde;
supposons donc par exemple, que fa"~' ne soit pas élément de
(@)n—1 V (fef). 11 en résulte les quatre conséquences suivantes :

1° (@), V (fef) }U(f) est stable; en effet, d’'une part fa* et a“f sont
dans (a). \/ (fef) pour k> n et, d’autre part, on a

f (fef) = (fef)f = fef;

20 @ 'g(a),; en effet a*'e(a), entraine fa"'e(a).V (fef). Il en
résulte (a),—1 »- (a). et par suite :

@1V (fef) = @5V (fef);
30 @& [1 @V (D IV(D] V() = @ V() V (@ ); e

effet, tout produit fini d’éléments de (a),u(f)uU(fa*—') contenant un
facteur de (a), est dans (a). \/ (fef) puisque le produit de (a). \/ (fef)
a gauche ou a droite par f ou par (a) est contenu dans (a). \/ (fef).
Par suite, a*'€(a), V (f) V (fa'—"') entraine a*'e(f) V (fa*~') donc
@' = fy, ou y est un certain élément de D; multipliant & gauche par f
les deux membres de cette égalité, il vient a*—' = fa*~', ce qui est
contraire a I’hypothése. Il en résulte

@V () V (fa=) S(@)u1 V()
et
L@tV (fef) fnf(@n V() V (fa ) t = (a)n V (fef);

40 fa=' # f; en effet il existe h tel que (a*')" = e; fa*' = [ entrai-
nerait f = fa*' = f (a*')" = fee Ry, ce qui est contraire a I’hypothése.
Il en résulte

(@ V () c(@n.V () V (fa).
Considérons alors les trois éléments X, Y et Z de T (D) définis par

X=(@V =@V {fe)u(f), Y=1(a.)V (fef)
et
Z=@.V )V (far);

ils sont tels que

YNnZ=(a).V (fef) et XVY=(@V();
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il en résulte YNZcXcZcX \ Y, ce qui équivaut a D'existence d’'un
sous-treillis de T (D) isomorphe & %,; cependant, on a

Y—-YnZ XsYnZ et YnZ = 0;

la condition C, est mise en défaut.

Les éléments fa*—' et a*~' f appartiennent a (a).—. \/ (fef); la pro-
priété étant vraie pour n = 5 I’est donc aussi pour n = 1 : les éléments fa
et af appartiennent a (a) \/ (fef).

Considérons maintenant le cas général. Soient b un élément de F,
B, et B, deux sous-demi-groupes de (b) tels que (f)CB, < B.C(b);
supposons que, pour tout élément y de B;, les éléments ay et ya appar-
tiennent a (a) \/ (fef) et montrons que I'’hypothése « T (D) satisfait

a la condition C, » entraine que, pour tout élément x de B, — B, les
éléments ar et xa appartiennent a (a) \/ (fef). La démonstration se
fait encore par l’absurde; supposons donc qu’il existe un élément x
de B, — B, tel que, par exemple, ax ne soit pas élément de (a) \/ (fef).
Il en résulte les trois conséquences suivantes :

1° {(a) \V/ (fef) }uB, est stable et égal a (a) \/ B,; en effet, d’une
part, pour tout y € B,, les éléments ay et ya appartiennent a (a) \/ (fef);
d’autre part, de fy = yfe B, et de ec(a) résulte e (fy)(a) \V (fef) et
(yf)ee(a) \V (fef) et par suite :

(fef)y = fefefy = (fef) {e(fy); et y(fef) = yfefef =.{ (uf) e} (fef)

appartiennent aussi a (a) \/ (fef); _

20 x[{(a) V (fef)}uB.] V (ax) = (a) \/ B, V (ax); en effet si x est
élément de (a) \V B, \/ (ax), son écriture comme produit fini d’éléments
de (@)U B, v (ax) contient au moins un facteur ax; le premier facteur x
intervenant a partir de la gauche dans cette écriture est précédé de a
et éventuellement d’un élément de (a) \/ B. = {(a) \V (fef)|uB,; les
hypothéses faites sur B, entrainent B,.a<(a) \/ (fef); comme de plus,
les deux produits {(a)\/ (fef)}.a et Bi.{(a)V (fef)} sont contenus dans
(@) \/ (fef), I'élément x s’écrit sous I'une des formes

(1) r=ad'r ou * = axy,

(2) T=ur ou T = ury avec uelly,
3) T =x ou T = vxy avec vel,,
%) T=cx ou T =cxy avec cely.,,

y étant un élément de D.

11 existe des puissances h, h;, h. et h; respectivement de a*, u, v et c
telles que

(@) ='e, u's = ef, v':= fe et s = fef.
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Des écritures précédentes de x, on obtient, par multiplications conve-
nables, les nouvelles formes

(1) T=ex ou T = exy’,
(2) T = efr ou x = efxy™,
3) x = fex ou x = fexy™,
%) z = fefx ou x = fefxy’s.

De l'idempotence de e, ef, fe et fef résulte alors respectivement

(1) T = ex,

(2) T = efz,
3) T = fex,
4) x = fefz.

Des formes (1) et (2), on tire x = ex; or il existe h’ > 1 tel que 2% = f,
multipliant & droite les deux membres de l'égalité x = ex par a2,
il vient f = ef, ce qui est contraire a I’hypothese.

Des formes (3) et (4), on tire x = fr; I'expression (3) devient alors
Iexpression (4) et en multipliant cette derniére a droite par z"—!, il
vient f = (fef)f = fef, ce qui est également contraire & I’hypothése.

11 en résulte
(a) \/ B, \/ (ax)c(a) \V B: et B,n{(a) \V B,V (az) | = B..

3° ar€ (b); en effet, x étant élément de (b), il existe un entier k tel
que xb* = f; par suite, are(b) entraine axb* = afe(b), ce qui est
contraire aux conclusions de la premiére partie. Il en résulte

(a) \V Bic(a) \/ B,/ (az).

Considérons alors les trois éléments X, Y et Z de T (D) définis par

X = (a) \V/ B, Y =B, et Z = (a) \/ B\ \/ (az);

ils sont tels que

YNZ=B et XV Y=(aV By

il en résulte YNnZcXcZcX \ Y, ce qui équivaut a I'existence d’un
sous-treillis de 7T (D) isomorphe a %,; cependant on a Y - YnZ
YNnZ = 0 et[YNnZ, X] de hauteur finie puisque X est fini; la condition

C. est mise en défaut.

Ayant montré que la propriété est vraie pour B, dés qu’elle I'est pour
B, et qu'elle est vraie pour B, = (f), le théoréme 3.2 est démontré
puisque T ((b)) est de hauteur finie.
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Compte tenu du théoréme 2.3 donnant la structure la plus générale
de I, les circonstances étudiées au théoréme 3.2 sont I'une des deux
suivantes :

10 ¢ et f sont éléments d’un méme K*;

20 e est élément de R et [ est élément d’un certain K.

Dans le premier cas, fef est égal a e; (a) V (fef) se réduit donc a (a).
Les éléments ab et ba appartiennent a (a).

Dans le second cas, (a) \/ (fef) peut contenir 1, 2 ou 4 idempotents.

Si fef est égal a e, pour les mémes raisons que ci-dessus, les éléments
ab et ba appartiennent a (a).

Si (e) \/ (fef) est égal a {e, fef |, on a soit abe(a), soit abel ..

De abe(a) résulte ab = a* donc ebe(a); eb étant a priori élément
de (e) \/ (fef) donc idempotent, on a eb = e; multipliant alors un nombre
convenable de fois & droite par b les deux membres de 1'égalité eb = e,
on obtient ef = e. De abe(a) résulte donc abeF.;.

De abel',.; résulte ab=abfef=a{ b (fe)|f; I'élément b (fe) appar-
tenant a priori a (fe) \/ (f.fe.f), est égal soit a fe, soit a fef; il en résulte
ab = afef qui, compte tenu de la structure de (a) \/ (fef), est égal a
(ae)(fef) et appartient & I'.;. De abel's,, résulte donc aussi abeF.,.

Enfin, si (e) \/ (fef) est composé de quatre idempotents distincts,
on ne peut avoir, ni abe€ (a) car cela entraine ef =e, niabel' /., car cela
entraine ef= fef. On ne peut non plus avoir abel,. car, de abel’,.,
résulte

ab = abfe = ab(fe) e = afe = (ae)(feyel'.;.=1T.,

ce qui entraine fe = e. On a donc encore dans ce cas abe F.,. De plus,
de abel.,, résulte ab = abef; cependant b (ef) est égal soit a ef, soit
a fef; ab est donc, dans ce cas aussi, égal a (ae) (fef).

Les résultats du théoréme 3.2 peuvent alors étre précisés de la facon
suivante :

COROLLAIRE 3.2. — Si e est élément de R, ef f élément de R; avec v < 9,
si ef est égal a e et si T (D) satisfait a la condition C., alors Ya€F. el
vbeF, le produit ab est élément de (a) (*).

COROLLAIRE 3.3. — Si e est élément de R el [ élément de K*, si ef est
différent de e et si T (D) satisfait a la condition C., alors Ya€F. et ybeF,
on a ab = (ae) (fef)el., (*).

THEOREME 3.3. — Si e et [ appartiennent a des K* distincts et si T (D)
satisfait a la condition C,, alors, Ya€F., on a af = ef et fa = fe.

*) Si fe est égal a e, on a, pour des raisons analogues, ba€(a).

®
(‘) De méme, si fe est different de e, on a ba = (fef) (ea) €L'y,.
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Si a’ est un élément quelconque de I'., on a da'f = (d'e)f = a' (ef)
qui, compte tenu du corollaire 3.2, est élément de (ef), donc égal a ef.
La période de tout sous-demi-groupe cyclique commencant a un rang
inférieur ou égal a 5, nous avons @ f = ef et fa* = fe pour tout élément a
de F. et pour tout entier k supérieur ou égal a 5.

Supposons maintenant que, pour tout entier k supérieur ou égal a n,
les deux éléments a*f et fa* soient égaux respectivement a ef et a fe,
et montrons que ’hypothese « T (D) satisfait a la condition C, » entraine
a'f = ef et fa'—' = fe. La démonstration se fera par I'absurde; sup-
posons donc, par exemple, que fa*' soit différent de fe. Il en résulte
les quatre conséquences suivantes :

1° les sous-ensembles (a).. U { ef, fe, efe, fef | et (a).u (f)V | ef, fe, efe, fef |
sont stables, le premier grace au théoréme 3.2, le second car, V k>.n,
les éléments a’f et fa* sont respectivement égaux a ef et a fe; on a
d’ailleurs

(@) | ef, fe, efe, fef | = (a) \/ (fef)
et
(@ V(f)Vef, fe, efe, fef | = (a). \/ (f)-

20 a" ‘& (a),, d’ou il résulte
(@)L {ef, fe, efe, fef | =< (). U [ ef, fe, efe, fef |.

30 ag(a), \/ (f) V (fa="); en effet, tout produit fini d’éléments
@),V (f)u(fa—") qui contient un facteur de (a). est dans

(@), L { ¢f, fe, efe, fef |

puisque (a),. U { ef, fe, efe, fef | est idéal de (a),u ! ef, fe, efe, fef 1 U (a)U(f),
et si Pon avait a*'€(f) VV (fa*—"), il en résulterait a"—' = fy pour un
certain y de D, donc ! = fa*—! et par suite e = fe, ce qui est contraire
a I'hypothése.

b fa—' € (@ V () = (@)U ef, fe, efe, fef |5 en effet :

1° fa"—' € (a) entraine fe€(a), ce qui est absurde;

20 fa'—!' = f entraine fe = f, ce qui est absurde;

30 fa"~' = efe entraine fa*~' = f(a"~'e); ce dernier produit est égal
a fe puisque a"'e est élément de (a),; I'égalité fa*' = efe est donc
impossible puisqu’elle entraine fa*-' = fe, contrairement a I’hypothese;

4o fa—' = fef entraine fa'—' = (fe) fa"—' = f(efa~'); compte tenu
du théoréme 3.2, (ef)a"' est égal a (ef)e; I'égalité fa—' = fef est donc
impossible puisqu’elle entraine fa*~' = fe, contrairement a I’hypothese;

50 fa*—! = ef entraine fa"~' = fef donc fa"~' = fe, ce qui est encore
contraire a I’hypothése.
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Considérons alors les trois éléments X, Y et Z de T (D) définis par

X=@.V () Y=(@uvlief fe, efe, fef
et
Z = (a)uv (f) \/ (fanil);

.ils sont tels que
YNnZ = (a).v{ef, fe, efe, fef} et XVY=(@.,- V()

il en résulte YNnZcXcZcX V Y, ce qui équivaut a l’existence d’un
sous-treillis de T (D) isomorphe a ,; cependant on a

Y—~YnZ Xs-YnZ et YnZ#0;

la condition C, est mise en défaut.

Les éléments fa*~' et a*'f sont respectivement égaux a fe et a ef;
la propriété étant vraie pour n = 5, I’est donc aussi pour n = 1 et 'on a

af =ef et fa = fe.

TutorEME 3.4. — Si le treillis T (D) satisfait a la condition C, et si
Uon est dans 'un ou Uautre des deux cas suivants :

(A) : (e) \V (f) est un demi-groupe rectangulaire;

(B) : e el f appartiennent a des K* distincls;
alors, yaeF. et ybeF,, on a

abe{[a] \/ [b] {u (@)U (D).

Les démonstrations relatives aux cas (A) et (B) sont identiques. Nous
poserons G = [a] \/ [b]. Dans I'’hypotheése (A), G est un sous-demi-
groupe de I''ul',ul',,UT., isomorphe au produit direct d’un certain
sous-demi-groupe de I', par (e) \/ (f). Dans ’hypothése (B), G est égal a

[a]u[b]u{ef, fe, efe, fef .

Montrons d’abord que G est idéal de Gu (a)u (b). Dans I'hypotheése (A),
ce résultat est conséquence du corollaire 3.1, les produits ea = ae,
fa = f(ea) et af = (ae) f étant éléments de G. Dans I’hypothése (B),
ce résultat est conséquence du théoréme 3.3 puisque ea = ae, fa = fe
et af = ef sont éléments de G.

La démonstration se fera par l'absurde; nous supposerons que le
produit ab n’appartient pas & Gu(a)u(b). Donnons d’abord six consé-
quences de cette hypothese :

1° agl,; en effet ag¢ !, entraine a€ G et par suite, abe G;
20 bgI'); en effet bel', entraine abe G;

3° ag(b); en effet ae(b), cas qui peut se produire si e = f, entraine
abe(b);
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4° be(a); en effet be(a) entraine abe (a);

50 be(a) \/ (b): V (ab); en effet si b est élément de (a) \/ (). \/ (ab),
dans son écriture comme produit fini d’éléments de (a)u(b).u (abd),
le premier facteur est soit puissance de b, soit puissance de a.

Dans le premier cas, I’édlément b n’appartenant pas & (b),, on a
b = b~ bx avec k> 2 et x élément de D; de l'existence d’un entier h
tel que (V)" = f, résulte alors b = fbx" et par suite b = fbel', et
ceci est contraire a4 la deuxiéme conséquence.

Dans le second cas, I'élément b n’appartenant pas & (a), on a soit
b = a*'b, soit b = a* bx’ ou x’ est un certain élément de D; de 'existence
d’un entier A’ tel que (aX)* = e, résulte alors soit b = eb, soit b = eb(z')",
et par suite b = eb. Dans I'hypothése (A), le produit eb appartient a
un groupe maximal et donc b = eb entraine bel', et ceci est encore
contraire 4 la deuxiéme conséquence. Dans I’hypothése (B), le produit eb
est égal a ef et par suite I'égalité b = eb est impossible.

6° ad(a): \/ (b) \V (ab); la démonstration est analogue a celle
ci-dessus elle tient compte du dernier facteur dans I'écriture de a comme
produit fini d’éléments de (a).u (b)u (ab).

La démonstration se fera en quatre étapes.

Premiére étape. — Nous supposerons que le carré de I'un des éléments a
ou b appartient a I'.uI',.

G étant idéal de Gu(a), ce complexe est un sous-demi-groupe; de
méme GU (b) est un sous-demi-groupe et l'on a

Gu(@=(qV[b] et  Gu(b)=[dV (b)
L’hypothése ab& Gu (a) U (b) entraine les inclusions strictes suivantes :

G =la] V [b]cla] V (b)) = GU(b)c(a): V (b) V (ab)c(a) V (D),
G =[a] V[blc(a) V [b] = Gu(@)c(a) V (). V (ab)c(a) V (D).

Dés lors, si par exemple a* est élément de I',, ona Gu(a) = GU{a};
on en déduit

GU(@pG et {(@V(D)V(ad)in]Gu(a);= GC.
Considérons alors les trois éléments X, Y et Z de T (D) définis par
X = Gu(b), Y=Gu(a) et Z = (a), \/ (b) V (ab);
ils sont tels que
XV Y=()V () et YnZ = G;

il en résulte YNZcXcZcX V Y, ce qui équivaut a l'existence d’un
sous-treillis de T (D) isomorphe a ®,; cependant on a Y p- YNnZ,
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YNZ # @ et [YNnZ, X] de hauteur finie; la condition C, est mise en
défaut.

Le théoréme est donc démontré dans ce cas.

Au cours des trois derniéres étapes, nous utiliserons les résultats
suivants, conséquences de 1’hypothése abd Gu (@)U (d) :

(@): V (b).(a) V (B): S(a) V (B): V (ab)c(a) V (b),
(@): V (b). (@), V (D) S(a). V (b) V (ab)c(a) V (b).

Deuxiéme étape. — Nous supposerons que les cubes des éléments a
et b appartiennent a I'.ul',.

Dans ces conditions, les produits ab?, a*b, a*b*, b%a, ba* et b*a* satisfont
aux conditions de la premiére étape puisque (a*)* = a* est élément de I'.
et (0*)* = b* élément de I';. G étant idéal de Gu (a)u(b), les trois sous-
ensembles GuU(a).U(b)., GU(a).U(b) et Gu(a)u (). sont alors des
soustdemi-groupes respectivement égaux a

(@ V ()2 (@:V () et ()V (D)

Il en résulte les trois conséquences suivantes :

1° abé (a). \/ (b) et ab& (a) \/ (by);
20 (@) V (D)s=(a):V (D). et (@ V (b): 5= (a)V (b);
3o (@) V (B) V (ab) n{(a) V (b):} = (@) V/ (D)-

et

@V 1)V @)ini{(@:V )= (@:V ()

Considérons alors les quatre éléments X, Y, Z et T de T (D) définis
par
X=(a):V (), Y=(@V(O® Z=(aV () (ab)
et
T = (a) V (b). V (ab);
ils sont tels que
YNZ=XnT=(a):\ (), XV Y=()V (O et abeZnT,;

il en résulte

YNnZcXcZcX VY, XNTcYcTcXVY
et
YNZ=XnTcZnT,

ce qui équivaut a l'existence d’un sous-treillis de T (D) isomorphe a ,;
cependant on a

Y~YnZ=XnT, X>-XnT=YnZ e YnZ=XnTH0;

a condition C, est mise en défaut.
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Le théoréme est démontré dans ce second cas.

Troisiéme étape. — Nous supposerons que le cube de I'un des éléments a
ou b appartient a I'.ul,.

Compte tenu de ce que la période de tout sous-demi-groupe cyclique
commence a un rang inférieur ou égal a 5, nous avons donc :

soit (I) : a*el,, bely;
soit (II) : a’eT., bel.

Si l'on est dans le cas (I), les produits ab®, b*a, ab*, b*a, a*b, ba*, a*b?,
ba?, a*b®, b’a?, a*b* et b*a® satisfont aux conditions de la premiére
étape puisque (b°)%, (b*)* et (a*)® sont éléments de I'.UT', et les produits
ab* et b*a satisfont aux conditions de la seconde étape puisque a* est
élément de I, et (b%)* élément de I',.

Si l'on est dans le cas (II), les produits ab?, ba, a*b, ba®, a*b?, ba?,
a*b, ba®, a*b?, b*a®, a*b, ba*, a*b? et ba* satisfont de méme aux conditions
de I'une au moins des deux premiéres étapes puisque (a*)’, (a*)?, (b*)?
b* et (a*)’ sont éléments de T.ul',.

On a donc comme précédemment

@)V (b): = Gu(a):U(b)., (@) V (b): = Gu(a)v (b).
et

(). \/ (b) = GU(a).u (b).

La démonstration se termine comme dans la seconde étape. Le produit
ab est élément de GuU(a)u(b) dés que le cube de 'un des éléments a
ou b appartient a I'.ul',.

Derniére étape. — Nous ne faisons plus aucune hypothese sur les
éléments a et b.

Toutefois, compte tenu de ce que la période de tout sous-demi-groupe
cyclique commence a un rang inférieur ou égal a 5, leur puissance cinqui¢me
est dans I.uT,.

Des hypothéses (a?)’el. et (b?)’€l’), résulte a nouveau, grace a
la troisiéme étape, la stabilité des trois sous-ensembles GuU (a).V (b).,
Gu(a)u (b): et Gu(a).U (b). La démonstration se termine comme dans
la seconde étape.

Le théoréme est établi dans le cas général.

CorOLLAIRE 3.4. — Si T (D) satifsait a la condition C., les fuseaux
de D sont stables et, ya et be F,, on a

abe {[a] \V [b] {U (@)U ().

En effet, pour tout couple a et b d’éléments de F., les sous-ensembles G,

(a) et (b) sont contenus dans F. et par suite le produit ab est élément
de F..
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COROLLAIRE 3.5. — Si e ef f sont deux idempotents distincts de D, tels
que {e, f} soit un zéro-demi-groupe d’un coté, avec, par exemple, ef = e,

fe = (°) et si T (D) salisfait a la condition C., alors \ya€F. et ybeF,
on a

abe (@)U {[a] V (eb) }.

A priori, le produit ab est élément du sous-demi-groupe Gu (a)u (b)
lequel est contenu dans F.uUF,. Cependant abe F, est impossible car
entraine (ab)f€l.; or on a

abf = afb = aeb = (ae) {e(fb) jel'.{el'y| =T} =T..
I1 en résulte
abeF.n{ Gu(@u () =(@U{F.nGj.
Par ailleurs [a] \/ (eb) est un sous-groupe de I'. puisqu'on a
eb =e(fb)eely =T..
Dés lors fi[a] \/ (eb) | est un sous-groupe de I'y égal a (fa) \/ [b] et

“la] vV (eb) LU {[b] VV (fa) | est un sous-demi-groupe de I':uT';. Des rela-
tions eb = e (fb) et fa = f(ea) résulte alors

G = {[a] \V (eb) }V{[D] V (fa)}

F.n G =[a]\/ (eb).

et par suite :

CoROLLAIRE 3.6. — Si e ef f sont deux idempotents de R tels que (e) \/ (f)
soit rectangulaire propre, et si T (D) salisfait a la condition C.,, alors,
VaeF, et ybeF,, on a ab = ea.fbel.,.

A priori, le produit ab est élément du sous-demi-groupe Gu (a)u (b)
lequel est contenu dans (a)u (b)uT. Ul Ul UTl,,. Cependant, compte
tenu de la structure de F.ul'yul. UL/, on a :

1° abe (a) est impossible car entraine ebe€(a) en contradiction avec
ebel,r;

20 abe(b) est impossible car entraine afe(b) en contradiction avec
afel.;;

30 abel'. est impossible car entraine ab = e (ab) = (ea)b en contra-
diction avec (ea)bel.;;

4o abel', est impossible car entraine ab = (ab)f = a (bf) en contra-
diction avec a (bf)el.,;

50 abel . est impossible car entraine ab = (ab)(fe) = a (bf)e en
contradiction avec a (bf)eel.s. =T..

(*) Voir note (*), p. 160.
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On a donc abel., et par suite :
ab = (ef) (ab) = e (fa)b = e (f.ea)b = ea.b = ea. fb.

COROLLAIRE 3.7. — Si e et f appartiennent a des K" distincts et si T (D)
satisfait a la condition C., alors, vaeF, et ye€F,, on a

ab = ef.

A priori, ab est élément de GU(a)u(b) = (@)U (D) | ef, fe, efe, fef .
Cependant, abe (a) est impossible car entraine ebe (a) en contradiction
avec eb = ef, et de méme abe (b) est impossible car entraine afe(b)
en contradiction avec af = ef. Par ailleurs, ab = fef entraine ab = abf = ¢f,
ab = efe entraine ab = eab = ef et ab = fe entraine ab = fab = feb = fef
donc aussi ab = ef.

Compte tenu de la structure de I déterminé au théoréme 2.3, les
cas examinés aux corollaires 3.2, 3.3, 3.4, 3.5, 3.6 et 3.7 sont les seuls
possibles. Dés lors, si T (D) satisfait a la condition C., pour tout couple e
et f d’idempotents distincts ou non de D, pour tout élément a de F.
et pour tout élément b de F,, ef est un idempotent de D et ab un élément
de F.,. Il s’agit la d’un résultat particulierement important concernant
la structure de D. Utilisant le langage introduit par A. H. CLIFFORD [2],
nous en donnerons J’énoncé équivalent suivant :

TuEkorEME 3.5. — Si T (D) satisfait a la condition C,, D est bande
sur I de ses fuseaux.

CuAPITRE IV.

Nous donnons ici des systémes équivalents a ’ensemble des conditions
nécessaires, trouvées au cours des trois premiers chapitres, pour que
T (D) satisfasse aux différentes propriétés étudiées.

TutoriME 4.1. — L’ensemble des conditions nécessaires renconirées
au cours des chapitres précédents pour que T (D) satisfasse a la condition C.,
est équivalent au systéme suivant :

Systéeme (1) :

1° D est périodique;

20 D est bande sur I de ses fuseaur;

30 I a la structure indiquée au théoréme 2.3;

4o Si e est élément de Ry, f élément de R; avec y <o, alors, Ya€F,
et ybeF,, ab et ba sont éléments de (a) \/ (fef);

50 Si (e) \/ (f) est un demi-groupe rectangulaire, ou si e et f appartiennent
a des K* distincts, alors, yae€F, et ybeF,, on a

abe {[a] \/ [b] fu(a@)u (D).
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Il nous suffit de montrer ici que la deuxiéme conclusion du théoréme 1.1
et que les conclusions des théoremes 3.1 et 3.3 sont conséquences de
ce systéme (I).

Examinons d’abord la deuxiéme conclusion du théoréme 1.1; soit ¢
un €élément de D, c¢* et ¢* sont éléments d’'un méme fuseau; utilisant
la condition 5° du systéme (I), nous obtenons

c.co=ce{[c] V][] u(e)u(c).
Nous avons donc :
— soit c*e[c?] V [¢*]€]el;
— soit c¢*€(c®), ce qui entraine ¢* = ¢** pour un certain k et par
suite, ¢’€[c];
— soit ¢*e(c’), ce qui entraine, comme ci-dessus, c’€Jc].

Dés lors, yceD, ¢* est élément de [c]; la période de tout sous-demi-
groupe cyclique commence & un rang inférieur ou égal a 5.

Placons-nous maintenant dans les hypotheses du théoréeme 3.1; e et [
sont deux idempotents distincts de D tels que {e, | est un zéro-demi-
groupe d’un coté, avec par exemple ef = e, fe = f ("), et a est un élément
de F.; compte tenu de la condition 5° du systéme (I), le produit af est
élément de {[a] \V (f)}u(@)SF.uF,; or, comme nous 'avons vu au
cours de la démonstration du théoréme 3.1, af€ F, est impossible et
afe F. entraine af = ae.

Considérons enfin les hypothéses du théoreme 3.3; e et f appartiennent
a des K* distincts et a est un élément de F.; compte tenu de la condition 5°,
le produit af est élément de {[a] \/ (f) } U (a); compte tenu dela condition 4°,
pour tout a’ élément de [a], on a

df =(d'e)f = d'(ef)e(ef) V (e-ef .€) = | ef, efe]
fa" = f(ea’) = (fe)d'(fe) \/ (e.fe.€) = {fe, efe};

il en résulte

et

[a] V (f) =la]u () v {ef, fe, efe, fef};

cependant, comme nous l'avons vu au cours de la démonstration du
théoréme 3.3, les relations afe€ (a) et af = f sont impossibles et chacune
des égalités af = fe, af = efe, ou af = fef entraine af = ef.

Au sujet de ce systéme (I), nous remarquerons que la condition 2°
est conséquence des quatre autres; si nous I’y avons mise, c’est a cause
de son caractére descriptif trés précis.

THEOREME 4.2. — Le systéme (I) est équivalent au systéme suivani :

(®) Voir note (*), p. 160.
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Systéme (1') :
Conditions 1°, 20 ef 3° du systéme (I);
60 Si a et b sont éléments d’un méme fuseau F., le produit ab est élément de

tal vV [bl}u(@)u (b);

70 Si e est élément de Ry, [ élément de R; avec v < o et si ef = e (%),
VaeF, et ybeFy, le produit ab est élément de (a);

80 Si e el f sont deux éléments distincts de I tels que | e, f| soit un zéro-
demi-groupe d’un cété, avec par exemple ef =e, fe=f (*), YaeF. el
VbeF,, le produit ab est élément de (a)uf{[a] \/ (ed)};

9° Si e et f sont deux éléments de R tels que (e) \/ (f) soit rectangulaire
propre, Ya€F. et VYbe F, le produit ab est égal a ea.fb;

10° Si e est élément de R, [ élément de K* et si ef Z e ("), VaeF, e
vbeF,, le produit ab est égal a ea.fef;

11° Si e et [ appartiennent a des K* distincls, Ya€F, et Vbe F/, le
produit ab est égal a ef.

Le systeme (1') entraine évidemment le systéme (I); réciproquement
le systéme (I) entraine le systeme (I") puisque les conditions 60, 7°, 89, o,
10° et 11° sont conséquences respectives des corollaires 3.4, 3.2, 3.5,

3.6, 3.3 et 3.7.

Au sujet de ce systéme (I'), nous remarquerons encore que la condi-
tion 2° est conséquence des huit autres. De plus, posant a = (a) — [a],
les conditions 60, 7° et 8° peuvent y étre remplacées par les conditions

plus précises :

6’0 Dans les hypothéses de 6°, on a abeaubu{ea.eb|;
7’0 Dans les hypothéses de 7°, on a ab€au {ea!;
8’0 Dans les hypothéses de 8°, on a abeau {ea.fb .

Ceci résulte des remarques suivantes :

(a) dans les hypothéses de 6°, abeT. entraine
ab = e (ab)e = (ea) (be) = ea.eb;

(b) dans les hypothéses de 7°, abel, entraine
ab = e (ab) = (ae)b = a (ed);

mais, de ebe(e) résulte eb = e; abel'. entraine donc ab = ea;

(") Voir note (®), p. 166.
(®) Voir note (*) p. 160.
(*) Voir note (*), p. 166.
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(c) dans les hypothéses de 80, abel'. entraine
ab = e (ab) = (ae)b = a (ef)b = ea.fb.

Chacun de ces systémes imposent des conditions que doivent vérifier
tout a de F. et tout b de F; nous allons voir qu'on peut, compte tenu
de la condition 29, réduire sensiblement le nombre des couples a, b pour
lesquels le produit ab a besoin d’étre précisé et ce faisant, nous déter-
minerons les valeurs possibles de ces produits.

Etudions d’abord un fuseau F. de D; c’est un demi-groupe unipotent
(c’est-a-dire contenant un et un seul idempotent) et périodique, satis-
faisant, compte tenu de la condition 6°, & la propriété

Va et beF., le produit ab est élément de {[a] \/ [b]| U (a)u ().

Nous appellerons (F.).,, I’ensemble des éléments de F. qui s’écrivent
sous forme d’une puissance d’un élément de F. supérieure ou égale a n :

(Fe)n = {xeF, tel qu’il existe yeF, et k>~ n avec z = y*}

et I, I'ensemble des produits de n éléments de F. :

F; = ‘ Hai avec a, € F, pour tout l}

-1

Il est clair que :

1° (FE)"EFZ;

20 F.D(Fe).2(Fe)s2 ... 2(Fe)u2 ... 20

30 F.2F2F;2...2F;2...20;
en effet, I, étant périodique, chacun de ses éléments est puissance arbi-
trairement grande de lui-méme.

De plus, nous avons (F.); = I'.; cette relation n’est en effet pas autre
chose que la deuxiéme conclusion du théoréeme 1.1 et cette derniére
est conséquence de la condition 6°; c’est en fait ce qu'on a démontré
au théoréme 4.1.

Nous avons aussi les trois propriétés suivantes :
ProprIETE 4.1. — Quel que soit Uentier n, on a (F.), = F’.

La démonstration se fait par récurrence; montrons d’abord que la
propriété est vraie pour n = 2 et pour cela que F; est contenu dans (F.)..
Soit donc ab un élément de F'Z, il appartient par hypothése au sous-demi-
groupe {[a] \/ [b] ju(a)u(b) lequel est contenu dans T.u(a)u(d).
Si ab est élément de I, il appartient a (F.). puisquon a [, C(F.)..
Si ab est élément de F,—T., a et b appartiennent aussi a F, —1T,
puisque I, est idéal de Fe; ab = a et ab = b sont alors impossibles,
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car, par exemple ab=a et b* =e entrainent a = ab = ab" = qe
donc ael.; il en résulte que abgI. entraine abe(a):u (). < (Fe)..
Supposons maintenant qu’on ait I'égalité (F.).—, = F*~! et montrons

n n—1
Pinclusion F; C(F,), Soit I] a; un élément de F7%, le produit II a;

i=1 i=1

appartient & F;~', donc & (Fe).—i, et par suite il existex€ Fe et k>~ n —1
tel que H a; = r*a, = ¥~ (za,). Comme on vient de le voir, le produit
i=1

za, appartient au complexe (x).U(a,).UTle; on est donc placé dans
I'une des trois éventualités suivantes :

1° za,€Tl., ce qui entraine

I aer.c@)s

i=1

20 xa, € (x):, c’est-a-dire zxa, = x™ avec m > 2; il en résulte

]] q; = xf—ttme (Fe ns

i=1

3° za,€(a,), c’est-a-dire xa, = a; avec m > 2; chaque facteur z
se comporte alors, a gauche de a, comme le facteur a~*; il en résulte

n
I I a; = zta, = af" "+ € (Fo)n.

i=1

La propriété étant vraie pour n = 2 l'est aussi pour tout n. En parti-
culier, on a (F.); = F} et par suite F} =T..

ProprIETE 4.2. — Tout élément de F. — I, est puissance d’'un élément
de F,— F;.

Soit, en effet, a un élément de F.—7T,, ou bien a est élément de
F.— F? et la propriété est démontrée, ou bien a est élément de F; = (F.).;
dans ce second cas il existe be F, et k > 2 tel que a = b%; si b est élément
de F.— F?, la démonstration est terminée, sinon il existe ceF. et
k' > 2 tel que b = c¥. Dés lors ¢ est élément de F.— F}; en effet,
il n’en était pas ainsi, il existerait deF, et k' > 2 tel que ¢ =d*
et par suite tel que a = d***'; ceci est impossible puisque de kk'k" > 8
et de (F.); =TI, résulte d** = qel..

BULL, SOC. MATHe — T. 91, FAsc. 2. 12
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Propri&TE 4.3. — Pour fout couple a et b d’éléments de F.— F? tel
que le produit ab appartienne @ F. —T., a désignant I'un des éléments a
ou b, B lautre, on a :

— soit 1° ab = o® ou ab = o*;
— soit 2° ab = a*; cependant ce second cas ne peut se produire que
moyennant l'une des restrictions suivantes :

(a) a*el.;
(b) a* = b"yn>3;
(€ a* =0* el a* =a® =€ = [3° =[5

Compte tenu de la propriété 4.1, on a, a priori

abe | (a)QU(b)z } ﬂ(Fe_“re),

et par suite, abe{ @, @, a*, b2, b*, b*}. On a donc :
— soit 1° ab = o® ou ab = a*;
— soit 20 ab = a2
Supposons, dans ce second cas, que a«® n’appartienne pas a I, et
montrons qu’on a alors nécessairement I’'une des restrictions (b) ou (c).
De ab = @?, par exemple, résulte a*b = a*; on doit donc avoir
a’e(@).v(d):v{[a] V [b]}.
De a*¢I. résulte alors a*e{ b2, b% b* |y cependant! a*® = b* et ab = a?
entrainent @ = ab® = a* en contradiction avec a*¢TI.. On ‘a donc :
— soit a3 = b3, d’out il résulte yn'> o :
b3+ = q?ab” = a*a' " = a3+n’;
ceci n’est pas autre chose que la restriction (b);
— soit a* = b*, d’ou il résulte

=brb=ab=a=abt=a*=a'=c¢e
et
P=brb=ab=a" =e,

soit en résumé :
a =a =e=b = Db
ceci est la restriction (c).

Nous sommes alors en mesure de caractériser les fuseaux de D;:

TuEoREME 4.3. — Un demi-groupe unipotent et périodique F.
satisfait a la condition « Ya et beF., le produit ab est élément de
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{[a] V [b]}u(@)u(d) » si et seulement si, T, désignant le groupe maximal
de F., on a :

10 Fg =T,

20 Tout élément de F.—1. est puissance d’'un élément de F.— F};

30 F, satisfait a la propriété 4.3.

Ces conditions sont nécessaires, comme on vient de le voir, montrons
qu'elles sont suffisantes. Soient donc x et y deux éléments de F.; si
le produit xy appartient & I',, on a

zy = e(zy)e = (ex) (ey) €[] V [y];

il nous suffit donc d’examiner le cas ol le produit xy appartient a F, — T.
Dans ce cas, les éléments x et y appartiennent aussi & F. — I'. puisque T,
est idéal de F.; il existe donc d’aprés 29, deux éléments a et b de F.— F':
tels que x = af et y = b*; de plus, compte tenu de 1°, k + h est inférieur
ou égal a 4; utilisant maintenant la propriété 4.3, on a les trois éven-
tualités suivantes :

— si ab = a* avec par exemple « = a, /on a xy = a***, donc xy = x**!
si k=1, et xzy =2* si k=h =2; il reste le cas k=3, h=1; il ne
se produit pas si 'on a 'une des restrictions (a) ou (c) car alors a* est
élément de I';; dans le cas de la restriction (b), de a* = b* résulte xy = y*;

— si ab = «® avec par exemple « = a, on a zy = a*+*%, i[donc xy = x*
sik=h=1,etzy=2a®si k=2 et h=1; ce sont les deux seuls cas
possibles; ,

— si ab = «*, il n’y a qu'un seul cas possible k =h =1 et 'on a
alors zy = z* ou zy = y*.

Etudions maintenant la multiplication d’un fuseau F. par un

fuseau F, dans des hypothéses correspondant aux conditions 7° et 8°
du systéme (I').

ProprIETE 4.4. — Dans un demi-groupe périodique, si e el f sont deux
idempotents distincts tels que ef = e, et si F. est stable et satisfait aux
conditions 1° ef 2° du théoréme 4.3, la condition « Yae F, et YybeFy,
le produit ab est élément de (a) » est équivalente a U'ensemble de conditions
suivant :

10 Fe.FfEFe;

20 ybeF,, on a eb = e;

30 yaeF,— F? et ybeF,, tels que abe F,—1T., on a :

— so0it 1° ab = a® et a*€T,;

— soit 2° ab = a, a® ou a‘.

Ces conditions sont nécessaires, la premiére car (a) est contenu dans F.,
la seconde car (e) est constitué par le seul élément e; la troisiéme résulte
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de ce que a® est élément de T'. et de ce ique ab = a® et a*¢T. entrainent
a*b = a’&(a*) en contradiction avec I’hypothése.

Ces conditions sont suffisantes; soit en effet £ un élément de F, et
y un élément de F, si le produit xy appartient a I',, compte tenu de
la condition 29, on a

zy = exy = zey = x (ey) = xe€ (2);

il nous suffit donc d’examiner le cas olt le produit xy appartient
a4 F.—TI.. Dans ce cas, I'élément = appartient aussi & F.— I} puisque
zeT, entraine zy = exyel’.; il existe donc un élément a de F.— F;
-tel que x = a*, avec d’ailleurs k = 4; utilisant: maintenant la condi-
tion 3°, on a les quatre éventualités suivantes :

— si ay = a, on a zy = r€(2);
— si ay =a® et sia’el,, il n’y a qu’'un seul cas possible k =1 et I'on
a alors 2y = 2 €(x);
— siay=da’ on a :
soit k = 1 d’ol1 il résulte ry = 2’ € (z);
soit k = 2 d’ou il résulte xy = x* € (2);
— si ay = a%, il n’y a qu'un seul cas possible k = 1 et 'on a alors
xy = a*e€(z).

ProprIETE 4.5. — Dans un demi-groupe périodique, si e ef f sont deux
idempotents distincts tels que {e, f} soit un zéro-demi-groupe d’un cété
avec, par exemple, ef = e, fe = [ (*°), et si F. et F sont stables et salisfont
aux conditions 1° et 2° du théoréme 4.3, la condition «\ya€ F. et ybe F,
le produit ab est élément de (a)u { [a] \/ (eb) } » est équivalente a I’ensemble
de conditions suivant :

1° F,.F,CF,;

20 Ya€F.—F; et YbeF;—F}, tels que abe F. —T., on a :
— soit 1° ab = et a*el,;

— soit 2° ab = a® ou d".

Ces conditions sont nécessaires, la premiére car (a)u{[a] \/ (ed) | est
contenu dans F.; la seconde est conséquence des trois remarques suivantes;

1° @® est élément de T.;

20 ab = a*> et a’¢I. est impossible, car entraine

@b =ad&(@vi{[a’]V (eb) |

en contradiction avec I'’hypothése;

(*°) Voir note (®), p. 16o0.



STRUCTURES DE DEMI-GROUPES. 181

30 ab = a est également impossible, car il existe un .entier h tel que
b* = f et par suite ab = a entraine

a = ab = ab" = af = a (fe) = (af)e = aeel..

Ces conditions sont suffisantes; soit en effet x un élément de F. et
y un élément de Fy, si le produit xy appartient 4 T, on a

xy = e(xy) = (ex)y = (xe)y = (ze) (ey) €[] V (ey);

il nous suffit donc d’examiner le cas ou le produit a2y appartient & F, — L.
Dans ce cas, I'élément x appartient 4 F. —I'. puisque x€l. entraine
zy = exyel., et I'élément y appartient a F,—1I, puisque yel,
entraine xy = zyf = zyfeeT.; il existe donc un élément a de F. — F}
et un élément b de F, — F} tels que x = a* et y = b", avec d’ailleurs k
et h inférieurs ou égaux a 4; utilisant maintenant la condition 2°, on a
les trois éventualités suivantes :
— si ab =a* et si a’€l, il n’y a qu'un seul cas possible k = h = 1
et I'on a alors zy = 2*€ (2);
— siab=a* ona:
soit k = h = 1 d’ou il résulte 2y = z* € (x);
soit k = 2, h = 1 d’ou il résulte 2y = x> € (x);
— si ab = a*, il n’y a qu'un seul cas possible k =h =1 et I'on a
alors a2y = z* € ().

TreorEME 4.4. — Les systémes (I) et (1') sont équivalents au systéme
suivant :

Systéme (1") :

Conditions 19, 2° et 3° du systéme (I);

6”0 Chaque fuseau F. satisfait a :

1° F; =T,

20 Tout élément de F.—1T. est puissance d’un élément de F.— F;;

30 Pour tout couple a, be F, — F;, tel que abe F. —I'., « désignant
lUun des éléments a ou b, 3 Uautre, on a :

— soit 1° ab = &® ou o*;

— soit 2° ab = o?; mais dans ce cas on a I’une des restrictions suivantes :

(a) *eT, ;

) a* =b", Yn 3;

() o> =0 et a* = o’ = e =[5 = f3°,
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7"0 Si e est élément de Ry, f élément de R; avec v <0 ef si ef = e, la
multiplication de F, par F; (1) safisfait a :

1° VbeFy, on a eb =ce;

20 YaeF,—F; et YbeF,, tels que abe F,—T., on a :
— s0it 1° ab = a® ef a*el,;

— soit 2° ab = a, a® ou a‘.

870 Si e et f sont deux éléments distincts de I tels que {e, f}| soit un
zéro-demi-groupe d’un coté avec, par exemple, ef = e, fe = f (*?), la mulfi-
plication de F. par Fy satisfait @ Va€F, —F; ef YbeF;— F}, tels
que abe F,—T,, on a:

— soit 1° ab = a* et a*el,;

— soit 2° ab = a® ou a'.

9"® Si e et f sont deux éléments de R tels que (e) \/ (f) soit rectangulaire
propre, la mulfiplication de F. par F, satisfait a YaeF.—F; et
VbeF;—Fj} ona
ab = ea.fb;

1070 Si e est élément de R, [ élément de K* tels que ef # e, la multi-
plication de F. par F, (**ysatisfaitaVa€ F. — F; et VbeF; — F},on a

ab =ea.fb et af = ea.f;

11”0 Si e et f appartiennent a des K* distincts, la multiplication de F.
par Fy satisfait @ YaecF, —F; et VbeFr—F}, on a

ab = ea.fb, af = ea.f el eb =e.fb.

Compte tenu de la condition 2° commune a ces systémes, du
théoréme 4.3 et des propriétés 4.4 et 4.5, les conditions 6°, 7° et 8°
de (I') sont équivalentes aux conditions 6”°, 7”0 et 8”0 de (I"). La condi~-
tion g° entraine la condition g”°. De la premiére partie de la condition 7"°
résulte, dans les hypothéses de 10”0, I’égalité (ef) (fb) = ef, et, dans les
hypothéses de 11”0, la double égalité (ea) (ef) = ef = (ef) (fb); dés lors,
les conditions 10”0 et 11”0 sont conséquences respectivement des condi-
tions 10%et 11°. De tout ceci résulte déja quele systéme (1”) est conséquence
du systéme (I').

Pour démontrer la réciproque, il nous suffit de vérifier que les condi-
tions g2, 10° et 11° sont conséquences du systéme (I”).

(**) On déduira aisément les conditions intéressant la multiplication de F, par F,
quand fe = e.

(*?) Voir note (%), p. 160.

(**) On déduira de méme les conditions intéressant la multiplication de F, par F,
quand fe # e.
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Placons-nous d’abord dans les hypotheses de la condition g°, soient e
et f deux éléments de R tels que (e) \/ (f) soit rectangulaire propre, x un
élément de F. et y un élément de F,. Nous distinguerons deux cas :

— Tun des éléments x ou y appartient a I'.ul'y; supposons, par
exemple, que I'élément = appartienne a I.. De eyeF.r, conséquence
de la condition 20, et de e = efe résulte

ey = (ef) (ey) = (ey) (ef) = eyf.
On a donc
zy = (ze)y = x (ey) = z (eyf) = xe.yf;

— I’élément x appartient & F,—T, et 'élément y & F,—1I's. Compte
tenu de la deuxiéme partie de la condition 6", il existe ae F, — F? et
be Fr— F} tels que x = a* et y = b*; compte tenu alors de la condi-
tion g0, on a

2y = atb* = atefb" = ex.fy.

Placons-nous maintenant dans les hypothéses de la condition 109,
soient e un élément de R, f un élément de K* avec ef % e,  un élément
de F,. et y un élément de Fy. De la premiére partie de la condition 7"°
résulte (ef) (fy) = ef; il nous suffira donc de montrer que le produit xy
est égal a ex.fy. Nous distinguerons trois cas :

— P’élément x appartient a I'.. De ey € F.r et de e = efe résulte encore
ey = eyf et par suite on a
xy = xe.yf;

— l’élément x appartient & F,—1T. et ’élément y a I'y. Il existe
alors a€ F, — F? tel que x = a*; compte tenu de la condition 10”°, on a

zy = dtfy = dtefy = ex.fy;

— l’élément x appartient & F. — I', et 'élément y & Fr —TI'/. Il existe
alors a€F, — F; et be Fy— F} tels que r = a* et y = b*; compte
tenu encore de la condition 10”0, on a

2y = atb* = atefb® = ex.fy.

Placons-nous enfin dans les hypothéses de la condition 11°, soient e
un élément de K%, f un élément de K* avec A 72 1, z un élément de F.
et y un élément de Fy. De la premiére partie de la condition 7”0 résulte
(ex) (ef) = ef = (¢f) (fy); il nous suffira encore de montrer que le produit
zy est égal 4 ex.fy. Nous distinguerons & nouveau trois cas :

— les éléments x et y appartiennent & I'.uI',. Le résultat est, dans
ce cas, évident;

— un et un seul des éléments x ou y appartient & I'. uT's; supposons,
par exemple que I’élément x appartienne a I', et que I'élément y appar-
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tienne a Fy—T,. 1l existe alors b€ Fy — F} tel que y = b*; compte
tenu de la condition 11”0, on a :

xy = xeb” = xefb* = ex.fy;

— l'élément x appartient 4 F, — T, et I'élément y &4 F, — I'/. 1l existe
alors aeF.—F. et beFy— F} tels que x = a‘ et y = b"; compte
tenu encore de la condition 11”0, on a

xy = atb* = akefb = ex.fy.

Dans ce systéme (I”), la condition 2° n’est plus superflue; c’est
d’ailleurs elle, en grande partie, qui a permis de remplacer les condi-
tions 69, 79, 89, g%, 10° et 11° par les conditions 6”0, 7”0, 8”0, 9”0, 10”0
et 1170,

TrEOREME 4.5. — Si T (D) est modulaire affaibli, D salisfait aux
systémes équivalents de conditions nécessaires suivants :

Systéme (II) [resp. (IT') et (II")] :

Systéme (I) [resp. (I') et (1")] modifié par Uune ou l'aulre des deux
restrictions suivantes :

1° K' =K =

20 R est un zéro-demi-groupe d’un coté et les groupes maximaux relatifs
aux idempolents de R sont réduits a leur élément unité.

Compte tenu du théoréme 2.4, nous savons déja que, si K'parexemple
est non vide, I’hypothése « T (D) est modulaire affaibli » implique que R
est un zéro-demi-groupe d’un coté. Il nous suffit donc de montrer que,
si K' est non vide et si les groupes maximaux relatifs aux idempotents
de R ne sont pas réduits a leur élément unité, alors T (D) n’est pas
modulaire affaibli. Soit toujours N et L les composantes de R, puisque K!
n’est pas vide, L n’est pas réduit 4 un élément; considérons alors un
idempotent ¢ de K! et deux éléments distincts e = (n,, I) et f = (1, I')
de R. Les sous-ensembles suivants, X = { g, e}, Z = (g)ulcet Y = (g)ul,
sont stables puisque ¢ est élément unité de I'.ul'ruU(g); ils sont tels
que YNnZ =(g) et XV Y =T,ul,u(g); il en résulte

YnZcXcZcX VY,

ce qui équivaut a I'existence d’un sous-treillis de T (D) isomorphe a ;
cependant YNZ n’est pas vide; T (D) n’est pas modulaire affaibli.

TutoriME 4.6. — Si T (D) satisfait a la condition C., D satisfait
aux systémes équivalents de conditions nécessaires suivants :

Systéme (III) :

Conditions 1°, 2°, 4° et 5° du systéme (I);

30 I a la structure indiquée au théoréme 2.2'.
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Systéme (111') :
Conditions 1°, 2°, 6°, 7° et 8° du systéme (I') et condition 3'c.
Systéme (111") :
Conditions 1°, 20, 6”0, 7”0 et 8”0 du systéme (1") et condition 3'°.

L’équivalence de ces trois systémes résulte de ce que, I’ensemble I
des idempotents de D ayant la structure indiquée au théoréme 2.2/,
les circonstances relatives aux conditions ¢°, 10° et 11° du systéme (I')
[resp. aux conditions 9”0, 10”° et 11”0 du systéme (I”)] ne se présentent
pas.

CorOLLAIRE 4.1. — Les systémes (I1I), (III') ef (II1") se déduisent
de lun quelconque des précédents en supposant que Uensemble I des idem-
potents de D se réduise a un seul K*.

Tout K?, en effet, est un « demi-groupe de type ef = e ou f” et a donc
la structure définie au théoreme 2.2,

[CHAPITRE V.

Nous étudions, dans ce chapitre, les conditions nécessaires et suffisantes
pour que le treillis T (P) des sous-demi-groupes d’'un demi-groupe P,
produit direct d’'un demi-groupe rectangulaire R et d’un groupe pério-
dique TI', satisfasse 4 chacune des neuf :conditions étudiées. & (I') dési-
gnera le treillis des sous-groupes du groupe T.

TutoriME 5.1. — T (P) safisfait a la condition C, (resp. a la condi-
tion C,, a la semi-modularité affaiblie et a la modularité affaiblie) si et
seulement si & (I') satisfait a la condition C. (resp. a la condition C,,
a la semi-modularité et a la modularité).

Compte tenu de la remarque faite au début du chapitre III concernant
les demi-groupes contenant un demi-groupe rectangulaire, et de ce que R
est le produit direct d’un zéro-demi-groupe & gauche N par un zéro
demi-groupe a droite L, tout sous-demi-groupe A non vide de P est
le produit direct d’'un certain sous-demi-groupe N, de N, d’un certain
sous-demi-groupe L, de L et d'un certain sous-demi-groupe I', de T :
A=Ny4xLyxT, Dés lors si Ay =N, X L, X Iy, est un certain
sous-demi-groupe non vide de P, lintervalle (A,, P) est le produit
direct des intervalles (Ny, N), (Lo, L) et (I'y, I'). D’autre part, tout
produit direct satisfait 4 la condition C, (resp. a la condition C,, a la
semi-modularité et 4 la modularité) si, et seulement si, chaque treillis
facteur y satisfait. Les trois propriétés suivantes sont alors équivalentes :

10 T (P) satisfait 4 la condition C, (resp. a la condition C,, a la semi-
modularité affaiblie et a la modularité affaiblie);
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20 (A,, P) satisfait, pour tout A, non vide de T (P), 4 la condition C.
(resp. 4 la condition C,, a4 la semi-modularité et 4 la modularité);

30 @ (') satisfait & la condition C, (resp. 4 la condition C,, 4 la semi-
modularité et a la modularité).

THEOREME 5.2, — T (P) satisfait a la condition C; (resp. a la condition (oA
et a la semi-modularité) si et seulement si :

1° R est un zéro-demi-groupe d’un cété;
20 % (I') satisfait a la condition C, (resp. a la condition C\! et a la semi-
modularité).

Ces conditions sont évidemment nécessaires.

D’autre part, (4,, P) satisfait pour tout 4, non vide de T (P) a la
condition C, (resp. a la condition C,, et a la semi-modularité). Il reste
donc a vérifier le caractere suffisant des conditions ci-dessus quand
XnY =4@.

Posant par exemple R = N, les hypotheses X >0, Y >0 et
XNnY = ¢ entrainent X ={n, | X E, Y= {n} X E, ou E désigne
le sous-groupe de I' constitué par I'élément unité de I' et ol n, 3£ n,;
onaalors XV Y={n,n}XEdmneXVY~XetXVYprY;
la condition C, est vérifiée.

L’hypothése X - @ entraine X ={n,} < E, Y =N, xT, avec
n&N,; dés lors, on a XV Y =(N.u{n }) x T, qui couvre Y; la
condition C, est vérifiée.

Enfin les hypothéses & =YnZcXcZcXV Y entrainent
X=Ny,xTI,, Z=N,xT,et Y=N, xTI, avec N nN, = & puisque
I'nT,2E # 9. On a alors NynN.CN,CNiCNyUN, donc Ny = Ni.
D’autre part Y n’est pas réduit 4 un élément puisque Y >~ XnY
entraine X \/ Y »- X; n désignant un élément arbitraire de N, et
posant T = {n}| X E, on a

YNnZcTcY
et
XV TNZ=[(Nou{n})nNox[ToV E)nT]=NyxI'y=X;

la semi-modularité est bien vérifiée.

TutorEME 5.3. — Dans le cas ot R n’est pas réduit a un élément,
il y a équivalence entre les propositions suivanies :

1° T (P) est distribulif;

20 T (P) est modulaire;

39 R est un zéro-demi-groupe d’un cété et T est réduit a son élément
unité,

D’une part 1° entraine 2° et 3° entraine 1°. D’autre part, la négation
de 3° entraine la négation de 2°. Supposons d’abord que I' > E et soient f
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et g deux éléments de R formant un zéro-demi-groupe d’un c6té; consi-
dérons les trois éléments X, Y et Z de T (P) = T (R x I') définis par

X=(f]xE, Y={g}xI et Z={f}xT;
ils sont tels que
YnZ=0g et XVY={f,g}xT;

il en résulte YnZcXcZcX V Y, ce qui équivaut a l'existence d’un
sous-treillis de T' (P) isomorphe & &, : T (P) n’est pas modulaire.

Supposons maintenant que R soit rectangulaire propre, alors, T (R)
et par suite T (P), ne satisfaisant pas a la condition C., ne sont pas
modulaires.

CuapriTre VI.

Nous donnons ici les conditions nécessaires et suffisantes auxquelles
nous sommes parvenus dans le cas ou T (D) satisfait aux conditions
étudiées qui vont de la condition C, & la distributivité.

Dans ces cinq cas, I est une chaine C de zéro-demi-groupe d’un cété Sy
telle que, yee Sy, Vf€S; avec v < d, on a ef = fe = e. Nous poserons

o,=\_JF. e P=Jr.

(’EST eESY
Nous avons alors :

TaEOREME 6.1. — Le systéme de conditions (II1) est équivalent au
systéme suivant :

Systéme (111 bis) :

Conditions 1°, 2° et 3'° du systéme (III).

4'o VAeT (@) et VBeT (®;) avec Y#0, on a A\ B=AUB,
d’ott il résulte que le treillis T (D) est le produit cardinal général des treillis
T (®,) pour vyeC;

5’0 VA et BeT (®y), on a

AV B=AuBu(4'V B’)

avec
A'=AnP, el B'=BnP,.

La propriété 4'c résulte de la propriété 4°; en effet, Vac A et Vbe B,
on a acF., beFy, ecSy, fe€S; avec par exemple y < J et donc ab
et ba sont éléments de (a) €A U B. Dans ces conditions, la correspondance
AeT(D)—~{Ay=An®,}, ye(, est injective car A % B entraine
Ay 7 By pour au moins un indice y € C; elle est surjective car { Aye T'(®,) |
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Y€ C, est I'image de A = k}AY qui est élément de T (D) d’aprés la
Yec

propriété ci-dessus; enfin, & AN B est associé { (AnNB)n®, = A,nB,},

veC et, compte tenu des inclusions

AuB=\_@,uByc\ J@4,vB)cavB

YEC YEeC

et de la stabilité deU (Ay V By), AV B a pour image { Ay \/ By},
1€C

Y€ C: T (D) est isomorphe au produit cardinal général des treillis T' (D)

pour yeC.

" Les propriétés 5° et 5’0 sont équivalentes; de la propriété 50 résulte

en effet de la stabilité de AUBU(A" \V B’) et de la propriété 5'c résulte

la propriété 5° en faisant A = (a) et B = (b).

Enfin les propriétés 20 et 4’0 entrainent la propriété 4°; de la pro-
priété 20 résulte abe F.r, de la propriété 4’0 résulte abe (a)u(b) : on a
donc abe(a) et de méme ba € (a).

Les systemes (III) et (III bis) sont bien équivalents.

THEOREME 6.2. — Le freillis T (D) des sous-demi-groupes d’un demi-
groupe D satisfait a la condition C. (resp. a la condition C, et & la semi-
modularité) si et seulement si :

1° D satisfait aux systémes de conditions équivalentes (III), (III'),
(II1") et (III bis);

20 Chaque groupe maximal I'. a le treillis % (I'.) de ses sous-groupes
satisfaisant a la condition C, (resp. a la condition C, et a la semi-modularité).

Ces conditions sont nécessaires, la seconde car & (I'c) est pour tout e
sous-treillis convexe de T (D).

Montrons qu’elles sont suffisantes; compte tenu de ce que T (D) est
le produit cardinal général des treillis T (®,) pour y€(, il nous suffira
de montrer que chaque T (®,) satisfait a4 la condition C, (resp. a la
condition C; et a la semi-modularité). Soient X, Y et Z trois éléments
de T (®y) satisfaisant & YNnZcXcZcX V Y; posant

X'=XnP,, Y=YnP,, Z'=7nP,,
X'=X—X=Xn(@®—Py), Y'=Y—-Y' et 2"'=7Z—17,
il vient

(YnZ)Y=Y'nZ, (Yn2)'=Y"nZ’,

XVY)={XuYuX'VY)nP,=X"VY

et
XVY)Y={XvYuX'VY)In@®—P)=X"UY".
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On a alors
YII nZII SXII SZ// EXII U YII’
d’out il résulte, compte tenu de la distributivité de < (@, — Py),
X" = Z"; cela implique
YNnZ'€cX'cZ’'cX' VY
et par suite :
YNZ'cX' cZ'cX"VY'.

Compte tenu de la condition 2° ci-dessus et du théoréeme 5.2, T (Py)
satisfait pour tout y a4 la condition C, (resp. a4 la condition C, et a la
semi-modularité).

Dans le cas de la condition C,, il existe donc soit un élément T, tel
que Y'NnZ'cT,cY’, soit un élément U, tel que Y'nZ'c U, cX'.
Posant alors

T=T,V(YNZ) =T, u(YnZ2D)u{T, V(Y nZ)}|=T,u(YnZ),
il vient
T'={T,v(YnZ)|nP,=T,u(Y'nZ")=T, et T"=Y"nZ",

il en résulte
YNZ'cT'cY’ et Y'nNZ'=T"CY"
donc
YNZcTcCY;

posant, dans l'autre cas, U = U, \/ (YNnZ), on aboutirait de méme a
YnZcUcX : T (®,) satisfait & la condition C,.

La démonstration est analogue en ce qui concerne la condition Ci,
il existe alors T", tel que Y'NZ'cT,c Y’ et par suite, T =T, VV (YNnZ)
satisfait & YnZcTcY.

Dans le cas semi-modulaire, il existe un élément 7", qui satisfait &
YNnZ'cT,cYeta(X"V T)NZ = X';posant alors T =T, \/ (YNnZ)
ona YNZcCTcCY, T"=T, et

XVDHnZ={XuTuX'VT)InZ
=XnZDHU(TnZHuiX'V THNZ}
=Xu(TnZ)v{X'VT)NZ'}| =Xu(TnZ)v X'
de TnZCYnZcX et de X' CX résulte alors (X V T)cZ = X : T(®,)
est semi-modulaire.

TuEorEME 6.3. — Le freillis T (D) des sous-demi-groupes d’un demi-
groupe D est modulaire (resp. distributif) si et seulement si :

1° D satisfait aux systémes de conditions équivalents (III), (III'),
I11") et (111 bis);
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20 Chaque groupe maximal T. est de l'un des deux lypes suivanis :

(a) Lc aletreillis © (I';) de ses sous-groupes modulaire (resp. distributif)
si e constitue & lui seul un zéro-demi-groupe d’un cété Sy de la décom-
position de I;

(b) L. = {e} si e n’a pas celte propriété.

Ces conditions sont nécessaires, la seconde car T (P-) est pour tout y
modulaire (resp. distributif).

Pour établir leur caractére suffisant, nous montrerons que chaque
T (@) est modulaire (resp. distributif). Compte tenu de la condition 2°
ci-dessus et du théoréme 5.3, T (Py) est pour tout y modulaire (resp.
distributif).

Placons-nous d’abord dans I’hypothese T (Py).distributif et considérons
trois éléments X, Y et Z de T (®,) et leurs intersections X', Y" et Z’
avec P,. T (P,) étant distributif, on a}

ZnYVX)=Z'nY)V (Z'nX)
et par suite :

Zn(YVX)=Zn{YUXu(Y'V X}
I=(ZnY)U(EZnX)U{Zn(Y'V X)}
=(ZnY)U(EZnX)U{Z n(Y'V X))}
=ZAY)UEZnX)U{(Z nY")V (Z nX)}
=ZnY)U(EZnX)U{ZnY) V(ZnX)}
=(ZnY) V (ZnX);

T (@) est distributif.

Plagons-nous maintenant dans I’hypothese T (Py) modulaire et
considérons trois €léments X, Y et Z de T (®y) tels que Z2 X. Leurs
intersections X', Y’ et Z’' avec Py sont telles \que Z'2X'. T (Py) étant
modulaire, on a

ZnY'VX)Y=Z'nY)V(Z'nX");

n raiscnnement analogue a celui fait dans le cas distributif montre} que
ZINn(YVX)=ZnY)VEZnX);

T (®y) est modulaire.

REMARQUE 6.1. — Si T (D) est modulaire, et par conséquent si T (D)
est distributif, T (D) est de plus le produit cardinal général des treillis
T (F.) pour eel.

Soient, en effet, a un élément de F. et b un élément’de F, avec e £ f.
Si {e f} est un demi-treillis (ef = fe), on a abe(a)u(d); si {e, [} est
un zéro demi-groupe d’un c6té (ef 7= fe), compte tenu de la condition 2° ()
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ci-dessus, on a I'. = {e} et I'y = {f}; il en résulte : [a] \/ [b] = {e, [}
et par suite, on a

abe(@ud)vild V [B]} =(9)u(b).

Dés lors VAeT (F.) et VBeT (Fy) avece2f,ona A\ B= AUB
d’ou il résulte, par une démonstration analogue a celle faite au théo-
réme 6.1, que T (D) est le produit cardinal général des treillis T (F.)
pour ec .

CoroLLAIRE 6.1. — Un demi-groupe cyclique fini dont la période
commence d un rang inférieur ou égal a 5, a le treillis de ses sous-demi-
groupes distributif.

Ceci est une conséquence immédiate du résultat suivant dit & O. Ore [8]:
la condition nécessaire et suffisante pour que le treillis % (G) des sous-
groupes du groupe G soit distributif, est que le groupe G soit localement
cyclique.

CuariTRE VII.

Ce chapitre est consacré a ’énoncé et a la démonstration des conditions
nécessaires et suffisantes pour que T (D) satisfasse aux quatres condi-

tions étudiées qui vont de la condition C, & la modularité affaiblie.
Nous utiliserons les notations suivantes :

JO:[ ’Fe, az:‘ )Fe, 93=\ }I‘e et 2=R—T.
e€ KX eER eER

I' désignera un groupe isomorphe aux groupes maximaux relatifs
aux idempotents de R dont les composantes seront encore appelées N
et L. Comme on I'a vu au début du chapitre III, 2 est isomorphe au
produit direct N X L X I' et de plus [tout sous-demi-groupe 2’ de %
est isomorphe au produit direct N* x L' x I, ot N’, L" et I sont les
projections de 2’ sur N, L et I'. Enfin, si X est un élément de T (D),
nous poserons

Ky=Xnxl  Rxy=XnR, Ix=XnT et 2=Xng
appelant Ny, Lyx, I'x les composantes de Zx, nous avons alors

' ' .
\2eA

Si Y est un autre élément de T (D), nous avons alors immédiatement

3@(” y=XKrn&K%, Rxnr = RxN Ry, Lxny = ZxN<y,
2%xny=2xN2y. Nxny=NxnNy, Lxny=LxnLy
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et
Fxn y=TxnTy;

nous avons en effet convenu de représenter le sous-demi-groupe vide
de 2 par n’importe quel triplet de sous-demi-groupes de N, L et T
dont I'un au moins est vide.

Relativement a I’'union, nous avons :

a. Kk, y= K5V &K} ‘car un produit fini d’éléments de D n’est
dans X* que si tous les facteurs y sont.

b. RxV Ry = (Zx Zy)U2xU 2y; ceci est une conséquence immé-
diate de la propriété « abe{[a] \ [b] |V (a)u (D), Va et be R », laquelle
assure la .stabilité du second membre.

c. Zx\V 2y = (NxUNy) X (LxULy) X T'xV I'y)si 2x et 2y sont non
vides; cela résulte de la structure de 2.

Nous avons de plus les deux propriétés suivantes :

PropPRIETE 7.1. — Si D satisfait aux systémes de conditions (I), (I")
ou (I") et si Rx et Ry sont non vides, alors nous avons

mx\/y = Rx \/ Ry el par suite ”J?X\/y =2y v Zy.

Rx et Ry étant non vides, considérons un élément e = (n, ) de Ry
et un élément f= (n', I') de Ry. Il nous suffit de vérifier, moyennant

I'existence de ces éléments e et f, que le complexe < U Iy, Y> U(RxV Ry)

rel
est stable.

Montrons d’abord que nous avons : 5% Ry et (RX.JC§§ Rx \/ Ry
Soient x un élément de Rx et y un élément de K%, compte tenu de la
condition 4° du systeme (I), les produits xy et yx appartiennent a
(@) V (eyexey); il nous reste & montrer que le produit e,e.e, appartient
4 R x\/ Ry. Posant e, = (., I;), nous sommes amenés a distinguer
deux cas : A€{1,2} et A€’ =A— {1, 2}. Dans le premier, si A = 1
par exemple, on a

eyezey =(ny, ly) et ey fey =(my, l')
donc
(ny, L) =y, ') (0 ) € Rx V/ Ry

Dans le second, A = A €A’, on a
eyezey = (my, bhy) = e, fe, € Ry.

Montrons maintenant que si A et p sont deux indices distincts de A,
nous avons JC}.JCE,’} CRx\ Ry. Soient y un élément de 5(} et z, un
élément de X%, compte tenu de la condition 11° du systéme (I), le
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produit y; x, est égal ey, e..Posanti =e,,j = e, i'=ifietj" = jej,
et utilisant les propriétés multiplicatives de R, il vient

Ny =1 = (i) (&) (ifd) (&) = G") (@))s
cependant, nous avons
j'eXt . RxCRxV Ry et {jeRy.KECRK Ry;

il en résulte que le produit )z, est bien élément de Ry \/ Ry.
Montrons enfin la stabilité annoncée. Soient r, s et z des éléments
respectifs de &%,,;, XY,y avec 1 et Ry \/ Ry, ils s’écrivent

I =X Zols - - . Tnln, S=Xy Y, .. Ty et z=2xy,...z0yn,

les x;, xi, x/, y,, ¥, y; étant éléments respectivement de Xk, %, Ry,
XK}, KY et Ry, omission devant étre faite éventuellement des éléments z,,
Yns Ty, Yus @) et Yo Le produit rz contient I'un des quatre bindémes
YnZi, Ynlis ToX; OU Z,Y;; chacun d’eux étant élément de Ry \/ Ry,
le produit rz peut s’écrire sous la forme r,z, avec z;€Rx\/ Ry et
ry e&cg‘vv y contenant un facteur de moins que r; en raisonnant de proche
en proche sur le nombre de facteurs dans I’écriture de r, nous voyons
alors que le produit rz appartient & ®x \/ ®y. Quant au produit rs,
il contient I'un des quatre binémes y.x,, y.y,, .z, ou z,y,; chacun
d’eux étant élément de Ry \/ Ry, le produit rs peut s’écrire sous la
forme r,z,s, avec neJC)xV,—, ZIERx \/ Ry et sleJCE{-vy; de I’étude des
produits de type rz résulte alors que le produit rs appartient a ®x\/ Ry.
Le complexe <U Ky y>u((RX V Ry) est donc bien stable et par
re A
conséquent égal & X \/ Y; on a donc Rxyr= Rx /Ry et par suite,
Zxvy = 2ZxV Ty,

ProprIETE 7.2. — Si D satisfait aux systémes de conditions (I), (1)
ou (I”) et si X% est non vide, alors, pour tout élément T* de T (), nous
avons .

G{XV ™ = d{-x.

JC} étant non vide, considérons un élément idempotent g de JC}
11 nous suffit de vérifier, moyennant l'existence de cet élément g, que

le complexe ( U 36;> U (K5 T URx est stable.
CpeA—{}
Montrons d’abord que les complexes T*.Ry, ®x.T* K§.T* et
T : 5% sont contenus dans Ry. Soient # un élément de T*, x un élément
de Ry et z, un élément de K avec A # u, nous avons d’une part :

tx et zte(x)V (e.ece)=(x)V (gex9) S Rx

BULL. SOC. MATH. — T. 91, FAsc. 2. 13
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et d’autre part :
Tul =6z 6, =€, JERy et tx, = eex, = gex, € Rx.

Considérons alors des éléments arbitraires x,, s et x respectivement
de K%, de K%\ T* et de Rx; s séerit: s = 2t 2ot ... T,l, avec
x; € XX et t,€ T, omission devant étre faite éventuellement des éléments
z, et t,. Le produit sx contient I'un des bindémes £,z ou z,z; chacun
d’eux étant élément de Ry, nous voyons, de proche en proche, que le
produit sz appartient & ®Rx. Quant au produit s, il contient I'un des
bindmes z,z, ou x,t; chacun d’eux étant élément de Ry, nous sommes
ramenés a4 un produit du type xs, le produit x,s appartient & Ry.

Le complexe < U 5€§>u(ﬁc§ \V T*)U Ry est donc bien stable
weA—{}}
et par conséquent égal & X \/ T%; on a donc Rxypm = Ry.
Nous sommes maintenant en mesure de démontrer les deux théorémes
fondamentaux de ce chapitre.

TuéorEME 7.1. — Le ftreillis T (D) des sous-demi-groupes d’un demi-
groupe D satisfait a la condition C, (resp. a la condition C, et a la semi-
modularité affaiblie) si et seulement si :

1° D satisfait aux systémes de conditions équivalentes (I), (I') et (1");

20 Chaque groupe maximal T, a le freillis & (I') de ses sous-groupes
satisfaisant a la condition C. (resp. a la condition C, ef a la semi-modularité).

Ces conditions sont nécessaires; pour la premiére, on I'a vu au
chapitre IV; pour la seconde, cela résulte de ce que, pour itout e, & (T.)
est sous-treillis convexe de T (D) d’élément minimal différent de la
partie vide.

Avant de démontrer que ces conditions sont suffisantes, nous remar-
querons que, compte tenu des théorémes 5.1 et 6.2, elles impliquent :

10 T () satisfait, pour tout 2 4 la condition C; (resp. & la condition C;
et a la semi-modularité);

20 T (2) satisfait & la condition C, (resp. 4 la condition C, et & la
semi-modularité affaiblie).

Considérons alors trois éléments X, Y et Z de T (D) tels qu’on ait
YnZcXcZcX VY.
Nous sommes amenés a distinguer trois cas :

Premier cas. — 11 existe un indice A de A tel qu’on ait &Kkc X}
II résulte de cette inclusion stricte qu’on a

Ky N Ky ak c oy c 5k \ o)
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Le treillis T (:”) satisfaisant soit () 4 la condition C,, soit (b) a la
condition C;, soit (c¢) & la semi-modularité, on en déduit alors qu’il
existe :

(a) soit un élément T? tel qu'on ait
HKyNK, c T c o3,
soit un élément U} tel qu'on ait
KynKy UL CcXi;
(b) un élément T tel qu’on ait
Kynxyc Ty coxy;
(c) un élément T tel qu’on ait a la fois :
KynKycThexy et Kix=(XKkV T nx.
Dés lors I'élément T; = (YNZ)\/ T} est strictement compris entre
YNnZ et Y puisque K}, = T et de iméme 1'élément U, = (YNnZ) \ U

est strictement compris entre YNZ et X; ceci établit la réciproque,

dans ce premier cas, pour les conditions C; et C..
De plus, dans I’éventualité (c), (X VV T:)NZ est égal & X; en effet
de XK}, ='T% résulte

ch DA 7
Kigairpnz = (Kx \ Th) n &Ky = XKk,
de XY = K§., pour p£ 1 résulte également
Koy iz = 5%

et, K% étant non vide, compte tenu de la propriété 7.2, nous avons
Rxyr, = Rxyr = Rx et par suite Rixvirynz = Rx.

Le théoréme est donc entiérement démontré dans ce premier cas.

Avant d’aborder les deux autres cas oil nous supposerons que Xy
est égal a a0y pour tout indice 2 de A, donnons quelques conséquences
de cette hypothése. Tout d’abord, elle implique ®RxC Rz II résulte
alors de cette inclusion stricte que ®x et Ry sont non vides. En effet,
de ®Rx = 0 résulte X = K% pour un certain A de A; de XnY # @
résulte alors X} = @; compte tenu de la propriété 7.2, nous avons
donc Ry y = Ry; ceci entraine Rz;C Ry et par suite :

RyNRz = RzSRxC Ry,

ce qui est absurde. De Ry = @ résulte de maniére analogue Rx\;y = Rx;
ceci entraine ®RxCRzC Ry, également absurde.
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Dans ces conditions, compte tenu de la propriété 7.1, nous avons
Rxyr= RxV Ry=(2x\/ 2y)U2xU 2.

De plus, de 2yN2,C2xC2,C2yU Ry résulte 2y= 2, et par suite
2xC <2z Il résulte de cette inclusion stricte qu'on a

g.)ryﬂ Tzcﬂ?xc QZCQX\/ fl?)'.

Deuzxiéme cas. — Ik est égal a X’ pour tout indice A de'A et I'on a
ZyNZz 7 9.

Le treillis T (%) satisfaisant soit (a) 4 la condition C,, soit (b) a la
condition C,, soit (c) & la semi-modularité affaiblie, on en déduit alors
qu’il existe :

(a) soit un élément T, tel qu'on ait

LyNZzC T, C Ty,
soit un élément U} tel qu’on ait
ZyNn2zC U, CZx;
(b) un élément T, tel qu'on ait
2yNZ2zC T, CLy;

(c¢) un élément T tel qu’on ait 4 la fois

2ZyNn2zCcT,C2Zy et ITx=(2xV T3)NZz.

Dés lors I'élément T; = (YNnZ) \/ T; est strictement [compris entre
YNnZ et Y; en effet Rynz et Ry étant non vides, compte tenu de la
propriété 7.1, nous avons : Zg,= Zynz\ ZLr,=T;; de méme
I'élément U,= (Y NnZ)\ U, est strictement compris entre YNnZ et X;

ceci établit la réciproque, dans ce second cas, pour les conditions C; et C..

De plus, dans I’éventualité (c), (X VV Ts)nZ est égal & X; en effet
de JC}3= .'Jc}nz résulte JC(‘XV TWNZ = Jc};, et, ;= T, et Zx étant non
vides, compte tenu de la propriété 7.1, nous avons

Zxyr,=Zxyr,=%xV T,
et par suite :
Zaxvrnz= (ZxV T;)N%z= %x
d’ou il résulte
Rixyrynz— Ry
puisqu’on a 2x= 2.
Le théoréme est donc également démontré dans ce second cas.
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* Troisiéme cas. — % est égal 4 X} pour tout indice i de A et 'on a

ny\‘fl?z= Q,

Dans ce cas, il existe au moins un indice 2 de A pour lequel X3 n K} = @.
Cet indice ne peut pas étre élément de A’ car, Ry et Rz étant non vides,
de 4 = A" € A’ résulterait que I'élément (ny,, I,-) appartient & Zy et & 2z,
Supposons donc, [par exemple, que lindice 4 soit égal a 1. 2y et %z
étant non vides, on en déduit alors n,€ Nyn Nz; comme, par ailleurs
I'ynIlz; est non vide, I'égalité Zyn<Z,;= @ implique LynLz=0 et
par suite, LynL;CcLxCL;CLxULy, d’ou il résulte Ly= Lz; I'iné-
galité stricte 2xc %, est alors conséquence de l'une ou l'autre des
inclusions strictes Nxc N, ou I'ycl..

Dans ces conditions, [ désignant un élément quelconque de Ly,
E désignant le sous-groupe unité de I', nous avons :

{n} X {1} X E=(n, )cy;

en effet, de 2y = {n} X {1} X E résulterait :
(@) NxEN, CNyUNy=NxuU{n,} = Nx puisque n, est élément
de N,\‘;
(0) I'xCI'zClyV Iy=TxV E =Tx;
or les deux égalités Nx= N et I'y=T, sont simultanément impossibles.
De plus, le -sous-ensemble T = (YnZ)u({n ) x {1} X E) est
stable puisque d’une part YN Z est contenu dans X' et puisque d’autre
part (ni, l) est un zéro pour XK'

De tout ceci résulte d’abord YNnZcTcY puisquon a
O = LynzCLyp= (n1, l)sz’)'.
De plus, (X \V T)NZ est égal a X; en effet, d’une part, de 5y = 5}nz
résulte )
Kivynnz= s

d'autre part,de X V T = X VV ({n} X {l} X E)etdela propriété 7.1,
résulte

Pxpr= (NxV {n )X (LxV{l})x TxV E) = NxX(LxV {1})xTx
et par suite, Ly étant égal & Lz, nous avons

Zxvnnz= (NxNNz) X[(LxV {1} )ﬂLz]X(Fx\/ rz) =Ly

d’ou il résulte Rixynnhz= Rx puisqu'on a 2y= 2.

Le théoréme est démontré dans ce troisiéme et dernier cas.

Le résultat annoncé au corollaire 2.2 est une conséquence immeédiate
de ce théoréme.
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THEOREME 7.2. — Le treillis T (D) des sous-demi-groupes d’un demi-
groupe D est modulaire affaibli si et seulement si :

1° D satisfait aux systémes de conditions équivalents (1I), (IT') et (I1");
20 Chaque groupe mazimal T, est de I'un des deux types suivants :

(a) . a le treillis 5(;) de ses sous-groupes modulaire si e constitue
a lui seul un zéro-demi-groupe d’un cété de la décomposition de I — R
ou si e est élément de R;

(b)y Te=1{e} si e n’a pas cette propriété.

Ces conditions sont nécessaires; pour la premiére, on l'a vu au
chapitre IV; pour la seconde, cela résulte de ce que, pour tout indice 2,
T (%K*) est modulaire. En effet, si T(%*) n’était jpas modulaire, il
existerait un sous-treillis de générateurs X,, Y, et Z, de T (), isomorphe
a Gy; R étant idéal Dbilatére de D, les trois éléments X = X;UQR,
Y=Y.UR et Z=Z,UR engendreraient un sous-treillis de T (D)
isomorphe a @, dans lequel YNZ ne serait pas vide : T (D) ne serait
pas modulaire affaibli.

Ces conditions sont suffisantes. En effet, reprenant les raisonnements
faits au cours de la démonstration du théoreme précédent, nous voyons
successivement que :

(a) Kxc X} est impossible puisque T(K*) est modulaire;

(b) Zyn2Zz2 B est impossible puisque T'(Z) est modulaire affaibli;

(¢c) Le dernier cas ne peut pas se présenter puisque, ou bien
K'=K*= ¢, ou bien N=1{n,} et ' =E, ce qui rend impossible les
inclusions strictes Nxc Nz ou I'xcT,.

L’hypothése «il existe X, Yet Ztelsque 9cYNnZcXcZcXV Y»
est absurde : T'(D) est modulaire affaibli.

Le résultat annoncé au corollaire 2.3 est une conséquence immédiate
de ce théoreme.

CuapriTre VIII.

Ce chapitre est réservé a I’étude de cas particuliers. Rappelons que
celui des demi-groupes cycliques a été résolu aux corollaires 1.1 et
6.1, que celui des demi-groupes idempotents I’a été au chapitre II et
que celui des demi-groupes qui sont produit direct d’un groupe pério-
dique et d’un demi-groupe rectangulaire 1'a été au chapitre V.

Le cas ou D est réunion de groupes nous a paru intéressant en raison
du théoréme suivant :

TutorkME 8.1. — Si D satisfait aux systémes de conditions équiva-
lents (I), (I') ou (1"), l'application a — a.e, est un endomorphisme de D
sur la réunion D* de ses groupes maximaux.
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Il nous suffit de vérifier ici que, pout tout couple a et b d’éléments
de D, les produits (a.e.) (b.es) et ab.e.s sont égaux. De la propriété
« D est bande sur I de ses fuseaux » résulte déja I'égalité e., = e,.e..
Compte tenu de la structure de I, il nous suffit d’examiner les quatre
cas suivants :

1° (es) \/ (es) est rectangulaire. Du corollaire 3.1 résulte
be, = (bes)ea et  ae,= (aes)es.
Nous avons alors
abe., = abe.ey = a(beses) e, = abey = aey b = (ae.ex) b = (aeq) (bes).

20 e, et e, appartiennent & des K* distincts. Du corollaire 3.7 résulte :
ab = e,e; = ae,bey et par suite, abe., = (ae.) (bey).

30 e, est élément de R, e, est élément de R; et I'on a y<<d et
e..e;= e,. De la condition 7”0 de (I") résulte

abe (a), e.b=e, et ae, be; = ae,.
Nous avons alors
abe,e, = (ab)e, = e.(ab) = ae.b = ae, = (aez) (bes).

4° e, est élément de Ry, e; est élément de R; et I'on a y<<J et
e..e;7 e,. De la condition 10”0 de (I”) résulte ab = ae.be;. Compte
tenu de l'égalité e,= e,ere,, nous avons enfin

abeqs = e ab = e, ep(ae, bey) = (eqe5e.) abey = (aes) (bey).

Remarquons que si ¢ est ’endormorphisme ci-dessus, ¢ ’endomor-
phisme a — e, définissant D comme bande sur I de ses fuseaux et ¢*
la restriction de ¢ & D*, ces trois applications sont liées par la relation :
Y=1{¢ 9.

Dans le cas ot D est réunion de groupes, les fuseaux se réduisant aux
groupes maximaux, les complexes F,— F} sont vides. Nous avons donc :

TutorEME 8.2. — Si D est réunion de groupes, le systéme de condi-
tions (1") se réduit aux conditions 1°, 2°, 3° et a la premiére partie de la
condition 7"°. Le demi-groupe D est alors entiérement déterminé par la
donnée de I et des groupes maximaux.

Etudions maintenant le cas ou D est abélien. Cette hypothése supplé-
mentaire implique :

1o $(I';) est modulaire pour tout e;

20 Les Ry sont réduits 4 un élément.

Deés lors, K' et K2 sont vides et les conditions 2° des théorémes 6.2,
6.3 dans le cas modulaire, 7.1 et 7.2 sont remplies.
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Compte tenu de ces remarques, nous avons donc :

THEOREME 8.3. — Si D est abélien, les conditions Cs, Cy, semi-modulaire
affaibli et modulaire affaibli, d’une part, et les conditions C,, C,, semi-
modulaire ef modulaire, d’autre part, sont équivalentes.

Nous rappellerons aussi que le cas ou T (D) est une chaine avait été
étudié et résolu par T. Tamura [11]. Les demi-groupes qui ont, pour
treillis de sous-demi-groupes, une chaine, sont de I'un des types suivants :

1° Groupes de types p=;

20 Groupes cycliques finis d’ordre p* (p premier);

3° Demi-groupes cycliques finis d’ordre pf+1 (p premier) ayant un
seul terme irrégulier;

4° Demi-groupes cycliques finis d’ordre p*-+ 2 (p premier, p >~ 2)
ayant deux termes irréguliers.

Signalons enfin que si I'on suppose a la fois que T (D) est complémenté

et que T (D) satisfait a la condition C,, alors D est réduit & I’ensemble I
de ses idempotents. En effet, tout sous-demi-groupe non vide de D a,
puisque D est périodique, une intersection non vide avec I; dés lors,
si I admet un complément, ce dernier est vide et D est réduit a I. En parti-
culier, nous remémorant les résultats du corollaire 2.1, nous obtenons
le théoréme suivant :

THEOREME 8.4. — Il y a équivalence entre les quatre proprositions
suivantes :

19 T (D) est égal a Z2(D);

20 T (D) est un ftreillis de Boole;

30 T (D) est complémenté et satisfait a la condition C.;
40 D est idempotent et de « type ef = e ou f ».
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