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INTRODUCTION.

Ce travail contient quelques théorémes généraux sur les catégories abé-
liennes et quelques applications de ces théorémes a 'étude des modules.
Nous avons consacré beaucoup de papier aux rappels et a l'énoncé de
propriétés élémentaires des catégories abéliennes; il y a deux raisons & cela :
la premiére est que le sujet est assez neuf et que nous voulons donner aux
énoncés la forme qui nous convient.

La deuxiéme raison est que nous aimerions convaincre les non-spécialistes
et leur offrir un exposé d’ensemble : disons donc & ce groupe de lecteurs que
les catégories abéliennes ont été introduites par BucnspauM et GROTHENDIECK
pour généraliser les méthodes homologiques de Cartan et d’EiLexserc [6].
Une comparaison montrera tout de suite I'intérét de cette notion : soient
(M), une famille de modules sur un anneau A, T le treillis des sous-
modules de M;(i€ ) et Hom ,(M;, M;) le groupe abélien formé des appli-
cations A-linéaires de M; dans M; (i, j€I). L’un des objectifs de la théorie
des treillis est d’étudier la famille des modules #; au moyen de la famille
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des treillis 77; de méme, l'objectif de l'algébre homologique est I’étude
des M; au moyen des groupes Hom ,(M;, M;) et des lois de composition qui
relient ces groupes. Pour un choix convenable de la famille (M;);e,, la
donnée des Hom ,(M;, M;) et des lois de composition permet de reconstruire
les treillis 77; (77 est le treillis des « sous-objets » de M;). Les données sont
donc plus copieuses en algébre homologique; il s’ensuit que les résultats
sont plus précis.

Les résultats auxquels nous aboutissons s’appliquent principalement aux
cas particuliers que voici :

a. Catégorie des modules a droite sur un anneaw neethérien a droite.
— Nos énoncés se traduisent alors dans le langage classique de la théorie
des modules; nous faisons partiellement cette traduction pour nous conformer
aux traditions établies. Il ne fait cependant aucun doute que l'étude des
catégories de modules fait intervenir des catégories abéliennes plus générales
(voir la notion de catégorie quotient).

b. Catégorie des faisceaux quasi cohérents sur un préschéma ncethérien
(cette application est traitée au chapitre VI).

c. Catégorie des groupes algébriques commutatifs (voir [19], cette appli-
cation sera l'objet d’une publication ultérieure).

d. Catégorie des algébres de Hopf sur un corps, connexes, a multipli-
cation et diagonale associatives et commutatives (cette application ne mérite
pas une publication).

Le chapitre I est formé de rappels et de compléments a la littérature
publiée jusqu’a ce jour. Nous insistons spécialement sur la notion d’équi-
valence de deux catégories : deux catégories A et B sont équivalentes si elles
sont isomorphes lorsqu’on définit les morphismes de la facon suivante : un
morphisme de A dans B est la classe des foncteurs de A dans B qui sont
isomorphes a un foncteur donné. Si I'on adopte ce point de vue, on a, par
exemple, le résultat qui suit : soit 4 un anneau avec élément unité tel que
tout A-module a droite unitaire, projectif et de type fini soit libre; soit A
(resp. B) la catégorie des modules a droite unitaires sur A [resp. sur
I’anneau M, (A4 ) formé des matrices (n, n) a coefficients dans 4]; le groupe
des automorphismes de A (resp. de B) est le quotient du groupe des auto-
morphismes de I'anneau A4 [resp. de I'anneau M, (A4)] par le sous-groupe
des automorphismes intérieurs. Comme les catégories A et B sont équi-
valentes (cf. chap. V, §1), on retrouve que les quotients considérés sont
isomorphes.

Le chapitre II présente la matiére que nous travaillons dans la suite :
disons de facon approximative qu’'une catégorie abélienne est nathérienne
si tous les objets de cette catégorie sont ncethériens, qu'une catégorie
abélienne est localement ncethérienne s'il y a des limites inductives, si le
foncteur limite inductive est exact et si tout objet est limite inductive d’objets
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ncethériens. Nous montrons que toule catégorie ncethérienne A est équi-
valente & la catégorie des objets ncethériens d’une catégorie localement
neethérienne B. Réciproquement, la catégorie B est équivalente a la catégorie
des foncteurs additifs, contravariants et exacts 4 gauche de A dans la caté-
gorie des groupes abéliens. La catégorie B est donc équivalente 4 une catégorie
quotient de la catégorie de tous les foncteurs additifs et contravariants de A4
dans les groupes abéliens; il s’ensuit que B est « presque » une catégorie de
modules (c¢f. chap. 11, § 1). .

Dans le chapitre III, nous nous intéressons au « langage modulo € »
de SERRE : soient A et B deux catégories abéliennes, 7" et S deux foncteurs
additifs, 77: A—B, S : B—A. Nous supposons que 7 est exact, que S est
adjoint & T et que T"o § est isomorphe au foncteur identique de B. Dans ces
conditions, la catégorie Ker 7', qui est formée des objets 4 de 4 tel que 7'4
soit nul, est épaisse [10]; de plus, 7" définit par passage au quotient une
équivalence entre la catégorie quotient de 4 par Ker 7" [10], et la catégorie B.

Réciproquement, soient € une sous-catégorie épaisse de A, et 7" le foncteur
canonique de A dans 4/€ [10]. Nous disons que € est une sous-catégorie
localisante de A s'il existe un foncteur adjoint a 7'.

Lorsque A est la catégorie des modules sur un anneau commutatif A, nous
pouvons donner 'exemple qui suit : soient 2 une partie multiplicative de A,
B la catégorie des modules sur 'anneau Ay et 7" le foncteur qui associe
tout A-module M le « localisé » My. Le foncteur 7" définit par passage au
quotient une équivalence entre A/Ker 7" et B.

Le chapitre IV contient quelques résultats sur les catégories localement
ncethériennes : nous prouvons qu'un objet injectif d’'une telle catégorie A
est la somme directe d’'une famille d’objets injectifs indécomposables. Nous
nous occupons aussi de la dimension de Krull de A; pour cela, nous
« filtrons » A 4 'aide de sous-catégories localisantes A,CA, CA,C ... telles
que les quotients A, ;/A; soient des catégories localement finies (c’est-a-dire
que A, /A; est localement ncethérienne et que tout objet est limite inductive
d’objets de longueur finie); nous associons a ces catégories localement finies
des anneaux topologiques complets qui jouent le méme rdle que les anneaux
locaux complets en algébre commutative.

Le chapitre V traite des applications a la théorie des modules. Lorsque 4
contient dans son centre un anneau commutatif ncethérien R, et est un
R-module de type fini, nous explicitons les constructions proposées au cha-
pitre 1V. Nous montrons, en particulier, que I'étude des catégories A, ,/A;
est équivalente 4 I'étude des complétés de A pour certaines topologies.
Ce chapitre propose un plan pour attaquer les anneaux ncethériens non
commutatifs. Il reste & savoir si les méthodes envisagées sont praticables
dans D’étude des anneaux usuels. ‘Signalons & cet égard un anneau que
DiEupoNNE a introduit dans I'étude des groupes formels :

Soient & un corps algébriquement clos de caractérisque p > o, W I'anneau
des vecteurs de Witt a coefficients dans & et o 'automorphisme de Frobenius
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de W. Nous désignons par 4 I'anneau dont les éléments sont les séries
formelles de la forme

a=—w —i—}: a,..F”+be. Vs,

r=1 s=1

ot w, a, et b, parcourent I'anneau W; la multiplication est définie par les
régles suivantes :

V.F=F.V=p, F.w=c(w).F et w.V=V.o(w) si weW.

L’anneau A est ncethérien (4 droite et a gauche). Si nous notons 4 la
catégorie des 4-modules a droite, on a :

— Tout objet simple de A est isomorphe a 4/(F. A+ V. A).

— Si A, est la plus petite sous-catégorie localisante de A qui contienne
AJ(F.A+V.A), tout objet simple de A/A, est de I'un des types suivants :
A/F. A, A/V.Aou A/(V"— F1).4 avec (r, ) =1.

— Si A, est la plus petite sous-catégorie localisante de A qui contienne
les modules ci-dessus, tout objet simple de A/A, est isomorphe a A.

Ce travail a déja été présenté dans trois exposés :

— Objets injectifs dans les catégories abéliennes, Séminaire Dubreil-
Pisot, t. 12, 1958-1959, n° 17, 32 pages.

— La localisation dans les anneaux non commutatifs, Séminaire Dubreil-

Pisot, t. 13, 1959-1960, n° 2, 35 pages.

— Sur les catégories localement ncethériennes et leurs applications aux
algébres étudiées par Dieudonné (Groupes formels), Séminaire J.-P. Serre,

1959-1960.

Cuapitre 1.

Quelques rappels sur les catégories.

L’objet de ce chapitre est de rappeler quelques définitions et notations sur
les catégories. Nous supposons que le lecteur a pris connaissance des cha-
pitres I et IT de [10]. Cependant, comme le temps a fait son ceuvre depuis 1957,
nous ajoutons quelques compléments a I'article de GROTHENDIECK ; ces complé-
ments sont dus pour une grande part & GROTHENDIECK lui-méme et ils seront
exposés dans un prochain Ouvrage [7]. C’est pourquoi nous nous permettons
d’omettre la plupart des démonstrations.
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1. Les univers de Grothendieck. — Un ensemble i est un univers si les
axiomes suivants sont vérifiés :

U, : Si (A4});e; est une famille d’ensembles appartenant a U, et si J est un
élément de U, alors la réunion ‘ ’/I’i est un élément de .

z

U, : Si « appartient & U, alors 'ensemble { # } & un élément appartient a U.
U; : Si @ appartient 4 ¥ et si X appartient a U, alors & appartient & U.

U, : Si X est un ensemble appartenant a U, I'’ensemble P (.X) des parties
de X est un élément de U.

Us : Le couple («, y) est élément de U si et seulement si 2 et y sont des
éléments de .

Il convient d’ajouter aux axiomes habituels de la théorie des ensembles un
axiome assurant que tout ensemble appartient & un univers. Dans ce cas il
existe un plus petit univers contenant un ensemble donné. Nous choisissons
une fois pour toutes un univers W qui ne « variera » pas dans tout ce qui
suit. Bien entendu, nous supposons U assez grand pour que 'ensemble Z
des entiers et éventuellement d’autres ensembles soient des éléments de .

)

Le lecteur pourra s’exercer & prouver les corollaires suivants des axiomes :

— SiY est contenu dans X, et si X appartient a U, alors ¥ appartienta .

— Si X et ¥ sont deux ensembles appartenant & U, la réunion XU ¥ et
le produit cartésien X" >< ¥ sont des éléments de .

— Si @ et y appartiennent & I, I'ensemble { 2, ¥} appartient a .
— 8i (X}):er est une famille d’ensembles appartenant a U, et si / appar-
tient & U, alors le produit lA[/I’i appartient a .
i€l
— Si' X est un ensemble appartenant a U, le cardinal de 1" est stricte-
ment inférieur au cardinal de 2.

2. Définition des catégories. — Une catégorie € est constituée par les
données suivantes :

— Un ensemble 0C dont les éléments s’appellent les objets de €.

— Pour tout couple (M, V) d'objets de €, on se donne un ensemble
noté Homp (M, V) dont les éléments sont appelés morphismes de M dans NV

[on écrira souvent f : M —> /V ou ML N au lieu de J€Homp (M, /V)].

— Pour tout triplet (M, N, P) d’objets de €, on se donne une applica-
tion p du produit Homp (M, V) < Homp(N, P) dans Homp(M, P) [on
notera go fou gop fau lieu de p.(f, 8); on dira que . est Vapplication de

composition] .
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Ces données sont soumises aux axiomes C, et C, :

C, : Soient f, g et & trois morphismes : f: M->N, g: N—>Peth: P—Q.
Dans ces conditions, on a I'égalité ho(gof) = (hog)of.

C, : Pour tout objet M de €, il existe un morphisme 15 : M — M tel qu'on
ait 10 f= f et go1y = g chaque fois que ces égalités ont un sens.

Si € est une catégorie, il existe pour tout objet M un seul morphisme 1,
satisfaisant & C,. Il porte le nom de morphisme identique de M. Si f : M—> N
est un morphisme de €, I'objet M s’appelle la source de f, 'objet IV le but
de f. Nous noterons dorénavant M€ la somme des ensembles Homp (M, V)
et nous 'appellerons I'ensemble des morphismes de €.

Dans la suite, [ Ens ou Ens (resp. W Ab ou Ab) désignera la catégorie des
ensembles (resp. des groupes abéliens) :

— Les objets de Ens (resp. de Ab) sont les ensembles appartenant a U
(resp. les groupes abéliens dont 'ensemble sous-jacent appartient a ).

— Si M et NV sont deux objets de Ens (resp. de Ab), un morphisme de M
dans /V est une application de M dans /V (resp. une application linéaire de M
dans V).

— Laloi (f, &) =g o festlaloi usuelle de composition des applications.

Les définitions données coincident avec celles de [10], & ceci prés que les
objets d’une catégorie sont ici les éléments d'un ensemble. Le lecteur voudra
bien se reporter & [10] pour la définition de notions telles que les suivantes :
diagramme commutatif, monomorphisme, sous-objet (appelé sous-truc
dans [10]), générateur, etc. Nous nous contentons de préciser quelques
nolations et abus de langage :

Un sous-objet de M (resp. un quotient de M) est un monomorphisme
i N—M (resp. un épimorphisme pl}l: M—- Q). Nous dirons souvent
que /V est un sous-objet de M et que 5! est le monomorphisme canonique
de /V dans M (resp. que Q est un quotient de M et que plf est I'épimor-
phisme canonique de M sur Q).

Si € est une catégorie, la catégorie duale de € sera notée €°. Si (€;);e; est

une famille de catégories, nous désignons par I I C; la catégorie produit :
el

— Les objets du produit [l C; sont les éléments du produit des

iel
ensembles 0C;.

— Si (M;)ier et (Vi);er sont deux objets de la catégorie produit, un mor-

phisme du premier dans le second est un élément du produit [] Homci(Mi, V).

i€l
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— La composition est définie par la formule
(Jo) o (8) = (fiog,5)-

Signalons enfin qu’une sous-catégorie pleine de € est une catégorie D
satisfaisant aux conditions suivantes :

— Les objets de B sont des objets de €.

— Si M est un objet de D, tout objet de € isomorphe & M est un objet
de D.

— Si M et IV sont deux objets de B, Homp (M, V) est égal 2 Homp (M, V).

— La loi de composition de D est induite par celle de €.

Nous dirons dorénavant qu’une catégorie € est une U-catégorie si
Homp (M, V) appartient a I'univers U pour tout couple (M, V) d’objets
de €. Sauf mention expresse du contraire, toutes les catégories considérées
dans cet article sont des U-catégories. Chaque fois que nous parlerons de
systéme inductif (resp. de systéme projectif) d’objets d’une U-catégorie,
nous supposerons implicitement que ce systéeme inductif (resp. ce systeme
projectif) est indexé par un ensemble appartenant a !. Chaque fois que nous
parlerons de la somme directe ou du produit direct d’'une famille d’objets
d’une U-catégorie, cette famille sera supposée indexée par un élément de U.
Nous dirons que € est une catégorie avec limites inductives si tout systéme
inductif (indexé par un élément de U) d’'objets de € posséde une limite
inductive. De méme, nous dirons que € est une catégorie avee générateurs
s'il existe une famille de générateurs qui est indexée par un élément de U.

3. Foncteurs. — Soient € et D deux catégories. Un foncteur F de €
dans D (on note F' : €— D) est constitué par les données suivantes :

— Une application M ~- FM de 0C dans 0D.

— Pour tout couple (M, N) d’objets de &, on se donne une applica-
tion F (M, N) de Homg(M, V) dans Homp(FM, FN). [Nous noterons

aussi F au lieu de F(M, V).]

On suppose aussi que (Ff)o (Fg) est égal a F( fog) chaque fois que la
source de f coincide avec le but de g.

Par exemple, si € est une sous-catégorie pleine de D, nous appelons foncteur
canonique de € dans B le foncteur F' qui est défini par les égalités suivantes :
FM=M si MeOC; Ff—f si feMC. Dans le cas ou € coincide avec D,
nous dirons aussi que F est le foncteur identique de €. Nous noterons
alors Zp au lieu de .

Le lecteur notera, qu'avec la terminologie de [10], nous ne considérons
ici que des foncteurs covariants. Lorsque aucune confusion ne sera possible,
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il nous arrivera de ne pas expliciter les applications F (M, /V), mais seule-
ment Papplication de 8C dans 0D qui est associée & F. Le symbole M ~>FM
désignera alors le foncteur F.

Les foncteurs de € dans D sont les objets d’une catégorie que nous note-
rons Hom(C, D) et dont les morphismes sont définis de la facon suivante :
soient F et G deux foncteurs de € dans D; un morphisme (ou morphisme
« fonctoriel ») ¢ de F dans G consiste en la donnée, pour tout objet M de €
d’un morphisme ¢ (M) : FM — GM. On suppose en outre que, pour tout
morphisme f: M—/V de €, le diagramme suivant est commutatif :

2 Gy
fr o
FN Y Gy

Si ¢:F—G et ¢: G—>H sont deux morphismes fonctoriels, le
composé Yo @ est défini par la formule

(Vo) (M)="4(M)ope(M).

Il en résulte en particulier que ¢ est un isomorphisme de Hom (€, D) si et
seulement si ¢ (M) est un isomorphisme pour tout objet M de €; on ditalors
que ¢ est un isomorphisme fonctoriel.

Considérons maintenant deux objets A" et ¥ de €; comme nous supposons
que € est une U-catégorie, Homp (A, ') est un élément de U. Nous dési-

gnons par x, Homp (X, .) ou Hom (X, .) le foncteur ¥ ~> Hom (X, V')
de € dans Ens. Si f: ¥ — X' est un morphisme de €, nous désignons par f ou
par Hom(f, .) le morphisme fonctoriel qui applique I’élément g de
XY =Hom (X', ¥) sur I'élément go f de XY =Hom(.X, V).

Les applications X ~>JX et f~~>f définissent évidemment un foncteur

de €° dans Hom (€, Ab). Nous allons examiner ce foncteur d'un peu plus prés :
pour cela, soit # un foncteur quelconque de € dans Ab; tout élément - de F.I'

définit alors un morphisme fonctoriel z de X dans F : pour tout objet ¥
de €, £(¥) est application f~ (Ff) (i) de XY = Hom (X, ¥) dans FY.

ProrosiTion 1. — Pour tout objet X de € Uapplication ;i ~>% de FX
dans Hom (¥, F) est bijective.

En effet, soit ¢ un morphisme fonctoriel de X dans F; soit ¢ P'image de 1
par I'application ¢ (4") de Hom (A", X'") dans F.Y. Dans le cas ou ¢ est égal
a £, ¢ n’est autre que £. Il reste donc & prouver que ¢ =F si £ = ¢. Autre-
ment dit, nous devons montrer que pour tout objet ¥ de € et pour tout
morphisme f: X' —Y, on a I'égalité

() (f) = (Ff) (©)-
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Ceci résulte du diagramme commutatif

Hom (X, V)22 ry
Hom (X, f)T Iv'f/’\

o(X

Hom (X, X)X Py
et du fait que £ = ¢ (LX) (1y).

CoroLrLalre 1 [11). — 8¢ X et X' sont deux objets de €, l'applica-
tion f~+Hom(f, .) de Hom (X', X') dans l'ensemble des morphismes
Jonctoriels de Hom (Y, .) dans Hom (X' .) est bijective.

On prouve le corollaire en remplacant F par '’ dans la proposition 1.

CororLaire 2. — Tout isomorphisme du foncteur Hom (X, .) sur le
foncteur Hom (X', .)) est induit par un isomorphisme de X' sur A'.

Nous dirons dans la suite qu'un foncteur ¥ de € dans Ens est représen-
table [11] si F est isomorphe & un foncteur Hom (L1, .). On dit aussi que &
est un représentant de F. Un tel représentant est évidemment défini a un
isomorphisme prés.

En particulier, si le foncteur ¥ qui associe a tout objet I'ensemble { G} est
représentable, nous choisissons une fois pour toutes un représentant O de F.
Ce représentant sera appelé I'objet initial de €. Pour tout objet ¥ de C,
nous désignons alors par ny le seul morphisme de O dans V.

De facon duale, I'objet final O' de €, s'il existe, est tel que Hom (¥, O')
contienne un et un seul élément ¢y pour tout objet ¥.

On dit que O est nul s'il est initial et final. Si M et /V sont alors deux
objets de €, nous notons .oy, y ou simplement o au lieu de 70y 0 cy.

Donnons un autre exemple : on rappelle qu'une somme directe de deux
objets M et /V est un triplet (P, u, ¢) formé d’un objet P et de deux mor-
phismes, u : M—P et ¢ : N— P; de plus, on suppose que les applica-
tions Hom (u, A7) et Hom (v, A") définissent pour tout objet X" un isomor-
phisme de Hom (P, X') sur le produit cartésien Hom (M, X') < Hom (/V, .T).
L’objet P est donc un représentant du foncteur

X ~>Hom (M, X') x Hom(N, X).

S'il existe des sommes directes de M et /V, nous en choisissons une que nous
notons (M XNV, ju, jx). Nous disons alors que M IV est « la » somme
directe de M et de /V et que jy et jy sont « les » morphismes canoniques.

La notion duale est la notion de produit direct de M et de IV : s'il existe,
nous notons « le » produit MIL/NV; « les » morphismes canoniques sont
notés gy et gy.
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Considérons maintenant les diagrammes (1) et (2) :

B B

Iy v

(1) A,<k (2) A/g
S C
C C

Une somme fibrée du diagramme (1) est un triplet (P, «, ¢) formé d’un
objet P et de deux morphismes, v : B—~>P, v : C— P, tels qu'on ait :
woh=vok; pour tout couple (b, ¢) de morphismes tels que bo/ et cok
soient définis et égaux, il existe un et un seul morphisme a dont la source
est P, qui a méme but que b et ¢ et qui satisfait aux égalités b —aou,
c=aov. Sl existe des sommes fibrées du diagramme (1), nous en choisis-
sons une que nous notons

(BZ24C, Jp, jc)-

Nous disons alors que B2, C est « la » somme fibrée du diagramme (1)
et que jp et j¢ sont « les » morphismes canoniques.

La notion duale est celle de produit fibré : s'il existe, nous notons BI1,C
« le » produit fibré du diagramme (2); « les » morphismes canoniques sont
notés ¢z et g¢.

. Catégories additives (d’aprés Grothendieck). — Soit € une catégorie
salisfaisant aux axiomes suivants :

CAd1 : 1 existe un objet nul O.

CAd2 : Pour tout couple (M, V) d’objets de €, le produit direct de M et
de /¥, de méme que la somme directe de M et de /V existent.

Lemyue 1. — Sié M et N sont deuzx objets de €, il existe un et un seul
morphisme h(M, Ny : MEN—>MILN tel qi’on ait

guoh(M, N)o jy=1y, gno (M, N)o jy=o, gnoh (M, N)ojn=1x,
quoh(M,N)ojny=o.

Si nous désignons par I (resp. X) le foncteur

(M, Ny ~>MILN [resp. (M, Ny ~>MZN]

de la catégorie produit €I € dans €, le lemme 1 peut étre complété par le

Lemve 2. — Les morphismes h (M, N) définissent un morphime fonctoriel
du foncteur X dans le foncteur II.

Supposons maintenant que € satisfait 4 un axiome de plus :

C Ad3 : Pour tout couple (M, /V) d’objets de €, le morphisme 2 (M, V) de
M2 N dans MII N est un isomorphisme.
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Dans ces conditions, nous pouvons supposer que M 2 /V a été choisi égal
a MILN et tel que (M, NV) soit le morphisme identique de M I V. Nous
notons alors M @ /V au lieu de M 2V ou MIL V. 1] est facile de prouver que
I'identification de la somme directe avec le produit direct est compatible avec
« 'échange des facteurs M et /V » et avec les isomorphismes canoniques de
(MIN)XPsur MEX(NZP)etde ( MIIN) TP sur MII (NI P).

Si M est un objet de €, nous désignons par Ay (resp. Z) le morphisme,
dit diagonal, de M dans M @ M (resp. de M P M dans M) qui est défini
par les égalités gy 0 Ayy==1,7, g0 Ay=1y (vesp. Zyojyy=14, Tyoju=1s).
Si f et g sont deux morphismes de méme source M et de méme but /V, nous
désignons par f+ g le composé des morphismes suivants :

A, @ o %
ME e vg L .

LemyMi 3. — La loi interne (f, g) —> f + g est commutalive et associative.
Le morphisme oy, y est un élément neutre pour cette loi.

Lemme k. — Soient f, f' - M—~Netg, g : N— P des morphismes de C.
On a les égalités go (f+[') =gof+gof et (§+g)of=gof+ 5[
Il existe des catégories satisfaisant aux axiomes CAd1, 2 et 3 et pour
lesquelles les monoides Hom (M, /V) ne sont pas des groupes abéliens. Ceci
ne peut avoir lieu si la catégorie € satisfait & 'axiome C Ad k.
C Adk : Pour tout objet M, il existe un morphisme ¢(M) : M —> M tel que

le diagramme suivant soit commutatif :

M —2 . M
AM\!/ ’ TEM
1 c(M)
MMy m

La commutativité du diagramme signifie que ¢ (M) est un élément opposé
de 1 dans Hom (M, V). 1l en résulte qu'un morphisme f : M — /V a pour
opposé le composé

C(N) of:foC(M).

ProrosiTioN 2. — Si € est une catégorie, les deux assertions suivantes
sont équivalentes : '

a. La catégorie € satisfait aux axiomes CAd1, 2, 3 et k.

b. La catégorie € satisfait ¢ CAd1 et a l'une ou l'autre assertion de
C Ad 2; en outre, on peut munir les ensembles Hom (M, N) d’'une structure
de groupe abélien de telle facon que les lois de composition soient des
applications bilinéaires.

L’implication (a)=>(b) résulte des lemmes précédents. L’implication
(b) = (a) est classique; elle est démontrée dans [10].
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On appelle catégorie additive toute catégorie satisfaisant aux axiomes

CAd1, 2,3 eth.

Prorositiox 3. — Soient € et B deux catégories additives et F un foncteur
de € dans D. Les assertions suivantes sont équivalentes :

a. Pour tout couple (M, N) dobjets de €, Uapplication F (M, N) de
Homgp (M, N) dans Homp(FM, FN) est linéaire.

b. Pour tout couple (M, N) d'objets de €, le triplet
(F(M®N), Fju, Fjy)
est une somme directe de FM et FIV.

Si les conditions équivalentes de la proposition 3 sont remplies, on dit
que F est un foncteur additif. On exprime la condition (&) en disant qu’un
Sfoncteur additif commute avec la somme directe. Bien entendu, un foncteur
additif commute aussi avec le produit direct.

Sauf mention expresse du contraire, dans toute la suite, les foncteurs d’'une
catégorie additive dans une autre sont supposés additifs. Soit par exemple
€ une catégorie additive. Nous avons vu que, pour tout couple (M, N)
d’objets de €, 'ensemble Homp (M, /V) est muni d’une structure « naturelle »

de groupe abélien. Nous désignons encore par Homp (M, /V) ce groupe abé-
lien. Le lemme & montre alors que le foncteur ¥~ Homp(M, V') de €

dans Ab est addiuf pour tout M.
On remarquera aussi que la catégorie duale d’une catégorie additive € est
additive. Ainsi X"~ Homp (X, /V) est un foncteur additif de €° dans Ab.

5. Catégories abéliennes. — Soient € une catégorie additive et f : M — NV
un morphisme de €. Nous supposons que f possede noyau, conoyau, image,
coimage [10]. Soient i et j (resp. p et ¢) les morphismes canoniques du
noyau Ker f dans M et de I'image Im f dans /V (resp. de /V dans le conoyau
Coker f et de M dans la coimage Coim f). On sait qu’il existe un morphisme
Y de Coim f dans Im f et un seul tel qu'on ait f—= ;030 ¢q. Nous dirons que
I est le morphisme canonique de Coim f dans Im f.

Une catégorie additive € est abélienne siles axiomes suivants sont vérifiés :

CAb 1 : Pour tout morphisme f, les noyau et conoyau de f existent.

CAb 2 : Pour tout morphisme f, le morphisme canonique de Coim f dans
Im f est un isomorphisme.

La catégorie duale d’une catégorie abélienne est abélienne.

Nous supposons le lecteur familiarisé avec les raisonnements élémentaires
des catégories abéliennes. Lorsqu’on ne considére qu’un nombre fini d'objets
et de morphismes, les arguments utilisés sont ceux des groupes abéliens.
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Pour accroitre cette ressemblance, nous nous servons couramment des nota-
tions suivantes : si /V est un sous-objet de M, M/N désigne le conoyau de
5 si IV et P sont deux sous-objets de M, /V + P est 'image du morphisme
de Y@ P dans M qui est défini par % et i¥; de méme M NV désigne le
noyau du morphisme de M dans M/N @ M/P qui est défini par les épimor-
phismes canoniques de M sur M/N et M/P. Si f: M-> /N est un morphisme
d’une catégorie abélienne et P un sous-objet de M, f(P) désigne 'image
de foi}f; de méme, si ) est un sous-objet de V, f—* (Q) désigne le noyau du
composé de f avec le morphisme canonique de /V dans N/Q.

Les théorémes d’isomorphisme de Neether restent valables dans une caté-
gorie abélienne. 1l en va de méme des résultats sur les suites de composition
d’un objet, sur les suites de Jordan-Holder, sur la longueur d’un objet. De
méme, nous renvoyons & [6] pour les sorites habituels sur les suites exactes,
les foncteurs exacts, exacts & gauche, a droite, les facteurs directs, les objets
injectifs.

Prorosition k. — Si € est une catégorie abélienne, il existe une somme
Jibrée (resp. un produit fibré) pour le diagramme (1) du paragraphe 3
[resp. le diagramme (2) du paragraphe 3].

Nous rappelons seulement la construction de BX,C : si j; et j¢ sont les
morphismes canoniques de B et C dans B@ C, BX,C est le conoyau du
morphisme jpo 2 — j¢o k. Le morphisme canonique j de B dans B2 ,C est
composé de j; et du morphisme canonique de B @ C sur B EX,C. Le noyau
de j est 'image par % de Ker £; le morphisme canonique de € dans BX,C
induit un isomorphisme de Coker & sur Coker ;.

Rappelons aussi la construction de BII ,C : si g et g¢ sont les morphismes
canoniques de B@ C dans B et C, BII,C est le noyau du morphisme
foqs— goqc. Le morphisme canonique ¢ de BII,C dans B est le composé
du morphisme canonique de BIL,C dans B C et de gp. Le conoyau de ¢
est le quotient de B par f~'(g(C)); le morphisme canonique de BII,C
dans € induit un isomorphisme de Ker ¢ sur Ker g.

6. Catégories avec générateurs et limites inductives exactes.

ProrosiTioN 5. — Si € est une catégorie abélienne avec générateurs et X
un objet de €, il existe un ensemble appartenant a W et ayant méme
puissance que U'ensemble des sous-objets de X.

Soit en effet (X;);er une famille de générateurs de €, I'ensemble I appar-
tenant & Y. On sait que la somme £ des ensembles Hom (X;, X) est un
élément de U. Nous associons & tout sous-objet ¥ de 1" la partie £V de £
qui est formée des morphismes dont I'image est contenue dans Y. Si ¥7 est
un sous-objet de .I" ne contenant pas ¥, il existe un élément de 7Y n’appar-
tenant pas & E(Y nY’), car (X;);es est une famille de générateurs de €.
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Autrement dit, 'application ¥ — EY est une application injective de
Pensemble des sous-objets de .I" dans I'ensemble des parties de E. Ceci
prouve la proposition.

Supposons maintenant, et pour la fin de ce paragraphe, que € est une
catégorie avec générateurs et limites inductives. D’aprés [10], il revient au
méme de dire que € est une catégorie avec générateurs et qu’il existe une
somme directe pour toute famille d’objets indexée par un ensemble appar-
tenant 4 Y. Si ces conditions sont réalisées, toute famille filtrante croissante
(M), e de sous-objets d’un objet M posséde une borne supérieure : d’aprés
la proposition précédente, on peut supposer en effet que £ appartient a U;
les morphismes canoniques de A, dans M définissent alors un morphisme

de la somme directe 2 M, dans M. L'image de ce dernier morphisme est
neE
la borne supérieure des M,.

Soient I un ensemble ordonné filtrant, (M;, u;;) et (/V;, v;;) deux systémes
inductifs, indexés par 7, de morphismes de €(/€l). Un morphisme du
premier dans le second est, par définition, une famille ( f;);e; de morphismes
de source M;, de but /V; et tels qu'on ait fiow;;= ¢ 0 f; si j > 1. Ainsi est
définie la catégorie des systémes inductifs indexés par /, et cette catégorie
est abélienne. De plus, le foncteur (M;, uj;) ~>1im M; est exact a droite.

—

Si ce dernier foncteur est exact pour tout /€, nous disons que € est une
catégorie avec limites inductives exactes.

Prorosition 6. — Si € est une catégorie avec générateurs et limites
inductives, les assertions suivantes sont équivalentes :

a. € est une catégorie avec limites inductives exactes.

b. Si (P;);erest une famille filtrante croissante de sous-objets de P, le

morphisme canonique de lim P; dans P est un isomorphisme de lim P; sur
—_— —_—
la borne supérieure sup P;.
iel
c. Si (P;)ier est une famille filtrante croissante de sous-objets de P, et
st Q est un sous-objet de P, on a l'égalité

(sup P;) n Q= sup (;n Q).

Les systémes inductifs d’une catégorie abélienne avec générateurs et
limites inductives exactes € se traitent « de la méme maniére » que les
systemes inductifs de groupes abéliens. Nous nous servirons beaucoup dans
la suite de la théorie des objets semi-simples d’une telle catégorie : un
objet S de € est dit simple s'il est non nul et s’il ne contient aucun sous-objet
distinct de S ou de O. Un objet est dit semi-simple s’il est isomorphe 2 une
somme directe d’objets simples. La théorie est en tous points analogue a la
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théorie des modules semi-simples [4]. Rappelons seulement quelques
résultats :

Soit § la sous-catégorie pleine de € dont les objets sont les objets semi-
simples de €; soit & I'ensemble des classes d’isomorphisme d’objets simples.
Si M est un objet de § et si A appartient & ; nous désignons par M, la
composante isotypique de type A de M : c’est la somme des sous-objets simples
de M appartenant a 1. Nous désignons aussi par 8 la sous-catégorie pleine
de S dont les objets M sont tels qu'on ait M — M;. Dans ces conditions on a
les résultats suivants :

— Si f: M—/NV est un morphisme de 8, f(M)) est contenu dans /V;.

— Le foncteur M ~ (M))), g5 définit une équivalence entre § et la caté-

gorie produit l__[ 8, (voir le paragraphe 8 pour Ja définition des équivalences).
»
— Si S est un objet simple de 8y, le foncteur M ~-Hom (S, M) définit
une équivalence entre 8, et la catégorie des espaces vectoriels [sur le corps
Hom (S, S)] dont I’ensemble sous-jacent appartient & 1.

Signalons, pour terminer, que le théoréme de Krull-Remak-Schmidt est
vrai dans une catégorie abélienne avec générateurs et limites inductives
exactes. De facon précise, disons qu'un objet M est indécomposable s’il est
non nul et si tout facteur direct de M est égal a O ou a M. On démontre alors
le théoréme suivant :

TuoeoriME 1. — Soit € une catégorie abélicnne avec générateurs et limites
inductives exactes. Soient (M;);c; et (NV;)jes deux familles d’objets indé-
composables dont U'anneau des endomorphismes est local (I€l, Jel). Si
les sommes directes

MM e YN,

iel ieJ

~.

sont isomorphes, il existe une bijection h de I sur J telle que M; soit iso-
morphe a Ny .

Rappelons qu’un anneau 4, commutatif ou non, est dit local s’il posséde
un élément unité non nul et si le quotient de A par son radical de Jacobson
est un corps.

Azumava a prouvé ce théoréme « dans le cas des modules » [2]. Le lecteur
est invité & reprendre cetle démonstration en se servant de la proposition 6
pour éviter les raisonnements dans lesquels Azumava parle des éléments d’un
module.

7. Foncteurs adjoints. — Le lecteur trouvera dans [20] la preuve des
résultats que voici :
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Soient A et B deux catégories, et soient T: A—>Bet S : B— A des fonc-
teurs. Nous désignons par Homp(7'., .) et Homy,(., S.) les foncteurs
suivants :

Homg (7., .) : (A4, B) ~>Homp (74, B),
Homy (., S.): (4, B) ~>Homy (4, SB).

Ces foncteurs sont définis dans la catégorie produit A°II B et ils prennent
leurs valeurs dans la catégorie Ens des ensembles. Un morphisme fonctoriel

¢ : Homg(T.,.)—Homy(.,S).

définit, pour tout couple (A4, B) d’objets de A et de B, une application
(4, B) : Homp(TA, B)—Homy (4, SB)

En particulier, si B est égal a 7’4, 'image du morphisme identique de 7’4
par Vapplication ¢ (A, T'4) est un morphisme W(A4) : 4 STA.

LemMe 1. — Les morphismes W (A) définissent un morphisme fonctoriel ¥
du foncteur identique Iy de A dans le foncteur So T. L'application § ~+ W
est bijective.

Nous rappelons seulement comment on peut reconstruire ¢ connaissant W' :
le foncteur S définit pour tout couple (A, B) une application

S(TA, B) : Homg(TA, B) —~Hom,(STA, SB).

L’application { (A, B) est composée de S(7T'4, B) et de P'application de
Hom 4 (S7T4, SB) dans Hom 4 (A, SB) qui est définie par W(A4).

De facon analogue, un morphisme ¢ : Hom (., S.)—Homp(T., .)
définit, pour tout objet B de B, un morphisme ®(B) : TSB — B.

LeMMg 2. — Les morphismes ® ( B) définissent un morphisme fonctoriel ®
du foncteur T o S dans le foncteur identique lg de B. L’application ¢ ~> ®
est bijective.

Avec les notations précédentes, supposons donnés des morphismes foncto-
riels ¢ et ¢ et soient W et @ les morphismes associés a § et ¢ par les lemmes
précédents :

ProrosiTiox 7. — Pour que le morphisme fonctoriel composé oo soit
le morphisme identique du foncteur Hom 4 (., S.), il faut et il suffit que
le morphisme composé

s ers it g

soit le morphisme identique du foncteur S.

BULL. SOC. MATII. — T. 90, FAsc. 3. 25
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Prorosition 8. — Pour que le morphisme fonctoriel composé ¢ o soit
le morphisme identique du foncteur Homg (T, .), il faut et il suffit que

le morphisme composé¢
7 rsr 2 T

soit le morphisme identique du foncteur T.

S'il existe deux morphismes fonctoriels ¢ et Y tels que J oo et ¢ o soient
des morphismes identiques, nous dirons que le foncteur S est adjoint a T.
Dans cette terminologie, S pourra étre adjoint & 7" sans que 7'soit adjointa S.
Si .S et §' sont deux foncteurs adjoints & 7, il existe un isomorphisme fonc-
toriel de Hom 4 (., S.) sur Hom 4 (., §'.). Cet isomorphisme définit pour
tout objet B de B un isomorphisme du foncteur Hom 4 (., SB) sur le fonc-
teur Hom 4 (., §'B). Le corollaire de la proposition 1 entraine la proposition
qui suit :

ProrosiTion 9. — Si S et §' sont deux foncteurs adjoints a T, il existe
un tsomorphisme fonctoriel de S sur S'. De méme si S est un foncteur
adjoint a deux foncteurs T et T', il existe un isomorphisme fonctoriel
de T sur T'.

Prorosition 10. — Si 7T est un foncteur de A dans B, les assertions
suivantes sont équivalentes :

a. Il existe un foncteur adjoint a T.

b. Pour tout objet B de B, le foncteur A ~>Hompg(7T'A, B) est repré-
sentable.

11 est clair que («) entraine (&). Réciproquement, choisissons pour tout
objet B de B un représentant SB du foncteur 4 ~>Homp(7'4, B) et un
isomorphisme fonctoriel ¢ (B) : Hom,(., SB)=>Homp (7., B). Si
f: B— B est un morphisme de B, il existe un et un seul morphisme
Sf: SB—>SB tel que le diagramme suivant soit commutatif

Homg (., SB) 2%, Homg (7., B)
1 :mA (s S_/')i ll.:mB[T‘,f)\!/
tomy (., SB') 2% Homg (T, B')

On voit sans peine que les applications B ~> SB et f ~»> Sf définissent un
foncteur adjoint a 7.

Lorsque A et B sont deux catégories additives, nous supposerons, confor-
mément & nos conventions, que S et 7" sont des foncteurs additifs. Ce qui
précéde reste alors valable si I'on veut bien considérer que les foncteurs
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Homg (7., .) et Hom 4 (., S.) prennent leurs valeurs dans la catégorie Ab
des groupes abéliens. Cela implique que les applications 4 (A4, B) et 9 (A4, B)
sont linéaires. On a en outre la proposition suivante :

Prorosition 11. — Soient A et B deux catégories abéliennes, T un fonc-
teur (additif) de A dans B, S un foncteur adjoint a T. Alors S est exact a
gauche et T est exact a droite.

Soit en effet
0—> B’—f>Bﬁ>B’/—>o

une suite exacte de B. On a le diagramme commutatif suivant (A4 est un objet
arbitraire de 4) :

o——>Hom, (4, SB') >Homy (A, SB) —>Homy, (4, SB")

l@(ﬂy B) l?(//» B) l@(d, B

o—>Hompg (T4, B') —> Hompg (TA, B) —> Homp (T4, B")

La deuxiéme ligne est exacte et les fleches verticales représentent des
bijections. Il s’ensuit que la premiére ligne est exacte et que S est exact a
gauche. On démontre de facon analogue que 7’ est exact a droite.

8. Equivalences de catégories. — Soient A et B deux catégories. Une
équivalence entre A et B consiste en la donnée de deux foncteurs, 77 : A->B
et S : B—A, et de deux isomorphismes de foncteurs, W : J4— So 7 et

@' : Ip—> ToS. On suppose de plus que les morphismes 7'W : 7'— T'ST

et @' 7 : T— TST coincident.

Il résulte des conditions imposées a 7', .S, U et @ que les morphismes
fonctoriels S®' : S— STS et ¥'S : §— S7T'S coincident également. Si W’
et @ sont les isomorphismes fonctoriels inverses de W' et @', on voit donc
que W et @ font de S un foncteur adjoint de 7". En particulier, la donnée
de 7' détermine S a un isomorphisme de foncteurs prés. De méme, les
morphismes fonctoriels W’ et @' font de 7" un foncteur adjoint a .S.

Soient §, ¢/, ¢ et ¢’ les morphismes fonctoriels associés respectivement a
W, 17, @ et @' comme cela a été expliqué dans le paragraphe précédent. La
donnée de W' détermine ¢ et donc ¢ qui est le morphisme fonctoriel inverse
de . On en déduit que si S et 7"sont donnés, la donnée de W' détermine @';
et réciproquement....

Lemmg 1. — Soit (T, S, W, @) une équivalence entre A et B :

a. Pour tout couple (M, N) d'objets de A, Uapplication T(M, IN) de
Hom 4 (M, N) dans Homg (TM, TN) est bijective.

b. Tout objet P de B est isomorphe @ un objet de la forme TM.
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ProrosiTion 12. — 87 T est un foncteur de A dans B les assertions
suivantes sont équivalentes :

a. 1l existe un foncteur S : B— A et des isomorphismes W : Ig—>SoT
et @' : Ip—To S tels que (T, S, W, ®') soit une équivalence entre A et B.
b. Le foncteur T satisfait aux conditions (a) et (b) du lemme 1.

c. Il existe un foncteur S : B—A tel que So T soit isomorphe au fonc-
teur Iy et que T'o S soit isomorphe a Ip.

Nous dirons dorénavant que deux cutégories A et B sont équivalentes s'il
existe un foncteur 7 satisfaisant aux assertions de la proposition précédente.
Dans ce cas nous dirons aussi que 7" définit une équivalence entre A et B.
Nous notons enfin que I'assertion (¢) s’insére de facon commode dans le
formalisme suivant :

Si B est un univers dont I'univers U est un élément, nous pouvons
construire une nouvelle catégorie E : les objets de E sont les catégories dont
I'ensemble des morphismes appartient & B (oun identifie les objets aux mor-
phismes identiques); si A et B sont deux objets de E, Hom (A, B) est
I’ensemble des classes d’isomorphisme de foncteurs de A dans B, la compo-
sition se faisant de facon évidente. On remarquera que E n’est pas une
U-catégorie. L’assertion (c) affirme que la classe des foncteurs isomorphes
a 7 est un isomorphisme de la catégorie E.

Pour finir, nous proposons au lecteur quelques exercices faciles, dont nous
utiliserons librement les résultats : soit (7', S, W, @') une équivalence entre
A et B. Si f est un monomorphisme (resp. un épimorphisme), 7'f est un
monomorphisme (resp. un épimorphisme). Si M est un générateur de 4
(resp. un objet projectif de A), T'M est un générateur de B (resp. un objet
projectif de B). Si P est le produit fibré du diagramme (1), 7P est le produit
fibré du diagramme (2); on dit aussi que 7" commute avec les produits fibrés.
Le foncteur 7" « commute » aussi avec les sommes fibrées, les limites induc-
tives.... D’une facon générale, les propriétés « homologiques » de deux caté-
gories équivalentes sont les « mémes ».

M ™
S \<
N
(1) /L (2) E TL
/3 /Tg
N TN

Les exercices précédents et la proposition 3 ont la conséquence qui suit :

ProrositioN 13. — Soit T un foncteur définissant une équivalence entre
deux catégories additives A et B. Alors T est un foncteur additif. Si A et B
sont deux catégories abéliennes, T est de plus un foncteur exact.

La derniére assertion résulte de la proposition 11.
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9. Catégories abéliennes ayant assez d’injectifs. — Ce paragraphe est
consacré a quelques résultats sur les objets injectifs d’une catégorie abélienne B.
Ces résultats sont liés & la notion de catégorie dérivée qui est due a CaRTIER
et dont nous présentons ici un « morceau » :

Soit I une catégorie additive et soit M la catégorie des morphismes de I :
un objet de M est un morphisme de I; si d: M — Netd : M'— /V' sont deux
objetsdeM,Hom gy (d, d') est'ensemble des couples (, B8), «€Hom (M, M),

BeHom (/V, V'), tels que le diagramme suivant soit commutatif :

M5 N

Nt
d’ M

m L

Il est bien connu qu’en définissant de la facon évidente la composition des
morphismes, on fait de M une catégorie additive.

Avec lés notations ci-dessus, nous dirons que («, 3) est homolope a zéro
s'il existe un élément /2 de Hom,(/V, M") tel qu'on ait @ —=/Aod. Les mor-

phismes homotopes a zéro forment un sous-groupe de Homg, (d, d') et nous
désignons par Hom g (d, d') le quotient de Homp, (d, d') par ce sous-groupe.

Il est alors clair que les applications bilinéaires

Homy, (d, d') < Homy, (d", d") —Homp, (d, d")

définissent par passage au quotient des applications bilinéaires

Hom g (d, d') < Homg (d', d") —Homy (d, d').

Nous pouvons donc définir une nouvelle catégorie additive KI : les objets
de KI coincident avec les morphismes de / (donc avec les objets de M); si d
et d’ sont de tels morphismes, Homg, (d, d') est choisi égal 4 Homg (d, d');

les lois de composition, enfin, sont définies par passage au quotient & partir
des lois de composition de M. A ’
Dans le cas qui nous intéresse, I est une sous-catégorie pleine de B dont les
objets sont des injectifs de B. Nous désignons par Ker le foncteur d ~+ Kerd
de M dans B. Si d et d’ sont deux objets de M, il est clair que les applications
Ker(d, d') de Homp, (d, d') dans Hompg (Kerd, Kerd') définissent, par pas-
sage au quotient, des applications de Hom (d, d') dans Hompg(Kerd, Kerd').

Ces applications définissent en fait un foncteur (encore noté Ker!) de KI
dans B.

ProrositioNn 1k, — Soient B une catégorie abélienne, et I une sous-caté-
gorie pleine de B dont les objets sont des injectifs de B. Supposons réalisée
la condition suivante : pour tout objet M de B, il existe un monomorphisme
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de M dans un objet de . Le foncteur Ker définit alors une équivalence
entre Kl et B.

Disons rapidement comment construire un foncteur .S adjoint a Ker.
Pour tout objet M de B, on choisit une suite exacte

TS IN TN

oul,Metl, Msontdesobjets appartenant a I. Pour tout morphisme w« : M— N,
on choisit des morphismes w, et u; qui rendent commulatif le diagramme
suivant

g

In
o—s>s M 1, 2 1, M

u l 1,
Ino Y s Y
o—>N—> T, N — 1N

uy I

On voit facilement que I'inage de (u,, «,) dans Homm(gM, g”) dépend

seulement de u. Si cette image est notée Su et si SM désigne le mor-
phisme gy, les applications M — SM et w«— Su définissent un foncteur
adjoint a Ker.

Cororrare 1. — Supposons réalisées les hypothéses de la proposition
précédente. Sila catégorie I est équivalente au produit d'une famille (1,),.ei

de catégories additives, la catégorie B est équivalente au produit de la
famille (KI/1>MEE'

Soit maintenant € une autre catégorie abélienne. Tout foncteur addiuf F
de I dans € se prolonge d’une maniére évidente en un foncteur KF de KI
dans KC€. Par composition, on obtient un foncteur exact & gauche F' de B
dans € :

A I{F Ker
B KI=-KC S ¢.
Réciproquement, si G est un foncteur de B dans €, nous notons G' le
composé du foncteur canonique de I dans B et de G.

CoroLLAIRE 2. — Supposons réalisées les hypothéses de la proposition
précédente. Un foncteur G de B dans € est exact d gauche si et seulement
s'il est tsomorphe a (G'Y. Tout foncteur F de I dans € est isomorphe
a (F).

Le corollaire 2 montre que l'étude des foncteurs exacts & gauche de B
dans € est équivalente & 'étude de tous les foncteurs additifs de / dans €. Nous
nous servirons de ce fait dans le corollaire 3 et au début du chapitre 11.

CoroLtAlRE 3. — Soient B (resp. €) une catégorie abélienne, I (resp. J)
une sous-catégorie pleine de B (resp. de €) satisfaisant aux conditions de la
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proposition 1. Un foncteur G de B dans € définit une équivalence entre
ces deux catégories si les conditions suivantes sont réalisées : G est exact a
gauche; GI est un objet de J pour tout objet I del; le foncteur I ~> GI
définit une équivalence entre l et J.

Nous dirons dorénavant que B posséde assez d’objets injectifs si la sous-
catégorie pleine de B qui est formée des objets injectifs satisfait & la condition
de la proposition 1k. Lorsque cela a lieu, la proposition 1% montre que la
donnée de cette sous-catégorie pleine définit B a une équivalence prés. La
proposition 14 est donc utile chaque fois qu’on connait les objets injectifs
de B (cf. chap. 1V).

Revenons-en aux hypothéses du corollaire 2. Avec les notations utilisées
dans la preuve de la proposition 1%, nous voyons que G')’ n’est autre que le
foncteur M ~>Ker (Ggy). 11 s’ensuit que (G')' est le o*™ foncteur dérivé
de G [6]. En oulre, les morphismes G f; définissent un morphisme fonctoriel
p:G— (G'Y=R°G et le couple (R'G, p) salisfait aux conditions de Ia
proposition 15 :

Prorosition 15. — Soit B une catégorie abélienne possédant asses d’objets
injectifs. Pour tout foncteur G : B—C de B dans une catégorie abélienne C,
il existe un foncteur R°G et un morphisme p : G — R°G qui satisfont aux
conditions suivantes :

Le foncteur R°G est exact a gauche; de plus, si ¢ : G—> H est un mor-
phisme de G dans un foncteur exact a gauche H, il existe un morphisme
T:R°G — H et un seul tel qu’on ait ¢ =7 op.

Soit p': G— R'G un morphisme fonctoriel satisfaisant au méme probléme
universel que p:G — R G il est clair qu’il existe alors un isomorphisme u
de R'F sur R°F etun seul tel qu'on ait p —wuop'. La proposition 15 déter-
mine donc ARG a un isomorphisme fonctoriel prés. Nous essaierons
d’étendre ces résultats lorsque B ne posséde pas assez d’objets injectifs.

Cuarrrre II.

Foncteurs exacts a gauche et enveloppes injectives.

D’aprés un résultat de Groruenpieck [10], toute catégorie abélienne avec
générateurs et limites inductives exactes posseéde assez d’objets injectifs. Nous
commencons ici 'étude de ces objets injectifs. Nous montrons aussi comment
on peut ramener ’étude de certaines catégories a I’étude d’une catégorie avec
générateurs et limites inductives exactes.

1. Catégories de foncteurs. — Soient € et D deux catégories additives;
nous supposons que U'ensemble des objets et I'ensemble des morphismes de €
sont des éléments de l'univers . Dans ces conditions, nous désignons par
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Fonct(€, D), et nous appelons catégorie des foncteurs de € dans D la sous-
catégorie pleine de Hom (€, D) dont les objets sont les foncteurs additifs
de € dans D (cf. chap. 1, § 3).

ProrosiTion 1. — Avec les hypothéses que nous avons faites ci-dessus,
Fonct (€, D) est une catégorie additive. Si D est une catégorie abélienne, il
en va de méme pour Fonct(C, D). Si D est une catégorie avec limites induc-
tives (resp. avec limites inductives exactes, resp. avec limites projectives),
Fonct (€, D) est une catégorie avec limites inductives (resp. avec limites
inductives exactes, resp. avec limites projectives).

Si E et F sont deux objets de Fonct(€. D), Hom (E, F) est évidemment

un sous-ensemble du produit rl Hom (EM, FM). Ceci montre que

nelC
Fonct(€, D) est une U-catégorie. Le reste est & peu prés clair.

La suite de ce paragraphe est consacrée a U'étude de Fonct(C, Ahb)
quand € est une catégorie additive dont I'ensemble des objets et lensemble
des morphismes appartiennent ¢ 0. Nous désignons par Z[ €| 'anneau qui
suit et qui n’a pas d’élément unité en général :

— Le groupe abélien sous-jacent & Z[ €] est la somme directe des groupes
Homg (M, NV) lorsque M et /V parcourent les objets de €.

— Soient felomp (M, V) et g€Homp (P, Q) deux éléments de Z[€].

Le produit f.£ est le morphisme composé fog quand Q coincide avec .M.
Dans le cas contraire f.g est égalé & zéro.

Pour tout objet A" de €, le morphisme identique 1x de .1 est un idempotent
de Z[C]. Si X et ¥ sont deux objets distincts de €, les idempotents 1x et 1y
sont orthogonaux : 1y.1y=—=1Iy.Ix= 0. ll s’ensuit que, pour tout Z[€]-module
a gauche M, I'élément 1y définit une projection de M sur un facteur direct
1x(M). De plus, la somme des sous-groupes abéliens 1x (M) est directe et
elle est égale a Z[C]. M.

Lenye 1. — Si IV est un sous-module de M (resp. Q un quotient de M),
et s Z[C).M est égal a M, alors Z[C).N est égal a N (resp. Z[C].Q est
égal a Q).

Un élément m de M appartient en effet & Z[€].M si et seulement s’
existe un nombre fini d’objets de €, soient X', ¥, ..., Z tels qu'on ait

m—_—Iy.m-+1ly.m-t...-+~1z.m.

Lorsque cette condition est satisfaite pour tout élément de M, il en va de
méme pour /V et Q.
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Le lemme précédent nous permet de définir une nouvelle catégorie abé-
lienne A :

— Les objets de 4 sont les modules & gauche M sur Z[C] tel que Z[C]. M
soit égal & M, et dont I’ensemble sous-jacent appartient a .
— Si M et NV sont des objets de A, Hom 4 (M, NV) est I'ensemble des appli-

cations Z[ € ]-linéaires de M dans /¥; la composition des morphismes se fait
de la facon habituelle.

En particulier, le module & gauche sous-jacent & Z[€] et les idéaux a
gauche Z|€].1y sont des objets de A. Un morphisme ¢ de Z[€].1x dans un
objet M de A est déterminé par la donnée de I'élément ¢ (1x) de 1x(M). Le
groupe abélien Homy (Z[€].1x, M) s’identifie donc & 1x(M), et Z[€]. 1xest
un objet projectif de A. 1l en va de méme de Z[€] qui est la somme directe
des Z[€].1x. D'ou :

Lesme 2. — Le module a gauche sous-jacent a Z[C| est un générateur
projectif de A.
Prorosition 2. — Les catégories A et Fonct (€, Ab) sont équivalentes.

Nous allons construire des foncteurs
T:A—Fonct(C,Ah) et S:Fonct(C,Ab)—A

tels que So 7" et T o S soient isomorphes respectivement aux fonctions iden-
tiques de 4 et de Fonct(C, Ab).

Pour cela soit M un objet de A. Pour tout objet X" de €, nous désignons
par (TM).X le groupe abélien 1x(M) Pour tout morphisme f: A4 — ¥,
nous désignons par (7M) (f) I'application Z-linéaire de 1x (M) dans 1y (M)
qui est induite par ’homothétie de M définie par f. Nous avons ainsi défini
un foncteur 7’M de € dans Ab. En outre, si @:M — /V est une application
Z[ € ]-linéaire, ¢ applique 1x(M) dans 1x(/N). Nous noterons (T¢)X
I'application de 1x(M) dans 1x(/V) ainsi définie. Quand X parcourt les
objets de €, les applications (7'¢).X" définissent évidemment un morphisme
fonctoriel de 77M dans T'N. La vérification du lemme suivant est laissée au
lecteur :

Lemmve 3. — Les applications M — TM, ¢ — T ¢ définissent un foncteur T
de la catégorie A dans Fonct (€, Ab).

Réciproquement, soit ¥ un objet de Fonct(C, Ab). Si f:. X — ¥ est un

morphisme de € et m = (mx) un élément de 2 F.X, nous définissons un

xe0C
produit f.m a I'aide de la formule
( 0 si. ZAY,

projection de f.m sur FZ:E .
(Ff)(mx) si Z=1Y.
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La somme directe Z F X setrouve ainsi munie d'une structure de module

xe0C
a gauche sur I'anneau Z[C). Nous noterons SF ce module qui est évidem-
ment un objet de A. De méme, si §: F— G est un morphisme fonctoriel,
nous noterons S I'application linéaire

\‘ Y(I) Eﬁ’XﬁZGX

Lemme k. — Les applications F — SF, { — S{ définissent un foncteur S
de Fonct (€, Ab) dans A.

Il est clair que 7 et S satisfont aux conditions demandées. Ceci termine la
preuve de la proposition 2. Le lemme 2 entraine donc la proposition qui
suit :

Prorosition 3. — La catégorie Fonct(C, Ab) posséde un générateur
projectif.

En effet, Z[ €] est un générateur projectif de A. 1l en résulte que 7Z| €]
est un générateur projectif de Fonct(C, Ab). Ce foncteur n’est d'ailleurs autre

que le foncteur ¥ ~- E Homp (X, ¥).
xe0C

2. Foncteurs exacts a gauche i valeurs dans une catégorie abélienne. —
Nous supposons maintenant que € est une catégorie abélienne dont I'ensemble
des morphismes et I'ensemhle des objets appartiennent a U. Si D est une
catégorie abélienne, nous voulons étudier ici la sous-catégorie pleine de
Fonct(C, D) dont les objets sont les foncteurs exacts a gauche de € dans D.
Cette sous-catégorie pleine sera notée Sex (€, D) (S comme sinister, ex comme
exact).

ProrosiTioN k. — Soit € une U-catégorie abélienne dont ’ensemble des
morphismes et l'ensemble des objets appartiennent a W. Soit B une U-cateé-
gorie abélienne avec générateurs et limites inductives exactes. Pour tout
Joncteur F de € dans D il existe un foncteur R'F et un morphisme
p: FF—R'F qui satisfont aux conditions suivantes :

Le foncteur R'F est exact a gauche; de plus, si :F — G est un mor-
phisme de F dans un foncteur exact a gauche G, il existe un morphisme

T RF-—>G
et un seul tel qu'on ait 6 =7 op.

Nous avons déja prouvé la proposition & lorsque € posséde assez d’objets
injectifs (cf. chap. I, proposition 13). Il est bien connu d’autre part qu'on
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peut définir les foncteurs dérivés de F sous les hypothéses de la proposition 4.
Dans cette étude, nous nous intéressons seulement au o™ foncteur dérivé
de F; nous utilisons une méthode dont BucusBaux se sert dans la construction
des foncteurs satellites.

Quelques lemmes vont précéder la preuve de la proposition & : pour tout
objet A de €, nous considérons I'ensemble S, des suites exactes de la forme

S: o>A-S>M5N-—>o.
Si
S=(o>ASMH>N>0) e S=(o>A5MN o)

sont deux éléments de S, on conviendra d’écrire S .8’ §'il existe un dia-
gramme du type

u "

0 A M N o

* |
( ) w \V (14 ¢
0 A M N o
Lemme 1. — La relation S =S’ est une relation de préordre, filtrante
a droite.

I1 est clair qu’on a affaire & une relation de préordre. Soient donc
S=(o>ASMEN30) e S=(o>A5M 5N >0)
deux éléments de S . Nous considérons le diagramme commutatif

A" w

u

‘/}'u'
M 24 A
M — MLA Ml

D’aprés la fin du paragraphe T (chap. I), jy et jy sont des monomor-
phismes. On en déduit que la suite

§'= (o> 4™ M3, M~ Coker (jyou)—o0)

appartient 8 S, et qu'on a §'>. .5, ' §'. )

Si F est un foncteur de € dans D, et si S8, le diagramme ( % ) entraine
I'égalité (Fn)o (Fv)= (F¢')o (Fm). Il en résulte que F'm induit un mor-
phisme f de Ker (F¢) dans Ker (F'¢').

Lemme 2. — Le morphisme f ne dépend pas du choix de m et de n.

Soient en effet m': M — M’ un autre morphisme tel qu’on ait &'=m'o u;
soit n':/V— V' I'unique morphisme tel que n' oy soit égal & ¢'om'. Alors
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ona(m'—m)ou=—o;doul’existence d’'un w:/N—> M tel quem’' —m=woy.
11 s’ensuit que F'm' est égal & Fm —+ (Fw)o (Fy¢). Le lemme résulte de ce
que (F'w) o (Fyv) s’annule sur Ker (Fv).

Nous notons désormais F'S I'objet Ker (F¢) et F(S', S) le morphisme f -
de Ker (F¢) dans Ker (F¢'). 81 8’ Set 8> §, lelemme précédent montre
que F (S, S) est un isomorphisme dont l'inverse est F (S, S'). Il est donc
licite de poser la définition

(RFYA = lim FS.

FE_g/I
Donnons-nous en plus un morphisme g:4 — A’. Pour toute suite
S=(o>d5 M5 N->0)
onale diagramrﬁe commutatif et exact qui suit (fin du § 6, chap. I) :

u %

M N o

o A

f i 1 I
v oy Ny
o—>A'——> A" 2, M—>N—>o0

Soit f§ la suite de la deuxiéme ligne. Le morphisme Fj) induit évidem-
ment un morphisme de F.§ dans F(fS). Nous désignons par F(f, S) le
composé de ce morphisme et du morphisme canonique de F(fS) dans
(RF)A'. Le lecteur vérifiera les relations F(f, S) =F(f, §') o F(S", S)
si 8> §. Par passage a la limite, les morphismes F(f, S) définissent donc
un morphisme (RF) fde (RF)A dans (RF) A'.

Lemme 3 :

a. Les applications A — (RF) A et f— (RF) f définissent un foncteur RF
de € dans D.

b. RF est nul si et seulement si F vérifie la condition suivante : pour
tout objet A de €, FA est le sup des Ker (Fi) lorsque i parcourt les mono-
morphismes de source A.

c. Le foncteur F ~> RF est exact a gauche.

d. St ¢ : F— G est un morphisme fonctoriel et si R(Cokerg) est nul,
alors R(Coker R¢) est nul.

e. Le foncteur F ~> RF commute avec les limites inductives.
Nous laissons au lecteur la vérification de («), (&), (e). Prouvons (¢) :

Y
pour cela soito — F' j; F = F"— o une suite exacte de foncteurs de € dans D.
Pour tout objet 4 de € et tout élément S de S,

S:(o——>A—'f>M—V>]V—+o),
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on a le diagramme

(M) M)

o rm M 'y 0
F’v'% Ful Fry
] ¢/ ' J
0o FNIMN PN iy oo

Les morphismes ¢ (M) et (M) induisent donc une suite exacte

o—>FS—~>FS—>F'S

([%], lemme III, p. 32). L’assertion (c) résulte de cette suite exacte par
passage a la limite inductive.

Pour la clarté de l'exposé, nous prouvons l'assertion (d) seulement
lorsque D est la catégorie Ab des groupes abéliens; la condition R(Cokero)=o
peut alors s’énoncer de la maniére suivante : pour tout objet 4 de € et tout
a€ GA, il existe un monomorphisme {:4 — B et un b € FB tels qu’on ait

(Gi) (@) =9 (B) (b).
Nous allons voir que celte propriété est encore vraie quand on remplace /'
par RF, G par RG et o par Ro :

Soit en effet @ en élément de (RG) A. 1l existe une suite exacte
S=(o>Ad5 M5 Nso)

et un élément @' de GS dont I'image par I'application canonique de GS dans
(RG) A est a. 11 existe donc aussi un monomorphisme j:M — B et un élé-
ment b’ de FB tels qu'on ait (Gj) (a') =@ (B) (b'). Si b est I'image de &'
dans (RF) B et sii—jou, on trouve I’égalité cherchée :

((RG)1) (a) = ((R9) (B)) (b).
Lemme k. — Si g:A'—> A est un monomorphisme, il en va de méme
pour (RF)g.
Associons en effet a toute suite § = (0—>A S M5 N> 0) le diagramme

u M v N o
A A

1M'
7

o A

o
4

M l
i,

o A 25 2 N o

ou /V' est le conoyau de wog. Sig—'S§ désigne la suite de la seconde ligne,
il est clair que les suites g—1.§ constituent un sous-ensemble cofinal de S,..
On en tire que (RF) A  est égal & imF (g—1S) et que (RF)g est la limite
—>
3
inductive des monomorphismes canoniques de F(g—'S) dans FS. Ceci
prouve le lemme.
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Lemme 5. — Nous supposons que pour tout monomorphisme g de €, Fg
est un monomorphisme. Alors :

a. Les morphismes F (S', S) sont des monomorphismes.
b. Le foncteur RF est exact a gauche.

Pour prouver (a) nous utilisons les notations du lemme 1. Si $'>. S, la
suite exacte

fyott
N (0-—>A " > M X, M'— Coker j 0 u->0)

« domine » & la fois S et S’ (1. e. " 8, §">..5); en outre F (S, S) est
induit par le morphisme F /. On en tire que F/(S", §) =F (8", 8") o F(§', S)
et F/(S', S) sont des monomorphismes.

Prouvons (&) : soient oA 4% 4" 50 une suite exacte de € et

S= <o—> AS M5 N> 0) un élément de S,. On a le diagramme commu-
tatif et exact suivant :

o o
Y Y
o—>A' s A z A" )
1/4;]/ u|
wof Y i )
o—> A'—>M—> M3, A" —>o0
v 1y
N >N
L
o o

Avec des notations déja utilisées, on tire de la le diagramme exact

o—> F(f~8) —>FS >F(gS)

I l

o—>F(f'S)—>FM—>F(MZ,4A4")
Par passage a la limite, il en résulte une suite exacte
0> (RF)A'— (RF)A—>limF (g8).
—>
5

De plus, I'assertion (@) montre que le morphisme canonique de lim F' (gS)
—>
K;
dans (RF') A" est un monomorphisme; ceci termine la preuve.
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Nous sommes maintenant en mesure de prouver la proposition & : soient 4
un objet de € et ¢ un morphisme fonctoriel de ¥ dans un foncteur exact
a gauche G. Pour toute suite exacte

S= (o—:»A —';M—‘~;/\’—>0),

on a le diagramme commutatif
Fy

FM—>FN
5 (M) G (N) l
Gu M Gy M

0 GA GM =" GN

Soit pp (A, S) le morphisme de A dans F'S qui est induit par Fu. 1
existe un morphisme 7,(4, S) et un seul dont le composé avec pp (A, S) est
égal & o (A). Par passage a la limite inductive on voit qu’il y a un morphisme
77(A) etun seul de (RF) A dans GA dont le composé avec pp(A)=limp;(4, S)

=
est égal & o(A). Si le foncteur RF est exact & gauche, la proposition est
prouvée. Dans le cas contraire on recommence I'opération. Les lemmes %
et 5 montrent que le foncteur R (RF) est exact & gauche. Dans tous les cas
on peut donc choisir R'F égal a R(RF), p étant égal & ppyo pp-

Prorosition 5. — Supposons vérifiées les hypothéses de la proposition k.
La catégorie Sex (€, D) des foncteurs exacts a gauche de € dans D est une
catégorie abélienne avec limites inductives exactes. Si D est une catégorie
avec limites projectives, il en va de méme de Sex (€, D).

Il est clair que Sex (€, D) est une catégorie additive. Si ¢:F — G est un
morphisme de foncteurs exacts a gauche, Kero est le foncteur exact a gauche
M~ Ker o (M). De méme, si H est le foncteur M~ Coker o (M), le fonc-
teur exact & gauche Cokero n’est autre que R°//. Ceci démontre que I'axiome
CADb 1 est vérifié.

Montrons que 'axiome C Ab 2 est vérifié : pour cela, nous notons K et L
les foncteurs M~ Coimq (M) et M ~>Imo(M). Les morphismes cano-
niques J(M) de Coimeo (M) dans Im¢ (M) définissent un isomorphisme
fonctoriel I de K sur L. En outre, on a des suites exactes de foncteurs :

o—>Kerg->F — K->o, 0—>L—G—I—o.

Comme R'= Ro R est un foncteur exact a gauche, on a les suites exactes :

o—>Kerg>F—RK, o—>RL—~>G—RIH.

La deuxiéme suite exacte montre que R°L n’est autre que Img; de plus,
R'K est égal Coimg et R°T est le morphisme canonique de Coimg
dans Imo : c’est bien un isomorphisme.

Le reste de la proposition est clair.
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COROLLAIRVE. — Le foncteur F~>R'F est un foncteur exact a’e‘
Fonct (€, D) dans Sex (€, D).

Nous savons déja que F'~-> R°F est un foncteur exact & gauche. 1l suffit
donc de prouver que R°¢ est un épimorphisme de Sex(C, D) si ¢ est un
épimorphisme de Fonct (€, B). Mais I'égalité Cokerv = o [dans la catégorie
Fonct(C, D)] entraine, d’aprés le lemme 3 (d), les égalités R(CokerRe) —o
et R(CokerR(Rv)) = R(CokerR’v) = o.

Lorsque € posséde assez d’objets injectifs, la proposition 5 résulte aussi
de la proposition 1 : en eflet, sif désigne la sous-catégorie pleine de € formée
des objets injectifs de €, les catégories Sex (€, D) et Fonct(/, D) sont équi-
valentes (¢f. chap. I, corollaire 2 de la proposition 14).

3. Foncteurs exacts 4 gauche i valeurs dans les groupes abéliens. —
Dans ce paragraphe, € est toujours une catégorie dont l'ensemble des
morphismes et I'ensemble des objets appartiennent a4 U. Nous allons
compléter I'étude du paragraphe précédent lorsque D est la catégorie Ab des
groupes abéliens.

Si A est un objet de €, Homp (¥, .) est un foncteur exact a gauche de €

dans Ab que nous noterons aussi X. Avec ces notations, le foncteur ¥ ~> i’
de €° dans Fonct(C, Ab) est lui-méme exact a gauche.

ProrositTion 6. — Le foncteur X ~> X est un foncteur exact de €°
dans Sex (C, Ab). Les foncteurs X forment une famille de générateurs
de Sex (€, Ab).

Nous savons déja que X ~> X est un foncteur exact 4 gauche de €
dans Fonct (€, Ab). 1l reste & prouver que tout monomorphisme « : X' — 1,
induit un épimorphisme i: X'— X. Cela signifie que R°(Cokeriz) ou
R (Cokerd) sont nuls, ce qui peut s’énoncer ainsi : pour tout objet 4 de €
et tout a€ X4, il existe un monomorphisme i: 4 — B et un be X'B tels
qu’on ait

(Xi) (a) = i(B) (b).

Cette derniére assertion est & peu prés claire. Enfin, la deuxiéme partie

de la proposition n’offre aucune difficulté, car les X forment déja une famille
de générateurs de Fonct(C, Ah).

CorovrLaire 1. — Tout objet injectif F de Sex(C, Ab) est un foncteur
exact de € dans Ab.

En eflet, si F est un objet injectif, le foncteur X' ~+ F.X" est le composé
de deux foncteurs exacts X ~> X et G ~> Hom (G, F).
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COROLLAIRE 2. — Dans la catégorie Sex (€, Ab) tout sous-objet d’un fonc-
teur représentable est borne supérieure de foncteurs représentables.

Soient en effet ¥ un objet de €, et i : F— ¥ un monomorphisme non nul
de Sex(C, Ab). D’aprés la proposition 6, il existe un morphisme non
nul ¢:.F—F; de plus Ing =1TImiog est représentable, ce qui prouve
que F contient des sous-objets représentables non nuls. Je dis que la borne
supérieure G de ces sous-objets est F' : dans le cas contraire on pourrait en
effet choisir ¢ de telle facon que Imo ne soit pas sous-objet de G; ceci est
absurde.

k. Catégories noethériennes. — Soit € une catégorie abélienne. Un
objet M de € est dit nethérien (resp. artinien) si toule suite croissante
(resp. décroissante) de sous-objets de M est stationnaire. Le lemme suivant
est facile & prouver :

Lenve 1. — Soient M un objet de €, NV un sous-objet de M. Alors M est
neethérien (resp. artinien) si et seulement si N et M/N sont ncethériens
(resp. artiniens).

Lemne 2. — Sodent € une catégorie avec générateurs et limites inductives
exactes, M un objet ncethérien de C, (P;)c; une famille filtrante crois-
sante de sous-objets d’un objet P(Ie€W). Alors lapplication

O snfp Hom (M, P;) ~—>H0m<M, suipPi)
est bijective.
11 suffit de montrer que @ est surjectif. Soit donc « un morphisme de M
dans SL}pP,-. L’égalité w—! (s?pPi) = Sl?p w=(P;) montre que u—'(P;) est
égal a M pour i assez grand. Ceci prouve le lemme.

On démontre de la méme maniére I’énoncé dual :

Lenue 3. — Solent € une catégorie avec cogénérateurs et limites projec-
tives exactes, M un objet artinien de €, (P;)e; une famille filtrante
décroissante de sous-objets d'un objet P(1€W). Alors U'application

9y : sup Hom (P/P;, M) — Hom (P/[an,-, M)
1 i
est bijective.
Nous dirons désormais qu'une catégorie abélienne € est ncethérienne
(resp. artintenne) si les conditions suivantes sont réalisées :

— Tout objet de € est ncethérien (resp. artinien).

— Il existe une famille (M;),e; d’objets de € telle que 7 soit élément de U
et que tout objet de € soit isomorphe a un objet de la famille.

BULL. SOC. MATH. — T. 90, FAsc. 3. 26
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La deuxiéme condition assure simplement que 'univers 2 a été choisi
assez grand. Elle entraine que toule catégorie ncethérienne (resp. artinienne)
est équivalente & une catégorie ncethérienne (resp. artinienne) dont 'ensemble
des objets appartient a .

Une catégorie abélienne qui est a la fois neethérienne et artinienne sera
dite finie : tous les objets d’une telle catégorie sont de longueur finie.

Nous dirons qu'une catégorie abélienne € est localement ncethérienne si
les conditions suivantes sont réalisées :

— € est une catégorie avec limites inductives exactes.

— 11 existe une famille (M;);c; de générateurs ncethériens de € dont
I’ensemble d’indices 7 est élément de 1.

La deuxiéme condition signifie que les objets ncethériens de € forment une
catégorie ncethérienne, et que tout objet M est borne supérieure de ses sous-
objets neethériens. S'il existe une famille (M;);c; de générateurs de longueur
finie, nous dirons que € est localement finie.

Soit maintenant € une catégorie arlinienne et supposons, pour simplifier,
que 'ensemble OC des objets de € est élément de U. Si X est un objet de C,
toute famille filtrante croissante de sous-objets représentables de A" contient
un élément maximal. Le corollaire 2 de la proposition 6 entraine que tout
sous-objet de X appartenant & Sex(C, Ab) est représentable. Alors tout
quotient d’un foncteur représentable est représentable, tout foncteur repré-
sentable est ncethérien, tout foncteur est borne supérieure de foncteurs
représentables, tout foncteur neethérien est représentable.

ProrositioN 7. — Si € est une catégorie artinienne, Sex (€, Ab) est une
catégorie localement neethérienne.

Nous avons déja établi la proposition quand I'ensemble 8C appartient & .
Dans le cas général € est équivalente & une calégorie artinienne €' telle
que 0C' appartienne a . De plus la catégorie Sex(C, Ab) est équivalente
a Sex (€', Ab). La proposition en résulte.

Tuncorine 1 (ef. [11], [19]). — Soit € une catégorie ncethérienne. Il
existe une catégorie localement neethérienne D telle que € soit équivalente
a la catégorie des objets naethériens de D. En outre cette condition déter-
mine D « une équivalence pres.

En effet, la catégorie duale €° est arlinienne. Il résulte des remarques
précédentes que Sex (C°, Ab) est une catégorie localement ncethérienne et que
le foncteur A" ~>Homp (., A") définit une équivalence de € avec la catégorie

formée des objets ncethériens de Sex (€°, Ab).

Il reste & démontrer l'unicité de D en montrant que D est nécessairement
équivalente a la catégorie Sex(€°, Ab). Nous supposerons pour simplifier
que € est la catégorie des objets ncethériens de B. Nous associons alors a tout
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objet X" de D le foncteur exact a gauche ¥~ Homp (¥, ') de €° dans Ab;
ceci définit un foncteur 77: . X' ~->Homp(., A") de D dans Sex (€, Ah). On
achéve la preuve en montrant que 7" définit une équivalence :

— Pour cela, on montre d’abord que tout objet F' de Sex(C°, Ab) est
isomorphe & un foncteur du type 728 = Homp(., ") : ceci est évidemment

vrai lorsque F est ncethérien; dans le cas général, 'ensemble des sous-objets
ncethériens de F peut étre indexé par un ensemble appartenant a . 1l
en résulte l'existence d’un systéme inductif d’objets ncethériens de D,
soit (A5, wji);jes tel que J soit élément de U, que les uj; soient des mono-
morphismes, et que F soit isomorphe a la limite inductive des fonc-
teurs 7°Y;. Si 1" est la limite inductive des X, I'égalité

T(squl’i) =sup74X; (lemme 2) k

montre que F est isomorphe a 7.1

— On démontre ensuite I'égalité Homp (X, Z) =Hom (7TX, T'Z) : si &
et Z sont ncethériens, cela résulte du corollaire 1 de la proposition 1 (chap. I).
On passe de la au cas ou 1" est neethérien et Z quelconque : si Z' est un
sous-objet neethérien de Z, on a le diagramme

., 1 nn(X,if,) .
Homp (&, Z') ——— Homp (X, Z)
7\, Z) T(X,Z)l
A Hom(7X,7Z,)

Hom (T.X, TZ') —— 2% Hom (T.X, TZ)

L’application 7'(.X, Z') est un isomorphisme. Par passage a la limite
inductive sur les sous-objets ncethériens de Z, on voit que 7'(X, Z) est
bijectif (lemme 2). Le cas général se prouve alors par un argument de méme
type [si X" et Z sont arbitraires, considérer le systéme projectif formé
de Hom (X', Z) ou X' parcourt les sous-objets ncethériens de A"].

LemvE b, — Un jfoncteur F de Sex (C°, Ab) est exact si et seulement si I
est un objet injectif de Sex(€°, Ab). (On suppose toujours la catégorie €
ncethérienne.)

Le corollaire 2 de la proposition 6 prouve une moitié du lemme. Récipro-
quement, supposons F exact. Nous avons vu que les foncteurs X forment
une famille de générateurs et que tout sous-objet de X est représentable
(€ est une catégorie ncethérienne). Tout monomorphisme i: G — X induit
donc une surjection de F/I’:I'Iom(./f", F) sur Hom (G, F). L’assertion
résulte par conséquent d’un lemme de Grornexpieck ([10], lemme 1 du
théoréme 1.10.1).
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Dans I'équivalence entre D et Sex(L°, Ab), les objets injectifs de D corres-
pondent aux foncteurs exacts et les limites inductives de D correspondent
aux limites inductives de foncteurs. On en déduit le corollaire suivant.

CoroLLAIRE 1. — Toute limite inductive d’objets injectifs de D est un
objet injectif. Si (X;, ), jes est un systéme inductif de D et si ¥ est un
objet neethérien, on a l'égalité

HOmD<Y, limX1>:lim HQmD(Y, Xi)'
= i

i

CoroLLAIRE 2. — Toute catégorie localement neethérienne est une caté-
gorie avec limites projectives.

Car il en est ainsi pour la catégorie Sex (C°, Ab).
Nous laissons au lecteur le soin de formuler les énoncés duaux des énoncés
précédents.

5. Enveloppes injectives dans les catégories abéliennes [8]. — Soient &
une catégorie abélienne et M un objet de €. Une extension essentielle de M
est un monomorphisme i : M — P qui vérifie la condition suivante : si f est
un morphisme de source P et si foi est un monomorphisme, alors f est un
monomorphisme.

Il revient au méme de dire qu'un sous-objet Q de P est nul si Qni(M)
est nul. Si M est un sous-objet de P, et si ¢ estle monomorphisme canonique
de M dans P, nous dirons que P est extension essentielle de /.

Lemme 1. — Soient i et j deux monomorphismes, i: M —>P, j: P— Q.
Alors joi est une extension essentielle de M si et seulement si j est une
extension essentielle de P et | une extension essentielle de M.

Supposons en effet que j o i soit extension essentielle de M : si f est mono-
morphisme de source Q et si foj est un monomorphisme, alors foi est un
monomorphisme; on en tire que f est un monomorphisme et que j est une
extension essentielle de P

Soit maintenant R un sous-objet de P tel que Rni(M)—=o; soit f le
morphisme canonique de Q sur Q/j(R). Dans ces conditions, fojoi est un
monomorphisme et R est nul. Ceci montre que i est une extension essen-
tielle de M.

La réciproque est claire.

Lemye 2. — Solent deuzx exiensions essentielles i : M — P, j: N— Q. Le
morphisme i D j: MP NP @D Q est une extension essentielle de M P V.

Nous pouvons supposer, pour simplifier, que M et /V sont des sous-objets
de P et Q, avec i =%, j=1%. Soit R un sous-objet non nul de P& Q.
Alors I'un des objets ¢, (R) ou g, (R) n’est pas nul. Si ¢,(R) n’est pas nul,
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il en va de méme de ¢,(R)NM et de Ri=¢' (M)nR. Si R, est contenu
dans g5 (/V), nous avons montré que RN (M @ V) n’est pas nul. Dans le cas
contraire, g, (R;) n’est pas nul et « coupe » /V; le sous-objet B = g5 (V)N R,
ne peut donc étre nul. Dans tous les cas, un sous-objet non nul de P Q
« coupe » M P N, ce qu'il fallait prouver.

Un sous-objet /V de M est dit irréductible dans M si NV est différent de M
et si, pour tout couple (P, Q) de sous-objets de M contenant /V, la rela-
tion PN Q=N entraine P=/N ou Q=/V. Il revient au méme de dire
que M /N est extension essentielle de tout sous-objet non nul. Si O est irré-
ductible dans M, on dit aussi que M est coirréductible.

Considérons un objet M de € et r sous-objets V,, NV,, ..., V. Soient p,
Pépimorphisme canonique de M sur M/N; et ¢, la projection canonique
de M/N @ M/N,D...® M/N, sur le [itme facteur M/N;. 1l existe un
morphisme « de M dans M/N,@... @ M/N, et un seul tel que g;o0 u soit
égal a p, pour tout /.

Lenye 3. — S0 les sous-objets IV, sont irréductibles dans M, si O est
intersection des IV, et n’est pas intersection de moins de r d'entre les [V,,
alors u est une extension essentielle de M.

Soit en effet P, I'intersection des /V,, pour m £ !. Les morphismes q,ou
« annulent » P; si m3#![ et ¢,ou induit un monomorphisme u; de P,
dans M//N,. Les monomorphimes canoniques de P; dans M induisent un
morphisme ¢ de la somme directe (B, P, dans M; de plus, il est clair que wop
n’est autre que le morphisme P,u; de @, P, dans P, M//N,. Comme u; est
une extension essentielle de 2; pour tout /, les lemmes précédents montrent
que @, u;, u et v sont des extensions essentielles.

Si 7 est un objet injectif de €, tout monomorphisme « : /—> P induit un
isomorphisme de [ sur un facteur direct de P. Si Q est un supplémentaire
de u (1), I'intersection QN u (/) est nulle. Il en résulte que « ne peut étre
une extension essentielle de / que si « est un isomorphisme. Nous dirons
désormais qu'un monomorphisme ¢: M — I est une enveloppe injective de M
si 7 est une extension essentielle de M et si 7 est un objet injectif de C.

Prorosition 8. — Soient {: M—>1 une enveloppe injective de M et
_ ppe Uy
'J: M —J un monomorphisme. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a. Le morphisme j est une enveloppe injective de M.

b. Le morphisme j est une extension essentielle de M et toute extension
essentielle de J est un isomorphisme.

c. L'objet J est injectif; en outre, pour tout monomorphisme h de M
dans un injectif H et pour tout morphisme I de H dans J tel que lo h = j,
l est un épimorphisme.

Si ces conditions sont vérifiées, il existe un isomorphisme u de J sur I
tel que uoj—1i.
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L’implication (@)= (b) est claire. Prouvons que (4) entraine (@) :
comme [ est injectif, il existe un morphisme « de J dans I tel que woj=1;
comme j est une extension essentielle, « est un monomorphisme, donc une
extension essentielle d’aprés le lemme 1; il en résulte que w« est un
isomorphisme.

Prouvons que (a) entraine (¢) : comme H est injectif, il existe un
morphisme ¢ de / dans H tel que ¢ o = 4. Le morphisme /o ¢ est un mono-
morphisme de / dans J, donc une extension essentielle de 7/, donc un
isomorphisme. Il s’ensuit que / est un épimorphisme.

Réciproquement, (¢) entraine () : car tout morphisme ¢ de 7 dans J tel
que j =y o est forcément un isomorphisme. _

La derniére assertion a été prouvée en cours de route.

Sii: M-I est une enveloppe injective de M, la proposition précédente
montre que l'objet / est déterminé & un isomorphisme prés. Bien qu’en
général cet isomorphisme ne soit pas unique, nous dirons parfois de facon
impropre que [ est 'enveloppe injective de M. Si j: NV —J est une deuxiéme
enveloppe injective, nous dirons que M et /V ont méme enveloppe injective
si [ est isomorphe a J.

ProrositioN 9. — Soient M,, ..., M., r objets de €; pour tout entier
compris entre 1 et r, soit u;: My— I, une enveloppe injective de M;. Alors
le morphisme @;u; de @;M; dans @.1; est une enveloppe injective de @, M.

En effet, tout produit direct d’objets injectifs est un objet injectif : ceci
montre que P;/; est un objet injectif. De plus, le lemme 2 montre que P;u;
est une extension essentielle.

Dans le corollaire suivant nous utilisons les notations du lemme 3.

COROLLAIRE. — Supposons vérifices les hypothéses du lemme 3 et soit,
pour tout i, u; une enveloppe injective de M/N;. Alors (@;u;)ou est une
enveloppe injective de M.

Le corollaire précédent découvre le lien qu'il y a entre la notion d’enve-
loppe injective et la décomposition de O comme intersection de sous-modules
irréductibles dans M.

Nous dirons désormais que € est une catégorie avec enveloppes injectives
si, pour tout objet M, il existe une enveloppe injective de /M.

Prorosition 10. — Les deux assertions suivantes sont équivalentes -

a. € est une catégorie avec enveloppes injectives.

b. Pour tout objet M de €, il existe un monomorphisme de M dans un
objet injectif; de plus, si M est un sous-objet d’un objet N, il existe un
sous-objet Q de N, tel que Mn Q soit nul, et qui est maximal parmi les
sous-objets de N satisfaisant a cette condition.
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(a)y=>(b) : Car si M est un sous-objet de Vet si {: M —1 est une enve-
loppe injective de M, il existe un morphisme ¢ de /V daus 7 tel que i =0 o 7%).
11 suffit alors de poser Q — Kero.

(b)=>(a) : Soit en effet j un monomorphisme de M dans un injectif J;
soit Q un sous-objet de J qui est maximal pour I'égalité On j(M)—=o. De
méme, soit / un sous-objet de J, contenant M et maximal pour l'éga-
lit¢ InQ=o (pour voir qu'un tel / existe, considérer le quotient J/M ).
Si p est 'épimorphisme canonique de J sur J/Q, poj eslL une extension
essentielle de M et p induit un isomorphisme de 7 sur p(/); I'isomorphisme
réciproque se prolonge en un monomorphisme 4 de J/Q dans J; alors 2 (J/Q)
est extension essentielle de /. Donc 7 est égal a A(J/Q); onal+ Q=J,
INnQ=o et le monomorphisme de M dans I qui est induit par j est une
enveloppe injective de M.

Prorosition 11 [17]. — Soient € une catégorie abélienne avec enveloppes
injectives, M un objet non nul de € et {: M—>1 une enveloppe injective
de M. Les assertions suivantes sont équivalentes :

a. M est cotrréductible.
b. I est indécomposable.
c. I est l'enveloppe injective de tout sous-objet non nul de I.

d. L'anneau des endomorphismes de I est un anneau local.

L’équivalence des assertions («), (6), (¢) est claire. Prouvons simplement
que (b) et (c¢) entrainent (d); en eflet, si «: /—1 est un monomorphisme,
u([l) est facteur direct de /; l'assertion (b) entraine donc que u est un
automorphisme. Il suffit par conséquent de montrer que Keru o et Ker¢ -2 0
entrainent Ker (« + ¢) 7 0 : mais KerunKery 2 0 d’aprés (¢) et Ker(z + ¢)
contient cette intersection.

CoroLLARE. — Soient M et N deux objets coirréductibles d’une catégorie
avec enveloppes injectives. Alors M et N ont méme enveloppe injective si et
seulement si N contient un sous-objet M', non nul et isomorphe a un sous-
objet N' de V.

Si /¥ est un sous-objet de M, on appelle parfois complément de N dans M
tout sous-objet Q de M qui est maximal pour I'égalité XN Q=o. Si un
tel O existe, les compléments de Q qui contiennent /V sont les éléments
maximaux de 'ensemble des sous-objets de M qui sont extension essentielle
de /V. Cette situation est souvent mise & profit. En particulier le lecteur
vérifiera que les facteurs directs d'un objet injectif / coincident avec les
sous-objets de / « qui sont complément d’un de leurs compléments ».

Prorosition 12. — Soient € une catégorie abélienne avec enveloppes
injectives, M un objet de €, N un sous-objet de M. Deuzx compléments
de N dans M ont méme enveloppe injective. Si Q est un complément de N
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dans M, lenveloppe injective de M est isomorphe d la somme directe de
Uenveloppe injective de N et de l'enveloppe injective de Q.

Soient en effet Q et (' deux compléments de /V dans M, et soit P un
élément maximal de I'ensemble des sous-objets de M qui sont extension
essentielle de /V. Alors P est un complément & la fois de Q et de Q'. Il en
résulte que Q) et Q' ont méme enveloppe injective que M/P, ce qui prouve
la premiére assertion. D’autre part ¥+ Q est isomorphe a la somme
directe V@ Q et M est extension essentielle de /V + Q. Il s’ensuit que M a
méme enveloppe injective que V@ Q; d’ou la preuve grace & la proposition 9.

Nous laissons au lecteur la recherche des énoncés duaux des énoncés
précédents. Disons simplement qu'un revétement essentiel de M est un
épimorphisme p: P — M qui vérifie la condition suivante : si f est un
morphisme de but P, et si po f est un épimorphisme, alors f est un
épimorphisme. Il revient au méme de dire qu'un sous-objet () de P est égal
a P pourva que Q'+ Kerp soit égal a P.

La notion duale de celle d’enveloppe injective est la notion d'enveloppe
projective. De méme, si M est le quotient de £ par un sous-objet M’', un
complément de M est un quotient P/Q' tel que Q'+ M' soit égal a P et
que @' soit minimal parmi les objets de P satisfaisant a cette condition.

6. Catégories avec générateurs et limites inductives exactes. — Dans
ce paragraphe, nous supposons que € est une catégorie abélienne avec géné-
rateurs et limites inductives exactes; la lettre U désigne un générateur de C.

Lemme 1. — Tout sous-objet M d’un objet N posséde un complément Q
dans V.

Soit en effet £ ’ensemble des sous-objets P de /N tels que MNP =o. 1l
suffit de montrer que F est un ensemble ordonné inductif; pour cela, soit F/
un sous-ensemble totalement ordonné de Z£. Comme il existe un ensemble
appartenant 2 l'univers U et ayant méme puissance que F, la borne supé-
rieure S des éléments P de F est définie. De plus on a les formules

SnM = P\nM = PnM)=o,
M= (GEr) =i =e

Ceci prouve le lemme.

TueoriME 2. — Toute catégorie abélienne avec générateurs et limites
inductives exactes est une catégorie avec enveloppes injectives.

Pour tout objet M de C il existe en effet un monomorphisme de M dans
un objet injectif : ce fait est prouvé dans [10], théoréme 1.10.1. Il reste
valable sous nos hypothéses. Le théoréme résulte donc de la proposition 10
et du lemme 1.
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Prorosimiox 13. — Soit I un ensemble ordonné appartenant a lunivers 11 ;
donnons-nous deux applications croissantes, a—> My, a— Ny, de I dans
Uensemble des sous-objets d’un objet P; supposons que M, soit un sous-
objet de N, pour tout a, et que N, soit extension essentielle de M,.
Alors sup/V, est extension essentielle de sup M.

o %

Soit en eflet Q un sous-objet non nul de sup/V,. La formule
&
Q=0nsupNo=sup (QNN,)
[ A

montre que QN /Y, n’est pas nul pour un « au moins. Il s’ensuit que

ONM,—= (QOnN,) N M,

n’est pas nul. Le sous-objet ) coupe donc sup M, suivant un sous-objet
o

non nul.

CoroLLAIRE. — ST J est un ensemble appartenant a W, et si (u;)e; est
une fumille d’extensions essentielles, alors X;u; est une extension essentielle.

Le corollaire a déja été prouvé quand J est fini. On passe de la au cas
général grice a la proposition 13.

Nous terminons ce paragraphe sur une application du théoréme précédent,
ou plutdt du théoréme 1.10.1 de [10]. L’énoncé et la démonstration en sont
dus a des éléves d’EILENBERG.

TukorimMe 3. — Soit € une catégorie abélienne dont 'ensemble des objets
est un élément de W. 1l existe un foncteur exact et fidéle F de € dans la
catégorie Ab des groupes abéliens.

Rappelons qu’un foncteur exact F est dit fidéle si Ff est non nul pour
tout morphisme non nul f. Il revient au méme de dire que F.X n’est pas nul
st A" est un objet non nul.

Nous avons vu que Sex(C, Ab) est une catégorie abélienne avec limites
inductives exactes. De plus, le foncteur

V ~> 2 Hom (X', V')
xe0C

est un générateur projectif U de Sex(C, Ab). Si i: U— F est un monomor-
phisme de U dans un injectif F, le corollaire 1 a la proposition 6 montre
que F est un foncteur exact. En outre i(¥") est, pour tout objet ¥ de €, une
application injective de UY dans F'¥'; comme UY n’est pas nul, il en va de
méme de V. Ceci prouve que F est fidéle.
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Le théoréme 3 est souvent utilisé pour étendre aux catégories abéliennes
des résultats prouvés pour les groupes abéliens; nous donnons un exemple :
considérons dans € le diagramme commutatif et exact ( % ).

A-—=>B"5¢C
|

0 Ny Ny

Les morphismes u« et ¢ induisent des morphismes «’: Kera— Kerd
et ¢ : Kerb — Kerc. Je dis que la suite (% % ) est exacte :

(% %) Kera —s Kerd ——» Kerc.

Comme F est un foncteur exact et fidele, il suffit en effet de vérifier
I'exactitude de la suite (% % %) :

(K % %) FKera %5 FKerb s FKerec.

Or la suite (% % %) peut étre construite & partir de (% % % %) comme (% %)
a été construit a partir de (% ); il suffit donc de prouver notre assertion
lorsque (%) est un diagramme de groupes abéliens, ce qui est facile.
FA T pp ™ FC
(¥ khX) | om| e

0 FA X ™ RO

CuarrTre I11.

La localisation dans les catégories abéliennes.

Soit £ un espace topologique, U un ouvert de /, A la catégorie des
faisceaux de groupes abéliens sur /' et B la catégorie des faisceaux de groupes
abéliens sur U. Soit 77 : A — B le foncteur M ~> M| U, ou M| U désigne la
restriction de M & U; soit enfin S le foncteur image directe de A dans B.
Il est bien connu que 7" est exact, que .S est adjoint & 7" et que 7o S est iso-
morphe au foncteur identique de B. Nous étudions ici des foncteurs 7 :
A—B et S:B-—A qui possédent les propriétés que nous venons d’énoncer,
A et B étant remplacées par des catégories abéliennes quelconques. Les
résultats de ce chapitre seront utilisés au chapitre IV.

Les catégories considérées dans ce chapitre ne sont pas nécessairement
des U-catégories. Nous nous servirons cependant des résultats du chapitre I
en remplacant, si besoin est, I'univers U par un univers plus grand.
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1. Catégories quotient. — Rappelons qu’une sous-catégorie pleine € de
la catégorie abélienne A est dite épaisse si la condition suivante est réalisée
[10] : pour toute suite exacte de A de la forme (% ), M est un objet de € si
et seulement si M’ et M" sont des objets de € :

(%) o> M5 M5 M —o.

La donnée de A et de € permet de construire une nouvelle catégorie abé-
lienne que nous noterons A/C et qu’on appelle catégorie quotient de A par €

[10] :
— Les objets de A/C coincident avec les objets de A.
— Si M et /¥ sont deux objets de A, M’ et /V' deux sous-objets de M et 1V,

les morphismes canoniques de M’ dans M et de /¥ dans /V//V' définissent une
application linéaire

HomA(iﬁf,,pQ;/N,) -+ Homy (M, N)—Homy (M', N/N').

Quand M’ et /V' parcourent les sous-objets de M et /V tels que M/M' et N’
soient des objets de €, les groupes abéliens Hom, (M', V/N') définissent de

facon évidente un systeme inductif. Nous poserons par définition

HOmA/c(M, /V) :li_II;HOmA(M/, N/Nl).

M, N’

L’ensemble HomA/c(M, N) est donc muni d'une structure de groupe
abélien. ’

— 1l reste a définir des lois de composition bilinéaires :

HOmA/c(M, N) > HOmA/c(./V, P)-—>~ HOIDA/c(M, l))

Pour cela, soit fun élément de IIomA/c(ﬂ[, NV) et soit & un élément de
IIomA/c(/V, P). L'élément fest 'image d’'un morphisme f: M'— N/N' ou
M/M' et V' sont des objets de €. De méme, & est 'image d’'un morphisme g :
N'— P/P', ou N/N" et P' sont des objets de €. Si M" désigne I'image réci-
proque f~t((N'+ N')/N'), il est facile de voir que M/M" appartienta €; nous
notons f’ le morphisme de M" dans N"+ /N'/N' qui est induit par f. De
méme, g(/N'"NN') est un objet de €;si P’ désigne la somme P'+g(N' NNV,
il est facile de voir que P" appartient a €; nous notons g’ le morphisme de
N'/N"nN' dans P/P" qui est induit par g.

Soit 4 le composé de f', de I'isomorphisme canonique de N+ /V'//N' sur
N'/N'AN et deg'. L'image / de /& dans HomA/c(.M, P) dépend seulement

de fet g et non de fet g. Il est donclicite de définir les lois de composition



366 P. GABRIEL.

de A/C par I'égalité g o f = h. Ces lois de composition sont bilinéaires; elles
font de A/€ une catégorie. ’

Dans la suite, la lettre 7" désignera le foncteur (dit canoniyue) de A dans
A/C qui est défini de la facon suivante : 72W = M pour tout objet M/ de 4;
si f: M— /N est un morphisme de A, T'f est I'image de f dans la limite
inductive %H01nA (M, N/N").

Lewve 1. — A/C est une catégorie additive et T est un foncteur additif
de A dans A/C.

Ce lemme est une conséquence directe des propositions 2 et 3 du chapitre I.

Lemve 2. — Soit w . M—> N un morphisme de A. Le morphisme Tu est
nul (resp. est un monomorphisme, resp. est un épimorphisme) si et seule-
ment si Imu appartient @ € (resp. Keru appartient ¢ €, resp. Cokeru
appartient ¢ C.

Si Im« appartient a €, I'image de « dans Hom 4 (M, V/Imu) est en effet

nulle. I1 en va de méme, @ fortiori, de I'image de « dans la limite inductive
des groupes llom, (M', N/N'). Réciproquement, si 7'« est nul, on peut

choisir les sous-objets M’ et V' de telle facon que le morphisme de M’ dans
N/N' qui est induit par «, soit nul. Cela signifie que u(M') est contenu
dans /V' et appartient 2 €. Comme on a d’autre part une suite exacte de la
forme

o—>u(M)—>Imu—>M/(M + Keru) —o,

il s’ensuit que Imu appartient a C.

Supposons maintenant que 7« est un monomorphisme; soit i le mono-
morphisme canonique de Kerwu dans M. Comme woi est nul, il en va de
méme de Zuo 7i. On en tire que 7'¢ est nul, donc que Keru =Imi €C.
Réciproquement, supposons que Keru appartient a €. Soit f: TP > T/M un
morphisme non nul de A/C : ce morphisme est I'image d’un morphisme f:
P—>M/M, on P/P'" et M' appartiennent a €. Quitte a remplacer M’ par
M+ Keru, nous pouvons supposer en outre que M’ contient Keruz. Dans ce
cas, « induit un monomorphisme «' de M/M' dans N/u(M'). Comme f n’est
pas nul, Imf et Im(«'of) n’appartiennent pas a €. Ceci montre que
(Tu) o fn'est pas nul et que 7« est un monomorphisme.

On prouve de facon analogue la derniére assertion du lemme 2.

Lenwe 3. — Soient u - M — N un morphisme de A, i - K — M le noyau
de u, p: N—C le conoyau de u. Le morphisme Tu posséde un noyau
(resp. un conoyau); de plus, Ti (resp. Tp) induit un isomorphisme de
TK sur le noyau de Tu (resp. du conoyau Tu sur TC).
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Nous savons déja que 7'¢ est un monomorphisme. Soit donc f un mor-
phisme de 7.X dans 7M tel que Tuof soit nul : nous devons prouver
Iexistence d’un morphisme g : 7. — TK tel qu'on ait Tiog = f.

Or f est I'image d’un élément f de Hom, (X', M/M") ou X /X" et M
appartiennent 4 €. Nous sommes donc en présence du diagramme commutatif
suivant : ‘

o—> K —» M —» N

R
o—>K/KAM > M/M' —“> Nju(M")

ol p, g et r sont les morphismes canoniques. Comme 7w o f est nul, 'image
de X" par «'o f appartient a €. Si X" désigne I'image réciproque f~'(Im’),
il s'ensuit que A"/ X" et X/ X" appartiennent a €. De plus, la restriction de f
a X" est composée d’'un morphisme g: X" K/KnM et de i'. Si g est
I'image de g dans HomA/c(/I’, K), on a I'égalité cherchée Tiog =f.

La deuxié¢me partie du lemme se prouve de facon « duale ».

Lemse b, — Soit u: M —N un morphisme de A. Alors Tu est un isomor-
phisme si et seulement si Keru et Cokeru appartiennent a C.

Si Tu est un isomorphisme, 7« est a la fois un monomorphisme et un
épimorphisme. D’aprés le lemme 2, il en résulte que Keru et Cokeru sont
des objets de €. Réciproquement, supposons cette derniére condition satis-
faite; soient ¢ I'épimorphisme canonique de M sur Coimu, j le morphisme
canonique de Imu dans NV, I I'isomorphisme canonique de Coimu sur Imu.

Le morphisme identique de Coimu est un élément de Homy (Coimu,
M/i(K)) (les notations sont celles du lemme 3). Cet élément a une image ¢
dans HomA/c(Coimu, M) et il est clair que ¢ est un morphisme inverse

de 7'¢q. Ceci montre que 7'¢g est un isomorphisme. De la méme maniére 77
est un isomorphisme. Il s’ensuit que Tu=7joTTo Tq est un isomor-
phisme.

Prorosition 1. — Si € est une sous-catégorie épaisse de A, la catégorie
A/C est abélienne. En outre le foncteur canonique de A dans A/C est exact.

Soit en effet f: 7M — TN un morphisme de 4/€. Montrons que f posséde
noyau, conoyau, coimage, image et que le morphisme canonique de la coimage
dans 'image est un isomorphisme. .

Or fest I'image d’un élément f de Homy (M', N/N'), o M/M' et V' sont
des objets de €. On déduit de la le diagramme commutatif

™ > TN
A .
i, J( TaN/ N

T™ s T (N/N')
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ou T'ijj, et T'qN,x sont des isomorphismes. Ce diagramme montre que f a un
noyau, conoyau..., si et seulement si il en va de méme de 7'f. Autrement
dit, il est loisible de supposer que f est de la forme 7'f.

Dans ce cas le lemme 3 montre que f posséde noyau, conoyau, coimage,
image. Nous désignons par ¢, j, et I respectivement les morphismes cano-
niques de M dans Coimf, de Im f dans /¥ et de Coim fdans Im f. Le lemme 3
montre que 7’¢ induit un isomorphisme ¢, de Coim 7' f sur 7'(Coim f); de
méme, 77 induit un isomorphisme j; de 7' (Im f) sur Im 7'f. Enfin, il est
facile de vérifier que le morphisme canonique de Coim 7' f dans Im 7" f est le
composé jio T'S o g, ; ce morphisme est donc un isomorphisme.

La derniére assertion de la proposition 5 résulte directement du lemme 3.

CoroLLAIRE 1. — Soient € une sous-catégorie épaisse de A et
S g
o>M=>N->P-—>o

une suite exacte de A/C. Il existe alors un diagramme de la forme (1),
commutatif, exact et satisfaisant aux conditions suivantes : u, v et w sont
des isomorphismes de A/C; de plus, o— M, ‘—f;/V, H P> 0 est une suite
exacte de A.

0 M S N f. P o

(I) ul u\y ) ml

o— TM, 2L TN, 25 TP, — 50

Le morphisme fest en effet 'image d’un élément f'€ Homy (M', N/N'),
ou M/M' et V' appartiennent 4 €. Comme 7 f’ est un monomorphisme, Kerf’
appartient a €. Si ¢ désigne le morphisme canonique de M’ sur Coim f7, i
est donc possible de faire les choix suivants : M= Coimf’; /V,= /V//V’
fi=morphisme induit par f’; P, = Coker f,; gy— morphisme canonique;
w=(Tq)o(Ti3)™"; v==TgNn; w = morphisme induit par (7'g;) o ¢.

COROLLAIRE 2. — Sotent € une sous- catégorie épaisse de A et G un foncteur
exact de A dans une catégorie abélienne B. Si GM est nul pour tout objet M
de C, il existe un et un seul foncteur H de AJC dans D tel qu'on ait G—=Ho T.

Soient en effet M et /N deux objets de A, M' et /V' des sous-objets de M
et NV tels que M/M' et N' appartiennent & €. Considérons le diagramme
commutatif suivant, ou ¢ et ¢ désignent respectivement les applications

]IomA(ijL’,,, PN et IIomD(Gi%, GpN.) :

Homy (M, N) —2Ts  Homp(GM, GN)
’ ° l Y
Y

\K GM' N/N")
Homy (M, N/N') 20 Hompy (GM, G(N/V'))
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11 est clair que { est une application bijective; les applications
Y=o G(M', N/N') définissent donc une application H (M, V) de

tim Hom, (M, N/N')

dans Homp(GM, GN). Lorsque M et /N parcourent les objets de A (ou de
A/C) les applications / (M, V) déterminent un foncteur / de A/€ dans D;

ce foncteur associe a tout objet A de A/C V'objet GM de D; il satisfait a
Pégalit¢ G=Ho T.

La preuve de I'unicité de H est laissée au lecteur.

CoroLtaRe 3. — Soient € une sous-catégorie épaisse de A et H un fonc-
teur de A/C dans une catégorie abélienne D. Le foncteur H est exact si et
seulement sile foncteur Ho T est exact.

11 est clair que H o 7" est exact si [ est exact. Réciproquement, supposons
Ho T exact. Si o> M % N5 P o est une suite exacte de A/€, nous consi-

dérons un diagramme de la forme (1). Comme la suite

HTf HTg,

o—>HTM, —> HTN, —> HTF, —>o

est exacte, i1l en va de méme de la suite

H Hg
o—> HM - HN 25 P — s 0.
2. Propriétés du foncteur section. — Soient A une catégorie abélienne,

€ une sous-catégorie épaisse de A, B la catégorie quotient A/C et T le fonc-
teur canonique de 4 dans B.

Les raisonnements du paragraphe précédent étaient « autoduaux » : ils
s'appliquaient aussi bien a la catégorie A qu’a la catégorie duale A°. Nous
allons supposer au début de ce paragraphe qu'il existe un foncteur S
adjoint a T. Cette condition n’est pas autoduale; nous laissons au lecteur le
soin de formuler les énoncés duaux des énoncés qui vont suivre.

Un foncteur adjoint & 7" est défini & un isomorphe prés. Nous choisissons
une fois pour toutes un tel foncteur S et nous I'appelons foncteur section.
Nous utilisons aussi les notations du chapitre I, § 6; en particulier, les lettres
9, ¥, @, W auront les significations suivantes : ¢ est un isomorphisme fonc-
toriel de Homy (., S.) sur Homp(7'., .) et ¢ est I'isomorphisme inverse

de ¢; la lettre @ (resp. la lettre W) désigne le morphisme fonctoriel de 770.S
dans 1p (resp. de 14 dans So T) qui est associé a ¢ (resp. a ).
Prorosition 2. — Le foncteur section est exact a gauche.

L’assertion est en eflet vérifiée pour tout foncteur adjoint (proposition 11,
chap. I).
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Lemue 1. — Si M est un objet de A, les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

a. Pour tout morphisme u: P— Q tel que Keru et Cokeru appartiennent
a €, Homy (u, M) est une bijection de Hom, (Q, M) sur Hom, (P, M).

b. Tout sous-objet de M appartenant a € est nul; de plus, toute suite
exacte o> M5 NEP s o telle que P appartienne a C, se scinde (i. e. f
induit un isomorphisme de M sur un facteur direct de IV).

c. Pour tout objet P de A, T' (P, M) est une bijection de Homy (P, M)
sur Homp (TP, TM).

(a)=>(b) : Soit en elfet L un sous-objet de M appartenant a €. Le mor-
phisme identique 1, est I'image d’un élément ¢ de Hom,(M/L, M) par
I'application Hom, (pj';j/L, M). Autrement dit, on a une égalité du type
1y=vopj,; donc pji,, est un monomorphisme et L est nul.

De méme, il existe un élément g de Hom, (/V, M) tel qu'on ait 1y=go f.
Ceci prouve que f est un isomorphisme de # sur un facteur direct de /V.

(b)=>(c¢) : Comme tout sous-objet de M appartenant a € est nul,
Hompg (TP, TM) est en effet la limite inductive des groupes abéliens
Hom (£ M), lorsque P’ parcourt les sous-objets de P tels que P/P' appar-
tienne a €. En particulier, tout élément de Homg (7P, T'M) est I'image d’un
morphisme f: P'—> M.

Désignons par M 2, P la somme fibrée du diagramme défini par les mor-
phismes f et {5. Le morphisme canonique j est un monomorphisme et
Coker jy est isomorphe & P/P' (chap. I, fin du § 5). D’aprés I'assertion (&),
il existe un morphisme p de MZp P sur M tel qu'on ait pojy—1y; on en
déduit que fest égal & (p o) o . Ceci prouve que 7°(P, M) est surjectif.

Soit maintenant g un morphisme non nul de P dans /. L'image de g n’est
pas nulle et n’appartient pas a €. ll en résulte que 7’g n’est pas nul (lemme 2,
§ 1). Ceci prouve que 7'(P, M) est injectif.

(¢)=>(a) : On a en effet le diagramme commutatif suivant :
TP, M
Hom (P, M) "% Hompg (TP, TM)

A
Hom (u, M}T Tom (Tu, TM) ‘

T(Q,
Hom  (Q, M) "> Homg (TQ, TM)

Les applications 7'(P, M) et T'(Q, M) sont bijectives. Si Keru et Gokeru
appartiennent 2 €, T'u est un isomorphisme (lemme &, § 1). Il en va donc de
méme pour Hom («, M).
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Nous dirons dorénavant que I'objet M est C-fermé s’il satisfait aux condi-
tions équivalentes du lemme précédent. Notre objet est de prouver que M
est C-fermé si et seulement si le morphisme W (M) de M dans STM est un
isomorphisme. Pour cela, nous aurons besoin du

Lemye 2. — Pour tout objet N de A/C, SN est C-fermé.

Vérifions en effet I'assertion (@) du lemme 1; on a le diagramme commu-
tatif suivant :
@ (P, N)
Homy (£, SN) —— Hompg(TP, IV)
A

Hom (u, SN) Hom (7u, N)

9)Q,N)

Hom, (Q, SN) =3 Homp (7'Q, V)

Les applications @ (P, V) et ¢(Q, /V) sont bijectives. Il en résulte que
Hom (u, S/V) est une bijection si 7'« est un isomorphisme.

ProposITION 3 :
a. Le morphisme fonctoriel ® est un isomorphisme de T'o S sur 1p.

b. Pour tout objet M deA, KerW (M) et Coker W (M) appartiennent a €.
Homy (M, SN) ™™ Homp (7M1, V)

T(M, SN)\ /{m(TM, D (V)
Hompg (TM, TSN)

Prouvons (a) : soient en effet // un objet de A, /V un objet de A/B. On a
le diagramme commutatif ci-dessus.

L’application ¢ (M, /V) est une bijection ainsi que 7'(M, SN) (lemmes 1
et 2). Il s’ensuit que Hom (7'M, ®(M)) est une bijection pour tout M.
L’assertion (a) résulte de ce que tout objet de A/C est de la forme 7'M
(corollaire 2 de la proposition 1, chap. I).

Prouvons maintenant (&) en montrant que 77W (M) est un isomorphisme
pour tout M. Or le composé de T'W (M) et de ®(7TM) est le morphisme
identique de 7'M (proposition 8, chap. I). Comme @ est un isomorphisme
fonctoriel, le résultat est démontré.

CoroLLAIRE. — Un objet M de A est C-fermé si et seulement si W (M) est
un tsomorphisme de M sur STM.

Nous savons déja que STM est C-fermé. Supposons donc que M est
C-fermé : comme tout sous-objet de M appartenant a € est nul, KerW (M)
est nul; ceci prouve que W (M) est un monomorphisme. L’assertion (4) du
lemme 1 montre alors que CokerW (/) est isomorphe & un facteur direct
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de S7TM. Comme tout sous-objet de S7M appartenant a € est nul,
Coker W (M) est nul; ceci prouve le corollaire.

Nous dirons dorénavant qu’une sous-catégorie épaisse € de A est une sous-
catégorie localisante de A s'il existe un foncteur S adjoint & 7". Dans ce cas,
le foncteur exact & gauche So 7" estappelé foncteur localisation. Ce foncteur
localisation est exact si et seulement si .S est exact (corollaire 3 de la propo-
sition 1).

PRrOPOSITION &. — Si € est une sous-catégorie épaisse de A, les assertions
suivantes sont équivalentes :

a. C est une sous-catégorie localisante de A.

b. Tout objet M de A contient un sous-objet qui est maximal parmi les
sous-objets de M appartenant ¢ €; de plus, si tout sous-objet de M appar-
tenant a € est nul, il existe un monomorphisme de M dans un objet C-fermé.

(@) = (b) : Avec les notations habituelles il est en effet clair que Ker W' (M)
est maximal parmi les sous-objets de M appartenant a €. Si KerW (M) est
nul, W' (M) est un monomorphisme de # dans un objet C-fermé.

(b)y = (a) : Soit u : M— N un morphisme de A. Nous disons que u est
une C-enveloppe de M si IV est C-fermé et si Keru et Cokerw sont des objets
de €. Nous allons d’abord montrer que tout objet M posséde une C-enve-
loppe :

Soit en eflet M’ le plus grand sous-objet de M appartenant a € et soit i un
monomorphisme de M/M' dans un objet C-fermé R. Soit d’autre part /V
I'image réciproque dans R du plus grand sous-objet de Cokeri appartenant
a €. La condition (@) du lemme 1 montre que /V est C-fermé. Si ;j est le
morphisme de M/M' dans N qui est induit par i, alors jopf,‘f/‘,,, est une
C-enveloppe de M.

Nous sommes maintenant en mesure de construire un foncteur adjointa 7":
tout objet /V de A/€ peut étre considéré comme un objet de 4; nous choisis-
sons une C-enveloppe de cet objet, soit w (/) : V— SN. Tout objet M
de A donne alors naissance aux applications suivantes :

H.m(TM,Tu

, . N m
lomp (7'M, N) = Homg(TM, TN) U Homg (TM, TSN)

O Momy (M, SN).

Ces applications sont bijectives et elles définissent un isomorphisme fonc-
toriel de Hompg (7., V) sur Homy (., SN). Autrement dit, Homp (7., IV)
est un foncteur représentable et la proposition résulte de la proposition 10
(chap. I).

Supposons maintenant que € est une sous-catégorie localisante de A et
considérons un morphisme u: M-—>/N de A. Soit M' (resp. N') le plus
grand sous-objet de M (resp. de /V) appartenant a €. Comme w(M') est
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contenu dans /V', « induit un morphisme «' de /M’ dans /N//N'. On a alors
I'assertion suivante qui nous sera bien utile dans le paragraphe 3.

Lemme 3. — Avec les notations et les hypothéses ci-dessus, Tu est une
extension essentielle de TM si et seulement st u' est une extension essen-

tielle de M/M'.

Comme 7'pjj ., et TpY,y. sont des isomorphismes, 7"« est une extension
essentielle si et seulement s’il en va de méme de 7'«’. Autrement dit, il suffit
d’établir la preuve lorsque M’ et /V' sont nuls. Nous faisons cette hypothése
dans la suite, et nous choisissons les sous-objets de TV (resp. de T'M)
parmi les 7P, ou P est un sous-objet de /V (resp. de M).

Supposons que u est une extension essentielle de M, et soit 7P un sous-
objet de /V. Si T'P n’est pas nul, il en va de méme pour P et pour u—'(P). Ce
dernier objet n’appartient pas a €. Comme (7'u)~'(7P) est isomorphe
a T'(w'(P)), 1l s’ensuit que (Tw)~' (TP) n’est pas nul et que T'u est une
extension essentielle de 7M.

Réciproquement, supposons que 7’u est une extension essentielle et soit P
un sous-objet non nul de V. Comme tout sous-objet de /V appartenant & €
est nul, 7P ne peut étre nul. Il en résulte que u—' (P) n’est pas nul.

LemMe k. — Soient € une sous-catégorie localisante de A et (U;)er une
Sfamille de générateurs de A. Alors (TU,)c; est une famille de générateurs
deA/C.

Soit en effet « : M — /V un monomorphisme de A/€, qui n’est pas un iso-

morphisme. Nous devons prouver que 'application IIHOID(TUn u) de

13

Il Hom (7U;, M) dans HHOD]( TU;, N) n’est pas surjective. Or Su n’est

pas un isomorphisme [prop. 3 (a)]. Il en résulte que Papplication

HHom(Ui, Su) de ]—]Hom(ui, SM) dans [lHom(U,-, SNN) n'est pas

surjective. Le lemme est une conséquence de ce fait et des propriétés des
foncteurs adjoints.

Lemme 5. — Soit € une sous-catégorie localisante d’'une U-catégorie avec
générateurs A. Alors A/C est une U-catégorie avec générateurs.

Soient en effet M et /V deux objets de A. D’aprés la proposition 5 (chap. I),
I'ensemble des sous-objets M’ de M tels que M/M' appartienne a €, peut
étre indexé par un ensemble appartenant & U. Il en va de méme pour
I'ensemble des sous-objets V' de /N qui appartiennent a €. Il s’ensuit que la
limite inductive lirr;l'lomA (M', N/N') est un objet de la catégorie UAb. Ceci

prouve que A/C est une U-catégorie.
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L’existence de générateurs résulte du lemme f.

La « nature » recéle beaucoup de sous-catégories localisantes. La proposi-
tion qui suit permet parfois de les déceler : soient 4 et B deux catégories
abéliennes, 7', un foncteur de A dans B et S; un foncteur adjoint & 7.
Nous conservons aux lettres ®;, Wy, ¢, et ; leur signification habituelle
(cf.chap. I, § 7).

ProrositioNn 5. — Supposons, avec les notations ci-dessus, que T, est un
foncteur exact et que ®, est un isomorphisme de Tio S, sur IB' Alors

Ker T, est une sous-catégorie localisante de A et T, induit une équivalence
entre A/Ker T, et B.

Soit en effet 7" le foncteur canonique de A dans A/Ker 7";; (Ker 7'y désigne
la sous-catégorie épaisse de A dont les objets sont annulés par 77); soit R
P'unique foncteur de A/Ker 7", dans B tel qu'on ait 7y—=Ro 7. Si f est un
morphisme de A, 7, f est un isomorphisme si et seulement si 7', Ker f et
T, Coker f sont nuls, c’est-d-dire si et seulement si 7"f est un isomorphisme.
Nous appliquons cette remarque au cas particulier ot f est le morphisme
W, (M) de M dans (S;0 Ty) M. On saiten effet que le composé de T\ W, (M)
et de @, (T, M) est le morphisme identique de 7, M. Comme ®, ( 7', M) est
un isomorphisme, il s’ensuit que 7%, (M), donc TW, (M), sont des iso-
morphismes. Comme d’autre part les objets / de A coincident avec les objets
TM de A/Ker Ty, les morphismes 77W, (M) définissent un isomorphisme du
foncteur identique de A/Ker 7', sur le foncteur (7'S;) R. On en tire que
(T'S:)R et R(TS,) sont isomorphes aux foncteurs identiques de A/Ker T
et de B. Cela signifie que R et 7'S, définissent une équivalence de A/Ker 7',
avec B.

Nous laissons au lecteur le soin de prouver que S;o R est un foncteur
adjoint & 7', ce qui montre que Ker 7', est une sous-catégorie localisante
de A.

3. Catégories avec enveloppes injectives. — Nous utilisons les notations
du paragraphe précédent.

ProrosiTioN 6. — Soit € une sous-catégorie épaisse d’'une catégorie abé-
lienne A. Soit i : M — I une enveloppe injective d'un objet M de A qui ne
contient aucun objet non nul de €. Alors I est C-fermé et le morphisme Tt
est une enveloppe injective de TM.

Soit en effet /V un sous-objet de 7 appartenant a €; alors ;! (/V) appartient
a € et est donc nul; comme { est une extension essentielle, il en résulte que /V
est nul. Ceci prouve que [ est -fermé [lemme 1 (b), § 2].

Un argument déja employé dans la preuve du lemme 3 (§ 2) montre que
TP est une extension essentielle. Il reste donc & démontrer que 77 est
injectif : donnons-nous pour cela un monomorphisme f' : 77— TM; ce
monomorphisme est I'image d’un morphisme f: I'—-M/M', ou I' et M'
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sont des sous-objets de / et de M tels que I/I' et M' appartiennent a €.
Comme Tf est un monomorphisme, Ker f appartient & € et est donc nul.
Autrement dit, f est un monomorphisme et le morphisme canonique i de I’
dans 7 est composé de f et d’'un morphisme g : M/M'—I. On aboutit ainsi
au diagramme commutatif suivant :

71 - Tmm
Tl'l/ ﬁ’/ TT/): -

oy
1 —L 5 TM

Comme 77 et Tp%/M, sont des isomorphismes, f’ est un isomorphisme de

TT sur un facteur direct de 7M.
C.Q.F.D.

CoroLLAIRE 1. — S0 € est une sous-catégorie épaisse d'une catégorie avec
enveloppes injectives A, les assertions suivantes sont équivalentes -

a. C est une sous-catégorie localisante de A.

b. Tout objet M de A contient un sous-objet qui est maximal parmi les
sous-objets de M appartenant a C.

Le corollaire résulte des propositions 6 et k.

CoroLLAIRE 2. — Soit € une sous-catégorie localisante d’'une catégorie
avec enveloppes injectives A. Alors A/C est une catégorie avec enveloppes
injectives; tout objet injectif de A/C est isomorphe ¢ un objet TI, ou I est
un objet injectif de A ne contenant aucun sous-objet non nul de €. Réci-
progquement, tout objet injectif J de A est isomorphe d une somme directe
Ji D SJ, ou J, est Uenveloppe injective d’'un objet de € et ou J, est un objet
injectif de A/C. En outre, ces conditions déterminent Jy et J, a des iso-
morphismes pres.

D’aprés le corollaire 1, tout objet de A/C est en effet isomorphe & un objet
TM, ou M ne contient aucun sous-objet non nul de €. Les deux premiéres
assertions résultent donc directement de la proposition 6. Pour prouver le
reste, on choisira pour J; I'enveloppe injective du plus grand sous-objet de J
appartenant a C.

CoRroLLAIRE 3. — Les hypothéses sont celles du corollaire 2. On suppose
en outre que Uenveloppe injective (dans A) d'un objet de € appartient a C.
Alors TJ est un objet injectif de A/€ si J est un objet injectif de A.

Avec les notations du corollaire 2, 7°J se réduit en effet & 7°SJ,.

Le corollaire 3 est souvent utilisé de la facon qui suit : soit /' : A/C— D
un foncteur de 4/€ dans une catégorie abélienne D, € satisfaisant aux condi-
tions du corollaire 3. Comme le foncteur 7" est exact et transforme injectifs
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en injectifs, on sait [10] que les foncteurs dérivés R*(F o T') s'identifient aux
foncteurs (R"F)o T. (ela est vrai en particulier si F est le foncteur
N~ HomA/c( TM, N). On en déduit les corollaires & et 5 :

COROLLAIRE k. — Les hypothéses sont celles du corollaire 3. Le foncteur
N~ Extyg /C( TM, TN) est isomorphe au n-iéme foncteur dérivé du
Joncteur N ~>Hom 4 (M, STN).

CoroLLAIRE 5. — Les hypothéses sont celles du corollaire 3. La dimension
homologique de A/C est inférieure ou égale a la dimension homologique de A.

On rappelle que la dimension homologique d’une catégorie A est le plus
petit entier n tel que Extj™ (M, NV) soit nul pour tout couple (M, N)
d’objets de A.

Le calcul des groupes Extﬁ/c(M, V) peut se faire d’'une autre maniére
lorsque le foncteur section est exact : en effet, S transforme les objets
injectifs de A/€ en objets injectifs de A. Par conséquent, si G est un foncteur
de A dans une catégorie abélienne B, les foncteurs (R"G) oS et R" (G o S)
sont encore isomorphes. Cela est vrai en particulier si G est le foncteur
A ~~Hom 4 (M, X).

COROLLAIRE 6. — Les hypothéses sont celles du corollaire 2. On suppose en
outre que le foncteur section est exact. Les foncteurs N~ Exty /C( ™, N)

et N ~»>Extyg (M, SN) sont alors isomorphes.
La proposition suivante examine le cas ou le foncteur section est exact :

Prorosition 7. — Soit € une sous-catégorie localisante d'une catégorie
avec enveloppes injectives A. Les assertions suivantes sont équivalentes :
a. Le foncteur localisation (ou le foncteur section) est exact.

b. Si N est un sous-objet de M et si N et M sont C-fermés, alors M/N
est C-fermé.

c. SilI est un injectif ne contenant aucun sous-objet non nul de €, et si
N est un sous-objet C-fermé de I, alors I/N est C-fermé.

(@) = (b) = (¢) : Clair.

(¢)=> (a) : Si L est le foncteur localisation So 7, on va montrer que le
premier foncteur dérivé R'L de L est nul.

Supposons d’abord que M est un objet de €; soient ¢ : M — I une enveloppe
injective de 7 et p : I— /V le conoyau de i. Comme Lp est un isomorphisme,

la suite exacte 00 = LM 5> LI 2% LN R\ LM >0 montre que RULM
est nul.
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Supposons maintenant que J ne contient pas d’objet non nul de € et
conservons les notations précédentes. Comme Lp est un épimorphisme,
R'LM est nul.

Dans le cas général, soit M’ le plus grand sous-objet de M appartenant al
et soit M"=M/M'. La suite exacte R'LM'—~ R'LM-> R'LM" prouve la
nullité de R'LM.

CoroLLaRE. — Soit € une sous-catégorie localisante d'une catégorie avec
enveloppes injectives A. Si la dimension homologique de A vaut o ou 1, le
Joncteur localisation est exact.

k. U-catégories avec générateurs et limites inductives exactes. — Nous
utilisons toujours les notations des paragraphes précédents.
ProrosiTioN 8. — Si € est une sous-catégorie épaisse d'une U-catégorie

abélienne avec générateurs et limites inductives exactes A, les assertions
suivantes sont équivalentes :

a. € est une sous-catégorie localisante de A.

b. La limite inductive (dans A) d'un systéme inductif dobjets de €
appartient a €.

(a)=>(b) : Soit en effet (M;, ¢;;) un systéme inductif d’objets de €, I'en~
semble d’indexation appartenant & I'univers . Soient M la limite inductive de
ce systéme et ¢; le morphisme canonique de /M; dans M. D’aprés le corollaire 1
de la proposition 6, M contient un sous-objet M’ qui appartient a € et qui
contient tous les sous-objets de /M appartenant a €; en particulier, A/’
contient Im @; pour tout ¢ et est donc égal a M.

(b) = (@) : Soit en effet M un objet de A. Si P et /V sont deux sous-objets
de M appartenant & €, P+ /V est isomorphe a un quotient de P H N. 1l
s’ensuit que P + /V appartient & € et que les sous-objets de M appartenant
a € forment un ensemble filtrant croissant de sous-objets de M. D’aprés (b),
la borne supérieure de ces sous-objets appartient a € et elle est le plus grand
sous-objet de M appartenant & €; d’ou le résultat, grice au corollaire 1 de la
proposition 6.

CoroLLAIRE. — Soient A une U-catégorie abélienne avec générateurs et
limites inductives exactes, et (I1;) une famille d'objets injectifs de A. Les
objets M de A tels que Hom (M, 1) soit nul pour tout j sont les objets d’'une
sous-catégorie localisante de A. Réciproquement, toute sous-catégorie loca-
lisante de A peut étre définie ainsi.

Soit en effet € la sous-catégorie pleine de 4 dont les objets M sont tels que
Hom (M, I;) soit nul pour tout ;. Si o M5 M5 M50 est une suite
exacte de A, on a aussi les suites exactes

o— Hom (M", 1) —Hom (M, I;) —Hom (M', I;)—o.



378 . P. GABRIEL.

Ces suites exactes montrent que /M appartient a € si et seulement si M’ et
M" appartiennent a €. Autrement dit, € est une sous-catégorie épaisse de A.
D’autre part, tout systéme inductif (M, ¢,) de A donne naissance aux
« égalités »

Hom 4 <lim M;, I/> = lim Hom 4 (M, I}).
e N

Il s’ensuit que lim M; appartient & € si les M; appartiennent a €.
e
i
Réciproquement, si € est une sous-catégorie localisante de A, A/C est une
catégorie avec enveloppes injectives ; un objet M de A appartient donc a € si
et seulement si Hom 4 (M, 7) est nul pour tout injectif -fermé 7.

ProrosiTioN 9. — Soit € une sous-catégorie localisante d’'une U-catégorie
abélienne avec générateurs et limites inductives exactes. Les catégories € et
A/C sont des W-catégories avec générateurs et limites inductives exactes. En
outre, le foncteur canonique T de A dans A/€C commute avec les limites
inductives.

Soit (Uh)re A une famille de générateurs de A. Les quotients, appartenant
a €, des objets U, forment une famille de générateurs de €. De plus, tout
systéme inductif d’objets de € posséde une limite inductive dans A. La propo-
sition 8 montre que cette limite inductive appartient encore a €. Il en résulte
que € est une U-catégorie avec générateurs et limites inductives exactes.

Le lemme 5 (§ 2) prouve que A/C est une U-catégorie avec générateurs.
Considérons maintenant un systéme inductif d’objets de A4, soit (M}, ¢,:); jer-
Soit ¢; le morphisme canonique de M; dans la limite inductive lim ;. On a

—
alors des « égalités » :

A/ ( —> ' A ) A (_’> o S >
pum— llln IIOH] JM[ SN = llln IIOln J JM i N .

Ces égalités montrent que (Tlim M, T(p,) est une limite inductive du
—
systéme inductif (TM;, T'9;;). Le foncteur 7" commute donc avec les limites
inductives.

Soient maintenant (/V;, $;); jes un systéme inductif d’objets de 4/€ et {;

le morphisme canonique de S/V; dans lim S/;. Ce qui précéde prouve que
—>

(Tlim SNy (T o RN
ﬁ

est une limite inductive de (/V;, ¢;;). Nous écrirons briévement .

lim V;= T lim SHN,.
—

—>
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Cette derniére « formule » montre en particulier qu’une limite inductive
de monomorphismes est un monomorphisme; ceci termine la preuve.

CoroLLAIRE 1. — Soit € une sous-catégorie localisante d'une W-catégorie
localement ncethérienne. Alors € et A/C sont des W-catégorie localement
neethériennes. De plus, le foncteur section commute avec les limites
inductives.

Iy

Il reste & montrer que S commute avec les limites inductives. Si (/V;, ;)
est un systéme inductif d’objets de A/C, lim /V; est égal & 7" lim S/V,. Il suffit
—> —

donc de prouver que le morphisme fonctoriel ¥ définit un isomorphisme de

lim SN; sur ST lim S/V; : cela revient a dire que lim S/V; est C-fermé.
— —> —_—

Cette derniére assertion résulte du lemme 1 (@), § 2 : avec les notations
de ce lemme, il suffit en effet de vérifier Ja condition (@) quand P et Q sont
des objets ncethériens. Les groupes Hom 4 (P, lim S/Vi> et Hom 4 (Q, lim SN;)

— —>

s’identifient alors respectivement a lim Hom 4 (P, SN;) et lim Hom 4 (Q, S/Vy)
— —

(corollaire 1 du théoréme 1, chap. 1I); la preuve découle directement de
ces faits (lemme 2, § 2).

COROLLAIRE 2. — Soit € une sous-catégorie localisante d’'une U-catégorie
localement finie. Alors € et A/C sont des W-catégories localement finies.

Supposons maintenant que 4 est une U-catégorie localement ncethérienne.
Soit A’ Ja sous-catégorie pleine de 4 qui est définie par les objets ncethériens
de A. Si € est une sous-catégorie localisante de A, nous désignons par €' la
sous-catégorie pleine de A qui est définie par les objets ncethériens de C.
Nous laissons au lecteur le soin de démontrer ce qui suit :

ProrosiTion 10. — L’application € — €' est une application bijective de
lensemble des sous-catégories localisantes de A sur l'ensemble des sous-
catégories épaisses de A'.

En particulier, si 4 est une U-catégorie localement finie, toute sous-catégorie
localisante € est caractérisée par les objets simples qu’elle contient. On peut
dire que A/C s’obtient & partir de A4 en négligeant un certain nombre d’objets
simples.

5. Quelques exemples de sous-catégories localisantes.

a. Faisceaux de modules. — Soient E un espace topologique, A un
faisceau d’anneaux sur £ et A la catégorie des faisceaux de A-modules (ou
de A-modules). Si F est un fermé de E, U l'ouvert complémentaire de F
dans E, nous utiliserons les notations suivantes :

— Si M est un A-module, M| U désigne sa restriction a U;
— T, désigne le foncteur M ~> M| U;



380 P. GABRIEL.

— B désigne la catégorie de A | U-modules;

— 8, désigne le foncteur image directe : si /V est un A | U-module, S;/V
est I'image directe de /¥ dans .

Il est clair que 7' est un foncteur exact et que Ker7, est formé des
A—moglules dont la restriction & U est nulle. Comme S, est un foncteur
adjoint a 7', et que 70 S, est isomorphe a g, la proposition 5 montre que

les catégories B et A/Ker T'; sont équivalentes.

b. Foncteurs exacts a gauche. — Les hypothéses et les notations sont
celles de la proposition 4 (chap. II). Soient 4 la catégorie Fonct(€, D), B la
catégorie Sex (€, D), T, le foncteur R°, S, le foncteur canonique de Sex (€, D)
dans Fonct (€, D). La proposition & (chap. II) dit que S; est adjoint & 7.
Tout objet injectif de Sex (€, D) est donc injectif dans Fonct (€, D).

c. Foncteurs satellites [6]. — Soient € et D deux catégories abéliennes.
Nous supposons, pour simplifier, que la catégorie € « contient assez d’objets
projectifs ». Soit alors A la catégorie suivante :

— un objet de A est une « connected sequence of functors » (F,) de €
dans D, n> o;

— s1 (F,) et (G,) sont deux objets de A, un morphisme du premier dans
le second est une suite de morphismes fonctoriels f, : F,— G,; on suppose
en outre que les morphismes f, commutent avec les opérateurs bord
(« connecting homomorphisms »);

— la composition des morphismes est définie de facon évidente.

Les objets (F,) dont la premiére composante F, est nulle forment une
sous-catégorie épaisse B de la catégorie abélienne A. En outre, le lecteur
vérifiera facilement que le foncteur (F,) ~> F, définit une équivalence entre
A/B et Fonct(C, D).

Réciproquement, soit /' un foncteur de € dans D et désignons par S,F le
n-iéme foncteur satellite de F : le foncteur F ~ > (S, F') est alors adjoint au
foncteur (F,) ~» F,.

Le lecteur trouvera une interprétation analogue des foncteurs satellites a
droite S*F lorsqu’il aura énoncé les propositions duales des propositions de
cé chapitre.

d. Localisation par rapport au centre. — Si A est une catégorie additive,
on appelle centre de A 'ensemble des morphismes fonctoriels du foncteur
identique /4 de A dans lui-méme. L’addition et la composition des mor-

phismes fonctoriels définissent sur cet ensemble une structure d’anneau. Cet
anneau sera noté Z(A); le lecteur vérifiera que Z(A) est un anneau
commutatif.



CATEGORIES ABELIENNES. 381

Nous supposons maintenant que A est une U-catégorie avec générateurs et
limites inductives exactes. Si X est une partie multiplicative de Z(4), nous
désignons par Ay la sous-catégorie pleine de A qui suit : un objet M appar-
tient & Ay si M est la borne supérieure des sous-objets /V tels que s(/V) soit
nul pour au moins un élément s de 2. 1l est clair que Ay est une sous-caté-
gorie épaisse et fermée de A. Pour tout objet / de A nous pouvons donc
choisir une Ag-enveloppe jy : M — Ms.

ProrosiTion. 11. — Sous les hypothéses ci-dessus, les assertions suivantes
sont équivalentes :

a. M estun objet As-fermé.

b. Pour tout élément s de X, s (M) est un automorphisme de M.

(@)= (b) : 11 est clair en effet que s(M) est un monomorphisme de M
dans M. Il en résulte que Im s (M) est Ax-fermé. D’aprés le lemme 1 (0),
§ 2, Ims (M) est donc un facteur direct de M et tout supplémentaire de
Im s(M) appartient & Ax. Ceci n’est possible que si Im s(M) =M.

(b)= (@) : 1l est clair en effet que M ne contient aucun sous-objet non
nul appartenant & Agx. Nous supposons, pour simplifier, que M est un sous-
objet de My et que jy est le morphisme canonique de # dans My. Soit alors
NV un sous-objet de My, contenant M et tel que Im s(/V) soit contenu dans M
pour au moins un élément s de 2. Si i désigne le monomorphisme canonique
de M dans /V, on a I'égalité 1, ==s(M)~1os(/N)oi. Cette égalité montre que
M est un facteur direct de /V; il s’ensuit que M est égal a /¥, donc & My.

CoroLLAIRE. — Le foncteur localisation M ~ My est exact.

Cela résulte des propositions 11 et 7 ().

Prorosition 12. — Les hypothéses et les notations sont celles de la propo-
sition 11. On suppose en outre que A est une catégorie localement ncethé-
rienne. L’enveloppe injective d’'un objet de As, appartient a Ay.

Supposons en effet que /V est extension essentielle d’'un sous-objet M
appartenant & Ay. Nous voulons montrer que /V appartient & Ay; pour cela
il suffit de prouver que tout sous-objet ncethérien /V' de /V appartient a Ay;
comme /N’ est extension essentielle de M n V', nous pouvons donc nous
ramener au cas ou /V est ncethérien.

Dans ce cas, il existe un élément s de 2 tel que s(M) soit nul. Comme N
est ncethérien, Ker(s(/V))" est égal a Ker(s(/V))"+! pour n assez grand.
On tire de la I'égalité Ker(s(/N))*nIm(s(/V))*=o. Comme Ker(s(/N))"
contient M et que /V est extension essentielle de M, Im(s(/V))" est nul.
Autrement dit s*(/V) est nul et /V appartient a Ay.
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Cuaritre IV,

Catégories localement ncethériennes.

Sauf mention expresse du contraire, toutes les catégories considérées dans
ce chapitre sont des U-catégories abéliennes avec générateurs et limites
inductives exactes.

\

Ce chapitre est consacré a l'étude des objets injectifs d’'une U-catégorie
localement ncethérienne. Nous tirons de cette étude la morale suivante : une
catégorie localement ncethérienne est une « extension » de catégorie loca-
lement finies; une catégorie localement finie se compare & une catégorie de
modules.

1. La dimension de Krull d’une catégorie abélienne. — Soit A4 une
catégorie (abélienne...). Nous allons associer a tout ordinal a« une sous-
catégorie localisante A, de A. L’ordinal ne possédant aucun élément sera
noté —1 pour des raisons historiques; de méme, l'ordinal possédant un
nombre fini d’éléments n sera noté n — 1. Si « et 3 sont deux ordinaux, le
symbole a T 3 désignera 'ordinal obtenu en prenant « d’abord «, ensuite 3 ». Si
o et 3 sont deux ordinaux finis, on a par exemple la formule a TE—=a+ f +1:
Nous noterons T, le foncteur canonique de A dans A/A,.

La construction des sous-catégories A, se fait par récurrence transfinie :

— A_, est la sous-catégorie localisante de A dont les seuls objets sont les
objets nuls de 4. Le foncteur 7__, est donc le foncteur identique de A.

— Si lordinal « a un prédécesseur 3, A, est la plus petite sous-catégorie
localisante contenant tous les objets M tels que 7g M soit de longueur finie.

— Si a est un ordinal limite, A, est la plus petite sous-catégorie localisante
contenant toutes les sous-catégories Ag pour 3 < a.

Nous désignons par A, la plus petite sous-catégorie localisante contenant
toutes les sous-catégories A ; la catégorie quotient A/A, ne posséde alors
aucun objet simple. Lorsque M est un objet de Ay, la dimension de Krull de M
est le plus petit ordinal « tel que M appartienne a A, (notation : Kdim M = a).
Si A, coincide avec A, le plus petil ordinal a tel que A, soit égal a 4 sera
appelé la dimension de Krull de A (notation Kdim A = a). La proposition
suivante résulte des définitions :

ProrosiTion 1. — Soit € une sous-catégorie localisante de A. Alors A,
coincide avec A si et seulement si €, et (A/C),, coincident respectivement
avec € et A/C. Dans ce cas on a les inégalités

sup (Kdim ¢, Kdim A/¢) < Kdim A < (Kdim ¢) T (Kdim A/¢).
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Nous supposons dans toute la suite de ce paragraphe que la dimension de
Krull de A est définie, c’est-d-dire que A, coincide avec A. Pour tout ordinal
o < Kdim A, la catégorie A, 1,/A, est alors de dimension nulle.

Si M est un objet de A, le type de cet objet sera ’ensemble des objets
de A isomorphes & M. Nous désignons par Sp(A) (spectre de A) I'ensemble
des types d’objets injectifs indécomposables de A. Pour tout ordinal
o << Kdim A, nous désignons par Sp, (4) I'ensemble des types qui sont formés
d’objets injectifs indécomposables Ay-feimés et contenant un sous-objet non
nul de A, 1,. 1l est clair que les ensembles Sp, (4) sont disjoints deux a deux
et que leur réunion est égale 4 Sp (4).

Si 7 est un objet injectif indécomposable dont le type appartient & Sp, (4),
T’y I contient un sous-objet de longueur finie de A/A,. 1l en résulte que le
socle de 7',/ n’est pas nul et est un objet simple de A, T1,/A,. Nous notons
s(1) le plus petit sous-objet non nul et A,-fermé de /. Le morphisme cano-
nique de s(/) dans [/ induit alors un isomorphisme de 7, s(/) sur le socle
de T, 1. Par abus de langage, nous dirons que s(/) est le socle de /. Nous

traiterons s(/) indifféremment comme un objet de A ou comme un objet
de A/A,.

ProrosiTioN 2. — Soit A une catégorie dont la dimension de Krull est
définie. Pour tout ordinal o << Kdim A, lapplication I—s(I) induit une
bijection de Spy, (A) sur U'ensemble des types d’'objets simples de A/A,.

Soient en effet I et J deux injectifs indécomposables dont les types appar-
tiennent a Sp,(A). Le corollaire de la proposition 11 (chap. II), entraine
que [ et J sont isomorphes si et seulement s’il en va de méme de s(/) et
s (/). Soit d’autre part M un objet simple de A, 1,/Ay et soit u : M—~EM
une enveloppe injective de M dans A/A,. Si S, est un foncteur adjoint & 7',
S EM est un injectif indécomposable dont le socle est isomorphe & M
(comme objet de A/A,). Ceci termine la preuve.

Si I'on rapproche la proposition 2 de la proposition 11 (chap. II) on voit
comment sont liées les notions de spectre, d’objet simple et d’objet
coirréductible.

Soit maintenant € une sous-catégorie localisante de A, soit 7" le foncteur
canonique de A dans A/C et soit S un foncteur adjoint a 7. Si [/ est un injectif
indécomposable de € et si £/ est une enveloppe injective de / dans 4, il est
immédiat que £/ est encore indécomposable. L’application /— ET induit
donc une injection de Sp(€) dans Sp(A); nous identifierons toujours Sp (L)
avec I'image de cette injection. De méme, si J est un injectif indécomposable
de A/€, SJ est un injectif indécomposable de A. L’application J— .S/ induit
une injection de Sp (4/€) dans Sp (A); nous identifions toujours Sp (A/€) avec
I'image de cette injection. Le corollaire 2 de la proposition 6 (chap. III),
montre alors que Sp(A4/C) est le complémentaire de Sp(€) dans Sp(4). En
outre la proposition 2 entraine le
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Cororraire 1. — Soit € une sous-catégorie localisante d’une catégorie A
dont la dimension de Krull est définie. Un objet M de A appartient a € si
et seulement si Homy (M, I) est nul pour tout injectif indécomposable de A

dont le type appartient a Sp (A/C).

Soit en effet D la sous-catégorie localisante de A dont les objets M sont tels
que Homy (M, I) soit nul pour tout injectif indécomposable dont le type
appartient & Sp (4/€) (corollaire de la proposition 8, chap. III). Il est clair
que D contient €. Si D ne coincide pas avec €, il existe un objet M de B qui
est non nul et qui ne contient aucun sous-objet non nul de €. Soit donc 3 le
plus petit ordinal tel que J/ contienne un sous-objet non nul de Ag. Il est
clair que (3 a un prédécesseur «. Il existe donc un sous-objet /V de M tel que
TV soit simple. Si [ est 'enveloppe injective de /V, le type de [ appartient
a Sp(A/€) et Homy (M, I) n’est pas nul : il y a contradiction.

CoROLLAIRE 2. — Soient € et D deux sous-catégories localisantes d’'une
catégorie A dont la dimension de Krull est définie. Alors € coincide avec B
si et seulement si Sp (€) coincide avec Sp (D).

Cela résulte du corollaire 1.

Si [ est un injectif indécomposable de A, on remarque que 'anneau des
endomorphismes de s(/) (dans A ou dans A/A,) est un corps. Si A est
P’anneau local des endomorphismes de /, ce corps n’est autre que le quotient
de A par son radical de Jacobson : soit en effet f un endomorphisme de [
(dans A ou dans A/A,); I'image de s(/) par f est nulle ou est un objet simple
(dans A/Ay); le morphisme f induit donc un endomorphisme f' de s(/);
comme [/ estinjectif, tout endomorphisme de s(/) se prolonge réciproquement
en un endomorphisme de /. Ceci montre que lapplication f~- f' est
surjective. D’autre part f’ est non nul si et seulement si f est un auto-
morphisme. Nous avons ainsi prouvé la

Prorosition 3. — Soient A une catégorie dont la dimension de Krull est
définie, et 1 un objet injectif indécomposable de A. Le corps des endo-
morphismes du socle s(I) est le quotient de I'anneau des endomorphismes
de I par son radical de Jacobson.

La proposilion suivante va nous donner des renseignements sur les
enveloppes injectives de la catégorie 4 :

ProvrositioN k. — Soit M un objet d'une catégorie A dont la dimension
de Krull est définie. 1l existe une famille (f,) de morphismes de A, qui est
indexée par les ordinaux « << Kdim A et qui satisfait aux conditions (a),
(b), (¢) et (d) :

a. fo est un morphisme d’'un objet Ny dans M.

b. Tout sous-objet de Ny appartenant a Ay est nul.
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¢. TuNy est un objet semi-simple de A/A,.

d. Le morphisme f de Z Ny dans M qui est défini par la famille (fy)
o

est une extension essentielle de Z Ny.
o
Pour toute famille (f,) satisfaisant a (a), (b), (¢) et (d), To fo est un
isomorphisme de Ty NV, sur le socle de Ty M.

Désignons en effet par M, le plus grand sous-objet de M appartenant & A,
(a <KdimA). Soit Q, un complément de M, dans M1, (chap. II, § 5);
soit 7, le monomorphisme canonique de Q, dans M.

Lemme 1. — Le morphisme j de E Qo dans M qui est défini par la

o2

Jamille (iy) est une extension essentielle de 2 Qq.-

o

Cela est clair si KdimA4 est égal & —1; nous supposerons donc la pro-
priété démontrée pour toutes les catégories B telles que Kdim B << Kdim 4;
nous prouvons qu’alors la propriété est vraie pour A. Deux cas sont possibles
en effet :

— L’ordinal Kdim A a un prédécesseur {3 : on sait qu’alors le morphisme %
de Mg Q3 dans M qui est défini par les morphismes canoniques de Mg
et Qg dans M, est une extension essentielle. D’autre part, ; est composé d’'un

morphisme i de 2 Q. dans Mg Qg et de k; comme I est une extension
&

essentielle d’aprés ’hypothése de récurrence et le lemme 2 (§ 5, chap. II),

il s’ensuit que ; est une extension essentielle (lemme 1, § 5, chap. II).

— Kdim 4 est un ordinal limite : M est alors la borne supérieure des Mg,

pour 3 < Kdim A. Soit jg le morphisme de 2 Qy dans Mg qui est défini
1<

par les morphismes i,. Comme ;g est une extension essentielle d’aprés

I'hypothése de récurrence, I'assertion résulte de la proposition 13 (chap. II).

Le lemme étant démontré, la construction d’une famille (fy) est simple :
soit en effet ¥V, un sous-objet de Q, et soit g, le morphisme canonique
de /V, dans Q,; nous supposerons que T,g, est un isomorphisme de T /Vy
sur le socle de 7', Q,. Si P est un sous-objet non nul de Qy, 7% P contient
un sous-objet simple et 7, PN Ty /V, n’est pas nul. Il s’ensuit que PN/,
n’est pas nul. Ceci prouve que g, est une extension essentielle. Si nous
posons fo = iyo g4, les conditions (a), (&), (¢) et (d) sont vérifiées.
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Réciproquement, soit (f,) une famille de morphismes satisfaisant aux
conditions (a), (), (¢) et (d). 1l est clair que Im 7%, f, est le plus grand
sous-objet de Im 7' f qui appartient & Ay1,. Si S est un sous-objet simple
de To M, SNIm T, f est un sous-objet non nul de T, M et appartient 2 A,T,.
Il en résulte que SNIm 7, f est contenu dans Im 7% fy; tout sous-objet
simple de 7o M « coupe » donc /m 7', f,, ce qui prouve la derniére assertion.

Tutorime 1. — Soit I un objet injectif d’une catégorie A dont la dimen-
sion de Krull est définie. 1l existe une famille (1), d’injectifsindé-

composables de A, telle que I soit isomorphe a Uenveloppe injective de la

somme directe 211.

tel
St (Ju)ney est une deuxieme famille d’injectifs indécompasables, et

st 211 et ZJ,, ont méme enveloppe injective, il existe une bijection h
l n
de L sur N telle que I; soit isomorphe a Jy ).

Prouvons d’abord 'existence d’une famille (/7),c; : nous utilisons la pro-

position précédente en choisissant M égal a 1. Si E/N, est « 1 » 'enveloppe
injective de /¥y, il est clair que / est isomorphe a '’enveloppe injective de la

somme directe ZEN“' Il est donc suffisant de prouver que E/V, est
o2 .

I'enveloppe injective d’'une somme directe d’injectifs indécomposables. Or /V,

ne contient aucun sous-objet non nul appartenant a Ay; de plus, T4 /V, est

un objet semi-simple de 4/A,. On en déduit 'existence d’une famille (V3),cg

de sous-objets de /V,, qui satisfait aux conditions suivantes : T,/Vg est un
objet simple; la somme /V; des /V§ est directe; le monomorphisme cano-
nique de /V; dans /N, induit un isomorphisme de 7, /Vy sur To/V,. Si ENG

est 'enveloppe injective de /V3, il en résulte que /¥, et Z ENG ont méme
a
enveloppe injective. Comme E/NV est indécomposable, la premiére partie du
théoréme est prouvée.
Prouvons la deuxiéme assertion : désignons par Ly, (resp. par N,) 'ensemble
des ! (resp. des n) tels que le socle de f; (resp. de J,) « appartienne »
a Spa(A). Avec les notations de la proposition précédente, il est alors clair

que N, 2 I et Z J, ont méme enveloppe injective. Si I'on considére
lelu "ENu.

ces objets comme des objets de A/A,, il en résulte que /V,, 2 I et Z Jn

lelu "e”an
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ont méme socle; autrement dit, les sommes directes Z s(1;) et 2 s(Jn)
lela neN,

sont isomorphes dans A/A,. Les propriétés des objets semi-simples entrainent

I'existence d’une bijection £, de L, sur N, telle que s(/;) soit isomorphe

a s(Jha(y). Alors I; est isomorphe a Jy4 ().

ProrosiTion 5 (théoréme d’échange). — Supposons vérifiées les hypo-
theses du théoréme 1. Soient (1,),g; une famille d’injectifs indécomposables

O Lo . . .
etu: >_‘ 1,— I une enveloppe injective. Si J est un facteur direct de 1, il

lel
existe une partie N de L qui satisfait a la condition suivante : toute extension

essentielle maximale de u< 2 [,) dans I est un supplémentaire de J.

leN /

Soit en effet N un élément maximal de 'ensemble des parties M de L qui

salisfont a la condition suivante : J et u 2 I, \ ont une intersection nulle.

leM
Nous allons prouver que / est une extension essentielle de la somme

J+u Z I, \ : soit en effet L une extension essenlielle maximale de cette
leN

somme dans /. Comme N est maximal, L « coupe » tous les «([;); autrement

dit, w (1) est extension essentielle de L nu (1) pour tout /€l. Il en résulte

que I est extension essentielle de L. D’ou 'égalité L = 1. Ceci achéve la

I)l‘ellVe.

2. La structure des objets injectifs dans une catégorie localement
noethérienne. — Les énoncés du paragraphe précédent se simplifient quand A
est une catégorie localement ncethérienne. Le corollaire 1 du théoréme 1
(chap. II) a en effet la conséquence qui suit :

Prorosimion 6. — Soient A une catégorie localement ncethérienne

et (1)), une famille d’objets injectifs de A. La somme directe 2 I, est
lel
alors un objet injectif de A.

ProposiTiox 7. — Pour toute catégorie localement ncethérienne A, la
sous-catégorie localisante A, coincide avec A; de plus, les catégories Ayto /Ay
sont localement finies.

Nous savons en effet que A/A,, ne posséde aucun objet simple. Comme A
esl une catégorie localement ncethérienne, il en va de méme pourA/A,,. SiA,

BULL. SOC. MATH. — T. 90, FAsc. 3. 28
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ne coincidait pas avec 4, la catégorie A/A,, contiendrait donc un objet neethé-
rien non nul M. Pour tout sous-objet propre maximal ¥V de M, le quo-
tient M/ NV serait simple, ce qui est absurde.
La derniére assertion provient du fait que toute catégorie localement
ncethérienne dont la dimension de Krull est nulle, est localement finie.
Modulo les propositions 6 et 7, le théoréme 1 et la proposition 5 s’énoncent
de la facon suivante :

TutorkME 2 (Maruis [17]). Soit A une catégorie localement neethérienne.

Tout injectif I est isomorphe a la somme directe 2 I, d’une famille (1)),

lel
d’objets injectifs indécomposables.

Si (Ju),epy est une deuxiéme famille d’injectifs indécomposables, et si

N L1 . . . .o
les sommes directes 24 1, et 2 Jn sont isomorphes, il existe une bijec-

lel nefN
tion h de L sur N telle que I, soit isomorphe a Jj, .

La deuxiéme assertion du théoréme 2 résulte aussi du théoréme 1 (chap. I).

ProrosiTioN 8 (théoréme d’échange). — Soient A une catégorie locale-
ment neethérienne et (1)), une famille d’injectifs indécomposables de A.

Si J est un facteur direct de D) 1, il existe une partie N de L telle

pa
lel
que 2 1, soit un supplémentaire de J dans Z 1.
leN lel

Nous supposons dans la suite de ce paragraphe que A est une catégorie
localement ncethérienne. Nous disons que la catégorie A est connexe si elle
n’esl pas équivalente au produit de deux catégories non nulles.

Corovrraire. — Toute catégorie localement ncethérienne A est équivalente
au produit d’une famille (A,).ep de catégories connexes.

Soit en effet I la sous-catégorie pleine de A dont les objets sont les objets
injectifs de A. D’aprés le corollaire | de la proposition 14 (chap. I), il suffit
de montrer que I est produit d’une famille (/,),er de catégories additives
telles que K1, soil une catégorie connexe pour tout n. Pour cela nous conve-
nons de dire que deux injectifs indécomposables I et J sont équivalents s'il
existe une suite finie (/;), 11k, d’injectifs indécomposables satisfaisant
aux conditions suivantes : [i=1, ;=J; st 1Z/lLk—1, les groupes
abéliens Hom (/;, 1;,4) et Hom ({4, 1;) ne sont pas nuls tous les deux.
Nous désignons par £ I'ensemble des classes d’équivalence ainsi obtenues



CATEGORIES ABELIENNES. 389

(Braukr appelle une telle classe un bloc ; pour étre précis disons que BRAUER
considére les modules projectifs indécomposables sur un anneau artinien 4
il dit que deux projectifs indécomposables P et Q appartiennent au méme
bloc s’il existe une suite P, = P, P,, ..., Pr= (Q formée de projectifs indé-
composables tels que les groupes Hom ,(P;, Py,) et Hom (P, 4, P;) ne
soient jamais nuls tous les deux; nous verrons au paragraphe 3 que la théorie
de BRAUER est un cas particulier de celle que nous développons ici). Si n est
une telle classe, soit /, la sous-catégorie pleine de I qui est définie par les
sommes directes d'injectifs indécomposables de n. Il est clair que la caté-
gorie I est équivalente au produit des catégories I,; de plus, I, n’est pas
équivalente au produit de deux catégories additives non nulles; d’ou
I'assertion.

Soit 4, la sous-catégorie localisante de A qui est définie par les objets M
tels que Hom (M, I') soit nul pour tout injectif indécomposable n’apparte-
nant pas a n. Il est clair que les catégories A, et KI, sont équivalentes. La
catégorie 4 est donc équivalente au produit des catégories connexes 4,. Nous
dirons que A, est une composante connexe de A.

Nous terminons ce paragraphe sur une généralisation de la décomposition
primaire de Lasker-Ncether. Pour tout élément s du spectre de A, nous
choisissons un injectif indécomposable /; de type s. Si M est un objet de A,
nous disons que s est associé @ M si I'enveloppe injective de M contient un
sous-objet isomorphe a4 ;. L'ensemble des éléments s de Sp(A) qui sont
associés & M sera noté ass (M). Nous disons que M est isotypique de type s
si ass (M) a s pour seul élément.

ProrosiTion 9. — Soit M un objet neethérien d’une catégorie localement
neethérienne A. Il existe une application s ~> N, d’une partie finie L
de Sp(A) dans U'ensemble des sous-objets de M qui remplit les conditions
sutvantes : M/N; est isotypique de type s; lintersection des N est nulle;

si P est une partie de L qui est distincte de L, I'intersection m N, n’est pas

sep
nulle. Si ces conditions sont remplies, L est égal a ass (M ).

Soit en effet {: M — I une enveloppe injective de M. Nous supposons pour
simplifier que M est un sous-objet de / et que 7 est le morphisme canonique
de M dans 1. Nous supposons aussi que / est la somme directe d’'une somme
directe d’une famille (/;),c, d’injectifs indécomposables. Les sous-objets

MnI; de M sont alors différents de O pour tout / et leur somme est directe.
Comme M est ncethérien, I'ensemble L est fini. Si s estun élément de ass (M),
désignons par J; la somme directe des /; isomorphes a /;. Dans ces condi-

tions, il suffit de choisir L égal a ass(M) et N, égal a J/n< 2 J,>.

lF#Ss
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Réciproquement, supposons données L et I'application s ~ /N,. Les mor-
phismes canoniques g, : M —> M /N, définissent un monomorphisme ¢ de M
dans la somme directe /V des M //V,. On en tire la formule ass (M) Cass (V) =L.
Soit d’autre part M l'intersection des /V, pour ¢ différent de s. Le mor-
phisme g, induit un monomorphisme de M, dans M/N,. Comme ass(M;)
n’est pas nul et que ass(M/N;) —={s}, on a les formules suivantes
s€ass(Ms)cass(M). Ceci prouve que L est contenu dans ass (M), ce qui
restait a démontrer.

Nous laissons au lecteur le soin de transcrire dans le langage de cet article
les multiples propositions de la décomposition primaire. Nous lui laissons
aussi le soin de formuler les énoncés duaux des énoncés précédents.

3. Modules pseudo-compacts. — Nous avons vu dans les paragraphes
précédents comment les catégories localement finies s’introduisent dans
I'étude des catégories localement ncethériennes. La fin de ce chapitre sera
consacrée a une étude plus approfondie des catégories localement finies.
Nous commencons par donner un exemple :

Appelons anneau pseudo-compact a gauche un anneau A avec élément
unité, topologique, séparé, complet, dont I'ensemble sous-jacent appartient
a U et qui satisfait & 'axiome APC :

APC : L’anneau A posséde une base de voisinages de O formée d’idéaux a
gauche / de colongueur finie [i. e. long(A/l) <+ oo].

Sauf mention expresse du contraire, nous ne considérons dans la suite de
ce chapitre que des A-modules & gauche unitaires dont ’ensemble sous-
jacent appartient & . Si M est un tel A-module, la topologie discréte fait
de M un module topologique sur I'anneau topologique A si et seulement si
I'annulateur de tout élément m de M est un idéal & gauche ouvert (donc de
colongueur finie). Les A-modules topologiques discrets forment une caté-
gorie localement finie que nous notons dis(4) (pour la définition des modules
topologiques, c¢f. Bovreaki, Topologie, 111, § 6, n° 6, 3° éd.).

Les objets de longueur finie de dis(A) sont les modules topologiques
discrets de longueur finie. Ces modules définissent une catégorie abélienne
finie T(A) et le théoréme 1 (chap. II) montre que la donnée de T(A) déter-
mine dis(A) 4 une équivalence prés. Comme la catégorie duale T(A4)° est
aussl une catégorie abélienne finie, le méme théoréme prouve 'existence
d’une catégorie localement finie D telle que T(A)° soit équivalente a la caté-
gorie des objets de longueur finie de B. Nous allons montrer que la catégorie
duale D° est équivalente & une catégorie de 4-modules :

Appelons A-module pseudo-compact tout A-module a gauche, topo-
logique, séparé, complet M qui satisfait & 'axiome MPG :

MPC : Le module M posséde une base de voisi.nages de O formée de sous-
modules /V tels que M// soit de longueur finie.
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Si M et N sont deux A-modules pseudo-compacts, un morphisme de M
dans /V sera une application A-linéaire continue de M dans /V; la composi-
tion des morphismes sera la composition usuelle des applications. Nous
avons ainsi défini une nouvelle catégorie que nous noterons PC(A). 11 est
clair que PC(A) est une catégorie additive. Nous allons voir que PC(A) est
méme une catégorie abélienne. La preuve de ce fait s’appuie sur un lemme
d’algébre bien connu (Boursaki, Topologie, 1 Appendice, 3° éd.) :

Lemme 1. — Soient B un anneau, I un ensemble ordonné filtrant,
(M, fr:) et (IVy, g;:) deux systémes projectifs, indexés par I et formés
de B-modules a gauche. Soit (h;) un morphisme du premier systéme dans
le second, et supposons h; surjectif et de noyau artinien pour tout i.
Alors limh; est une application surjective de lim M; sur lim /Y,.

O <— <~
Ce lemme a pour conséquence les deux propositions suivantes :

Prorosition 10. — Soient M un A-module pseudo-compact, (M;) une
famille filtrante décroissante de sous-modules fermés de M. L'application
canonique de M dans la limite projective im M/M; est surjective et a pour

*_

noyau infM;.

Soit en effet (/V;) la famille filtrante décroissante des sous-modules ouverts
de M. Dans le diagramme suivant, toutes les fleches représentent des appli-
cations « évidentes » :

0 M L lim M/N;
{._

| |
0 —> im (My+ N, )/ Mi—> Yim M/ M;——>Yim M/(M;~+ N;)
< < <=

ij i i/

Comme M est complet, p est un isomorphisme; d’aprés le lemme 1, s est
surjectif. Il s’ensuit que r est surjectif. On a d’autre part les égalités

im (M;~+ N;)/M;=lim lim (M;~+ N;)/M;=lim M;/ M;= o,

<— < < <—
L] i Vi i

car M; est fermé et est 'intersection des M;+ /V;. Il en résulte que r est un

isomorphisme et que ¢ est surjectif. Enfin, le noyau de ¢ est la limite pro-
jective des M, c’est-a-dire inf M.
1

Prorosition 11. — Soient M un A-module pseudo-compact, N un sous-
module fermé de M et (M;) une famille filtrante décroissante de sous-
modules fermés de M. Alors les sous-modules N + infM; et inf(N + M;)

coincident.
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On a en effet le diagramme commutatif et exact suivant (les fléches repré-
sentent des applications « évidentes ») :

o N M M/N 0

I l I

o—>lim N/ (NnM;) —> lim M/ Mi—>Lim M/(M;+ N)
<— < —
: i

i
<
i i

Or NV est manifestement un module pseudo-compact pour la topologie
induite par M. La proposition précédente montre donc que / et j sont des
surjections. 1l en résulte que le noyau de /4 est 'image du noyau de j ([6],
lemme III, 3.3). Comme Ker/ est égal a inf(M;+ NV)/V et Ker; & infd,,
on a « I'égalité » l l

inf (Mi+ N) /N = ((inf M) + V).

TukorkME 3. — Les modules pseudo-compacts sur lanneau pseudo-
compact A forment une catégorie abélienne avec cogénérateurs et limites
projectives exactes. La catégorie duale est localement finie.

Soit en effet M un module pseudo-compact et soit Hompc 4 (M, .) le
foncteur NV~ Hompe (M, N) de T(A) dans Ab. On peut vérifier direc-
tement que le foncteur M ~-Hompg (M, .) définit une équivalence
entre PC(A)° et la catégorie Sex(T(A), Ab) (cf. chap. II). Nous préférons
cependant une démonstration qui explicite la construction des noyaux et
des conoyaux :

Si f: M-/ est un morphisme de modules pseudo-compacts, le module
sous-jacent & Ker f est formé des éléments m de M tels que f(m) soit nul.
Ce sous-module est fermé et on le munit de la topologie induite par M.

Le coimage de f est le module quotient M /Ker f qu’on munit de la topo-
logie quotient. Montrons que M/Kerf est un module pseudo-compact :
la vérification de 'axiome MPC est immédiate; il reste a voir que M/Ker f
est complet, ou encore que lapplication canonique de M/Kerf dans
inzM/(Kerf+ N;) est un isomorphisme quand /V; parcourt le systéme

projectif des sous-modules ouverts de M. Cela résulte de la proposition 10.

Soit V' I'image « ensembliste » de M par I'application f et confondons /V'
avec M/Kerf pour la commodité du raisonnement. La topologie induite
par /V dans /V' est séparée, linéaire (i.e. définie par des sous-modules) et
elle est plus grossiére que la topologie quotient. Soit (/V;) une famille
filtrante décroissante vers O de sous-modules de /¥’ ouverts pour la topologie
induite. Si P est un sous-module de /¥’ qui est ouvert pour la topologie
quotient, la famille (2 + /V}) est filtrante décroissante. Comme /V'/P est
artinien, cette famille posséde un plus petit élément. Comme enfin inf(P + /V))

J
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est égal a P+ i?f/V} d’aprés la proposition 11, on voit que ce plus petit

élément est égal & P. Autrement dit, P contient /V; quand /V; est assez petit :
la topologie induite coincide avec la topologie quotient.

En particulier, V' est complet pour la topologie induite par /V; donc N’
est fermé dans /V. Il en résulte que Imf et Coimf sont isomorphes et
que Cokerf est le quotient ////N' muni de la topologie quotient. Ceci
prouve que PC(A) est une catégorie abélienne.

Si (M;, f;;) est un systéme projectif de modules pseudo-compacts, la
limite projective de ce systeme est définie de la facon suivante : le module
sous-jacent 4 lim/M; est la limite projective des modules sous-jacents; la

“«

topologie de lim H/; est la topologie de la limite projective. L’exactitude des
(——

limites projectives équivaut a I'une ou lautre des propositions 10 et 11
(proposition duale de la proposition 6, chap. I).

Enfin, lorsque n parcourt les en iers positifs et M les sous-modules
pseudo-compacts de colongueur finie de A", les quotients A"/M définissent
une famille de cogénérateurs de PC(A). Ceci achéve la preuve du théoréme.

CoroLLAIRE 1. — L’anneau pseudo-compact A est produit direct topo-
logique d’idéaux a gauche fermés et indécomposables. Tout module
pseudo-compact projectif est produit direct topologique de modules pseudo-
compucts projectifs et indécomposables. Tout module pseudo-compact
projectif et indécomposable est isomorphe a un idéal a gauche A.e, ou e
est un idempotent primitif de A.

Rappelons qu'un idempotent e est dit primitif si e n’est pas somme de
deux idempotents €' et ¢ tels que ¢/.¢"=¢€".¢ = o.

Tout morphisme de 4 dans un module pseudo-compact M est en effet de
la forme «—a.m, ot meM. 1l s’ensuit que A est un module pseudo-
compact projectif. Les deux premiéres assertions du corollaire résultent
donc par dualité du théoréme 2. D’autre part, tout projectif indécompo-
sable P est « | » 'enveloppe projective d’'un module pseudo-compact simple S.
Comme S est isomorphe & un quotient de 4, P est isomorphe a un facteur
direct de A.

CoroLLAIRE 2. — Soient A un anneau pseudo-compact, (e;);c; une famille
sommable d’idempotents orthogonaux deux a deux. Si e est la somme de
cette famille, les injections canoniques de A.e; dans A .e se prolongent en

un isomorphisme du produit direct l I A.e;sur A.e.
i

Rappelons que deux idempotents e et f sont dits orthogonaux si
e.f=f.e—=o.

Il est en effet clair que e est un idempotent de 4. Désignons par f; 'appli-
cation a.e—>a.e; de A.e sur A.e;. Ces applications définissent un mor-
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phisme f de A.e dans le produit direct I—[A.ei. Si J est une partie finie
ier

de 7, f induit une surjection de A4.e sur HA.ei. 1l s’ensuit que f est une
=1

surjection (exactitude des limites projectives) et que le noyau Ker f est un

facteur direct de A.e. Supposons Ker f non nul et soit / un idéal & gauche

de A, ouvert et ne contenant pas Kerf. Pour toute partie finie J de 7,

A.e est produit direct des A.e;, i€J, de Kerf et d'un troisiéme facteur.

On a donc une décomposition de e en somme finie d'idempotents orthogo-

naux deux 2 deux, soit

e:Zel-—i— e+ e,
i€

ou ¢’ engendre Ker f.

Pour J assez grand, 8——231 doit appartenir a /; donc € +¢" et
ies

e'=¢'.(e'+ ¢') appartiennent a / : ceci est absurde. Autrement dit, Kerf
est nul et le corollaire est prouvé.

CoOROLLAIRE 3. — Soient A un anneau pseudo-compact, a un idéal bila-
tére fermé de A et (¢;);er une famille sommable d’idempotents orthogonauax
deux a deux de A/a. 1l existe une famille sommable ( f;)c; d’idempotents
orthogonaux deux a deux de A telle que e; soit I'image de f; par U'appli-
cation canonique de A dans A/a.

L’anneau 4 /a est en effet pseudo-compact pour la topologie quotient. Il
s’ensuit que P'application f:a— (a.e;) de A/a dans le produit [l A.e; est
iel

surjective (corollaire 2). Soient p l'application canonique de 4 sur A/a,

u;: P;— A.e; une enveloppe projective de A.e; et u le produitn u;.
ier

Comme A est projectif, il existe un morphisme g de 4 dans HP,- tel
ier

que wo g soit égal & fop. Comme u est une enveloppe projective et que wog

est surjectif, il existe un morphisme 4 de I-I P; dans A tel que Ahog soit
t

Papplication identique de HPi. Il suffit alors de choisir pour f; I'image

14
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de 1 dans la projection de A sur & (P;) qui annule Kerg et les modules 4 (P;),
VEXS

A—L 5 4/a

Qe b
[Ipi.;[l]A.ei

Remarque. — Les démonstrations de ce paragraphe restent valables quand
on remplace APC et MPC par les conditions plus faibles que voici :

APC' : L’anneau A posséde une base de voisinages.de O formée d’idéaux
a gauche [ tels que 4 /1 soit artinien.

MPC’ : Le module M posséde une base de voisinages de O formée de
sous-modules /V tels que M//V soit artinien.

Les seules modifications & effectuer dans les énoncés précédents sont les
suivantes : les A-modules & gauche satisfaisant 8 MPC' forment une catégorie
abélienne dont la catégorie duale est localement ncethérienne. En outre, la
derniére assertion du corollaire 1 n’est plus vraie.

Les anneaux topologiques satisfaisant a la condition APC’ ont été étudiés
par H. Leprix & I'aide de méthodes différentes ([13], [14]); nous n’aurons
besoin que des anneaux pseudo-compacts.

k. Dualité entre catégories localement finies et modules pseudo-
compacts. — Nous nous proposons de montrer que toute catégorie locale-
ment finie est équivalente & la catégorie duale d’une catégorie de modules
pseudo-compacts; nous commencons par quelques définitions :

Une sous-catégorie pleine d’une catégorie 4 est dite fermée si les condi-
tions suivantes sont réalisées : tout sous-objet et tout quotient d’un objet
de € appartient 4 €; la somme directe (dans A) de deux objets de € appar-
tient & €; la limite inductive (dans A) d’un systéme inductif d’objets de €
appartient a C.

Si M est un objet de A, M contient un sous-objet €M qui appartient a €
et qui contient tous les autres sous-objets de M appartenanta €. Si f: M ->/NV
est un morphisme de A, (€M) est contenu dans €/'; en outre, le fonc-
teur M ~- €M est adjoint au foncteur canonique de € dans A; en particulier,
le foncteur M ~>CM est exact & gauche (proposition 11, chap. I). Par
exemple, les objets semi-simples de A sont les objets d’une sous-catégorie
fermée 8. Si M est un objet de A, le sous-objet SM est appelé le socle de M.

Si € et D sont deux sous-catégories ferinées de A, nous désignons par C.D
la sous-catégorie fermée qui suit : un objet M de A appartient 4 €.D si M/DM
est un objet de €. Le produit (€, D) ~>C.D est manifestement associatif.
Nous pouvons donc parler des puissances & d’une sous-catégorie fermée €
de A.
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Soient maintenant A une catégorie localement finie et § la sous-catégorie
fermée de A qui est définie par les objets semi-simples de A. Si M est un
objet de A, nous désignons par M, le plus grand sous-objet de M qui appar-
tienne a la sous-catégorie fermée 87+! (par exemple, M, désignera le socle
de M). Comme A est une catégorie localement finie, il est clair que M est la
borne supérieure des sous-objets M,. Nous allons examiner le cas ou M est
un objet injectif de A.

ProrositioN 12. — Soient I un objet injectif d’une catégorie localement
Sinie A, A lanneau des endomorphismes de I et v l'ensemble des endomor-
phismes de I dont le noyau contient le socle I,. Alors v est le radical
de Jacobson de A; Uintersection des puissances t" est nulle; l'anneau
quotient A/t est isomorphe au produit des anneaux des endomorphismes
d’une famille d’espaces vectoriels.

Soit en effet r(® PI'idéal bilatére formé des endomorphismes de /7 dont le
noyau contient £, ;. Si f est un élément de v, il est clair que f(Z/,.,) est
contenu dans /,,. Il s’ensuit que (). ¢ est contenu dans r(”+". En parti-
culier t” est contenu dans ¢,

D’autre part les morphismes canoniques de 7, dans 7 et dé / dans 1/1,
donnent naissance a des suites exactes

o— Hom (1/1,, I)iHom([, 15 Hom (I, I) > o.

L’idéal t»*+1) n’est autre que I'image de i,. L’application p, définit donc un
isomorphisme de A /¢»+V sur Hom (/,, 7). Les formules

A=Hom (I, I)= Hom(lim]n, [) = lim Hom (/,,, I) =1lim 4 /¢(»*+1)
<~ <~—

—

montrent alors que A est séparé et complet pour la filtration définie par les
idéaux r'). La formule (1 —2)~'—=1+ x + 2*~+... montre en outre que
Pinverse de 1 — x existe si & appartient & r; autrement dit, ¥ est contenu
dans le radical de Jacobson de A.

Remarquons enfin que pour tout morphisme f de 1, dans I, f([,) est
contenu dans /,. Le quotient 4/t est donc égal & Hom (/,, I,) : c’est 'anneau
des endomorphismes d’un objet semi-simple. La derniére assertion de la
proposition résulte de la (cf. chap. I, § 6). Il s’ensuit aussi que t esL une
intersection d’idéaux maximaux et contient le radical de Jacobson; ceci
achéve la preuve.

Lorsque M parcourt les sous-objets de longueur finie de /, le morphisme
canonique de 7 sur //M définit une injection de Hom (//M, I') dans A.
L’image de cette application est un i1déal & gauche que nous noterons [(M).
Si M et N sont deux sous-objets de longueur finie, 'exactitude du fonc-
teur A"~ Hom (I, I') entraine P'égalité [(M + N)=1(M)n1(N). Cette
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égalité montre que les idéaux a gauche [(M) forment une base de voisinages
de O pour une topologie qui fait de 4 un groupe topologique. Nous muni-
rons toujours A de cette topologie que nous qualifierons de naturelle.

ProrosiTion 13 :

a. Soient A une catégorie localement finie, I un injectif de A et A
lanneau des endomorphismes de I. Muni de la topologie naturelle, A est
un anneau pseudo-compact.

b. Réciproquement, tout anneau pseudo-compact A est isomorphe
lanneau des endomorphismes d’un injectif d’une catégorie localement
Sinie. En particulier, le radical de Jacobson t de A est U'intersection des
idéaux da gauche ouverts maximauz; Uintersection des t* est nulle et A/t
est isomorphe au produit des anneaux des endomorphismes d’une famille
d’espaces vectoriels.

a. Montrons d’abord que 4 est un anneau topologique. Comme il existe
une base de voisinages de O formée d’idéaux a gauche, il suffit de prouver
la chose suivante : pour tout sous-objet de longueur finie M de I et pour
tout élément a de A, il existe un sous-objet de longueur finie /V tel que
[(/V).a soit contenu dans [(M). Or il suffit de choisir /V égal & a (M).

On a d’autre part les « égalités »

A=Hom(/l, I)= Hom(limM, I) = limHom (M, I\=1im A /I(M).
—> <— <—

Ces égalités montrent & la fois que A est séparé et que A est complet.
Il reste a prouver que les A-modules A/[(M) sont de longueur finie : pour
cela, nous étudions d’abord le A-module Hom (.S, /) lorsque .S est un objet
simple de A; nous désignons par Ig la composante isotypique de type Sde /,
et par B 'anneau des endomorphismes de /.

Pour tout endomorphisme f de I, f([Is) est contenu dans /s; il s’ensuit
que finduit un endomorphisme g de I et que I'application p : f~— g de 4
dans B est un épimorphisme d’anneaux. Cet épimorphisme est compatible
avec la bijection canonique du A-module Hom(S, 7) sur le B-module
Hom (S, Z5). 1l en résulte que Hom (S, 7) est nul ou est un A-module simple
suivant que I est nul ou non.

Soit maintenant M un sous-objet de longueur finie de 7 et soit

ocM,cM,c...cM,cM

une suite de Jordan-Holder de M. Le A-module A/[(M) est isomorphe &
Hom (M, I) et les modules Hom (M /M, I) définissent une suite de composi-
tion de Hom (M, I). Le quotient de Hom (M/M;, I) par Hom (M /M4, I)
est isomorphe & Hom (M,4/M;, 1). 11 en résulte que la longueur de 4 /[ (M)
est inférieure ou égale & la longueur de M. Ceci prouve (a).
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b. Soit A la catégorie duale de PC(A4). Le A-module 4 gauche sous-jacent
a A esl projectif; ¢’est donc un objet injectif de A. L’assertion (&) résulte de
ce que A est 'anneau des endomorphismes de cet objet injectif.

La proposition 13 étant prouvée, nous portons notre intérét sur le foncteur
M ~—Hom (M, I : le groupe abélien Hom (M, I') est muni d’une structure
de module & gauche sur'anneau A4 des endomorphismes de /. D’autre part,
lorsque /V parcourt les sous-objets de longueur finie de M, I’épimorphisme
canonique de M sur M/N définit une injection de Hom (M/N, I) dans
Hom (M, I). L’image de cette application est un sous-module que nous note-
rons encore [(/V). D'une facon générale, les arguments que nous avons
employés lorsque M était égal a [ restent valables ici etils ont la conséquence
suivante : les sous-modules [(/V) de Hom (M, I) forment une base de voisi-
nages de O pour une topologie qui fait de Hom (M, I) un A-module pseudo-
compact. Nous munirons toujours Hom (M, I) de cette topologie que nous
qualifierons de naturelle.

Si f: M—M est un morphisme de A, Hom (f, /) est une application
continue de Hom (M', I) dans Hom (M, 7) : comme Hom(f, I) est une
application linéaire, il suffit en effet de prouver que, pour tout sous-objet de
longueur finie /V de M, il existe un sous-objet de longueur finie V' de M’ tel
que Hom (f, I) applique [(/V') dans (V). Or il suffit de choisir /V' égal
a f (V). Ceci montre que Hom (f, 7) est un morphisme de modules pseudo-
compacts. Nous avons donc défini un foncteur de A dans la catégorie duale

de PC(A).

THEOREME k. — Soient I un objet injectif d'une catégorie localement finieA,
A lanneau des endomorphismes de I et F le foncteur M ~— Hom (M, I).
Le foncteur F définit par passage au quotient une équivalence entre
A/KerF et la catégorie duale de la catégorie PC(A) des modules pseudo-
compacts sur A.

La sous-catégorie Ker F est formée des M tels que Hom (M, I) = o et elle
est localisante (corollaire de la proposition 8, chap. 1lI). D’aprés la propo-
sition 10 (chap. III), KerF est la plus petite sous-catégorie localisante
contenant les objets simples S tels que Hom (.S, 7) soit nul. On peut dire
aussi que la sous-catégorie localisante KerF est engendrée par les objets
simples qui « n’interviennent pas » dans la décomposition du socle de 7 en
composantes isotypiques.

Soit 7" le foncteur canonique de A dans A/KerF. Alors 77 est un objet
injectif de A/Ker F et le socle de 7'/ contient des objets simples de A/KerF
de tous les types. De plus, comme [ est Ker F-fermé, I'application 7'(M, 1)
de Hom (M, I) dans Hom (7'M, TI) est une bijection. Nous pouvons donc
remplacer 4 par la catégorie localement finie A/Ker F' et remplacer / par 7.
Autrement dit, nous pouvons nous ramener au cas ou la catégorie Ker F est
nulle : c’est ce que nous supposerons dans la suite de cette preuve.
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Lemwe 1. — Pour tout objet M de A, Uapplication F(M, I) de Homy (M, I)
dans Hompg 4 (FI, FM) est une bijection.

Soit en effet f un morphisme de M dans /. L’image de f par I'application
F (M, I) n’est autre que Homy (f, I); cette derniére application associe a

tout élément @ de Homy (£, 7) I'élément ao f de Homy (M, [). Or les mor-

phismes de A —=F/ dans FM sont de la forme @ ~>ao f. Ceci prouve le
lemme.

Lemme 2. — Soient M un objet de A, (I;);er une famille d'objets iso-
morphes da I et J la somme directe de la famille (1;);eg. L'application
F(M, J) de Homy (M, J) dans Hompc (,(FJ, FM) est bijective.

Nous considérons d’abord le cas ou I'objet M est de longueur finie. On
sait qu’alors I'application canonique u de la somme directe des groupes
Hom, (M, I;) dans Homy (M, J) est une bijection (corollaire 1 du théo-

réme 1, chap. I1); il en va de méme de 'applicatiou canonique ¢ de la

somme directe des Hompg ) (F1;, FM) dans Hompg 4 (FJ, FM). En outre,

F (M, I;) est une bijection pour tout j. L’assertion résulte donc de I'égalité
va(ZF(M, 1,-)) —=F (M, J)ou.

Dans le cas général, Hom, (M, J) est la limite projective des groupes
Homy (W, J) lorsque /V parcourt les sous-objets de longueur finie de M.

De méme, Hompeuy(FJ, FM) est la limite projective des groupes
Hompgq (FJ, FN). On a de plus le diagramme commutatif suivant :

F(M,J)

Homy (M, J) ~—=2 Hompeq (FJ, FM)
l t

¥ lim F(N, J) \Z
lim Hom g (V, J) “—> lim Hom pg, (FJ, FIV)
<— <~—

Comme F(/N,J) est un isomorphisme pour tout /V, il en va de méme
pour F'(M, J), ce qui démontre le lemme 2.

Si la catégorie KerF est nulle, désignons par I la sous-catégorie pleine
de A dont les objets sont isomorphes & la somme directe d’une famille
d’objets égaux a /. De méme, soit L la sous-catégorie pleine de PC(A) dont
les objets sont isomorphes au produit direct d’une famille de modules
pseudo-compacts égaux 4 A. Le lemme 2 montre que le foncteur F induit
une équivalence entre / et la catégorie L° duale de L. Le corollaire 3 de Ia
proposition 1% (chap. I) montre que F définit une équivalence entre A4 et la
catégorie PC(A)°.
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CoroLLAIRE 1. — Les hypothéses et les notations sont celles du théoréme .
Si I contient un injectif indécomposable de chaque type, le foncteur F
définit une équivalence entre A et la catégorie duale de PC(A).

Nous supposerons a parlir de maintenant que / contient un injectif indé-
composable de chaque type. Si M est un sous-objet quelconque de 7, nous
désignons par [(M) l'idéal a gauche de A formé des endomorphismes de 7
dont le noyau contient M.

CoORrOLLAIRE 2. — Les hypothéses et les notations sont celles du corollaire1.
L'application M~—1(M) est une bijection de 'ensemble des sous-objets
de I sur Uensemble des idéaux a gauche fermés de A. L'idéal 1(M) est
bilatére si et seulement si le sous-objet M de I est caractéristique|i. e. f(M)
est contenu dans M pour tout endomorphisme fde 7].

La démonstration du corollaire 2 est laissée au lecteur. Nous associons
A toute sous-catégorie fermée € de A le plus grand sous-objet €7 de 7 qui
appartienne a €. Si f est un endomorphisme de 7, f(€1) est contenu dans € /.
Autrement dit, €7 est un sous-objet caractéristique de /.

Réciproquement, soit J un sous-objet caractéristique de /. Les objets M
pour lesquels I'application canonique de Hom (M, J) dans Hom (M, I) est
bijective, forment une sous-catégorie fermée JA de A. De plus, si / contient
un injectif indécomposable de.chaque type, les applications € — €17 et J— JA
définissent une correspondance biunivoque entre l'ensemble des sous-
catégories fermées de A et 'ensemble des sous-objets caractéristiques de 1.
Autrement dit, I'application € —1(€7) est une bijection de I'ensemble des
sous-catégories fermées de 4 sur l'ensemble des idéaux bilatéres fermés de 4.
Dans le corollaire qui suit, nous notons [(€) au lieu de [(€[).

CoROLLAIRE 3. — Les hypothéses et les notations sont celles du corol-
luire 1. Si € et D sont deux sous-catégories fermées de A, Uidéal bilatére
1(€.D) est l'adhérence du produit 1(€).1(D).

La preuve du corollaire 3 est laissée au lecteur. Il en résulte qu'avec les
notations de la proposition 12, ¢(* est 'adhérence du produit v~

Si Pinjectf I contient un et un seul injectif indécomposable de chaque
type, le socle /, de / contient un et un seul objet simple de chaque type. On
dit alors que 'anneau A des endomorphismes de 7 est 'anneaw pseudo-
compact associé a A. Cet anneau est délerminé a un isomorphisme prés par
la donnée de la catégorie A. Deux catégories localement finies équivalentes
ont des anneaux pseudo-compacts associés qui sont isomorphes.

Nous disons qu’un anneau pseudo-compact A est sobre si le quotient de A
par son radical de Jacobson est un produit de corps. Nous disons que deux
anneaux pseudo-compacts A et B sont équivalents si les catégories PC(A)
et PC(B) sont équivalentes. On a alors les résultats suivants : 'anneau
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pseudo-compact associé a4 une catégorie localement finie-est sobre. Tout
anneau pseudo-compact est équivalent 2 un anneau pseudo-compact sobre.
Deux anneaux pseudo-compacts sobres sont équivalents si et seulement si ils
sont isomorphes.

Si A4 est un anneau pseudo-compact, le théoréme b s’applique en parti-
culier a la catégorie dis (A) des A-modules topologiques discrets. Si A* est
Panneau pseudo-compact associé a dis (A4), les catégories dis(A4) et PC(A4*)
sont duales [i. e. les catégories dis(A4) et PC(A*)° sont équivalentes].
Il s’ensuit que les catégories T(A) et T(A*), formées des modules discrets
de longueur finie sur 4 et 4%, sont duales. D’aprés le théoréme 1 (chap. II)
enfin, toute dualité entre T(A) et T(A*) se prolonge en une dualilé entre
PC(A) et dis(A*). Si A est sobre, A est donc isomorphe & (A*)* et I'on
pourra dire que A* est 'anneau pseudo-compact dual de 4.

Le corollaire 1 a la conséquence suivante :

CoOROLLAIRE . — Si A est une catégorie localement finie et si A est l'anneau
pseudo-compuct associé a A, alors A est équivalente a la catégorie des
modules topologiques discrets sur l'anneau A* dual de A.

CoROLLAIRE 5. — Solent I un objet injectif d'une catégorie localement
finie A et A lanneau des endomorphismes de I. Si 1 contient un injectif
indécomposuble de chaque type, le centre Z[A| de la catégorie A (chap. 111,
§ 8] est isomorphe au centre de l'anneau A.

b

Un élément z de Z[A] est en effet un morphisme du foncteur identique /4

dans lui-méme. En particulier, z définit un endomorphisme z (1) : 17— 1.
Comme 5 (/) commute avec tous les endomorphismes de 7, z(/) appartient
au centre de 4. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que I'application
z >z (1) est une bijection de Z[A] sur le centre de A.

CoroLLAIRE 6. — Tout anneau pseudo-compact commutatif A est iso-
morphe a lanneau dual A*. En particulier, la catégorie T(A) des
A-modules topologiques discrets de longueur finie est équivalente a la caté-
gorie duale T(A)°.

Comme A est un anneau pseudo-compact sobre, il suffit en effet de montrer
que les anneaux pseudo-compacts 4 et 4* sont équivalents, c’est-a-dire que
les catégories T(A) et T(A)° sont équivalentes. Nous allons exhiber un
foncteur contravariant de T( 4) dans T(4) qui définit une équivalence entre
T(A)etT(A)e.

Lorsque m parcourt les idéaux ouverts maximaux de 4, les quotients A /m
parcourent des objets simples de chaque type de la catégorie dis (4). Nous
désignons par £ une enveloppe injective [ dans dis (4 )] de la somme directe
de ces quotients.

Pour tout 4-module M, le groupe abélien Hom (M, E') se trouve alors
muni d’une structure de A-module : si ¢ est un élément de Hom (M, E) et
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si a est un élément de A, a.¢ est 'application z +>a.¢(z) =o¢(a.z) de M
dans £. En particulier, 'annulateur de Hom ,(M, E) contient 'annulateur
de M. Il en résulte que Hom 4(M, E) est un A-module topologique discret
si M est un objet de T(A). En outre, Hom, (M, E) est isomorphe & A/m
si M est isomorphe 4 A4/m. L’exactitude du foncteur # ~>Hom (M, E)
entraine donc que Hom (M, E) est un A-module topologique discret de
méme longueur que M lorsque M parcourt les objets de T(A). Nous dési-
gnerons par D le foncteur contravariant de T(A) dans T(A) que nous
venons ainsi de définir : DM —=Hom ,(M, E).

11 suffit de montrer que le foncteur Do D est isomorphe au foncteur iden-
tique de T(A) (chap. I, proposition 12) :si M est un A-module topologique
discret de longueur finie et si m est un élément de M, nous notons m'
Papplication A-linéaire de Hom , (M, I) dans E qui est définie par la formule
m'(f)=f(m). Lorsque M varie, les applications m —m' définissent un
morphisme du foncteur identique ‘'de T(A4) dans Do D. En outre, 'application
m —>m' est bijective lorsque M est de la forme 4/m. L’exactitude du fonc-
teur Do D cntraine qu’elle est encore bijective lorsque M est de longueur
finie. Ceci achéve la preuve.

CHAPITRE V.

Applications & I'étude des modules.

Nous reprenons ici quelques propriétés des anneaux commutatifs. Nous
essayons de les généraliser aux anneaux non nécessairement commutatifs.

Sauf mention expresse du contraire, tous les anneaux considérés dans ce
chapitre admettent un élément unité. Tous les modules considérés sont des
modules a droite unitaires. Nous supposons en outre que I’ensemble sous-
jacent & un anneau ou & un module est un élément de 'univers U.

1. Catégories de modules. — Soit 4 un anneau. Nous appeions catégorte
des modules (& droite) sur A et nous notons mod 4 la catégorie qui suit :

— un objet de mod A est un module sur 4;

— si M et IV sont deux modules sur A, un morphisme de M dans /V est
une application A4-linéaire de M dans /V;

— la composition des morphismes coincide avec la composition des
applications.

Il est clair que mod 4 est une U-catégorie abélienne avec limites inductives
exactes. De plus, le 4-module a droite 4,, sous-jacent & I'anneau 4, est un
géuérateur projectif de mod 4. La catégorie mod A est localement neethérienne
si et seulement si I'anneau 4 est ncethérien a droite.
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On définit de facon analogue la catégorie des modules 4 gauche sur 4.
Considérons maintenant un objet U d’une catégorie abélienne B et soit
7.+ A—Homg (U, U) un homomorphisme d’anneaux avec élément unité.

Quand M parcourt les objets de B, la composition des morphismes définit une
application bilinéaire de Homg (U, M) < A dans Homg (U, M): (f, @)—foy («).
Cette application fait de Homg (U, M) un A-module. On définit ainsi un
foncteur M ~— HomB(U, M) de B dans modA. Ce foncteur sera noté

Homp (7 U, .), ou Hom (U, .) lorsque aucune confusion ne sera possible.

Propositiox 1. — Soient A un anneau, B une (W)-catégorie abélienne et S
un foncteur de B dans mod A. Les assertions suivantes sont équivalentes :

a. S est adjoint a un foncteur T : mod A — B.

b. Il existe un homomorphisme y de A dans U'anneau des endomor-
phismes d’un objet U de B, qui satisfait aux conditions suivantes: S est iso-
morphe au foncteur Hompg(y U, .); en outre, toute famille d’objets iso-

morphes a U posséde une somme directe.

(a)=>(b) : Soit en effet ¢ un isomorphisme fonctoriel de Homg (7., .)

sur Hom (., S.). Identifions 4 & I'anneau des endomorphismes de 4, et
posons U= TAy, y =T (A, Ag). Pour tout objet /V de B, (A, V) est
une application bijective de HomB(TA,l, N) sur Hom (A, SN). 1T est

facile de voir que cette application est A-linéaire. Comme Hom ,(A,, SNV)
est isomorphe a S/V, il en résulte un isomorphisme fonctoriel de Hompg (U, .)
sur S.

D’autre part, soit (U;);e; une famille formée d’objets isomorphes a U et
indexée par un ensemble appartenant a M. Soit «; un isomorphisme de U;
sur U et posons A;=— A, pour tout i. Si ¢; est I'application canonique de 4;

dans la somme directe ZAi, les égalités suivantes montrent que les mor-
!

phismes (7°¢;) o u; font de T<ZA1) une somme directe dela famille (U});e; :

Homy ( TZAi>, _/v> — Hom,,(EAi, S/V)
:HHomA(Ai, SN) :HHomB(TA,-, N).

(&) = (a) : Choisissons en effet pour tout A-module M une suite exacte

ZA,._‘LEAi_’;M_w,

BULL. SOC. MATH. — T. 90, FASC. 3. 29
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ou (A;)er et (A;);es sont deux familles de modules égaux a4 A,. Posons
Uj=Upour tout j et U;= U pour tout i. Tout isomorphisme de Homg (x U, .)
sur S induit des isomorphismes fonctoriels :

$o : HomB<2Ui, .>—>Ilom4<2A,~, S.>,

iel el
U7 H°mB<ZU/" .>——>HomA<2A;, S.>.
J€J j€J

De plus, il existe un morphisme ¢’ de ZU/ dans ? U tel qu’on ait
ded
j i

Hom, (g, .).Yo=1{s.Homp (g, .).

Si nous posons 7'M == Cokerq', ¢, induit un isomorphisme ¢ (M, .) de
Homp (7'M, .) sur Hom (M, S .). Ceci montre que le foncteur

N ~>Hom (M, SN)

est représentable pour tout M; l'implication cherchée résulte donc de la
proposition duale de la proposition 10 (chap. I).

Lorsque B est la catégorie des modules sur un annean B, 'homomor-
phisme y fait de U un A-B-bimodule (A & gauche, B a droite). Dans ce cas,
on peut choisir pour 7’ le foncteur M ~>M & ,U. L’isomorphisme fonc-
toriel de Hompg (7., .) sur Hom (., S.) qui est décrit dans [6] sera dit
canonique.

Prorosition 1 bis. — Soient A un anneau, B une catégorie abélienne et T
un foncteur de mod A dans B. Les assertions suivantes sont équivalentes :

a. Il existe un foncteur S adjoint a T.

b. Le foncteur T est exact ¢ droite et il commute avec les sommes
directes.

(a)=> (&) : La proposition 11 (chap. I) montre que 7 est exact a droile.
Un argument analogue & celui qui a été employé pour prouver l'implication
(a)=>(b) de la proposition 1, démontre que 7" commute avec les sommes
directes.

(b)=(a) : Posons en effet TA,—=U et y—=T(Aq, A;). Nous allons
définir un morphisme fonctoriel de Homg (7., .) dans Hom (., S.), ou §
est le foncteur Homg (y U, .); pour cela, soient M un A-module, /¥ un objet
de B et f un morphisme de 7'M dans V. Si m est un élément de M, nous
désignons par g, I'application @« ~>m.a de 4 dans M. On vérifie facilement
que lapplication m ~> fo T'g,, est une application A-linéaire [’ de M
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dans S/V. Quand M et /¥ varient, les applications f~> f’ définissent un
morphisme fonctoriel § : Hompg(7'., .) = Hom,(., S.).

Il reste a démontrer que les applications Y (M, /V) : f~— f' sont bijec-
tives. Cela est évidemment vrai lorque M est égal a4 A,, /V étant quelconque.
Comme les foncteurs contravariants Homg (7., V) et Hom (., SNV) trans-
forment les sommes directes en produits directs, § (M, /V) est encore bijec-
tive lorsque M est libre. Dans le cas général, on choisit une suite exacte

q
L,~/>Lo—’—)> M —>o,

ou L, et L, sont des modules libres. Les foncteurs contravariants HomB(T., N)
et Hom (., S/V) sont exacts & gauche et les applications Y (Ly, V) et $(L,, V)

sont bijectives. Il en résulte par un argument classique que Y (M, V) est
bijective.

CoroLtAIRe 1. — Soient S un foncteur d’'une catégorie abélienne B duns
mod A. Les assertions suivantes sont équivalentes :

a. S définit une équivalence entre B et mod 4.

b. 1l existe un isomorphisme y de A sur l'anneau des endomorphismes
d'un objet U de B, qui satisfait auzx conditions suivantes : S est isomorphe
au foncteur Homg(y U, .); Uobjet U est un générateur projectif de B;

toute famille (U;) i, d’objets isomorphes a U posséde une somme directe; de

plus, Uapplication canonique de ZHomB(U, U;) dans ]IomB< U, 2Ui)
o i€r i€l
est bijective.
(@)= (b) : En effet, S est adjoint & un foncteur 7" : mod 4 — B. Si nous
posons U—=TA, et y=T(Ay A;), nous avons vu que .S est isomorphe au

foncteur]lomﬂ(xU, .). Comme 7 définit une équivalence, 7' ( Ay, Ay) est

une application bijective. Comme A, est un générateur projectif de mod A4,
T A, est un générateur projectif de B. Enfin, comme S définit une équiva-
lence, S commute avec les sommes directes. Il en va de méme pour le fonc-
teur Hompg (U, . ) ce qui prouve la derniére assertion de (0).

(b)=(a) : Montrons en effet que le foncteur S'= Hompg(yU, .)
définit une équivalence entre B et modA : comme U est projectif,
S’ est un foncteur exact. Comme 3 est un isomorphisme, S'U s’identifie
a Ag. Si (U)ier est une famille d’objets égaux a U, la derniére assertion
de (&) montre que S’<2U,~> est un A-module libre. Si (U;),e, est une

iel
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autre famille d’objets égaux & U, la méme condition fournit les « égalités »
suivantes :

HomB<ZUi, EU;>
i J
:H ZHomB(Ui, Uy) _—_H Zﬁom,,(s'u, S'U;)
i J i J
:.Hom(1<2 S U, ZS’ U,~> = Hom,,<s'2 U, S’ZU,-).
i 7 i J

Désignons par P (resp. par @) la sous-catégorie pleine de mod A (resp.
de B) formée des A-modules libres (resp. des objets isomorphes 4 la somme
directe d’une famille d’objets égaux & U). Ce qui précéde prouve que S
induit une équivalence entre @ et P [ proposition 12 (), chap. I|. L’implica-
tion résulte donc de la proposition duale de la proposition 1k, corollaire 3,
{chap. I).

On remarquera qu'on peut remplacer les deux derniéres conditions de
I'assertion (&) par les conditions plus fortes que voici : B est une catégorie
avec générateurs et limites inductives exactes et U/ est un objet de type fini
de B (i. e. toute famille filtrante croissante de sous-objets de U/ dont la borne
supérieure est égale 3 U. est stationnaire).

COROLLAIRE 2. — Soient A et B deux anneaux et S un foncteur de mod B
dans mod A. Les assertions suivantes sont équivalentes :

a. S définit une équivalence entre mod B et mod A.

b. Il existe un isomorphisme y de A sur l'anneau des endomorphismes
d'un B-module U, qui satisfait aux conditions suivantes : S est isomorphe
au foncteur Homp(y U, .); U est un B-module projectif de type [ini; de
plus, U est un générateur projectif de mod B.

Il revient évvidemment au méme de se donner un homomorphisme y de 4
dans 'anneau des endomorphismes d’'un B-module U ou de se donner sur U
une structure de A-B-module (4 4 gauche, B 4 droite). Dans le corollaire 3,
U est un tel bimodule; nous désignons par U (resp. par Up) le A-module
a gauche (resp. le B-module & droite) sous-jacent & U. Si « est un élément
de A (resp. B un élément de B), ay (resp. by) désigne 'endomorphisme
& ~>a.x (resp.  ~>x.b) du groupe abélien sous-jacent a U.

CoroLLAIRE 3 (Morira [18]). — Soient A et B deux anneaux et U un
A-B-module (A a gauche, B a droite). Les assertions suivantes sont équi-
valentes .

a. Le foncteur M ~>M Q@ ,4U définit une équivalence entre mod A et
mod B.
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b. Le foncteur N ~>Homg(U, N) définit une équivalence entre mod B
et mod A.

c. Ug (resp. 4U) est un B-module (resp. un A-module a gauche),
projectif et de type fini; Uapplication a~>ay (resp. b ~>by) est un
isomorphisme de A (resp. de l'anneau opposé ¢ B) sur I'anneau des endo-
morphismes de Ug (resp. de 4U).

L’équivalence de () et de (&) résulte de ce que le foncteur
S:/N~>Hompg(U, N)

est adjoint au foncteur 77: M ~> M Q 4 U.

(a)=(c) : On a en effet TA,—= U et 'application a ~> ay coincide
avec T'(Ay, Ay). Il résulte de la démonstration du corollaire 1 que Up est
un B-module de type fini et que @ ~> ay est une bijection de A sur I'anneau
des endomorphismes de Up.

D’apres le corollaire 2, il existe d’autre part un B-A-bimodule V tel que 7’
soit isomorphe au foncteur M ~>Hom 4(V, M). De plus, V4 est projectif,
de type fini et I'application b ~> b, est un isomorphisme de B sur 'anneau
des endomorphismes de V.

L’anneau B opére a droite sur le groupe abélien Hom,(V, A,); 'anneau
des endomorphismes de 4, opére a gauche sur Hom,( V', 4,); ce groupe se
trouve ainsi muni d’une structure de A-B-bimodule. Comme U s’identifie
a TA,, les A-B-bimodules U et Hom(V, A;) sont isomorphes. Les pro-
priétés de V4 et le lemme suivant entrainent donc que U est projectif, de
type fini et que 'application b ~> by est un isomorphisme de 'anneau B,
opposé a B3, sur I'anneau des endomorphismes de ,U.

Lemne 1. — Si M est un A-module a droite projectif et de type fini, le
A-module a gauche Hom (M, A,) est projectif et de type fini. Le fonc-
teur M ~»>Hom (M, A,) définit une dualité entre les A-modules a droite,
projectifs et de type fini et les A-modules a gauche, projectifs et de type
fini.

La structure de A-module a gauche de Hom,(M, A,) est évidemment
définie de la facon suivante : si « appartient & 4 et f & Hom, (M, A;),
a.f est tel qu'on ait (a.f) (z)=a.f(x) si x€M. Le lemme 1 est bien
connu et nous nous passerons de démonstration.

(¢)=>(b) : D’aprés le corollaire 2, il suffit de prouver que Up est un géné-
rateur de la catégorie mod B. Pour cela nous allons montrer que B, est
facteur direct d’un produit Uj :

Considérons d’abord deux A-modules a gauche P et Q) et soit ;4 le
A-module a gauche sous-jacent & A. Le groupe abélien Hom (P, ;A) est
muni de facon naturelle d’une structure de 4-module & droite, de sorte qu’il
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est licite de parler du produit tensoriel Hom (P, ;4) ®.,Q. Si g est un
élément de Q et f un élément de Hom (P, ;4), nous désignons par ¢4 s
l'application A-linéaire p ~> f(p).q. Lorsque ¢ et f varient, la fonction
(g, f) ~>vq,r définit une application linéaire ¢ (P, Q) de Hom (P, ;4)R .4 QO
dans Hom (P, Q). Lorsque P et Q varient, les applications ¢ (P, Q) défi-
nissent un morphisme du foncteur (P, Q) ~>Hom (P, ;4) ®.1Q dans le
foncteur (P, Q)~+Hom (P, Q). 1l s’ensuit en particulier que ¢(P, Q)
est un morphisme de modules & gauche sur I'anneau C des endomorphismes
de Q.

Lorsque P est égal a (4, ¢ (P, Q) est une bijection. On en déduit facile-
ment que ¢ (P, () est une bijection chaque fois que P est un A-module
a gauche projectif et de type fini. Si cela est vrai, le C-module & gauche
Hom (P, Q) est isomorphe au C-module a gauche Hom (P, ;4) ®.,0Q qui
est facteur direct d'un produit Q".

On obtient le résultat cherché en choisissant P et Q égaux a 4U. L’anneau C
s'identifie alors & 'anneau opposé a B.

CoOROLLAIRE 4. — Soient A et B deux anneaux et U un A-B-bimodule
(A a gauche, B a droite). Les assertions suivantes sont équivalentes :

a. Ug est un B-module projectif de type fini; c'est un générateur de la
catégorie mod B; de plus, 'application a ~- ay est un isomorphisme de A
sur l'anneau des endomorphismes de Uy.

b. U satisfait a lassertion (b) du corollaire 3.

c. 4Uest un A-module a gauche projectif et de type fini; c'est un géné-
rateur de la catégorie des A-modules a gauche; de plus, Uapplication
b—by est un isomorphisme de l'anneau opposé a B sur l'anneau des
endomorphismes de 4U.

L’équivalence entre (a) et (b) résulte des corollaires 2 et 3. Il en va de
méme pour ’équivalence de (&) et de (¢) a condition de remplacer A et B
respectivement par B° et A°.

Nous donnons maintenant quelques applications de ce qui précéde :

a. Soit tout d’abord B un univers tel que A € B, U étant 'univers que
nous avons choisi une fois pour toutes au début de ce travail. Soit d’autre
part E la catégorie dont les objets sont les catégories € telles que MCe B et
0C € B, les morphismes de E étant les classes d’isomorphisme de foncteurs
(cf. chap. 1, § 8). Si A est un anneau dont I’ensemble sous-jacent appartient
a U, la catégorie mod A est un objet de E; ce qui précéde permet de déter-
miner le groupe G (A) des automorphismes de cet objet :

D’aprés les corollaires 2 et 3 de la proposition 1, un foncteur
T : mod A — mod A définit une équivalence s'il est isomorphe & un foncteur
M~>M@4U, ou U est un A-4-bimodule satisfaisant & 1'assertion (¢) du
corollaire 3. Nous pouvons donc identifier les éléments de G (A) aux types
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de A-A-bimodules satisfaisant a P’assertion (¢) du corollaire 3. Modulo cette
identification, la loi de G (A) est définie par I'application (U, V) ~> V ®,U.
En outre, si U satisfait & I'assertion (¢) du corollaire 3, il en va de méme
pour le A-A-bimodule Hom ,(U, Ag); les types de U et de Hom (U, 4,)
sont alors des éléments inverses I'un de l'autre.

b. Soient B un anneau et U le B-module libre B%. L’anneau des endomor-
phismes de B est 'anneau M, (B) formé des matrices (n, n) & coefficients
dans B. Le corollaire 2 montre que le foncteur /N ~- Homy (B}, M) définit
une équivalence entre mod B et mod M, (B).

En particulier, si M est un B-sous-modale de B}, Homg (B}, M) s'iden-
tifie a I'idéal a droite b (M) de M, (B) qui est formé des endomorphismes f
de B, dont I'image est contenue dans M. On retrouve ainsi que 'application
M ~> (M) est une bijection de I'ensemble des B-sous-modules de B} sur
I'ensemble des idéaux a droite de M, (B).

¢. L'exemple qui suit est di & Azomava [3] : Soient R un anneau commu-
tatif et 4 une R-algébre finie (7. e. le R-module sous-jacent & A est de type
fini) et fidele (i. e. Papplication 7~ r.14 est une injection de R dans 4).
Nous désignons par A° I'algébre opposée a A et par A°'algébre A ®zA°[6].
L’application (z, a @ b) ~> b.«x.a définit sur A une structure de Ac-module
a droite; l'application (7, @) ~>r.z définit une structure de R-module &
gauche sur A4 : I'algébre A se trouve ainsi munie d’une structure de R-4¢-
bimodule (R a gauche, A° & droite). C'est cette structure que nous consi-
dérons dans la suite du paragraphe.

Lenne 2. — Soient R un anneaw commutatif, A une R-algébre, S une
R-algébre commutative, B la S-algébre déduite de A par extension des
scalaires et B¢ le produit tensoriel 8 Qs B°. Nous supposons que A 4 est un
A¢-module projectif; By. est alors un B¢-module projectif.

Soit en effet (A | R) l'application a @b ~>b.a de A¢ dans A. Le
A¢-module A4 4 est projectif si et seulement si (4| R) induit un isomor-
phisme d’un facteur direct de A¢ sur A. Dans ce cas (A | R) ®zS induit
un isomorphisme d'un facteur direct de A¢@yS sur 4 QzS. Le lemme
résulte de ce que (A | R) @rS, A°@rS et A RS « s'identifient » respec-
tivement & p(B|S), B¢ et B.

Lemme 3. — Les hypothéses sont celles du lemme 2; pour tout idéal
premier p de R, (A[pA), est alors une algébre semi-simple séparable sur

(R/pR),.

On applique le lemme 2 en choisissant pour S l'algebre (R/p R),. Dans
ce cas, B coincide avec (4/pA),. Comme S est un corps, on sait d'autre

part que Bjg. est un B°-module projectif si et seulement si B est une S-algébre
séparable (cf. [6], chap. VI).
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LewMe k. — Les hypothéses sont celles du lemme 2. Si i est Uapplication
canonique du centre Z(A) de A dans A, alors i Qg S est un isomorphisme
de Z(A) QrS sur le centre de A Qg S.

Les centres de A et de B s’identifient en effet & Hom (A, A) et
Homgp. (B, B). Le lemme résulte de la et du fait que l'application canonique
de Hom (M, N)QrS dans Hompz (M @xrS, N @rS) est une bijection
lorsque M est un A¢-module projectif de type fini.

Lemye 5. — Si R est un anneau commutatif et M un R-module projectif
de type [fini, les assertions suivantes sont équivalentes :

a. M est un générateur de mod R.
b. M est un R-module fidéle (i. e. annulateur de M est nul).

L’implication (a)=>(b) est claire. Prouvons la réciproque : il suffit de
montrer que Homp (M, /V) n’est pas nul si /V n’est pas nul; soit donc m un
idéal maximal de R tel que /V, soit non nul. 1l est clair que M est un

R, -module projectif (donc libre) et que 'annulateur de W, est nul. Comme M
est de présentation finie, (Homg (M, V), s'identifie a Hom,,m<Mm, Nw) [5]-
Comme ce dernier module n’est pas nul, il en va de méme pour
(Hompg (M, N)),,, donc pour Homg (M, V).

ProrosiTion 2. — Soient R un anneau commutatif et A une R-algébre
JSinie et fidéle. Les assertions suivantes sont équivalentes :

a. Le fonteur N ~>NQ@nrA définit unc équivalence entre mod R et
mod A¢.

b. Le foncteur M~ Hom 4. (A, M) définit une équivalence entre mod A¢
et mod R.

¢. Le A¢-module a droite A, est projectif; de plus, Uapplication
r~>r.14est un isomorphisme de R sur le centre de A.

d. Le R-module a gauche pA est projectif; de plus, Uapplication b~ b 4
est un isomorphisme de I'anneau opposé a A¢ sur I'anneau des endomor-
phismes de gA.

e. Le R-module a gauche pA est projectif: pour tout idéal maximal m
de R, A/m A est en outre une algébre simple et centrale sur A.

L’équivalence entre (@) et (&) résulte du corollaire 3 de la proposition 1.
L’équivalence entre (a) et (d) résulte du lemme 5 et des corollaires 2 et &
de la proposition 1. L'implication (b)=> (-¢) résulte du corollaire 3 de la
proposition 1 et du fait que Hom . (A, A) est le centre de A.

(¢)=>(b) : D’aprés le corollaire 3 de la proposition 1 il suffit de prouver
que A4 est un générateur de mod A¢. Il est équivalent de dire que, pour
tout idéal & droite maximal m de ¢, il existe une application A¢lindaire
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S A— A¢ telle que Im f ne soit pas contenu dans nt. Or m N R est un idéal
premier p de R et A°/m est un module simple sur I'anneau B*—= B ®sB°,
ou S=(R/pR), et B=(A/pA), Comme B est une algebre simple et
centrale sur S d’aprés les lemmes 3 et &, B¢ est un anneau simple et le groupe
abélien Homg. (B, A¢/m) n’est pas nul. Comme Homp. (B, A¢/m) s’'identifie
a (Hom, (A, A¢/m)),, on en tire que Hom (A, A¢/m) n’est pas nul.
Enfin, comme A est projectif, tout morphisme non nul de A dans A¢/m se
reléve en f: A — A° tel que Im f¢m.

(¢), (d) = (e) : Résulte des lemmes 3 et h.

(e)=>(d) : Posons en effet Lp(A)—=Homg(A, A). Soit d'autre part
o (A | R) I'application b ~> b, de 'anneau A°@r.A, opposé a A¢, dans Lg(A).

Comme zA est projectif, Lp(A) et A°Qp sont des R-modules projectifs
de type fini. Pour montrer que o (A | R) est une bijection, il suffit donc de
prouver que ¢ (A | R) @z R/m est une bijection pour tout idéal maximal m
de R. Or (A°QrA) @rR/m, Lr(A) QrR/m et o(A|R)@rR/m s'iden-
tifient respectivement B'®sB, Ls(B) et o(B|S), ou nous avons posé
B=A/m.A et S= R/m. Comme B est une algébre simple et centrale sur
R/m, ©o(B|S) est une bijection pour tout m; I'assertion (¢) en résulte.

CoroLLAIRE. — Supposons satisfaites les conditions équivalentes de la
proposition 2. L'application a ~ > a.A est une bijection de l'ensemble des
idéaux de R sur l'ensemble des idéaux bilatéres de A.

L’injection canonique de a dans R définit en effet une injection de a @rA
dans R @rA = A. L’image de cette injection n’est autre que a.4 et nous
confondrons a @g- avec cette image. Comme le foncteur NV ~>VQpA
définit une équivalence entre mod R et mod A4¢, I'application a — a @4 est
une bijection de l'ensemble des R-sous-modules de R sur I'ensemble des
A¢-sous-modules de 4 ; ces derniers coincident avec les idéaux bilatéres de 4.
Nous renvoyons le lecteur a [ 1] pour d’autres applications de la proposition 2.

2. La localisation. — Soit -4 un anneau. Une topologie sur A est dite
linéaire (a droite) si elle fait de -4 un anneau topologique et s’il existe une
base de voisinages de O formée d’idéaux & droite. Dans ce cas, I'ensemble F
des idéaux & droite ouverts vérifie les conditions suivantes :

«: Sim est un idéal a droite contenant un élément [ de F, alors m appar-
tient & F.

b. SimeFetsileF, alorsmnlerF.

c. SileFetsiaed,alors (1:a)={x|a.x€l} appartient a F.

Nous dirons qu'un ensemble F, formé d’idéaux a droite de A, est topolo-

gisant si les conditions (&), (&) et (¢) sont vérifiées. Nous dirons aussi qu’un
A-module M est F-négligeable si I'annulateur de tout élément de M est un
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idéal a droite appartenant & F. Si F est la sous-catégorie pleine de mod A
dont les objets sont les 4-modules F-négligeables, F est une sous-catégorie
fermée (c¢f. chap. IV, § k).

Lemve 1. — L'application F —F est une bijection de l'ensemble des
ensembles d'idéaux a droite topologisants sur U'ensemble des sous-catégories
fermées de mod A.

Si I'on connait F, on peut en effet retrouver F : un idéal a droite [ appar-
tient & /7 si et seulement si A /] est un objet de F.

Si F et G sont deux ensembles d’idéaux a droite topologisants, F'.G dési-
gnera l’ensemble topologisant associé au produit F.& (chap. IV, § ). 1l
revient au méme de dire qu'un idéal & droite m appartient & F.G si, pour
tout € A, il existe un élément [ de F tel que (@.l + m)/m soit G-négli-
geable. En particulier, si p est un élément de F et q un élément de G, alors
p.q appartient & F.G. Avec ces conventions, la sous-catégorie fermée F est
localisante si et seulement si F'. F est égal a 7. Les sous-catégories localisantes
de mod A correspondent donc biunivoquement aux ensembles d'idéaux a
droite qui sont topologisants et idempotents.

Soit maintenant # un ensemble d’idéaux & droite, topologisant et idem-
potent. Pour tout A-module M, nous choisissons une F-enveloppe que nous
notons wy : M—>Mp (cf. chap. 1lI). Comme My est un A-module, tout
élément m de My définit une application A-linéaire de A, dans Mp:a~>m.a.
Cette application se prolonge d’une maniere et d’une seule en une application
A-linéaire de A = (A,)r dans Mp; on définit ainsi une application bilinéaire

MFX AF—>MF.

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que, si M est égal a A, cette
application bilinéaire fait de 4 un anneau. Si M est arbitraire, cette appli-
cation fait de My un Amodule. En particulier, si [ est un idéal & droite de
A, nous pouvons supposer qu'on a choisi pour I un idéal & droite de A.

Dans la suite, nous munissons toujours A et My des structures que nous
venons d’expliciter. Nous employons aussi les notations suivantes : 7" est le
foncteur canonique de mod A dans mod A/F; §' est le foncteur de mod A /F
dans mod A, qui est induit par le foncteur localisation; p est le foncteur qui
associe 4 tout Ap-module /V le A-module sous-jacent (pour la structure de
A-module définie par w« ). Avec ces notations, po .S’ est un foncteur adjoint
a’T.

Lemme 2. — Soient M un A-module, N un Agp-module. L'application
o (V, Myp) de Yom 4, (N, Mg) dans Hom ,(p/V, p M) est bijective.

Il est clair en effet que p(/V, Mp) est une injection. Soit donc f une appli-
cation A-linéaire de /V dans Mp. Si n est un élément de /V, nous voulons
montrer qu'on a f(n.a) = f(n).a pour tout @ de Az Or les applications
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& a~>f(n.a) et h : a~> f(n).a sont A-linéaires, et on a 'égalité
&gouy=houy Onen tirel’égalité de g et de 2 (définition des objets F-fermés,
lemme 1, § 2, chap. III),

C.Q.F.D.

Soit F’ I'ensemble des idéaux & droite | de Ay tels que p(Ag/l) soit
F-négligeable. 11 est clair que F’ est topologisant et idempotent, et qu'un
Ap-module /V est F'-négligeable si et seulement si p/V est F-négligeable.
Nous pouvons donc parler du foncteur canonique 7 de mod A dans la
catégorie quotient mod A4 5/F'.

ProrosiTion 3. — Soient A un anneau et F un ensemble d'idéaux a
droite, topologisant et idempotent. Avec les notations ci-dessus, le foncteur

T op définit par passage au quotient une équivalence entre mod Ap/F' et
mod A/F.

Soit en effet B la catégorie quotient mod A /F; montrons que le foncteur S’
est adjoint a 770 p : si M est un objet de B, /V un objet de mod Az, le groupe
abélien Homg (7'p /V, M) s’identifie a Hom ,(p/V, p S’ M), car po S’ est adjoint
a 7. D’aprés le lemme 2, Hom ,(p /V, p.S' M) « s’identifie » & Hom 4, (V, S'M).
Ceci prouve que S’ est adjoint & 7'op. La proposition résulte donc de la
proposition 5 (chap. III).

CoroLLalre. — Un A p-module N est F'-fermé (resp. F'-fermé et injectif)
si et seulement si p N est F-fermé (resp. F-fermé et injectif).

Ce corollaire résulte de la proposition précédente et du corollaire de la
proposition 3 (chap. III).

Si M est un A-module, nous désignons par FM le plus grand
sous-module F-négligeable de M. Le groupe abélien sous-jacent a My
s’identifie & Hom (A4, Mrp); ce dernier groupe est lui-méme isomorphe a
IIommO(,A/F(Ad, M), c’est-a-dire & la limite inductive lim Hom (I, M/FM).

ler
Il est aisé de munir cette limite inductive d’une structure de A-module telle
que l'isomorphisme précédent de My sur lim Hom, (I, M/FM) soit un
—>

isomorphisme de A4-modules. La proposition qui suit en résulte :

ProrosiTion k. — Soient A un anneau et F un ensemble d'idéaux a
droite, topologisant et idempotent. Le foncteur localisation défini par F
est isomorphe au foncteur M ~-lim Hom ,(1, M/FM).

—>
ler

CoroLLAIRE 1. — Les hypothéses sont celles de la proposition. On
suppose en outre que U'enveloppe injective d'un objet de F appartient a F.
Le foncteur localisation défini par I est alors isomorphe au foncteur
M ~-1im Hom ,(1, M).

ter
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Considérons en effet la suite exacte qui suit :

o—lim Hom (1, F M) X lim Hom 4 (1, M) 2 lim Hom (I, M/FM)
— — —>

S lim Extly (1, FM).

—
On vérifie tout de suite que lim Hom , (1, V) est nul si /V est F-négligeable. 11
—>

en résulte que p est une injection. D’autre part, le foncteur NV~ lim Ext) (I, /V)
—>

est le satellite du foncteur N~ lim Hom (I, V). Si /V est F-négligeable, il
. . —-}
existe une suite exacte

u v ~
0>N->T->N-—>o,

ou / est un A-module injectif F-négligeable. On en tire que lim Ext} (I, /V)
—

est nul si /V est Fnégligeable. En particulier, 'application d est surjective.

COROLLAIRE 2. — Soient A un anneaw et F un ensemble d'idéaux
droite, topologisant et idempotent. Supposons qu’il existe un sous-ensemble
G de F, cofinal et formé d’idéaux a droite de type fini. St le foncteur
localisation défini par F est exact, ce foncteur est isomorphe au foncteur
M~>MQ Ap: de plus, les catégories mod AJF et mod Ay sont alors
équivalentes.

Montrons d’abord que le foncteur M ~-lim Hom (I, M/FM) commute
16

avec les sommes directes. Cela est évidemment vrai pour les foncteurs
M ~~>FMet M ~>M/FM; si N est un -I-module de type fini, le foncteur
Hom ,(/V, .) commute avec les sommes directes. Il s’ensuit que le foncteur
M ~-Hom (I, M/FM) commute avec les sommes directes si [ est un élé-
ment de G. La premiére assertion du corollaire en résulte (voir la propo-
sition 1 bis et la remarque qui la précéde).

Soit d’autre part B la catégorie quotient mod A/F, soit 7" le foncteur
canonique de mod A dans B et soit S un foncteur adjoint a 7". Le foncteur
Homp (A, .) est isomorphe au foncteur Hom ,(A4, S.); comme S est exact,

A est un objet projectif de B; comme S commute avec les sommes directes,
il en va de méme pour Hompg (A, .). La derniére assertion résulte donc du

corollaire 1 de la proposition 1.

Voici une application du corollaire 2 : Soit S une partie multiplicative
de A (sous-ensemble de -1 tel que a.beSsiaeSet beS). Ladonnéede S
permet de définir un ensemble d’idéaux a droite Fj, topologisant et idem-
potent : un idéal a droite I appartient a Fy si, pour tout a€ A, il existe un
se€ S tel que «.s appartienne a [. Il revient au méme de dire qu'un A-module
M est Fg-négligeable si tout élément m de M est annulé par un élément s de S.
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Tout idéal appartenant a Fy rencontre évidemment §; la réciproque est
vraiesil'ona VseS, Vae A, 3te S, Abe A tels qu'on ait «.¢ = s5.b. Nous
allons retrouver cette condition; pour cela, nous notons My au lieu de ./WFS :

DeriziTion. — Soient ¢ : A— B un homomorphisme d’anneaux avec
élément unité et S une partie multiplicative de A. On dit que (B, ) est
un anneau de fractions « droite de A pour S si lon a :

a. Ker ¢ est Fg-négligeable; autrement dit, si ¢ (a) est nul, il existes€ S
tel qu'on ait a.s = o.

b. L'image par ¢ de tout élément de S est inversible (i gauche et
droite).

¢. Tout élément b de B est de la forme b =9 (a).¢(s)™', ae A, s€S.

ProrositioNn 5. — Solent A un anneau et S une partie multiplicative
de A. Les assertions suivantes sont équivalentes :

a. 1l existe un anneau de fractions a droite de A pour S.

b. S satisfait aux conditons suivantes :

(%) VseS, Vaed, 3JteS, 3JbeAd tels qu'on ait  «.t —=s.b.
(% %) si aeA, si s€8§ etsi s.a=—o,
il existe te S tel que a.t—=o.

c. L'image d'un élément de S par Uapplication u: A — Ay est inversible.

Si ces conditions sont remplies et si (B, ©) est un anneau de fractions a
droite de A pour S, il existe un et un seul isomorphisme Y de B sur Ay tel
guon ait Yoo =—=u, Le foncteur M ~> My est alors exact et il est iso-
morphe au foncteur M ~> M Q ,As.

() => (b) : L'assertion ( % %) est claire car ¢ («) est nul si a est nul.
D’autre part, ¢ (s)~'.¢(a) est un élément de B, et est donc de la forme

o(s).o(a) =9 (e).o(r) ", res, ced.

On en tire I'égalité o(a).o(r) =09 (s).¢(c). Autrement dit, a.r —s.c
appartient & Ker ¢; il existe par conséquent un «€S tel qu'on ait
a.r.u—s.c.u=o. On posera t =r.uetb=c.u.

(b)=>(c) : Nous montrons d’abord que les conditions (%) et (% %)
entrainent lezactitude du foncteur M ~+ Mg. Donnons-nous un diagramme

[

lu

M-LsN—>so.

ou [ appartient & Fs et ou M et Ker p sont Fsfermés. Il suffit de montrer

que | contient un idéal me F tel que la restriction de « a m soit de Ia
forme pop, o ¢ : m — M [proposition 7 (b), chap. III].



416 P. GABRIEL.

Si s appartient 2 [NS, «(s) est de la forme p(m), ot meM; de plus,
m.a est nul si s.a est nul. On posera donc m=s.4 et ¢(s.a) =m.a.

L’exactitude du foncteur M ~- My entraine que u,(s) est inversible &
droite pour tout s€S (soit en effet g, l'application @ ~>s.a; comme
Coker g, est Fgnégligeable, g, induit un épimorphisme de Ag sur Ag). Il
en résulte que w0 4(s).(s'.u(s) —1) est nul si s’ est tel qu'on ait u,(s).s'=1.
Comme u,(s) est un élément régulier 4 droite et & gauche [ condition (% % )],
onas.u,(s)=r1.

(¢)=(a) : C'est clair, de méme que I'unicité de I'anneau des fractions.
La derniére assertion résulte du corollaire 2 de la proposition k.

ReMarQUE 1. — Les conditions (%) et (% % ) sont toujours vérifiées
lorsque S est contenu dans le centre de-4. On retrouve alors la localisation
par rapport au centre (chap. 111, § 5).

RemarQue 2. — Si les conditions (%) et (% %) de la proposition 5 sont
satisfaites, on peut exhiber une construction de Mg plus proche des traditions
étlablies : pour cela, on convient de dire que deux éléments (m, s) et (n, ¢)
de M < S sont équivalents s’il existe deux éléments « et ¢ de A tels qu'on
ait s.u—=t.ve€S et m.u=n.v. L'ensemble sous-jacent a M est alors choisi
égal au quotient de M > § pour la relation d'équivalence que nous venons
de définir. La définition des lois d’addition et de multiplication est aisée.

RemarQue 3. — Nous laissons au lecteur le soin de prouver que, si A est
commutatif, 4 est commutatif pour tout ensemble d’idéaux topologisant et
idempotent F'; de plus, application p ~-> pr est une bijection de I’ensemble
des idéaux premiers de .4 n’appartenant pas & F sur I'ensemble des idéaux
premiers de A, n’appartenant pas a F''.

3. Le théoréme de Goldie ([9], [15]). — Ce paragraphe est consacré a
un théoréme de GOLDIE que nous prouverons par nos méthodes. Soit 4 un
anneau et soit /' I'ensemble des idéaux & droite de .4 dont 4, est extension
essentielle. Pour qu’un idéal & droite | appartienne a F, il faut et il suffit que
la condition suivante soit réalisée : pout tout élément non nul a de A4, il
existe b € - tel que @.b ne soit pas nul et appartienne a [. 1l résulte facilement
de cette condition que 'ensemble F' est topologisant. Nous pouvons donc
parler du plus grand idéal a droite F-négligeable; cetidéal est un sous-module
caractéristique de -1, c’est-i-dire un idéal bilatére de A. Dans ce paragraphe,
nous supposons que cet idéal bilatére est nul; autrement dit, nous supposons
que l'assertion suivante est vraie :

(%) Si A est extension essentielle de l'idéal a droite | et si x.1 est nul,

xe A, alors x est nul.

Lemne 1. — 8@ la condition (k) est vérifiée, lensemble F des idéauz a
droite dont A, est extension essentielle, est topologisant et idempotent.



CATEGORIES ABELIENNES. 417

Montrons que F est idempotent : Soient m un élément de F.F et « un
élément non nul de A ; il existe un élément [ de F tel que (a.l+ m)/m soit
F-négligeable (cf. § 2). D’aprés (%), le produit .1 n’est pas nul. Il existe
donc un /€l tel que a./ ne soit pas nul et tel que @./.n soit contenu dans m
pour au moins un n € /. Ceci montre que m appartient déja a F.

L’ensemble F' définit donc une localisation. La condition ( % ) entraine que
P'application canonique de 4 dans Ay est injective. De plus, on a le lemme :

Lemme 2. — Ap est un A-module injectif.

Soit en effet f: [ — A une application A-linéaire d’un idéal a droite de 4
dans A ;. Si | est un élément de F, f se prolonge évidemment & A (chap. I,
§ 2). Sil est un idéal & droite quelconque, soit m un complément de [ dans
Ay (chap. 1I, § 5); alors [ + m est isomorphe 4 la somme directe [P m et
f se prolonge en une application A-linéaire g : I+ m—> Ay Comme A est
extension essentielle de T + m, [ + m appartient a /" et g se prolonge a A.

Lemme 3. — Tout A-module F-fermé' M contenu dans Ay est un facteur
direct de Ay.

Identifions A4 & son image dans Ap et soit /V un complément de M n A
dans 4. Le module A, est alors exlension essentielle de Mn A + /V, et le
quotient A z/(M + N) est F-négligeable. Il en résulte que I'injection cano-
nique de M + /N dans Ap est une F-enveloppe. Le lemme résulte donc de
la formule

Ap=(MP N)p=Mp@P Np= M P Ny.

Lemye b, — L’anneau Ay est régulier au sens de von NEUMANN ([], § 6,
exercice 15) (on dit aussi « absolument plat » au lieu de régulier, [5],
chap. I, § 2, exercices).

Nous voulons montrer que tout idéal monogéne a. Ay est engendré par
un idempotent. Pour cela, nous désignons par f, I'endomorphisme b ~>a.b
de Ap. Lapplication @~ f, est un isomorphisme de I'anneau Az sur
I’anneau des endomorphismes du A-module Ap. Comme Az est F-fermé,
Ker f, est F-fermé et est un facteur direct de A (lemme 3). Si M est un
supplémentaire de Ker f,, M est injectif (lemme 2) et f, induit un isomor-
phisme de M sur un facteur direct de Ay Le lemme & résulte donc du
lemme 5 :

LemMe 5. — Soient A un anneau, M un A-module, B l'anneau des
endomorphismes de M. Si b est un élément de B, les assertions suivantes
sont équivalentes :

a. Lidéal a droite b. B est un facteur direct de By.

b. L'idéal a gauche B.b est un facteur direct de ;B.

c. Ker b et Im b sont des facteurs directs de M.
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La preuve de ce lemme est évidemment laissée au lecteur.

Le corollaire de la proposition 3 montre que Ay est aussi un 4z-module
injectif. On remarquera d'ailleurs qu’avec les notations du paragraphe 2,
F'n’est autre que 'ensemble des idéaux a droite de 4 dont 4 est extension
essentielle. De plus, 'anneau Ay satisfait aussia ().

Nous résumons les lemmes précédents dans le

Tukorime 1. — Si lanneau A satisfait a la condition (¥ ) l'ensemble des
idéaux a droite dont A, est extension essentielle est topologisant et idem-
potent. L'anneau Ay est régulier et le Ap-module a droite sous-jacent o Ay
est injectif. Comme A-module, Ap est l'enveloppe injective de Aq.

Citons deux ensembles d’applications du théoréme 1 :

a. Soit A un anneau dont tout idéal a droite non nul contient un idem-
potent non nul. Il revient au méme de dire que pour tout élément non nul a
de A, il existe un élément non nul x€ .1 tel qu'on ait x.a.x —x (ceci a
lieu si A est un anneau régulier au sens de von NEumMasN). Si [ est un idéal &
droite de A et si z.[ est nul, [ annule tout idéal & gauche de la forme A .e,
ou e parcourt les idempotents contenus dans 4.x. Si « n’est pas nul, on
peut choisir e différent de O. Alors [ est contenu dans (1 —e). 4 et A; ne
peut étre extension essentielle de [. Ceci prouve la condition ( % ).

On voil en particulier que tout anneau régulier au sens de von NEUMANN se
plonge dans un anneau régulier « injectif a droite ».

b. Tout anneau intégre et tout anneau quasi simple (il n’y a pas d’idéal
bilatére propre non nul) se plongent dans un anneau régulier. Nous allons
voir que, sous des conditions ncethériennes, cet anneau régulier est un
anneau simple. ‘

LemMe 6. — Si lanneau A satisfait a la condition (%), les assertions
suivantes sont équivalentes .

a. L'anneau Ay est semi-simple.
b. Il n’existe pas de famille infinie formée d’idéaux a droite de A dont
la somme est directe.

(a)=>(b) : Soit en effet n la longueur du 4pmodule sous-jacent a Ap.
Soit (I;)er une famille d’idéaux & droite de 4 dont la somme est directe.

La formule
( > (I )&
ier /F el

montre que le nombre d’éléments de 7 est inférieur a n.

(b)=> (@) : Si l'assertion (b) est vraie, un argument classique prouve
Pexistence d’une famille finie (1;);es, formée d'idéaux a droite de 4 et satis-
faisant aux conditions suivantes : la somme des [; est directe et A4 est extension
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essentielle de cette somme; de plus, [; est un A-module coirréductible
(cf. chap. II, § 5; d’une facon générale, il est équivalent de dire (que I’enve-
loppe injective d’'un A-module M est somme directe d’une famille finie
d’injectifs indécomposables ou de dire qu'il n’existe pas de famille infinie de
sous-modules de M dont la somme est directe). Il s’ensuit que les idéaux a
droite ([;)r sont indécomposables et que leur somme est directe et égale
a4 Ap; l'anneau régulier 4y est donc somme directe d'une famille finie
d’idéaux indécomposables. Ceci prouve (a).

LemyMe 7. — Soit A un anneau satisfaisant aux conditions suivantes :

a. Tout idéal nilpotent de A est nul.

b. Les idéaux a droite de la forme (o:a)={xz|x€A, a.x =o} satis-
font a la condition des chaines ascendantes.

L’anneau A satisfait alors a la condition (% ).

Soit @ un élément non nul de A4 et prouvons que A, n’est pas extension
essentielle de (o:a). Pour cela, nous choisissons un élément cea.A tel
que (o:c¢) soit maximal parmi les idéaux de la forme (o:z), o z€a.A
et 3£ 0. Comme c.A4 n’est pas nilpotent, il existe un élément de A tel
que a.d.c soit différent de o. Il résulte alors des inclusions

(o:c)c(o:d.c)C(o:a.d.c)

et du caractére maximal de (o :¢) que (0:d.c) est égal a (0: a.d.c). Autre-
ment dit, I’égalité a.d.c.2 = o entraine 'égalité d.c. & = o. Ceci démontre
que lintersection d.c.AN(o:a) est nulle et que Ay n'est pas extension
essentielle de (o: a).

THEOREME 2 (GOLDIE). — Soit A un anneau satisfaisant aux conditions
suivantes .

a. Tout idéal nilpotent de A est nul.

b. Les idéauzx a droite de la forme (o:a)={x|xz€ A, a.x =0} satis-
Jfont a la condition des chaines ascendantes.

c. Il n'existe pas de famille infinie formée d’idéaux a droite dont la
somme est directe. ‘ i ! !

L'anneau A satisfait a la condition (¥ ) et le localisé Ap de A est un
anneau semi-simple. Si S est la partie multiplicative formée des éléments
réguliers de A, le couple (Ap, u,) est un anneau de fractions a droite
de A pour S.

Il reste & démontrer la derniére assertion : si s€ A est régulier a gauche
(i. e. .2z = o entraine £ = 0), ’homothétie x ~> 5.2 définit des endomor-
phismes injectifs de 4 et de Az Cette homothétie est donc un automorphisme
de Ap et s est inversible dans Ay; en particulier, s est régulier & droite
dans 4. La partie multiplicative S est donc formée des éléments réguliers &

BULL. SOC. MATH. — T. 90, FAscC. 3. 30
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gauche de 4. Pour que la démonstration soit compléte, il suffit de montrer
qu’avec les notations du paragraphe 2, F est égal &4 F[proposition 5, (¢)].
Pour cela, nous prouvons qu’un idéal a droite | appartient & F si et seule-
ment si [ contient unse S :

Si s est un élément régulier de A, I'idéal s. Ay est égal & Ap. Il en résulte
que s. A appartient & F.

Réciproquement, soit [ un élément de F. Nous allons construire deux
suites (eq, ..., €,) et (@, ..., a,), formées d’éléments de 4 et satisfaisant
aux conditions suivantes : pour tout 7, ¢; est un idempotent primitif de 4p;
Ap est la somme directe des idéaux indécomposables e;.4r; pour tout i,
e;.a; n'est pas nul et appartient a [; si f; désigne 'homothétie z ~>¢;.0;.x,
on a I'égalité Ker fin ... nKerf,—o. Sinous posons s—e;.a;+...+e,.an,
il résultera de ces conditions que l'image de Ay par 'homothétie z ~>s.2
rencontrera tous les idéaux e;. Ap (car s.z appartient & ¢;. Ap si z appartient
a Dintersection de Kerf; pour j21i); celte image étant F-fermée, elle
coincidera avec Ap et 'homothétie sera bijective. L’élément s sera donc
régulier et appartiendra a [.

Prenons pour e; uu idempotent primitif quelconque de Ap. Soit m, un
¢lément de F' tel que e;.my soit contenu dans [. Comme e;.t, n’est pas
nilpotent, il existe @; € m, tel que e;.a,.e; ne soit pas nul. On tire de la la
formule

Ap—=e,. Ap@ Ker f,.

Prenons pour e, un idempotent primitif appartenant a Kerf;. Soit m, un
élément de F tel que e,.m, soit contenu dans [. Comme e,.m, n’est pas
nilpotent, il existe @, €m, tel que e,.a,.e, ne soit pas nul. On tire de la la
formule

Ar—=e . Apr@ e,. Ar@ Ker f; nKer f,.

Prenons pour ¢; un idempotent primitif appartenant 2 Ker fy nKer f,, . ...
La construction s’arréte lorsque n est égal a la longueur du 4,~-module a
droite sous-jacent & A. On a alors les formules

Ap—e . Ap+...+e€,. Ap et Kerfin...nKerf,=o.

CoroLLAIRE 1. — Soit A un anneau satisfaisant auzx conditions (b) et (c)
du théoréme 2 et dont O est un idéal bilatére premier (i. e. si a et b sont
deux idéauzx bilatéres non nuls de A, le produit a.b n'est pas nul). Si S
est la partie multiplicative formée des éléments réguliers de A, il existe un
anneau de fractions d droite de A pour S. Cet anneau de fractions est
simple.

La condition (a) du théoréme 2 est en eflet satisfaite. Si Ay n’était pas
simple, Ay contiendrait des idéaux bilatéres non nuls a'et b dont le produit
serait nul. Les intersections anA4 et bn A4 seraient alors des idéaux bilatéres
de A et le produit de ces idéaux serait nul. Ceci est absurde.
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CoROLLAIRE 2. — Soit 4 un anneau intégre nethérien a droite. St S est
la partie multiplicative formée des éléments non nuls de A, il existe un
anneau de fractions d droite de A pour S. Cet anneau est un corps.

L’existence de 'anneau de fractions Ag résulte du théoréme 2. Si A n’est
pas un corps, Ag contient un idempotent e distinct de 1. Il existe donc
un s€ .S tel que e.s appartienne & 4. Comme e.s n’est pas inversible dans A,
les z € Ag tels que e.s.x soit nul forment un idéal a droite [. Il en résulte
que A NI n’est pas nul et est annulé par e.s : ceci est absurde.

. Injectifs indécomposables et idéaux bilatéres premiers. — Soit A
un anneau neethérien a droite. Si M est un A-module, AnnM désignera
I'idéal bilatére formé des a tels qu'on ait M.a =o0. De méme, si m est un
élément de M, Annm désignera I'idéal a droite formé des « tels qu'on
ait m.a = o.

Soit / un A-module injectif indécomposable. Si M et /N sont deux sous-
modules non nuls de 7, M n/V n’est pas nul et 'on a

Anmn(MnN)D>DAnn M -+ Ann V.

Les annulateurs de sous-modules non nuls de / forment donc une famille
filtrante croissante d’idéaux bilatéres de A. Cette famille a un élément
maximal qu’on notera A (7).

On voit d’abord que A (Z) est un idéal bilatére premier; autrement dit,
A(l) n’est pas égal & 4 et 'ona a.4.bcA(l)=acA(l)oubeA(l).
Ceci résulte du lemme suivant dont la preuve est laissée au lecteur :

Lemye 1. — Si a est un idéal bilatére d’'un anneau A, les assertions
suivantes sont équivalentes :

a. a est un idéal bilatére premier.

b. Il existe un A-module non nul M tel qu’'on ait Ann/N = a pour tout
sous-module non nul N de M.

Je dis aussi que tout idéal bilatére premier p est du type A (/), ou I est
un A-module injectif indécomposable : en effet, soit @/, une décomposition
de U'enveloppe injective de A/p en injectifs indécomposables; soit M; un
sous-module de Z; dont 'annulateur est A (Z;). Alors Mrn A/p est différent
de O et a pour annulateur a la fois p et A (f); d’ou p = A (I;) pour tout £,
et le résultat.

Il est facile de voir que A/p est en réalité un 4-module isotypique
(chap. 1V, § 2), c’est-a-dire que les injectifs [ sont tous isomorphes. En
effet, le corollaire 1 du théoréme 2 s’applique a I'anneau A /p. Cet anneau
est donc contenu dans un anneau simple B qui est I'enveloppe injective
de A/p comme (A/p)-module a droite. L’enveloppe injective / de A/p
considéré comme .4-module contient B, et B coincide avec ’ensemble des
¢léments de / qui sont annulés par p. L’assertion résulte donc de ce que B
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est somme directe d’idéaux a droite simples qui sont des A4-modules coirré-
ductibles isomorphes.
Soit maintenant M un A-module quelconque, soit I I'enveloppe injective

de M et soit I.—_z I; une décomposition de / comme somme directe de
k
modules injectifs indécomposables. On dira que V'idéal bilatére premier p
de A est associé a M s'il existe un £k tel qu'on ait p —= A4 (I;). On peut alors
Q . . . . , .
grouper par paquets J, — 2‘ I; les injectifs indécomposables associés au
A(lp)=p
méme idéal bilatére premier. On obtient ainsi une décomposition de 7,
unique a un automorphisme prés, du type /= Z Jy, o p parcourt les

P
idéaux premiers associés a /M.

. . . ’ \ L] . ¥\ I3
En particulier, si M, est égal a 'intersection /' n Z Jy ), on a l'éga-
a »p
lité o :{ \ M, ou p parcourt les idéaux premiers associés a //. En outre,
»

la décomposition est irrédondante et M/M, a p pour seul idéal bilatére

premier associé. La proposition suivante résulte du lemme 1 :

Prorosition 6. — L’idéal bilatére premier p est associé a M si et seule-
ment st M posséde un sous-module IV tel que p soit lannulateur de N et de
tous les sous-modules non nuls de V.

On retrouve donc par un procédé différent les résultats de Lesieur-Croisor
sur la décomposition « tertiaire » [16].

Nous nous proposons maintenant de voir sous quelles conditions la théorie
obtenue n’est pas plus fine que la théorie de Lesieur-Croisor, c’est-a-dire
quand la correspondance établie entre injectifs indécomposables et idéaux
bilatéres premiers est bijective. Pour cela, nous supposerons I’hypothése (H)
satisfaite :

(H) Si 1 est un idéal a droite de A et si p est l'annulateur de A[1, il

existe un nombre fini d’éléments x4, ..., x, de A/l tels qu’'on ait
p= ‘ \ Annxz;.
1Zi<Zr

Si la condition (H) est satisfaite, je dis que, pour tout injectif indécom-
posable I, I'enveloppe injective de A/A (1) est somme directe d'un nombre
fini de modules isomorphes a / : Soit en effet M un sous-module de 7/ dont
I'annulateur est A (/). On a manifestement

AI) :n Annz.

xZ£0
xEM
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Mais il résulte de (H) que A (Z) est intersection d’un nombre fini de Ann,

soit Annz,, ..., Annz,; il existe donc un monomorphisme de A/A([)
i=r

dans la somme directe finie @ @;.4. L'enveloppe injective de cette somme
i=1

est isotypique; d’ou le résultat :

LemMe 2. — Si la condition (H) est satisfaite, la correspondance I ~> A (I)
entre types d’injectifs indécomposables et idéauzx bilatéres premiers est
bijective.

Il reste a donner des exemples ou la condition (H) est vérifiée :
a. Tous les idéaux & droite de A sont bilatéres.

b. L’anneau A est artinien a droite. Le radical r(4) de 4 est alors nilpotent
et tout 1déal bilatére premier contient r(A4). Les idéaux bilatéres premiers
de A correspondent donc biunivoquement & ceux de l'anneau semi-
simple A/t (A), c'est-d-dire aux représentations irréductibles de 4.

¢. Le centre Z(A4) de A est un anneau ncethérien et A est un Z(A4)-module
de type fini : Soient M un A-module de type fini; x et y deux éléments
de M. Si &' et y' désignent les ensembles formés des éléments de M qui sont
annulés par Annz et Anny, on voit que 2’ et )’ sont des modules de type
fini sur Z(A). En outre, on a |'égalité

Ann(2'+ y') =AnnznAnny.

Comme M est un Z(A)-module nceethérien, il existe un nombre fini
d’éléments x4, ..., z, de M tels qu’on ait

X+ .+ x.=M.

La condition (H) est donc satisfaite.

d. Un contre-exemple : Soient & un corps commutatif de caractéristique O
et k(X') le corps des fractions rationnelles en une indéterminée I sur £.
Soient d la A-dérivation P(X ) — P'(.X') de k(X)) et A 'anneau des opéra-
teurs engendré par d et les homothéties de A(.X"). L’anneau A est intégre,
tout idéal & droite est monogéne et il n’y a pas d’idéal bilatére distinct de O
oude 4 ([k], § 5, exerc. 13). En particulier, les idéaux bilatéres premiers
associés & un A-module simple et & A sont nuls. Comme ces modules n’ont
pas méme enveloppe injective, on voit que la correspondance [~ A (1)
n’est pas bijective.

L’ensemble des idéaux bilatéres premiers de 4 sera appelé dorénavant le
spectre premier de A [notation : Spec (A)]. Nous savons qu’il est possible
d’associer a tout idéal bilatére premier p un A-module injectif indécom-
posable /p qui satisfait 4 la condition suivante : ’enveloppe injective de 4 /p
est somme directe finie de modules isomorphes & Ip. L’application p ~+ Ip



424 P. GABRIEL.

définit une injection de Spec(A4) dans le spectre de la catégorie mod.1. Nous
identifierons toujours Spec(.4) a I'image de cette injection.

Prorosition 7. — Soient A un anneau neethérien d droite et € une sous-
catégorie localisante de modA. Un idéal bilatére premier p appartient
a Sp(C) (chap. 1V, § 1) si et seulement si A/p est un objet de €.

Il est clair que p appartient & Sp (€) si A/p est un objet de €. Supposons
réciproquement que p appartienne a Sp (€). Cela signifie que Zp contient un
sous-module non nul appartenant a €. Il en résulte que 4/p contient un
sous-module non nul /¥ appartenant & €. Nous désignons par S la partie
multiplicative formée des éléments réguliers de A/p (cf. § 3). Si P est un
sous-groupe de /V, I'idéal a droite AnnP de A/p qui est formé des a tels
que P.a soit nul, est I'intersection de 4 /p avec un idéal & droite de 'anneau
simple (A/p)s. 1l s’ensuit que les idéaux a droite de 4 de la forme AnnP
satisfont a la condition des chaines descendantes. En particulier, il existe un
nombre fini d’éléments z;, ..., 2, de /V tels qu’on ait

1l existe donc une application A-linéaire de 4/p dans la somme directe
des modules @;. 4. 1l en résulte que A /p appartient a C. C. Q. K. D.

Si s est un élément de Sp(mod A), et si /; est un A-module injectif indé-
composable de type s, I'idéal bilatére A (/) appartient & Spec(A4). Nous
dirons que l'application s ~> A (/;) est la projection canonique de Sp (mod 4)
sur Spec(A). Cette projection est I'identité sur Spec(A4); elle est done
surjective. Lorsqu’elle est bijective, nous disons que V'anneau A posséde
assez d’idéaux bilatéres.

Soit A4 un anneau, ncethérien a droite et possédant assez d’idéaux bilatéres.
Si F est un ensemble d’idéaux & droite topologisant et idempotent, nous
avons vu que le produit [.m de deux idéaux a droite [ et m appartient a F
pourvu que [ et m appartiennent & F. La loi multiplicative de 4 munit donc
Iensemble ¥ d’une structure de monoide. Je dis que le sous-monoide de F
qui est engendré par les idéaux bilatéres premiers appartenant a F, est
cofinal : la sous-catégorie F est en effet engendrée par les modules 4 /p, ou p
parcourt les idéaux bilatéres premiers appartenant a F (proposition 7 et
corollaire 2 de la proposition 2, chap. 1V). Tout module ncethérien M
appartenant a F posséde par conséquent une suite de composition

OZMOCMIC e CMrCM,-+1:M,

dont les quotients M, /M; sont annulés par un idéal bilatére premier p,€ F.
On tire de la que le produit p,.p.—i...p, annule M. Si M est le quotient
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de A par un élément [ de F, il s’ensuit que [ contient le produit p,.p,_s...P,.
La proposition 7 entraine donc le

CoroLLAIRE 1. — Solent A un anneau neethérien a droite ayant asses
d’idéaux bilatéres et E un ensemble d’idéaux bilatéres premiers de A.
L’ensemble F des idéaux a droite qui contiennent un produit de la
Jorme p,.pr—1...po, 0ud P;€L, est topologisant et idempotent. Récipro-
quement, tout ensemble d’idéauz a droite topologisant et idempotent est
de ce type.

Si 'anneau A posséde assez d’idéaux bilatéres, le spectre premier de -1
coincide avec le spectre de la catégorie mod A. Ce dernier se trouve donc
muni d’une structure d'ensemble ordonné ncethérien. De plus, pour toute
sous-catégorie localisante € de mod.4, Sp(€) coincide avec I'ensemble des
idéaux bilatéres premiers p tels que A /p appartienne a €. Si o est un ordinal,
nous désignons en particulier par £, I'’ensemble des idéaux premiers tels
qu’on ait Kdim 4 /p < a (voir chap. &, § 1). On a alors le

CoroLLAIRE 2. — Soit A un anneau ncethérien a droite ayant asses
d’idéaux bilatéres. Avec les notations ci-dessus, les ensembles Iy peuvent
étre définis de la facon suivante .

— F_, est vide.

— Silordinal a a un prédécesseur 3, E,, est formé des idéaux bilatéres
premiers p tels que tout idéal bilatére premier contenant p et distinct de p
appartienne a Ep.

— Si a est un ordinal limite, IV, est la réunion des Ep pour 3 < a.

Il est clair que £_; est vide. Soit donc + un ordinal quelconque et suppo-
sons que les énoncés du corollaire 2 sont vérifiés pour tout ordinal o <~.
Si v est un ordinal limite, ces énoncés restent manifestement vérifiés lorsque
est égal & y. Examinons le cas ou v a un prédécesseur 3 el soit 7g le foncteur
canonique de mod A = A dans A/Ag (les notations sonlt celles du chapitre 1V) :

Soit p un idéal bilatére premier tel qu'on ait Kdim .4 /p = y. D’autre part,
soit q un idéal bilatére premier contenant p et distinct de p. Il est clair que
Kdim A4 /q est inférieur ou égal a Kdim A4 /p; si I'égalité avait lieu, les quo-
tients de Jordan-Holder de 7g (A /p) ne seraient pas tous isomorphes. 1l en
résulterait I'existence d'un sous-module non nul 'V de A4/p qui n'engen-
drerait pas la méme sous-catégorie localisante de mod A que A/p. Comme il
exisle une injection A-linéaire de A /p dans une somme directe de modules
isomorphes & /V (¢f. la preuve de la proposition T), cela est impossible. On
a donc I'inégalité KdimA/q < KdimA /p.

Réciproquement, supposons que A/q appartienne a Ag ponr tout idéal
premier q contenant p et distinct de p. Soit [ un idéal a droite de 4/p qui
est maximal parmi les idéaux a droite m tels que A/m n’apparlienne pas
a Ag. Alors T3(A/1) est un objet simple; il s’ensuit qu'il existe un idéal
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bilatére premier associé & 4/[. Cet idéal premier contient p, et 'hypothése
que nous avons faite montre qu'il coincide avec p. Comme A4/l appartient
4 Ay, Sp(Ay) contient p. Il en résulte que 4 /p appartient 4 A, (proposition 7).

CoroLLAIRE 3. — Soient A un anneau neethérien a droite ayant asses
d’idéaux bilatéres, p un idéal bilatére premier de A et v un ordinal fini.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

a. Kdim 4/p Z .

b. Toute chaine d’idéaux bilatéres premiers contenant p a au plus n + 1
éléments.

Le corollaire 3 résulte directement du corollaire 2. Si A est un anneau
commutatif neethérien, il montre que la notion de dimension de Krull que
nous avons introduite dans mod A coincide avec la notion classique.

Pour terminer ce paragraphe, nous rappelons les exemples que nous
avons donnés :

ProrosiTioN 8. — Un anneau neethérien a droite A posséde assez d’idéaux
bilatéres si l'une des conditions suivantes est réalisée -

a. A est artinien a droite.

b. Tout idéal a droite est bilatere.

¢. Le centre Z(A) de A est un anneau neethérien et A est un Z (A)-module
de type fini.

5. Stabilité par enveloppes injectives. — Soient 4 un anneau et € une
sous-catégorie pleine de mod A4 satisfaisant aux conditions suivantes :

(%) Si M est un A-module appartenant a €, tout sous-module de M
appartient a C.

(k%) Si M et N sont deux A-modules appartenant & €, la somme
directe M @ /¥ appartient a C.

Désignons maintenant par M un A-module quelconque. Si M’ et M" sont
deux sous-modules de M tels que M/M' et M/M" appartiennent a €, alors
M/M'nM" appartient a €; ce module est en effet isomorphe a un sous-
module de M/M' @ M/M". Les sous-modules M' de M tels que M/M'
appartienne & €, forment donc une base de voisinages de O pour une topo-
logie Tp M qui fait de M un groupe topologique. Le lecteur vérifiera que la
topologie Tp A, fait de A un anneau topologique. Si I'on munit 4 de celte
topologie, la topologie Tp M fait de M un A-module topologique. De plus,

toute application A-linéaire f: M — /V est continue quand on munit M et V
des topologies Tp M et TpN. On peut résumer la situation en disant que la

donnée de € définit d’une part une structure d'anneau topologique sur 4 ;
elle définit d’autre part un foncteur de mod A4 dans la catégorie des A-modules
topologiques.



CATEGORIES ABELIENNES. 427

ProrosiTion 9. — Soient A un anneau et € une sous-catégorie pleine
de mod A satisfaisant aux conditions (%) et (% k). Les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

a. Pour tout A-module M et pour tout sous-module N de M, la topo-
logie Tp IV coincide avec la restriction a N de la topologie Tp M.

b. Pour tout A-module M appartenant a €, lenveloppe injective de M
appartient a C.

(a)=(b) : Il revient en effet au méme de dire que M appartient & € ou
de dire que la topologie Tp M est discréte. Si M appartient a € et est contenu

dans un A-module 7, 'assertion (@) entraine qu’il existe un sous-module Q
de 7 tel que //Q appartienne a € et qu'on ait QN M =o. Si ] est 'enveloppe
injective de M, Q est nécessairement nul. D’ou P’assertion (b).

(b)= (a) : Soit en effet V' un sous-module de V tel que /N//V' appar-
tienne a €. 1l s’agit de montrer qu'il existe un sous-module M’ de M tel
que M/M' appartienne & € et que NNM' soit contenu dans /V'. Nous
choisirons pour M’ un sous-module de M qui est maximal pour I'égalité
NnM' =N'. Alors M/M' est extension essentielle de N/N' et (a) résulte

de (b).

CoroLLAIRE 1. — Soient A un anneau et € une sous-catégorie pleine
de mod A satisfaisant aux conditions (%), (% k) et auzx conditions (a)
et (b) de la proposition 9. Soit M un A-module et soit N lintersection des
sous-modules M' de M tels que M/M' appartienne a €. Il n’existe alors
aucun sous-module N' de N, distinct de N et tel que N/N' appartienne a C.

En effet, la topologie TL‘N coincide avec la topologie induite par TC‘M’
Cette derniére topologie est grossiére.

Nous supposons a partir de maintenant que A est naethérien a droite. La
proposition 9 et le corollaire 1 sont alors souvent utilisés de la facon suivante :
soit i un idéal bilatére de A et soit € la sous-catégorie localisante de mod 4
dont les objets ncethériens sont les 4-modules annulés par une puissance
de i. Si € est stable par enveloppes injectives [c’est-a-dire si € satisfait &
I'assertion (b) de la proposition 9], la proposition 11 et le corollaire 1
peuvent étre formulés comme suit : si /V est un sous-module d’un A-module
necethérien M, la topologie i-adique de /V (i. e. TL‘N> est la restriction a /V
de la topologie i-adique de M; de plus, si R est l'intersection des sous-
modules M.i* de M, R.i est égal a R. Ces propositions évoquent des
résultats bien connus d’ARTIN-REES et de KRuLL.

Dans le paragraphe 6, nous utilisons la proposition 9 d’une maniére un
peu différente : si A est un anneau ncethérien a droite, nous prenons pour €
la sous-catégorie localisante (mod A4 ), dont les objets sont les A-modules de

dimension de Krull Zo. Si M est un A-module, nous notons alors M le
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complété de M pour la topologie TpM; ce complété M est la limite projec-
tive des modules M/M', quand M' parcourt les sous-modules de M tels
qu’on ait Kdim M/M' 0. Si M est ncethérien, les quotients M/M' sont de
longueur finie. En particulier, A est un anneau pseudo-compact a droite;
si M est ncethérien, M est un module pseudo-compact a droite sur A.

11 est clair que (mod 4 ), s’identifie a la catégorie des A-modules a droite
topologiques et discrets. De plus, on a le

COROLLAIRE 2. — Soit A un anneau neethérien a droite. Le foncteur qu
associe a tout A-module neethérien a droite M le A-module a droite
pseudo-compact M, est exact a droite. Ce JSoncteur est exact si U'enveloppe
injective d’un A-module de dimension de Krull nulle a une dimension
de Krull nulle.

Ce corollaire résulte facilement de la proposition 11 et du lemme 1, § 3,
chap. 1V.

Prorosition 10. — Si A est un anneau commutatif ncethérien, toute
sous-catégorie localisante de mod A est stable par enveloppes injectives.

Soit en effet € une telle sous-catégorie localisante et soit M un 4-module
appartenant & €. Si I'idéal premier p est associé & M, le module A/p appar-
tient & € (proposition 7). Nous allons montrer que, pour tout idéal premier p,
I'enveloppe injective de A /p appartient a la sous-catégorie localisante engen-
drée par A/p; si M est un A-module et si @ est un élément de A, nous
désignons par ay I’homothétie 2 —x.a de M. Nous disons que a,, est presque-
nilpotent si tout sous-module ncethérien de M est annulé par une puissance
de ay.

Lemye 1. — Soient p un idéal premier d’un anneaw commututif ncethé-
rien A et M un A-module. Les assertions suivantes sont équivalentes :

a. M appartient a la sous-catégorie localisante de mod A qui est engen-
drée par A/p.

b. Pour tout élément a de p, a,y est presque-nilpotent.

Sil est un idéal de A, le quotient 4 /[ appartient en effet & la sous-catégorie
localisante engendrée par A/p si et seulement si [ contient une puissance
de p (corollaire 1 de la proposition 7). Il s’ensuit que M appartient a la
sous-catégorie localisante engendrée par 4 /p si et seulement si tout élément
de M est annulé par une puissance de p.

Lemye 2. — Soient A un anneau commutatif nethérien et I un A-module
injectif indécomposable. Pour tout élément a de A, I'homothétic ay est soit
bijective, soit presque-nilpotente.

Soit en effet M un sous-module ncethérien non nul de 7. Comme M est
ncethérien, I'égalité suivante est vraie pour n assez grand :

Kera}nIma} —o.
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Comme l'intersection de deux sous-modules non nuls de 7 n’est pas nulle,
on a soit afjy= o, soit Ker a’y— o. Dans le dernier cas, @, est un monomor-
phisme de 7 dans 7, donc un automorphisme, car 7 ne contient pas d’injectifs
distincts de 7 ou de O. Dans le premier cas, tout sous-module ncethérien
de 7 est annulé par une puissance de a.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver la proposition : si 7 est
I'enveloppe injective de 4/p, Kera; est différent de O pour tout élément «
de p. Il s’ensuit que a; est presque-nilpotent (lemme 2) et que 7 appartient
a la sous-catégorie localisante de modA qui est engendrée par .4/p
(lemme 1).

Le corollaire 2 de la proposition 9 s’applique donc a tout anneau commu-
tatif ncethérien. Il en va de méme des remarques qui suivent le corollaire 1
(lemmes d’ArTiIN-ReEs et de Kruwy).

6. Extensions finies d’anneaux commutatifs noethériens. — Dans ce
paragraphe, R est un anneau commutatif ncethérien. Nous désignons par -
une R-algébre unitaire, finie et fidéle (¢/. § 1). Une telle algébre posséde
assez d’idéaux bilatéres. Nous nous intéressons d’une part aux relations
entre le spectre premier de A et le spectre premier de R; nous étudions
d’autre part la structure des A-modules injectifs indécomposables. Les
résultats auxquels nous aboutissons sont ceux auxquels tout le monde
s’attend ; les méthodes utilisées sont celles que tout le monde utilise.

Il est loisible de supposer R contenu dans le centre Z(A) de A. Nous
disons alors que A est une extension finie de R. Pour tout idéal bilatére
premier B de 4, RNP est alors un idéal premier de R.

ProeosiTion 11. — Soit A une extension finie d’'un anneau R, commu-
tatif et neethérien. Les assertions suivantes sont vraies :

a. L'application P ~>P N R est une surjection de Spec (A ) sur Spec(R).

b. Si P et Q sont deux idéaux bilatéres premiers de A, les conditions
Po>Q et P £ Q entrainent PN R Z QAN R.

¢. Sip est un idéal premier de R et si le R-module A peut étre engendré
par n éléments, l'image réciproque de | p| dans Spec(A) contient au plus

n éléments.

La proposition résultera des lemmes suivants :

Lemme 1. — Soient A un anneau, S une partie multiplicative contenue
dans le centre Z(A) de A et ¢ l'application canonique de A dans Ag. Les
applications P ~> Ps et Q ~»> ¢~ (Q) définissent une correspondance
biunivoque entre les idéaux bilatéres premiers de A qui ne rencontrent
pas S et les idéaux bilatéres premiers de Ag.

La preuve du lemme 1 est laissée au lecteur.
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Lemme 2. — Les hypothéses et les notations sont celles de la proposition 11.
Pour tout idéal premier p de R, Ap/p.Ayp est une algébre finie non nulle
sur le corps commutatif Ry/p.Ry. En outre, Uapplication B ~> Pp/p. Pp
définit une bijection de Uensemble des idéaux bilatéres premiers B de A
satisfaisant a PN R=1yp, sur lensemble des idéaux bilatéres premiers
de Ap/p. Ayp.

11 est clair que Ap/p.Ap est une algébre finie sur Ry/p.Rp. Comme p. Ry
est le radical de Jacobson de Ry et que Ap est un Rp-module de type fini, le
quotient Ap/p.Ap n’est pas nul (lemme de Nakayama).

D’autre part, les idéaux bilatéres premiers de Ap/p. Ay sont en correspon-
dance biunivoque avec les idéaux bilatéres premiers de Ap qui contiennent
p.Ap, Le lemme 1 montre que ces derniers correspondent biunivoquement
aux idéaux bilatéres premiers P tels qu'on ait PN R=1p. Ceci prouve le
lemme 2. ‘

L’assertion (a) de la proposition résulte de ce que Ap/p.Ap est un
anneau artinien non nul; les idéaux bilatéres premiers de cet anneau sont les
idéaux bilatéres maximaux. L’anertion (&) de la proposition résulte de ce
que Ap/p.Ap ne contient pas d’idéaux bilatéres premiers « emboités » et
distincts. Soient enfin zy, ..., 2, des générateurs du R-module sous-jacent
a A ; les images de ces générateurs dans Ap/p.Ap engendrent le (Rp/p.Ryp)-
modulesous-jacenta Ap/p.Ap;ilenrésultelaformule[dy/p.Ap: Rp/p. Rp) < n;
ceci prouve (c).

CoroLLAIRE 1. — Les notations et les hypothéses sont celles de la propo-
sition 11. Soient p,C...Cp, une chaine d'idéaux premiers de R et
PoC ... CP; une chaine d’idéaux bilatéres premiers de A tels qu’'on ait
PB,NnR=p;, oLjLi<<n. Il existe une chaine P;CPu1C...C P,
formée d'idéaux bilatéres premiers de A tels qu'on ait PBrn R = p; pour
ik Zn.

Il résulte en effet de I'égalité PN R =p,; que 4/P; contient R/p; et en est
une extension finie. D’aprés I'assertion (2) de la proposition 11, il existe
donc un idéal bilatére premier Q. de 4/, tel qu’on ait

Qi N (R/0:) =Dia/P:-

L’image réciproque P, de Q;,, dans A est un idéal bilatére premier de 4
et satisfait & Iégalité P, ., NR=p.;.

On construit PB;,» & partir de P;,4 comme on a construit P, 4 partir
de PB;; la construction se poursuit par récurrence. . ..

COROLLAIRE 2. — Les notations et les hypothéses sont celles de la propo-
sition 11. Si M est un A-module. nous désignons par pM le R-module
sous-jacent a M. La dimension de Krull de M est finie si et seulement si la
dimension de Krull de p M est finie. Dans ce dernier cas, ces deux dimen-
sions sont égales.
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Soit en effet € (resp. D) la sous-calégorie localisante de mod A (resp. de
mod R) qui est engendrée par M (resp. par pM). On sait que € peut étre
engendrée par des modules A/, ou P est un idéal bilatére premier de A.
De méme, D peut étre engendrée par les R-modules p (4/P), ou P parcourt
les idéaux bilatéres premiers de A tels qu'on ait A/P €. On tire de la
les formules suivantes :

Kdim M = sup KdimA4/$, KdimpM = sup Kdimp(A/P).
4/PEC 4/BEC

Autrement dit, il suffit de démontrer le corollaire 2 lorsque M est de la
forme A/P, ou P est un idéal bilatére premier de 4. Dans ce cas, 'annu-
lateur du R-module ncethérien p(A/PB) est p = P N R. On sait qu'il en résulte
I'égalité Kdimp (A4/P)=KdimR/p.

D’aprés le corollaire 3 de la proposition 7, il reste donc a prouver I'équi-
valence des assertions suivantes : ‘

— Toute chaine d'idéaux bilatéres premiers de 4 contenant P a au plus
n—+1 éléments.

— Toute chaine d’idéaux premiers de R contenant p a au plus n-+1
éléments.

L’équivalence de ces assertions résulte du corollaire 1 et de 'assertion (&)
de la proposition 11.

Nous dirons désormais que l'application P ~> PN R est Papplication
canonique de Spec (A4 ) —=Sp(modA) sur Spec(R)=_Sp(modR). Si D est
une sous-catégorie localisante de mod R, nous désignons par p~' (D) la sous-
catégorie localisante de mod 4 qui suit : un A-module M appartient a p—' (D)
si et seulement si p/M appartient a D. Le spectre de la catégorie p—! (D) est
évidemment I'image réciproque de Sp(D) pour l'application canonique de
Sp(modA) sur Sp(mod R). Le lecteur vérifiera la réciproque : une sous-
catégorie localisante € de mod.A4 est de la forme p~—t (D) si et seulement si
Sp(€) est I'image réciproque d’une partie de Sp(mod R).

Prorposition 12. — Soit A une extension finie d'un anneau R, commu-
tatif et neethérien. Soient D une sous-catégorie localisante de mod R et p le
Jfoncteur qui associe a tout A-module M le R-module sous-jacent a M. La
sous-catégorie localisante p—' (D) de modA est stable par enveloppes
injectives.

La preuve est analogue a celle de la proposition 10; nous n’en donnons
qu'une esquisse : si P est un idéal bilatére premier de 4, on montre que
I'enveloppe injective de A/ appartient a la sous-catégorie localisante
engendrée par les modules 4/Q, ot Q parcourt les idéaux bilatéres premiers
tels qu'on ait QNR=PNR. Un A-module M apparlient a cette sous-
catégorie si et seulement si @y est presque-nilpotent pour tout élément a de

B N R. Finalement on montre que si / est un injectif indécomposable et @ un
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élément de R, 'homothétie @; est soit bijective, soit presque nilpotente
(cf. lemme 2, § 5).

CororLare — Soit A un anneau satisfaisant aux hypothéses de la pro-
position 12. Si la dimension de Krull d’'un A-module M est nulle, la
dimension de Krull de son enveloppe injective est nulle.

Le corollaire 2 de la proposition 9 s'applique donc & I'anneau 4. Nous
empruntons dans la suite les notations de ce corollaire. Par exemple, si p est
un idéal premier de R, Ry est le complété de Ry pour la topologie
p. Rp-adique.

Dans la proposition suivante, & R désigne I'’ensemble des idéaux maximaux
de R.

ProrositioNn 13. — Soit A une extension finie d'un anneauw R, commu-
tatif et nethérien. Lorque M parcourt les A-modules neethériens, le fonc-

teur M ~> M est isomorphe au foncteur M ~> I I M QpBm.
meQr

Soit en effet M’ un sous-module de M tel que M/M' soit de longueur
finie. Alors p(M/M') est un R-module ncethérien dont la dimension de Krull
est nulle. Il s’ensuit que p (M /M') est de longueur finie. Soit d’autre part a
un idéal de R tel que R/a soit de longueur finie; alors M/M.a est un
A4-module de longueur finie.

Il résulte de ces remarques que les A-sous-modules de M de colongueur
finie définissent la méme topologie que les R-sous-modules de colongueur
finie. Il suffit donc de prouver que le complété de M pour cette derniére

topologie est le produit I |M®Rffm. Ceci est une proposition bien connue

meQnr
en algébre commutative.

CoroLLAIRE 1. — Les notations et les hypothéses sont celles de la propo-
~ 2N
sition 13. Si Z(A) est le centre de A, le centre de A est Uanneau Z(A).

L’anneau Z(A) est en effet un R-module de type fini. D’aprés la propo-

N\ . A
sition précédente, Z (A) est donc égal au produit I[Z(A ) @rBm. 1l reste a

meQr

montrer que Z(A) ®R[Afm est le centre de 4 ®Rl?m :

Lemve 3. — Soit w : R— S un homomorphisme d’'anneauzx commutatifs
avec éléments unité. Si S est R-plat [15), Z(A) QxS est le centre de
A QrS.

Soient en effet @y, ..., a. des générateurs de la R-algeébre A; soit
¢; + A — A lapplication définie parlaformuley;(a) =a;.a —a.a;, 1 ZiLr.
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Le centre Z(A) de A est lintersection des noyaux Ker¢;. Comme S est
R-plat, il en résulte que Z(A4) @xS est I'intersection des noyaux des appli-
cations ¢;@QzS. Les formules (¢;@zS) (z) =(2:Qr1). 2 — z.(a;Qr1)
montrent que cette derniére intersection estle centre de 4 ®zS.

Soit maintenant p un idéal premier de Z (A ). Nous désignons par (mod 4)p
la sous-catégorie localisante de mod. A qui est définie de la facon suivante :
un A-module M appartient a2 (mod4)yp si et seulement si ay est presque-
nilpotent pour tout élément @ de p. De méme, nous désignons par (mod A),
la sous-catégorie localisante formée des 4-modules dont la dimension de
Krull est nulle.

CoroLLAIRE 2. — Les notations et les hypothéses sont celles de la propo-
sition 13. L'application m ~> (mod A )m est une bijection de I'ensemble des
idéaux maximaux de Z(A) sur lensemble des composantes connexes de
la catégorie localement finie (mod A ),.

Soit en effet Z le centre de la catégorie A— (modA),. Supposons
I'anneau Z isomorphe au produit d'une famille d’anneaux (Z;);e;. Nous
identifions alors Z & ce produit. Si ¢; est I’élément unité de Z;, nous dési-
gnons par A; la sous-catégorie localisante de A dont les objets sont les
A-modules M €0A tels qu'on ait e¢;(M) = o pour ;2. 1l est clair que la
catégorie 4 est équivalente au produit des catégories A;. Autrement dit, il y a
une correspondance biunivoque entre les décompositions de Z en produit
d’anneaux et les décompositions de A4 en produit de catégories.

Or nous avons vu au paragraphe précédent que la catégorie (modA),
s'identifiait & la catégorie des modules a droite topologiques discrets sur
P’anneau topologique A. Si M est un A-module de dimension nulle, on
définit en particulier une application bilinéaire M = A - M qui prolonge
P’application bilinéaire définissant la structure de A-module de M; nous
notons encore m.a I'image de (m.a)eM < A pour cette application. Si «a
est un élément du centre de /?, nous notons ay l'application A-linéaire
m ~>m.a de M dans M. Lorsque M varie, les applications M ~ > a, défi-

nissent un isomorphisme du centre Z(A4) de A sur Z. Le corollaire 2 résulte
de la et des remarques précédentes.

CoroLLAIRE 3. — Les notations et les hypothéses sont celles de la propo-
sttion 13. Les assertions suivantes sont équivalentes :

a. L'application P ~>PnZ(A) de Spec(A) sur Spec(Z(A)) est
bijective.

b. Toute sous-catégorie localisante de mod A est stable par enveloppes
injectives.

(a) = (b) : Cela résulte de la proposition 12.

(b)=>(a) : Si toute sous-catégorie localisante de mod 4 est stable par
enveloppes injectives, il en va de méme a fortiori pour toute catégorie
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quotient de mod 4. En particulier, si p est un idéal premier de Z(4), toute
sous-catégorie localisante de mod 4y est stable par enveloppes injectives.

Soit donc P un idéal bilatére premier de A tel qu'on ait PN Z(4)=p:
soit £ la sous-catégorie localisante de mod Ap qui est engendrée par Ap/P. Ap;
soit I la sous-calégorie localisante de modAyp qui est engendrée par les
Ap-modules simples non annulés par . Comme € et D sont stables par
enveloppes injectives, la catégorie (mod A4p), est équivalente au produit C I D
(¢f. la démonstration du corollaire du théoréme 2, chap. IV). D’aprés le
lemme 3, (Z(A))p est le centre de Ap. Il s’ensuit que la catégorie D est
nulle (corollaire 2) ; ceci achéve la preuve.

L’assertion (&) du corollaire 3 est par exemple satisfaite si la Z(A4)-algébre A4
vérifie les conditions équivalentes de la proposition 2. Elle est aussi satisfaite
pour les ordres maximaux de l'arithmétique.

Nous terminons ce paragraphe par I'étude de I'anneau pseudo-compact
associé A la catégorie localement finie (mod A ),. Si m est un idéal maximal
de 'anneau commutatif R, nous désignons par E'm I'enveloppe injective du
R-module R/m. Nous désignons par I la somme directe des R-modules Em
lorsque m parcourt les idéaux maximaux de R.

Soient M un A-module & droite de longueur finie, @ un élément de A4 et f
une application R-linéaire de M dans E. Nous notons a.f l'application
R-linéaire de M dans E qui est définie par la formule suivante :

(a.f) (m)=[(m.a).

L’application (a. f) ~+ a.f définit une structure de A-module & gauche sur
le groupe abélien Homz (M, E). Dans la suite, Hompg (M, E) sera toujours
muni de cette structure :

ProrosiTioN 1. — Soit A une extension finie d'un anneau R, commu-
tatif et neethérien. Soit E la somme directe des enveloppes injectives des
R-modules R/m, ou m parcourt les idéaux maximaux de R. Le foncteur
M ~>Homp(M, E) définit une dualité entre les A-modules a droite de
longueur finie et les A-modules a gauche de longueur finie.

Soient A la catégorie des 4-modules a droite de longueur finie, B la catégorie
des A-modules 4 gauche de longueur finie. On voit comme dans la démon-
stration du corollaire 6 du théoréme & (chap. IV) que Homg (M, E) est un
R-module de longueur finie, a fortiori donc un A-module de longueur
finie. Ceci montre que M ~>Homp(M, E) est un foncteur contravariant
de A dans B; ce foncteur sera noté 7" dans la suite de cette preuve.

Considérons maintenant un A-module & gauche de longueur finie /V. On
munit alors le grouge abélien Hompg(/V, £) d’une structure de A-module
a droite : si a est un élément de 4 et g un élément de Hompg(/V, E), g.a est
défini par la formule (g.a)(n)=g(a.n), On montre comme auparavant
que Hompg (N, E) est un A-module & droite de longueur finie; le foncteur
N ~> Homg (N, E) de B dans A sera noté S.
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D’aprés la proposition 12 (chap. I), il suffit de prouver que les foncteurs
SoT et ToS sont isomorphes respectivement aux foncteurs ]A et IB csiM

est un objet de 4 et si m est un élément de M, nous notons m' I'application
A-linéaire de Hompg (M, E) dans I qui est définie par la formule

m'(f) = f(m).

Lorsque M varie, les applications m ~>m' définissent un morphisme du
foncteur identique IA dans So 7". On voit comme dans la démonstration du

corollaire 6 du théoréme & (chap. IV), que 'application m ~> m' est un
isomorphisme de R-modules; comme celte application est A4-linéaire, c’est
aussi un isomorphisme de A-modules. Il s’ensuit que /4 est isomorphe &
So T. On prouverait de l]a méme maniére que /g estisomorphe & 770 S.

C. Q. F. D.

1l résulte de la proposition 13 que la topologie de A peut étre définie par

des idéaux bilatéres a de colongueur finie (i. e. le A-module a droite et

N

le A-module a gauche sous-jacents a A/a sont de longueur finie). L’anneau
topologique A est donc pseudo-compact a gauche et a droite. De plus, il est
clair que la dualité que nous avons exhibée entre 4 et B se prolonge en une

dualité entre (mod A), et la catégorie PC( A) formée des A-modules a gauche
pseudo-compacts. D’ou le

CoroLLAIRE 1. — Les notations et les hypothéses sont celles de la propo-
sition 1h. L'anneau pseudo-compact associé a la catégorie des A-modules

« droite de dimension de Krull nulle, est équivalent a l'anneau A. L’anneau

dual de A est donc équivalent i Panneaw opposé a A.

CoROLLAIRE 2. — Les notations et les hypothéses sont celles de ln propo-
sition 1%. Soient I un A-module a droite injectif indécomposable, P 'idéal
bilatére associé a I et p Uintersection PN R. Alors I est un module a droite
artinien sur l'anneau Ap.

Soit en effet € la sous-catégorie localisante de mod 4 dont les objets
neethériens sont les A-modules & droite annulés par un élément de R — p.
Comme [ est C-fermé, la structure de A-module de / se prolonge d’une
facon et d’une seule en une structure de Ap-module a droite. Comme la
catégorie quotient mod 4/€ s’identifie A mod Ay, I est un Ap-module injectif
indécomposable (corollaire de la proposition 3). L’idéal bilatére premier
associé a cet Agp-module injectif est P. Ap. Il en résulte que I est 'enveloppe
injective d’'un Ap-module simple; le corollaire de la proposition 12 montre
donc que 7 est un Ap-module dont la dimension de Krull est nulle. Or la

catégorie (modAyp), est duale de la catégorie des Ap-modules a gauche
pseudo-compacts (corollaire 1). Comme Ap est un anneau nocthérien,

BULL. 80C. MATH. — T. 90, FAsc. 3. 31
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Penveloppe projective d’un objet simple de PC( Ap) est ncethérienne. Le
corollaire 2 s’en déduit par dualité.

Nous laissons au lecteur le plaisir de continuer cette investigation. Il pourra
en particulier rechercher les anneaux pseudo-compacts associés aux caté-
gories (mod 4 ),,4/(mod A),. Il pourra anssi en rechercher les composantes
connexes.

7. La dimension de Krull de quelques anneaux. — Si 4 est un anneau
ncethérien a droite, nous appelons dimension de Krull a droite de A la
dimension de Krull de la catégorie mod 4. Si G est un anneau gradué, nous
disons que G est un anneau gradué ncethérien & droite si toute suite crois-
sante d'idéaux a droite homogeénes est stationnaire; nous appelons dimension
de Krull a droitede l'anneau gradué G la dimension de Krull de la caté-
gorie abélienne des modules gradués sur I'anneau gradué G :

— Un objet de cette catégorie est un G-module gradué dont I'ensemble
sous-jacent appartient 4 I'univers .

— Si M et N sont deux objets de la catégorie, un morphisme de M dans N
est une application G-linéaire, homogéne, de degré o de M dans V.

— La composition des morphismes coincide avec la composition usuelle
des applications.

ProrosiTion 15. — Soit A un anneau filtré par une suite décroissante de
sous-groupes abéliens A,(nZo) tels qu’on ait A,,. A, C A,pin. On suppose
que A est la réunion des A, et que A est séparé et complet pour la topo-
logie définie par les A,.

a. Silanneau gradué associé
G(A) =.. .@A_1/A_g@ Ao/A_1® Ai/A0®. .o

est neethérien a droite, l'anneau A est nethérien a droite Si tout idéal a
droite homogéne de G(A) est engendré par moins de r éléments homo-
genes, tout idéal a droite de A est engendré par moins de r éléments.

b. Silanneau gradué G(A) est neethérien a droite et a une dimension
de Krull a droite inférieure a n, alors A est neethérien a droite et a une
dimension de Krull a droite inférieure a n.

Pour démontrer (@) et (b), on s’appuie sur les lemmes suivants qui sont
bien connus :

Lesve 1. — Soient M et N deux groupes abéliens filtrés par des suites
décroissantes de sous-groupes M, et N,(nSo). On suppose que la réunion
des M, (resp. des IV,,) est égale & M (resp. a V), que Uintersection des M,
(resp. des IV,) est nulle et que M, est complet pour la topologie définie par
les M. Soit f: M — N un homomorphisme de groupes filtrés. St f induit
une surjection des gradués associés, alors f est une surjection et IV est
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complet pour la topologie définie par les N,. Si f induit une injection des
gradués associés, alors f est une injection.

LemMe 2. — Supposons vérifiées les hypothéses de la proposition 15.
Soit M un A-module muni d'une filtration par des sous-groupes abéliens
My(nzo), tels quon ait M, . A,C M, n. On suppose que la réunion
des M, est égale a M, que leur intersection est nulle et que G (M) est un
G (A)-module gradué engendré par r éléments homogénes. Alors M est
engendré par des représentants des générateurs homogeénes de G(M) et M
est complet.

Démontrons maintenant (a) : si | est un idéal a droite de 4, nous muni-
rons [ de la filtration définie par les [nA,. Alors G (1) est un idéal a droite
homogéne de G (A) et il suffit d’appliquer les lemmes précédents. Nous
voyons aussi que | est complet pour la filtration induite par celle de 4.

Pour montrer (4), il suffit de prouver qu'on a Kdim M < n quand M est
un A-module & droite de la forme A/I, ou | est un idéal a droite. Il suffit
donc manifestement de démontrer le lemme suivant :

Lemme 3. — Soit M un A-module a droite filtré satisfaisant aux condi-
tions du lemme 2. On a alors KdimM = Kdim G (M).

Nous procéderons par récurrence sur Kdim G (M) : I’assertion est vraie s
Kdim G (M) =—1. Supposons-la vraie si Kdim G (M) << m et montrons-la
si KdimG(M)=m :

Sinon, il existerait une suite infinie de sous-modules M> M'>M*> ...
tels qu’on ait Kdim (Mi/M+1) > m. Munissant les M de la filtration induite
par celle de M etles M!/Mt+' de la filtration quotient de celle de M¢, on en
déduirait que la dimension de Krull de G (Mi/Mi+y = G(M) ]G (M) est
supérieure ou égale & m. Le module gradué G (M) aurait donc une suite
infinie de sous-modules gradués dont les quotients successifs ont une dimen-
sion de Krull supérieure ou égale & m; ceci est contraire 4 I'hypothése de

récurrence et au caractére ncethérien de G (M).
C. Q. F. D.

Soient maintenant 4 un anneau, ¢ un automorphisme de A et A;[T]
I'anneau des polyndémes de Hilbert en 7" relativement 3 o : cet anneau est
formé des polyndémes ao+ T'.a,+ T?.a,+. . .+ T".a,, a coefficients dans 4,
avec I’addition usuelle; on impose par contre les relations de commutation
a.T="T.c(a)sia€A.

CoroLLAlRE 1. — Soit ¢ un automorphisme de Uanneau A. Si A est
neethérien a droite, alors 45| T est neethérien a droite. Si A est noethé-
rien a droite et a une dimension de Krull @ droite finie et égale d n, alors
la dimension de Krull a droite’de Ag| T est égale a n + 1.

Nous munissons I'anneau Bi—="A;[ T'] de la filtration suivante : B, est nul
sin>>o; si n est un entier positif, B_, est formé des polynémes de Hilbert
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de degré < n. Dans ce cas, I'anneau sous-jacent a I'anneau gradué G(B)
peut étre identifié & B, G_,( B) étant identifié & 'ensemble des mondmes de
degré n(n>o0). Modulo cette identification, les idéaux & droite homogénes a
de G (B) sont de la forme

aP7.a:P 70D T 0:PH...P T q
ou @; est un idéal a droite de A4 tel qu’'on ait
oD (a)D ... o0 (ay) D ao.

Si A est ncethérien a droite, 1l en résulte que o—%(a;) est égal & o ' (a;,4)
pour i assez grand. Il existe donc un entier n tel qu’on ait o (a;) = a;44 pour
i> n; il s'ensuit que a est engendré par un nombre fini d’éléments homo-
génes de degré inférieur ou égal a n. Par conséquent, 'anneau gradué G (B)
est neethérien a droite et B est neethérien a droite.

Supposons maintenant qu'on ait Kdim4 —=n. Si M est un A-module,
nous munissons le G (B)-module M ® ,G (B) de la graduation évidente : les
éléments de degré r de M Q4G (B) sont de la forme m & , 7", me M. Nous
prouvons d’abord le

LemMEe k. — Soit M un A-module non nul de dimension de Krull finie n.
La dimension de Krull du G (B)-module gradué M Q.G (B) est alors égale
an-—+1.

Nous démontrons ce lemme par récurrence sur n. Comme A est supposé
ncethérien & droite, il suffit d’établir la preuve lorsque M est ncethérien.
Nous désignons par A la catégorie des G (B)-modules gradués et nous utilisons
les notations du chapitre IV (§ 1) :

Si M est simple et si 2 est un élément non nul de M, les seuls sous-modules
gradués de M Q 4G (B) sont engendrés par les 2 ® , 7", r> 0. 1l s’ensuit
que I'image de M @ ,G(B) dans la catégorie quotient A/A, est un objet
simple. Si M est de longueur finie, soit o =M,CM,C ... CM;= M une
suite de Jordan-Halder de M. Les modules gradués M;Q ,G(B) définissent
alors une suite de composition de M @ 4G (B) dont les quotients ont 1 pour
dimension de Krull. Il en résulte que M@ ,G(B) a 1 pour dimension de
Krull.

Supposons maintenant le lemme démontré lorsqu’on a n < m et prou-
vons-le lorsque n est égal & m : pour cela nous considérons M QG (B)
comme un objet de la catégorie quotient A/A,,_,. Si M est un objet simple de
la catégorie quotient mod 4 /(mod A),,_4, les seuls sous-objets de ¥ Q , G (B)
dans A/A,,_, sont les sous-modules gradués qui sont engendrés par ¥ Q , T,
r> o. Il en résulte que I'image de ¥ ® ,G (B) dans A/A,, est simple. Enfin,
st M est un A-module neethérien tel qu'on ait Kdim M —=n, I'image de M
dans mod 4/(mod 4),_, est de longueur finie. En utilisant des suites de
composition de M, on montre comme plus haut que la dimension de Krull

de M Q.G (B) vaut n +1.
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Le lemme & montre en particulier que la dimension de Krull de ’anneau
gradué G(B) est n—+1. Il en résulte que la dimension de Krull de B est
inférieure ou égale & n + 1 (proposition 15). Comme la suite décroissante des
idéaux a droite 77 B est infinie et que la dimension de Krull de 7. B/ T+ B
est manifestement égale a n, on a aussi I'inégalité Kdim B> n +1. D'ou le
corollaire.

CoroLLAIRE 2. — Soient k un corps commutatif et § une k-algébre de
Lie de dimension finie : | g : k] <<+ . L'algébre enveloppante de g est
un anneau ncethérien (a gauche et a droite) dont la dimension de Krull
(a gauche et a droite) est inférieure ou égale a [g : k].

Soit en effet U cette algébre enveloppante et soit U_, le sous-espace
vectoriel de U engendré par 1 et les produits de la forme gi.8:... gm,
oLn, mZn, g;€g. On sait que 'anneau gradué associé a U est un anneau
de polyndmes en [g : k] indéterminés. Le corollaire résulte de ce fait et de
la proposition 15.

Cuaprtre VI.

Applications 4 I'étude des faisceaux quasi cohérents.

Nous voulons étadier ici les faisceaux quasi cohérents injectifs sur un
préschéma ncethérien [12]. Chaque fois que nous parlerons d’un préschéma
(X, 0x), il sera sous-entendu que 'ensemble sous-jacent a X et I'espace
étalé associé a Ox sont des éléments de I'univers . Chaque fois que nous
parlerons d’'un @x-module A, il sera sous-entendu que M est quasi cohérent
et que I'espace étalé associé & M est un élément de U. Nous désignons par
Fx la catégorie des Ox-modules; avec nos conventions, Fx est une }-catégorie
abélienne avec limites inductives exactes.

Nous montrons dans le premier paragraphe que Fx peut étre obtenue en
« recollant » des catégories de modules. La suite est consacrée aux propriétés
des catégories de modules qui sont conservées par « recollement ».

1. Recollement de catégories abéliennes. — (onsidérons le diagramme
c
N
(%) B
s
[/}

ou €, D et B sont des catégories abéliennes et ou F' et G sont des foncteurs
exacts. Nous appelons recollement de € et B le long de B et nous désignons

par CHD la catégorie suivante :
B
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— Un objet de L'Hﬂ est un triplet (C, D, o) tel que C soit un objet

B
de €, D un objet de D et ¢ un isomorphisme de FC sur GD. On dit parfois
que (C, D, o) est une donnée de recollement.

— Si (C', D', d') et (C, D, o) sont deux objets, un morphisme du premier
dans le second est un couple (u, ¢) tel que « soit un morphisme de C' dans
C, ¢ un morphisme de D' dans D; on impose en outre I'égalité

go(Fu)=(Gv)og.
— La composition des morphismes est définie par la formule

(uy ¢')o(u, v) = (u'ou, v'op).

Les hypothéses que nous avons faites entrainent que € I I D est une caté-

B
gorie abélienne et que les foncteurs (C, D, ¢) ~>C et (C, D, o) ~> D sont
exacts. On dira que ces foncteurs sont les projections canoniques de

c I I D sur € et D. La notation L‘l ID est justifiée par 'énoncé suivant :
B . B
ProrosiTion 1. — Soient A une catégorie, S : A—C et T : A—D deux
Joncteurs tels que F o § soit isomorphe a G o T'. Il existe alors un foncteur

R:A-C H D, unique a isomorphisme pres, tel que S et T soient isomorphes
B

aux composés de R et des projections canoniques de € IID dans € et D.
B
Soit 7 un isomorphisme fonctoriel de oS sur Go 7. Nous laissons au
lecteur le soin de vérifier que la proposition 1 est satisfaite si I'on prend
pour R le foncteur 4 ~ (FA, GA,7(A)).Sil'on considére €, D, B et € [] D
B
comme des objets de la catégorie E du chapitre I (§ 8), et si'on remplace F
et G par les classes d'isomorphisme de ces foncteurs, la proposition 1 implique
que L‘IID est le produit fibré du diagramme (% ). Ceci montre en parti-
B

culier que la proposition 1 détermine la catégorie L‘I III a une équiva-

B
lence pres.
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Considérons maintenant un préschéma (X, Ox) et soient U et V deux
ouverts recouvrant A. Si M (resp. /V) est un (Ox|U)-module [resp. un
(9x] V)-module], alors F| U N V (resp. G| Un V)estun (Ox|UN V)-module;
nous désignons par py (resp. par py) le foncteur restriction M ~> M |UnV
(resp. N~>/N|Un V). On a donc le diagramme (% %) :

Fy
\PU
(% %) >FUnV

/W
F’/

Si P est un Ox-module, les faisceaux (P|U)|UnV, P|UNV et
(P| V)| UnV coincident évidemment; si op est le morphisme identique de
P|UNYV,letriplet (P|U, P|V, op) est donc une donnée de recollement.

Prorosition 2. — Soient U et V deux ouverts d'un préschéma X tels
quon ait UV =X. Le foncteur P~ (P|U, P|V, op) définit une
équivalence entre Fx et le recollement de Fy et Fy le long de Fyp

La proposition 2 résulte directement de la proposition 12 (chap. 1) (cf.
aussi [12 ], prop. 0.3.3).

ProrosiTion 3. — Soient (X', Ox) un préschéma et U un ouvert de X
tel que l'injection canonique j : U— X soit un morphisme quasi compact.
Soit T le foncteur qui associe a tout Ox-module M la restriction M| U
de M au préschéma (U, Ox|U). Le foncteur T définit par passage au
quotient une équivalence entre les catégories Fx/Ker T et Fy.

Désignons en effet par 7, (/V) I'image directe dans X" d’un (Ox| U)-module .V.
D’aprés la proposition 9. 4.2 de [12], /, (/V) est un Ox-module quasi cohérent;
il s’ensuit que S : G ~>j,(G) est un foncteur adjoint a 7". L’assertion résulte
donc de la proposition 5 (chap. III).

Les propositions 2 et 3 seront utilisées de la facon suivante : si A" est un
préschéma ncethérien, X" est la réunion d’une suite finie d’ouverts affines
Xy, X, ..., X, La catégorie Fy,x, est alors équivalente au recollement
de Fx, et Fx, le long d’'une méme catégorie quotient Fy,nx,. Autrement dit,
Fx, nx, est équivalente au recollement de deux catégories de modules le long
d’une catégorie quotient « commune ». De méme, Fy, yx,yx, est équivalente
au recollement de Fx,yx, et d’une catégorie de modules Fy, le long d'une
catégorie quotient « commune » Fix,yxynx,. On continue ainsi de suite
jusqu'a ce qu’on aboutisse & Fx; cette catégorie est donc obtenue par
« recollements successifs » de catégories de modules.
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2. Propriétés d’un recollement de catégories abéliennes. — Nous
conservons les notations du paragraphe 1.

Lemyme 1. — Soit T le foncteur (C, D, ) ~>D. On suppose que Ker F
est une sous-catégorie localisante de € et que F définit par passage au
quotient une équivalence €/Ker F et B. Le foncteur M~ (M, o, o) est
alors un isomorphisme de Ker F sur Ker T, Ker T est une sous-catégorie

localisante de L‘II D et T définit par passage au quotient une équivalence
B
entre € II D/Ker T et D.
B

Soient en effet // un foncteur adjoint & F, y un isomorphisme de
Homp (., H.) sur Homp(F., .) et A le morphisme de o // sur /g qui est
associé a y (cf. chap. I, § 7); on sait que X" est un isomorphisme fonctoriel.
Si § désigne le foncteur D ~> (HGD, D, A (GD)), ToS est le foncteur
identique de D. Les morphismes identiques 1,, définissent donc un isomor-
phisme fonctoriel @ de 7'o S sur /. Cet isomorphisme @ fait de S un foncteur

adjoint & 7" et le lemme résulte de la proposition 3 (chap. III).

Lemse 2. — On suppose que Ker F' (resp. Ker G) est une sous-catégorie
localisante de € (resp de D) et que F (resp. G) définit par passage au
quotient une équivalence entre €/Ker F et B (resp. entre B/Ker G et B). Si
les catégories € et D sont localement ncethériennes, il en va de méme pour

Al
B
11 est en effet clair que € I] D est une U-catégorie avec limites inductives
B
exactes. Si (C', I/, ¢') est un sous-objet propre de (C, D, ¢), montrons qu'il
existe un sous-objet ncethérien de (C, D, o) qui n’est pas contenu dans ((',
D', ¢'). Pour cela on peut supposer C' diflérent de C. Il existe alors un

sous-objet neethérien C” de C qui n’est pas contenu dans C'. 1l reste donc a
« relever » FC' en un sous-objet ncethérien de D.

Il reste & prouver qu'il existe un ensemble appartenant a U et ayant méme

puissance que l'ensemble des types d’objets ncethériens de Cl] D; cela
' B

résulte des propriétés correspondantes de € et de D; nous en laissons la

preuve au lecteur.

Supposons toujours vérifiées les hypothéses du lemme 2 et utilisons les
notations introduites dans la preuve du lemme 1. Si / est un objet injectif



CATEGORIES ABELIENNGES. 443

indécomposable de B, SI est un objet injectif indécomposable de € | ] 2.
B

L’application 7~ SI induit une injection de Sp(D) dans Sp(ﬂﬂﬂ)-

. B
Conformément aux conventions du chapitre 1V, nous identifions Sp(D) a
I'image de cette injection. Nous identifions de méme Sp(B) et Sp(€) a des

\,

parties de Sp(l.‘ I‘l D)' Le lemme 1 et les remarques du chapitre 1V (§ 1)
. B

montrent que Sp(ﬂl] D) est la réunion des parties disjointes Sp (D) et

. B
Sp(Ker 7"). Comme Sp(Ker 7") coincide avec Sp (Ker F') et est contenu dans
7 \
Sp(€), on voit que Sp(cnﬂ) est la réunion de Sp(C) et de Sp(D).
B

Comme Sp (D) est la réunion de Sp (Ker G) et de Sp(B), on voit que Sp(B)
est 'intersection de Sp (€) et de Sp(DB); on a donc les formules

(K k) Sp<CI]0\):Sp<0)usp(ﬂ>, Sp (8) = Sp(6) nSp (D).
B

Tueoreme 1. — Soit (X, Ox) wun préschéma nwthérien. On a les
assertions suivantes .

a. La catégorie Fy est localement ncethérienne.

b. Le support Supp (1) d'un Oy-module injectif indécomposable est une
partie fermée irréductible de X. Tout Ox-sous-module non nul de 1 a
méme support que 1.

c. Lapplication I~ supp (1) induit une bijection du spectre de la
catégorie Fx sur 'ensemble des parties irréductibles fermées de X'

Lorsque A" est le schéma affine associé 4 un anneau ncethérien, le théoréme
résulte de la proposition 8 et du corollaire 2 de la proposition 1% du chapitre V.
‘D’aprés ce qui a été dit a la fin du paragraphe 1, il suffit donc de prouver
que le théoréme est vrai pour A" §'il est vérifié pour deux ouverts Uet V de
X tels que X' = U u V. Dans ce cas nous identifions Fx, Fy, Fp, Fypnp, 00 et

pr respectivement i 011 D, C, D, B, F et G (cf. proposition 2). L’asser-

B
tion () est alors une conséquence immédiate du lemme 2.
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Prouvons I'assertion (&) : Si 7 est un @Ox-module injectif indécomposable>
trois cas sont possibles :

— [l appartient a Sp (Ker 7) ; autrement dit, / contient un @x-sous-module
non nul dont le support est contenu dans V'=—=_1 — V. Il s’ensuit que /
appartient & Sp(€), autrement dit est isomorphe & l'image directe d’un
(0x| U)-module injectif indécomposable J. Comme U satisfait au théoréme,
le support de J est une partie fermée irréductible contenue dans V'. Le
support de I coincide par conséquent avec le support de J; I'assertion (b)

en découle.

— I contient un Ox-sous-module non nul dont le support est contenu
dans U'=AX — U. Un raisonnement analogue au raisonnement précédent
montre alors que le support de 7 est une partie fermée irréductible contenue

dans U'.

— [T appartient & Sp (B); autrement dit, le support de tout Ox-sous-module
non nul de 7 rencontre UN V. Si j est I'injection canonique de U N V dans
A, I est alors isomorphe a l'image directe j,(K) d'un (Ox|Un V)-module
injectif indécomposable K. Comme l'image directe de K dans FV coincide
avec J, (K) | V et est un (Ox| V)-module injectif indécomposable, le support
de I| V est une partie fermée irréductible de V'; de plus, tout sous-module
non nul de /| V' a méme support que /| V. Pour la méme raison, le support
de 1| U est fermé et irréductible et tout sous-module non nul de 7| U a
méme support que /| U. L’assertion (&) en résulte.

L’assertion (c¢) enfin résulte de la classification que nous venons de faire
et du fait que toute partie fermée irréductible de & est I'adhérence d'une
partie fermée irréductible de U ou de V.

Revenons-en maintenant au diagramme (% ), et soient R et 7" les projec-
tions canoniques de € l I D sur € et D. Nous supposons que les catégories

B
€ et D sont localement ncethériennes, que les hypothéses du lemme 2 sont
vérifiées et que les sous-catégories localisantes Ker F' et Ker G sont stables
par enveloppes injectives. 1l s’ensuit que les sous-catégories Ker 7" et Ker R
de L‘I I.D sont stables par enveloppes injectives et qu'une donnée de
B

recollement (/, J, o) est un objet injeclif de CIID si el seulement si J
B

et J sont des objets injeclifs de € et D. Nous nous proposons de rechercher

les sous-catégories localisantes de L‘I] D; si €' (resp. D') est une sous-calé-

B
gorie localisante de € (resp. de D), nous désignons pour cela par F€' (resp.
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par GI') la plus petite sous-catégorie localisante de B qui contienne les
objets F'C (resp. GD), lorsque C (resp. D) parcourt les objets de €' (resp.
de D).

Lemme 3. — Soient €' et I' des sous-catégories localisantes de € et D telles

que FC = GD'. Avec les hypothéses ci-dessus, €' II D' est une sous-catégorie
B

localisante de € I l D et toute sous-catégorie localisante est de ce type.
B
Si €' et I’ sont stables par enveloppes injectives, il en va de méme pour

c']]n'.
B

Il est clair que la catégorie €' D' est « contenue » dans € D.
q g

B B
Nous nous contenterons de montrer que toute sous-catégorie localisante A

de CHD est de la forme €&’ [ID’ : pour cela, soit K —= (1, J, 7) un injectif
B B
ne contenant aucun sous-objet non nul de A; soit £ = (C, D, ¢) un objet

quelconque de L‘[[ D. Nous allons d’abord montrer que 'application cano-
B

nique de Hom (£, K) dans Hom (C, I) est surjectlive : soit en effet J' le
plus grand sous-objet de J annulé par G; comme Ker G est stable par
enveloppes injectives, J est la somme directe de J' et d'un objet injectif J*
tel que GJ"= GJ; il s’ensuit que, pour tout f: C—1, o Ffogt se releve
en un morphisme de D dans J”, donc aussi en un morphisme g de D dans J;
autrement dit, f est I'image du morphisme (f, g) : £— K.

Soient donc € et D' les sous-catégories localisantes de € et D formées des
objets C et D tels que Homg (C, 1) = o et Homp (D, J) = o lorsque (1, J, 7)
parcourt les objets injectifs ne contenant aucun sous-objet non nul de 4.
Ce qui précéde implique que Hom (£, K) est nul si et seulement si
Homg (C, I) et Homp (D, J) sont nuls.

Autrement dit, (C, D, o) appartient a A si et seulement si C et D appar-

tiennent 4 €' et I, i.e. si el seulement si (C, D, o) appartient a €' I ID’.

. B
Ceci achéve la preuve du lemme.

Soit de nouveau (I, Ox) un préschéma ncethérien. Si R est la réunion
d’une famille de parties fermées de X, nous désignons par Cat R la sous-
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catégorie pleine de Fy formée des @x-modules dont le support est contenu
dans R.

ProrosiTiON & :

a. Toute sous-catégorie localisante de Fy est stable par enveloppes
injectives.
b. L’application R~ Cat R est une bijection de l'ensemble des parties

de X qui sont réunion de parties fermées sur l'ensemble des sous-catégories
localisuntes de Fy.

Lorsque .1 est le schéma afline associé a un anneau neathérien, la propo-
sition découle de la proposition 10 et du corollaire 1 de la proposition 7 du
chapitre V. D’aprés ce qui a été dit & la fin du paragraphe 1, il suffit donc
de prouver que la proposition est vraie pour X si elle est vérifiée pour deux
ouverts U et 1" de 1" tels que Uu V =_. Ce dernier point résulte du
lemme 3.

Revenons une derniére fois au diagramme (% ), et supposons vérifiées les
hypothéses du lemme 2. Si ¢ est un élément du centre Z[€ ] de C, il est clair
qu'’il existe un et un seul élément Fg de Z[B] tel qu'on ait (F'9) (FC)=F (¢(())
pour tout objet C de €. L’application ¢ ~>F¢ est un homomorphisme
d’anneaux de Z[C)] dans Z[B]. On définit de facon analogue un homo-
morphisme ¢ ~> Gy de Z[D| dans Z[B].

Si o et & sont des éléments de Z[€] et Z[D] tels que Fo =Gy, les
morphismes (¢(C), ¥(D)) : (C, D, g)— (C, D, g) définissent évidemment

un élément ¢ II ¢ du centre de € lI D. En outre il est clair que 'application
B

(9, W) ~>9¢ [ [ ¢ est une bijection du produit fibré Z[€]] | Z[D] sur
z[B]
Z["II”J'
B

Ce qui préceéde et le fait que le centre d'un anneau A s’identifie au centre
de la catégorie mod 4 entrainent « par recollement » le résultat suivant :
soient (X, Oy) un préschéma ncethérien, = une section de Oy sur A, M un
Ox-module et zy l'endomorphisme de M défini par z; les applications

s ~-> 5y définissent alors un isomorphisme de I' (LT, ©y) sur le centre de la
catégorie Fy.

2. Préschémas et catégories abéliennes. — Soit (X, @x) un préschéma
ncethérien. Nous allons voir que la donnée, 4 une équivalence preés, de la
catégorie Fx permet de reconstruire le préschéma (.1, Ox); pour cela, nous
dirons qu'une sous-catégorie localisante A de Fx est finie s’il existe un objet
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ncethérien M tel que A soit la plus petite sous-catégorie localisante contenant
M il revient au méme de dire que A est de la forme Cat R, ou R est une
partie fermée de X

Le théoréme 1 établit une correspondance biunivoque entre .1 et le spectre
Sp(Fx) de Fx. Dans cette correspondance, les ouverts correspondent aux
spectres Sp (Fx/A), ou A parcourt les sous-catégories localisantes finies de Fy.
De facon précise, I'ouvert U correspond a Sp(Fy/A(U)) si A(U) désigne la
sous-catégorie formée des Ox-modules dont le support ne rencontre pas U.

Les ensembles Sp(Fx/A) définissant sur Sp(Fy) une structure d’espace
topologique, il reste & munir cet espace topologique d’un faisceau d’anneaux @ :
d’aprés la fin du paragraphe 2, on peut prendre Z[Fx/A] comme anneau des
sections de O sur Sp(Fyx/A). Si A est contenu dans B, le foncteur canonique
de Fy/A dans Fy\/B induit un homoworphisme de Z[Fy/A| dans Z[Fyx/B|

(cf. § 2); c’est cet homomorphisme qui est choisi pour homomorphisme
restriction.
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