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I. — Fonctions analytiques a valeurs vectorielles.

Pour la démonstration des résultats énoncés sans preuve dans cette
section, on pourra se reporter & GROTHENDIECK [T ].

Soient £ un espace vectoriel complexe localement convexe séparé (ELC),
E son complété, F une fonction a valeurs dans . On peut toujours

)

considérer ' comme fonction 4 valeurs dans E\, et il nous suffira donc de
définir les fonctions analytiques a valeurs dans un ELC complet; nous
dirons ensuite qu’une fonction & valeurs dans un ELC est analytique, si elle
est analytique & valeurs dans le complété.

Supposons donc £ complet et F définie sur un domaine (ouvert connexe)
A du plan complexe. Les cinq propriétés suivantes sont alors équivalentes :

1° Pour tout z€ 4, le rapport

F(s+h)—F(z)
2

posséde une limite quand % tend vers zéro.

BULL. SOC. MATH. — T, 90, FAsc. 2. 14



166 M. ZERNER.
2° F est une fois contintiment dérivable (au sens réel) et

JF idF
oz oy

_— 0.

3° F est continue, et pour tout contour I' rectifiable et homotope & zéro

dans A,
fF(z) ds —=o.
r

4° Tout z,€A posséde un voisinage sur lequel F(z) est somme d’une
série

F(3) :2 (5 — o).

k>0

5° Pour toute forme linéaire continue ¢’ sur /, la fonction (¢, F'> est
holomorphe sur A.

Si F posséde ces propriétés, nous dirons qu’elle est holomorphe a valeurs
dans FE sur A.

Les fonctions holomorphes & valeurs vectorielles possédent les propriétés
usuelles des fonctions holomorphes, en particulier :

Formule intégrale de Cauchy :
(1/2i7r)fF(w)dw/(w —3z)=F(%).
r

Lemve o’ABeL. — S la série figurant dans la propriété 4° converge, la
suite {ay |z — 5, |k} est bornée. Si E est complet, et si la suite { axr* ) est
bornée, alors, pour tout r'<<r, la série converge uniformément quand
|z — 5| 0.

REMARQUE. — On peut remplacer dans ce qui a été dit, « complet » par
« quasi complet ».

ExenpLe. 1. — Soit 7" un espace localement compact. Prenons pour £
I'espace des fonctions continues & valeurs complexes sur 7" muni de la topo-
logie de la convergence compacte. 11 y a alors identité entre les fonctions
holomorphes & valeurs dans £ sur A et les fonctions continues sur A< 7’
qui sont, pour tout £€ 7' fixé, holomorphes sur A.

ExenpLe 2. — Le cas ou / est 'espace @' des distributions est étudié
dans la these de C. Long. Par 5° la donnée de F équivaut alors & la donnée
d’une application linéaire continue de I'espace @ des fonctions indéfiniment
différentiables & support compact dans V'espace des fonctions holomorphes
sur A (a cause du théoréme du graphe fermé). Si F(z) est la solution d’un
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probléme correctement posé, 4° exprime l'existence d'un développement de
perturbation convergent.

Les mémes remarques restent vraies quand @’ est remplacé par I'espace S’
des distributions tempérées.

Revenons au cas général, et énoncons les résultats que nous aurons a
utiliser par la suite.

Lemme 1. — ST F est holomorphe a valeurs dans E sur A, alors, pour
tout z €A, il existe un voisinage 1) de z et un espace normé N plongé dans E
de fagon continue tels que la restriction de F a D soit holomorphe a valeurs

dans V.
Lenye 2. — Si E est une limite projective par les applications
E3E,

une condition nécessaire et suffisante pour que F soit holomorphe a valeurs
dans E est que, pour chaque a, u, o F soit holomorphe a valeurs dans E,.

Lemme 8. — Soient E, E, deux ELC, E, continiment plongé dans E.
Supposons F holomorphe a valeurs dans E sur A et de plus telle que
Uapplication

<p——>fF(x—|—z:y)<p(x,y) dz dy
définisse une distribution d valeurs dans E, (c'est-a-dire une application

linéaire continue de @ dans E,). Alors F est holomorphe a valeurs
dans E,.

DemonsTrATION. — 11 suffit bien entendu de supposer que o€A, et de
démontrer que F est holomorphe & valeurs dans £, au voisinage de
I'origine.

Soit « une fonction indéfiniment différentiable d’une variable réelle,
vérifiant

fa(t)dt:x/zrc

et ayant son support dans 'intervalle [r,, 1], 0 << roy<Cry, et r; assez petit
pour que le disque de rayon r, centré a l'origine, soit contenu dans A.

En multipliant la formule de Cauchy par «(r), et en intégrant en r, on
obtient

i0 0
F(ac—i—ly)—fF,{;e )a(r)lr; drdb

s

Dans cette expression, la quantité a intégrer est le produit de F par une
fonction de (z, y) indéfiniment différentiable & valeurs dans ® pour
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x —+ {y < r,. Cela montre que F est une fonction différentiable a valeurs
dans %,. Mais alors elle satisfait aux conditions de Cauchy-Riemann (pro-
priété 2° de la définition des fonctions holomorphes), ce qui achéve la
démonstration.

Cas de plusieurs variables complexes. — Tout ce qui a été dit s’étend
sans difficulté. Remarquons que la propriéte 3° permet de donner immédia-
tement la version vectorielle du théoréme de Hartogs-Osgood : ane fonction
séparément holomorphe sur un produit de domaines complexes y est.
holomorphe.

Fonctions analytiques réelles. — Si /' est une application d’un ouvert U
de R’ dans £ telle que, pour toute forme ¢'€£’, la fonction ¢/, F> soit
analytique réelle, nous dirons que F est scalairement analytique réelle.
Nous réserverons le nom d’analytiques réelles aux fonctions qui se prolongent
en une fonction holomorphe sur un ouvert du complexifié de R/ ¢’est-a-dire
celles qui sont scalairement analytiques réelles et telles que I'intersection des
domaines d’holomorphie des fonctions (¢, F>, quand ¢ parcourt £,
contienne un ouvert non vide.

Si I est complet, toute fonction scalairement analytique réelle 4 valeurs
dans /7 est indéfiniment différentiable & valeurs dans £.

Lemye k. — Si E', muni d’une topologie plus fine que celle de la conver-
gence simple, est un espace de Fréchet, toute fonction scalairement ana-
lytique réelle, a valeurs dans I, est analytique réelle.

DemoNsTrATION. — Soit /7 scalairement analytique réelle sur U a valeurs
dans E. 1l suffit de démontrer que tout compact K de U posséde un voisi-
nage complexe auquel on puisse étendre F.

Notons, comme il est d’usage, 3¢( V') I'espace des fonctions holomorphes
sur un ouvert J muni de la topologie de la convergence compacte, et 3¢ (K)
la limite inductive des 9¢( V') lorsque ¥V parcourt la famille des voisinages
ouverts (complexes) de K.

F définit une application F de E' dans 5 (K) par la formule
F(ey=<¢, F>.

Si ¢ tend vers zéro dans F', F'(¢') tendra vers zéro en tout point de*U. Si
alors F'(¢') a une limite dans #¢(K), cette limite ne peut étre que nulle.
F est donc continue d’aprés le théoréme du graphe fermé. #¢(K) étant du
type (DF), il existe un voisinage de l'origine IV dans L’ dont I'image
par F est un borné de 3¢(K). En particulier, I'image par I de W est formée
de fonctions holomorphes sur un méme voisinage de A ce qui achéve la
démonstration, 1} étant absorbant.
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Valeurs au bord. — Soient dans R’ un ouvert U et l'intersection G d’un
cone ouvert et d'un voisinage ouvert de l'origine. Nous dirons qu’une
fonction F, holomorphe & valeurs dans £ sur U+ iG, admet une valeur au
bord prés de U si, pour toute fonction ¢ appartenant & @ (U), I'espace des
fonctions indéfiniment différentiables a support compact dans U, 'expression

j‘qz(u)f(u +w) du

posséde une limite dans /7, quand ¢ tend vers zéro en restant dans G. D’apreés
le théoréme de Banach-Steinhaus, cette limite est alors une distribution a
valeurs dans £ sur U, que nous appellerons bien entendu la valeur au bord

de F.

II. — Généralisation de la théorie de Hartogs.

Nous allons étudier les fonctions holomorphes & valeurs dans des espaces
de fonctions continues satisfaisant a certaines conditions de croissance. Le
raisonnement essentiel est celui qui conduit, dans le cas de l'espace des
suites majorées par une progression géométrique, a ce résultat classique que,
si un domaine de IHartogs est un domaine d’holomorphie, le logarithme
de son rayon est une fonction sur-harmonique (HarT0Gs [9]). Dans la section
suivante, nous en donnerons des applications aux fonctions holomorphes a
valeurs dans des espaces de distributions.

Conventions et notations. — Dans toute celte section, nous supposerons
donnés un espace localement compact dénombrable a I'infini 7" et une fonc-
tion p strictement positive, inférieure a 1, continue et tendant vers zéro a
Pinfini sur 7.

Nous poserons

A=— Logp.

FE, désignera I'espace de Banach des fonctions continues a valeurs complexes
sur T telles que leur produit par p” tende vers zéro a linfini. K+ sera
Uespace des fonctions a croissance lente, réunion des I, munie de la topo-
logie de limite inductive. De méme, E— sera l'espace des fonctions a
décroissance rapide, intersection des £, munie de la topologie de limite
projective.

E— est donc un espace de Fréchet et L+ un espace du type (DF)
(GROTHENDIECK [6], th. 9).

Si fe E* nous poserons

pr=inf{p; feL,|=lm[(1/1)Log|f(1)]]

et nous appellerons p, 'ordre de f.
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Le dual de Z), est I'espace £, des mesures dont le produit par p—7 est
borné, la norme étant la masse de ce produit. Nous noterons '~ I'inter-
section des espaces £, munie de la topologie de limite projective.

ProrosiTioN 1. — Le dual fort de E+ est E'—, la dualité étant donnée
par la formule

s fo=1| J(8) du(t).

T

DemonstraTiON. — D’abord le dual £+ est un espace de mesures. En effet
les fonctions continues a support compact sont denses dans chaque £, et par
suite aussi dans E*. Pour qu'une mesure soit dans £/, il faut et il suffit
qu’elle induise une forme linéaire continue sur chaque %, c’est-a-dire préci-
sément qu’elle soit dans /',

Montrons que la topologie de E'— est moins fine que celle de £+'. Un
systéme fondamental de voisinages de zéro dans £’ est formé des ensembles

Vp,r:{u;fp"’(t)dlf*(t)lér}-
T

Mais ¥V, , est le polaire de
Apr= (3 f& By sop [ (0 1 £(0) |1 £1/r)

qui est borné dans /s+. Donc V,, , est bien un voisinage de 'origine dans £+’

L' est un espace de Fréchet par sa définition. £+’ en est un aussi comme
dual d’un espace du type (DF). La démonstration s’achéve donc par le
théoréme du graphe fermé.

ProrositioN 2. — L'adhérence dans I~ d’une boule de E,, est contenue,
quel que soit q > p, dans la boule de méme rayon de L,. Ces boules
Sorment un systéme fondamental de bornés de E~+.

DEMONSTRATION. — Avec les notations de la démonstration précédente, les
polaires des ¥V, forment un systéme fondamental de bornés de /™. Or ce
sont justement les bipolaires des boules A4,, c’est-a-dire, celles-ci étant
convexes équilibrées, leurs adhérences. La premiére partie de la proposition
entraine donc la deuxiéme.

Le bipolaire de A,, contient toutes les fonctions continues dont le
produit par p? est majoré par 1/r. Pour montrer qu’il n’en contient pas
d’autre, il suffit de remarquer que, J; désignant la mesure de masse 1
concentrée au point a de 7,

ro?(a) 0, €V,
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CoROLLAIRE. — L’adhérence dans E+ d’un borné de E— est encore un
borné de E—.

ProrositioN 3. — £+ est.complet.

DEMONSTRATION. — D’aprés GROTHENDIECK [6] (corollaire 2, de la propo-
sition 5, p. 77), il suffit de montrer que les parties bornées et fermées sont
complétes.

Soit donc { B} }; ey = ® un filtre de Cauchy sur 74_,,,1. Nous allons montrer
que, pour tout ¢ > p, ® converge dans £,.

D’abord la topologie de £+ est plus fine que la convergence compacte, et
par suite @ converge uniformément sur tout compact vers une fonction conti-

nue f. Soit ¢ > o. Il existe un compact K de 7" en dehors duquel p7—7 — g
De plus il existe j€J, tel que toute g€ B; vérifie sur K :

pr(0)|g() —f(e) | =z
inégalité qui est alors vérifiée sur tout 7, ce qui est le résultat annoncé.

REMARQUE. — Si les £, sont des espaces de suites (7" dénombrable et muni
de la topologie discréte), la condition PO entraine que, pour ¢ > p,
I'injection de £, dans £, est compacte, et les résultats que nous venons de
donner sont alors bien connus (GEL’FAND et SiLov [5], SEBASTIAO E SiLva [18]).

Dans les autres cas on notera que la condition (/ 2) exigée dans ZERNER [21]
peut étre complétement supprimée.

Fonctions a valeurs dans ££+. — Soient S un ensemble quelconque et /'
une application de .S dans £+,

F définit une fonction & valeurs complexes sur S 7. Nous noterons F,
la fonction a valeurs complexes sur S qui au point s, fait correspondre la
valeur au point t€ 7" de la fonction F'(s) € £+

Nous appellerons p,., et, quand aucune ambiguité ne sera a craindre, p, la
fonction qui, a s€ S, fera correspondre I'ordre de F(s).

On aura donc

p(s)= Hw .
L5 (1)

Appelons *R la droite réelle complétée par le point —co.

Supposons maintenant S localement compact et F continue a valeurs
Log | |
A(t)
dans “R sur S. En en prenant I'enveloppe supérieure sur le complémentaire
d’un compact de 7" on obtient une fonction semi-continue inférieurement et
par conséquent mesurable (pour les mesures de Radon sur §). Comme 7’ est

dans £7. Alors, pour tout t€ 7, la fonction est continue a valeurs
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dénombrable a I'infini, p est la limite d’une suite de telles enveloppes, c’est
donc une fonction mesurable.

Cas d’une fonction holomorphe. — Supposons /' holomorphe a valeurs
dans . Le-lemme I, 1 et la proposition 2 nous aménent alors a associer a F,
outre p, une deuxiéme fonction p* définie de la facon suivante :

p*(z) est la borne inférieure des nombres ¢ tels que z posséde un voisi-
nage ou F soit holomorphe a valeurs dans £j.

Il résulte de cette définition que p* est une fonction semi-continue
supérieurement qui majore p.

LeMME. — p*(z) est la borne inférieure des nombres q tels que = possede
un voisinage ou I soit bornée dans E.

DemonsTraTION. — 11 est clair que p* n’est pas plus petite que ne I'affirme
le lemme. Il suffit donc de démontrer que si F est holomorphe a valeurs
dans £+ et bornée dans £, sur un ouvert complexe U, elle est holomorphe a
valeurs dans £, sur U.

Nous allons utiliser la forme 5° de la définition des fonctions holomorphes
Soit pe ;. Il existe une suite de mesures p, € L'~ qui convergent vers L
dans £. Les fonctions {,, £ sont holomorphes sur U et convergent
uniformément vers { ., > qui est donc holomorphe elle aussi.

C. Q. F. D.

TuroREME 1. — Soit F holomorphe a valeurs dans E+ sur le disque unité
ouvert A et continue sur son adhérence. Alors

VseA, p*(z)éfp(ef")mz, 0) b,

ou P désigne le noyau de Poisson.
De plus l'ensemble de A, ou p 7 p*, est polaire.

DEMONSTRATION. — Posons

m(z):fp(eio)l)(z., 0) db.

Cette intégrale a bien un sens. En effet, nous avons vu que p est mesu-
rable. D’autre part, 'image de A par F est compacte et, a fortiori, bornée
dans E+; d’aprés la proposition 2, il existe donc p, tel que cette image soit
un borné de £, d’ou il suit en particulier que p, majore p. Ou bien p est
intégrable sur la frontiére de A, et alors m(z) est finie pour tout €4, ou
bien m (z) vaut — o en tout point de A. Nous allons commencer par démon-
trer I'inégalité dans le premier cas.

D’aprés le lemme, il s’agit de trouver, pour tout z€A et tout ¢ > o0, un
voisinage U de z tel que Dexpression [p(¢)]"()+F,(w) reste bornée
quand (v, ¢) parcourt U < 7.
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Appelons 7" la partie de T ou 4 est plus grand que 1 (c’est le complé-
mentaire d'un compact) et posons
Log|F.(=)]

Lz t)= 0

Du fait que F(z) parcourt un borné de E, quand z parcourt A, il existe
un nombre M qui majore L sur A x< 7.

Soient { K, | une suite croissante de compacts qui recouvre 7 et K, le
complémentaire de K,. Nous pouvons supposer K, contenu dans 7", et nous
poserons

L,(z)= sup/L(z., t).

L€ kn

Lorsqu’on y fixe ¢, la fonction L devient une fonction sous-harmonique
de s et satisfait donc & I'inégalité de Jensen :

L (w, l)é/)L(e”’, t)y P(w, 0)df,

d’ou, pour tout t€ K,
L(w,t) éan(eiO) P(w, 0)db.
Les fonctions L, sont semi-continues inférieurement & valeurs dans *R donc

mesurables, elles sont majorées par M, et elles tendent en décroissant vers p
quand 7 tend vers Pinfini. Les intégrales

fl Ln(eio) | d’

sont donc toutes majorées par un méme nombre M.

Soit z€A. On peut trouver un voisinage U de z, tel que, pour tout we L
et tout 0,
oM, | P(w,0) —P(z,0)|L¢

et par suite, pour tout we U et tout t € K,
L(w,t)yZ¢/2 <+fL,,(ei0)P(z, 0) d0.

A Dlintégrale figurant dans cette inégalité, nous pouvons appliquer le
théoréme de Lebesgue : il existe n, tel que, pour we Uet te K,,,
L(w,t)=m(z)+c¢,
ce qui devient, en multipliant par 2(¢) et en passant aux exponentielles :

| Fu(w)] Z[p(0))-mierwe),



174 M. ZERNER.

Comme F;(w) reste bornée quand (w, ¢) parcourt U x K, l'inégalité a
démontrer en résulte.

Lorsque m(z) vaut identiquement — o, I'inégalité & démontrer signifie
que pour tout nombre réel ¢, pour tout z€A, on peut trouver un voisi-
nage U de z tel que I'expression [p(¢)]7F,(w) reste bornée quand (w, ¢)
parcourt U < T.

La démonstration se fait comme dans le premier cas. La différence la plus
notable est le choix de U : on le prendra tel que, pour we U, ait lieu une
inégalité :

(1—&)P(5,0)=P(w, 0) Z(1+¢)P(5 0).

D’autre part, au lieu du théoréme de Lebesgue, il faudra appliquer un cas
particulier du lemme de Fatou : si une suite décroissante majorée de fonc-
tions mesurables tend vers une fonction non sommable, la suite des intégrales
tend vers — oo.

La partie du théoréme que nous venons de démontrer entraine que si p*
ne vaut pas identiquement — oo, c’est une fonction sous-harmonique, régu-
larisée supérieure de p (c’est-a-dire la plus petite fonction semi-continue
supérieurement qui majore p).

Appelons L, la fonction de = obtenue en fixant ¢ dans L. Pour tout n, la
famille de fonctions sous-harmoniques (L;),ex: est alors bornée supérieure-
ment par M sur A. Un théoréme de Breror ([1], chap. VI, n° &) et Carran ([3])
assure précisément que l'enveloppe supérieure L, d’une telle famille différe
seulement sur un ensemble polaire d’une fonction sous-harmonique (néces-
sairement sa régularisée supérieure L}).

Quand 7 tend vers l'infini, L, tend en décroissant vers p, la fonction
sous-harmonique L; décroit aussi et tend donc vers une fonction sous-
harmonique L*. Soient A4, I’ensemble (polaire) ou L,~ L) et A la réunion
des A, qui est donc encore un ensemble polaire. On a p = L* en dehors
de A, et par suite L* n’est autre que la régularisée supérieure de p, c’est-

a-dire p*.

TutoriMe 2. — Soient Ty, ..., T, des courbes de Jordan du plan
complexe, G, A; Pouvert borné limité par Y';, m/ la mesure harmonique
au point z dans A;, F une fonction holomorphe a valeurs dans I+ sur le
produit A des A; et continue sur I'adhérence de A. Alors

Y (3, ..., 3) €A,
J 2L CT :z)éf ...fp(wl, coey W)y dmb (wy) ..o dmb (w))
T I
DrmonsTraTION. — Supposons d’abord que les A; soient tous des disques.

La démonstration se fait alors comme dans le cas d’une seule variable : les
complications sont purement formelles.
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Dans le cas général, soit f; une fonction qui réalise la représentation
conforme de A; sur le disque unité. Il est classique que f; se prolonge en un
homéomorphisme de A; sur le disque fermé (Caratntobory [2], tome II,
6° partie, chap. 1II, p. 85 et suivantes). L'image de la mesure harmonique
est bien entendu le produit du noyau de Poisson par la mesure invariante d0.
Appelons f I'application produit des f; : elle représente A sur le polydisque
unité et rameéne ainsi la démonstration a celle du cas déja traité.

CoRroLLAIRE 1. — Soit F holomorphe dvaleurs dans E~+ sur le domaine A.
S’il existe un sous-ensemble non polaire A de A dont l'image par F soit
contenue dans E—, alors F est holomorphe a valeurs dans I'— sur A.

CoRoLLAIRE 2. — Soit F analytique réelle d valeurs dans E+ sur un ouvert
connexe U. S'il existe un sous-ensemble A de mesure non nulle de U dont

Uimage par F soit contenue dans E—, alors F est analytique réelle a valeurs
dans E—.

DEMONSTRATION. — Soit V' un domaine d’analyticité complexe de F. 1l
existe / intervalles réels 7/, dont le produit coupe A selon un ensemble de
mesure non nulle, et tels que, A; désignant un demi-disque du plan complexe
limité par le diamétre /;, le produit A des A, soit contenu dans V. Le
théoréme montre alors que F est holomorphe a valeurs dans /<~ sur A, et le
corollaire 1 permet d’en déduire qu’elle I'est sur tout V.

RemarQue 1. — Dans les hypothéses du corollaire 2, on peut remplacer
« analytique réelle » par « scalairement analytique réelle » (lemme I,%).

ReEMARQUE 2. — Dans le cas d’une seule variable, le corollaire 2 est sans
intérét : le corollaire 1 est plus fort dans ce cas. Dans les autres cas, le
corollaire 1 peut étre renforcé grice a un théoréme récent de LrLone ([12],
[13]), nous y reviendrons dans la section 1V.

CoRrOLLAIRE 3. — Soit v un arc libre dans la frontiére du domaine A du
plan complexe. Si la fonction F est holomorphe a valeurs dans E+ sur A,
continue sur AU~ et si, de plus, I'image de v est dans If—, alors F est holo-
morphe « valeurs dans E— sur A. Si v est contintiment différentiable, la
conclusion subsiste si I'on suppose que F applique dans IE— un sous-ensemble
de mesure linéaire non nulle de +.

DimonsTRATION. — On appelle arc libre dans la frontiére de A un arc
de Jordan d’extrémités z,, 3, tel que, pour tout 3z, €4, existent deux arcs
de Jordan vy, v, contenus dans A sauf une extrémité, et joignant z, respecti-
vement & z, et a 5,. Les trois arcs v, v, Y. forment une courbe‘ de Jordan a
laquelle on applique le théoréme : dans tous les cas p y vaut — oo sur un
ensemble de mesure harmonique non nulle. Le corollaire 1 achéve la
démonstration.
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COROLLAIRE . — Soit F une fonction holomorphe a valeurs dans I+
sur U+ 1iG qui admette une valeur au bord prés de U. Supposons que
cette valeur au bord soit une distribution « valeurs dans E—, alors F est
holomorphe a valeurs dans I/~ sur U -+ (G.

DiMonsTrATION. — D’aprés le lemme I,3, 1l suffit de démontrer que F
définit sur U+ i (G une distribution & valeurs dans /=, ou encore que, pour
toute €D (U < G), Vexpression

fcp(u, v) F(u—+iv) dudy

est dans 5~ (le théoréme du graphe fermé assurera la continuité). Il suffit
méme de le démontrer pour toutes les ¢ de support assez petit : les autres
en sont des sommes finies. Enfin il suffit de le faire pour un ouvert non
vide U’ c U (corollaire 1).

Soient K un voisinage de l'origine dans R’ et U’ un ouvert tels
que U’ — K c U. Notre conclusion résultera du fait que, pour toute « indé-
finiment différentiable sur R’ et & support contenu dans K, la fonction F
définie par

F(u-+ t't'):fa(s) Flu—s—+iv)dt

est holomorphe a valeurs dans Z£—. Or elle est holomorphe & valeurs dans £+.
elle est continue quand ¢ tend vers zéro d’apres la définition de la valeur au
bord et le fait qu’elle se déduit de # par régularisation. Enfin sur U’ elle
prend ses valeurs dans £—. On peut donc lui appliquer le théoréme en
prenant pour A un produit de demi-disques tels que le produit des diamétres
qui les limite soit dans U’ et A dans U’ +- i G (en changeant de base au besoin,
on peut supposer que (r contient I'intersection d’une boule avec le produit
des demi-axes positifs).

ITII. — Application aux distributions.

Soit # une fonction holomorphe a valeurs dans I’espace &' des distribu-
tions & support compact. En appelant £ (3) la transformée de Fourier de F(z),
on peut appliquer & la fonction F Vétude de la section précédente, Iespace 77
étant R/ et la fonction p valant (1 + | ¢]*)~"/2. Nous allons nous affranchir de
la restriction que le support est compact.

Notations pour les espaces de distributions. — Si D est un espace de
distributions sur R’ et 4 un ensemble fermé de R!, D, désignera I'espace
des distributions de £ dont le support est contenu dans 4 muni de la topo-
logie induite, D.(U), ou U est un ouvert de R’ la réunion des Dy quand K
parcourt l'ensemble des compacts de U, muni de la topologie de limite
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inductive, Dy, (U) I'espace des distributions § sur U telles que, pour tout
ouvert V relativement compact dans U, il existe une distribution de D égale
a S sur V. Si D est stable pour la multiplication par les fonctions de @,
D, (U) sera muni de la topologie limite projective par les applications S->a.S
dans D ou a parcourt ®(U)=®.(U). Nous noterons D, D, au lieu
de D.(RY), Dy, (R!). Avec ces notations et les notations usuelles :

E=m, =¥, @' = 8loe = Sloe, D=6,=8,,

B-ordre. — Appelons B? I'espace des distributions S tempérées et ayant
une transformée de Fourier S continue et dont le produit par (1 | ¢ [2)P/

soit borné. Nous appellerons B-ordre sur 'ouvert U d’une distribution S la
borne inférieure des nombres ¢ tels que S€ B/ (U).

Rappelons qu’on appelle H? 1'espace des distributions tempérées dont la
transformée de Fourier est de carré sommable par rapport a la mesure
(14 | ¢?)? dt, et qu’on appelle ordre au sens de L* de S la borne inférieure
des nombres ¢ tels que Se Hy.

Prorosition 1. — Soit S une distribution sur R!. Les trois propriétés
suivantes sont équivalentes :

1° Pour toute o€ @, a Se Br.

2° La convolution avec S applique L= H) dans HY,, .

30 Pour tout q, la convolution avec S applique H! dans H},.".

COROLLAIRE 1. — B est stable pour la multiplication par les fonctions
de @.

COROLLAIRE 2. — La différence entre le B-ordre et l'ordre au sens de L*
n’excéde pas [1/2] + 1.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 1. — Supposons d’abord S & support
compact et rappelons la démonstration dans ce cas (Trives [19]). D’abord il
est clair, & cause de la formule de Parseval, que 1° implique 2° et 3° qui
sont équivalentes et impliquent & leur tour Se& B?. Reste a montrer que
s1 Se B’ et ae®, alors a.Se Br. Cela revient a dire que (14 |¢]*)"*% % S
est bornée. Or, si p >0

(14 |z|2>r’/2/'a(r) S(t—rydr
= [l o= |0 8 —r) fdr
OIS [ (|2 P20 | dr

(Inégalités & modifier légérement si p << o0.)
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Passons au cas ou le support de S est quelconque. Pour vérifier que 1°= 3°,
utilisons une partition de I'unité localement finie { o; }. Si fe€ HY,

Sk f=D (aS) k f

et la somme figurant au second membre est localement finie.

La proposition sera complétement établie si nous démontrons que la pro-
priété 3° entraine que le produit de S par toute fonction indéfiniment diffé-
rentiable « posséde encore la propriété 3°. Compte tenu du fait que le noyau
de Popérateur « convolution avec a S » est le produit du noyau de l'opérateur
« convolution avec S » par a(s— r), cela résulte du lemme ci-dessous ou
I'on fera ¢ (s, r) = a(s — r).

Lemyve 1. — Soient U, V deux ouverts de R!;, K un noyau sur Ux V
qui définit une application de H2(U) dans H,.(V'), o une fonction indé-
JSiniment différentiable sur U < V. Alors le noyau ¢ K définit encore une
application de H?(U) dans H,.(V).

DEMONSTRATION. — Si ¢ (s, ) = a(s) 3(r) le lemme est évidemment vérifié.
De plus I'application qui a («, 3) fait correspondre I'application de noyau o3 K
est séparément continue de & < & dans £, (H?, H,.). & étant un espace de
Fréchet elle est continue d’aprés un théoréme de Baire. D’aprés la propriété
fondamentale du produit tensoriel projectif elle se prolonge alors de facon
unique en une application linéaire continue de &(U) RE(V)=6UxV)
dans £, (H?, H\],) (GroTuENDIECK [8], chap. I, prop. 2, p. 30, Scnwartz [16],
exp. 1).

RemarQueE. — Cette démonstration est bien entendu susceptible de nom-
breuses variantes. (Cf. le résultat utilisé dans le Jemme de ma Note [20].)

Fonctions pluri-sous-harmoniques. — Rappelons qu’une fonction « &
valeurs dans *R est dite pluri-sous-harmonique sur un ouvert U d’un espace
vectoriel complexe de dimension finie V' si elle est semi-continue supérieu-
rement sur U et si sa restriction a I'intersection de U avec toute sous-variété
affine complexe de dimension complexe un de } est sous-harmonique ou
vaut identiquement — oc.

Lemme 2 (Levone [11]). — Soit u une fonction semi-continue supérieure-
ment a valeurs dans *R sur un ouvert U de ['espace vectoriel complexe a
! dimensions V. Supposons que, pour tout vy € U, pour toute base (¢1, ..., ¥/)
de V et tout ensemble de | nombres > o (ry, ..., r;) tel que le polydisque

(0ot o4 505 |5, | <Ly}
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soit contenu dans U, soit vérifiée l'inégalité
u(po)éf---fa(po+r1e10x+...rleiez)de1...del.

Alors u est pluri-sous-harmonique sur U.

DEMONSTRATION. — ¢, et la base étant arbitraires, il suffit de démontrer que
w(py) éf.u(vo—l— ry e db.

Pour cela, on fait tendre 7y, ..., r; vers zéro et I'on tient compte du fait
que u, étant semi-continue supérieurement, I'est uniformément sur tout
compact.

ProrosiTioN 2. — Soit F une fonction holomorphe a valeurs dans @' (R?)
sur un domaine complexe A et soit py la fonction qui fait correspondre
z€Ale B-ordre de F(z) sur louvert relativement compact U. Alors p g est
égale en dehors d’'un ensemble polaire de A a une fonction pluri-sous-
harmonique qui la majore sur A tout entier. D’'autre part, si, sur un
ouvert V.CA, py, est strictement plus petite qu'un nombre p,, F définit
par restriction une fonction holomorphe a valeurs dans B3 (U) sur V.

DemoNsTRATION. — Siy pour tout z€ 4, le support de /() est compact
dans U, la proposition exprime tout simplement le théoréme II,2 complété
par le lemme 2. Si a€®(U) appelons p, la fonction qui a z fait corres-
pondre le B-ordre de a F'(z). On a dans tous les cas :

Pu== Sup pq.
creml)

La régularisée supérieure py; de p est donc pluri-sous-harmonique d’aprés
la variante concernant les fonctions pluri-sous-harmoniques du théoréme de
convergence de Brelot et Cartan que nous avons utilisé plus haut (LeLoNG
[11]).

D’aprés le lemme topologique de Choquet (Breror [ 1], chap. I, n°2) il existe
un ensemble dénombrable de fonctions J C @(U) tel que py soit la régularisée
supérieure de 21égpa On en conclut que py ne différe de py que sur un

ensemble polaire grice & une nouvelle application du théoréme de conver-
gence.

Enfin la derniére affirmation résulte de la combinaison du théoréme II,2
et du lemme I, 2.

Distributions tempérées. — Nous voulons aussi appliquer les résultats de
la section IT aux:fonctions holomorphes & valeurs dans §'. A cet effet, prenons
pour 7' le produit de / exemplaires de I’ensemble des entiers positifs et
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posons
1
ng ...o,n) — —mm———— .
pns, ) 1) I+ ...+ ny
A toute distribution tempérée, faisons correspondre son développement en
fonctions de Hermite (Scnwartz [15], tome II, chap. 7, § 7, exemple 7).
Nous établissons ainsi un isomorphisme vectoriel topologique de §' sur E+
dont la restriction & S est un isomorphisme sur E—.
Nous allons énoncer une série de résultats qui s’obtiennent en traduisant
les corollaires du théoréme 11,2 (avec 'aide du lemme I,2 quand il s’agit
de @' et &).

ProrositioN 3. — Soit F holomorphe a valeurs dans @' (resp. ') sur le
domaine A. S’il existe un sous-ensemble A non polaire de A dont I'image
par F soit contenue dans & (resp.'S), alors F est holomorphe a valeurs
dans & (resp. S) sur A,

ProrositioN . — Soit F analytique réelle a valeurs dans &' (resp. s’)
sur un ouvert connexe U. S'il existe un sous-ensemble A de U de mesure
non nulle dont l'image par F soit contenue dans & (resp. S), alors F est
analytique réelle a valeurs dans & (resp. 'S).

Prorosition 5. — Soit I une fonction holomorphe a valeurs dans ®
(resp. 8') sur un ouvert U+ (G (p. 169) qui admette une valeur au bord
prés de U. Supposons que cette valeur au bord soit une distribution a
valeurs dans & (resp. S), alors F est holomorphe a valeurs dans &
(resp. 8) sur U+ iG. (L' hypothése sur la valeur au bord s'exprime dans
le cas de & en disant que cette valeur au bord est un noyau semi-régulier
a droite.)

Application a la transformation de Fourier. — Soit V un espace vectoriel
réel & /dimensions, soient aussi ¢*€ V* une forme linéaire sur ¥ et S une
distribution tempérée sur V" dont le support soit contenu dans

B={v;aZ{v' v>Lb| (@ et b des nombres réels).

Soit enfin U un ouvert de V* tel que la transformée de Fourier S soit

indéfiniment différentiable sur U. Alors S est encore indéfiniment différen-
tiable sur
U= ‘ ’ sot 4+ U.
SER

Un énoncé analogue a lieu si 'on ne suppose plus S tempérée, si B est
défini, quand on a fait choix d’une base appropriée, par @ = ¢, b etsi 'on
considére la transformée de Fourier partielle en ¢,.
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On peut d’ailleurs remarquer que le premier énoncé se rameéne au second
parle choix de la base et le fait que la transformée de Fourier peut étre prise
d’abord en ¢y, puis en (¢, ..., ¢;). Mais par ’hypothése sur le support, la
transformée de Fourier en ¢, définit une fonction analytique & valeurs dans
Pespace des distributions en (¢,, ..., ¢;) d’ou la possibilité d’appliquer les
résultats ci-dessus.

Dans ces énoncés, B ne peut étre remplacé par un demi-espace. Pour le
voir, il suffit de considérer la fonction

@ (01, v2) =Y (03" /01)-

ou ¢ est une fonction indéfiniment dérivable dont le support est contenu
dans [0, 1] et m un entier positif.

La transformée de Fourier (en ¢, et v,) de ¢ est indéfiniment différentiable
en dehors de I'origine.

IV. — Contre-exemples divers.

Les différents numéros de cette section sont indépendants entre eux.

1. Absence d’extension aux E L C. généraux. — Il est naturel de se
demander si les résultats obtenus a la section 1I sont liés a la nature trés par-
ticuliére des espaces étudiés. Pour nous en convaincre nous allons exhiber
une suite doublement infinie d’espaces de Banach A4, avec les propriétés
sulvantes :

(1) A, est plongé dans 4, de facon continue.

(i1) La réunion A+ et l'intersection A~ des espaces 4, munies respective-
ment des topologies de limite inductive et de limite projective sont nucléaires.

(ii1) 1l existe des fonctions entiéres a valeurs dans 4+ qui appliquent un
ouvert non vide du plan complexe dans un ensemble borné de 4—sans touate-
fois prendre toutes leurs valeurs dans A—.

Le plus simple est de prendre pour A4, l’ensemble des fonctions holo-
morphes bornées dans le disque de rayon r, qui tendra vers zéro quand »
tendra vers oo et vers 1 quand »n tendra vers —oo, et de poser

, I

[FE)] (W)= —F-

2. Absence de quasi-analyticité forte. — Appelons £° le quotient de £
par E— (sans topologie !) et convenons de dire qu'une fonction a valeurs
dans £° est holomorphe si elle peut se relever en une fonction holomorphe
a valeurs dans £+. Une telle fonction posséde une propriété de quasi-analy-
ticité faible. Le résultat de quasi-analyticité forte correspondant serait « si

BULL. SOC. MATH. — T. 90, FASC. 2. 15
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une fonction holomorphe & valeurs dans £+ a toutes ses dérivées en un point
dans /-, alors elle prend toules ses valeurs dans £~ ». Il est faux d’apres le
lemme d’Abel. En effet soit { f; | une suite dans £—. La série

3 fet k!

définira une fonction holomorphe a valeurs dans £+ pourvu que pour un
certain r>o la suite { firf/k!} soit bornée dans E+. Si cette fonction
prend ses valeurs dans E—, elle est holomorphe & valeurs dans E—, d'ou il
résulte que pour tout 7' <<r la suite { frr'¥/k!}| est bornée dans E—;
visiblement, ce n’est pas le cas en général.

3. Ensembles exceptionnels. — Demandons-nous si le corollaire 1 du
théoréme II,2 peut étre renforcé (par exemple en y remplacant « non polaire »
par « ayant un point d’accumulation a I'intérieur de A »). Dans le cas clas-
sique qui méne a la théorie de Hartogs (voir le début de la section II) et
pour une fonction d’une seule variable, la réponse est connue et négative
(CarTaN [&], LeLong [10]). Toujours dans ce cas, on peut trouver une fonc-
tion F telle que pp7# pr en tout point de 'ensemble A4 pourvu que A4 soit
contenu dans une réunion dénombrable de compacts polaires (mémes réfé-
rences). Ces résultats subsistent, toujours pour les fonctions d’une seule
variable, dans le cadre plus général ott nous nous sommes placés. Les démons-
trations ne différent que par des modifications faciles. Nous allons d’ailleurs
donner maintenant une autre démonstration de ce type.

ProrosiTion. — Solent A un domaine du plan complexe et A un sous-
ensemble de A. Pour qu'il existe une fonction F holomorphe & valeurs
dans E+ sur A sans étre holomorphe a valeurs dans E— et telle que I'image
de A soit un borné de E—, il est nécessaire que l'adhérence de A dans A
soit polaire. Si A est polaire et compact, il existe une telle fonction qui de
plus n’applique dans E— que les seuls points de A.

DimoxsTrATION. — La condition nécessaire résulte du corollaire dela pro-
position II,2.

Pour la condition suffisante, commencons par supposer la proposition
démontrée lorsque 7" est 'ensemble des entiers positifs et ramenons la
construction de F a ce cas. Soit donc 7" localement compact et dénombrable
a linfini et soit { ¢, ] une suite de points distincts tendant vers 'infini dans 7.
D’aprés le cas supposé démontré du théoréme, il existe une suite de fonctions
enliéres g, d'une variable complexe et un nombre p tels que la quantité
[0(2,))” gn(z) reste bornée quand z parcourt A et n les entiers positifs, mais
tels aussi que pour tout ¢ 4, il existe un nombre ¢ tels que la suite
{[0(t.)]7gn(5) | ne soit pas bornée. Soit aussi f, une suite de fonctions
continues positives 4 support compact sur 7’ qui atteignent le maximum 1 au
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point ¢,. En prenant le support de f, suffisamment petit, on vérifiera que la

fonction
Zﬁz &n

posséde les propriétés annoncées.

Nous supposons maintenant que 7°=/V. La théorie de la capacité nous
assure du résultat suivant :

Quels que soient les trois nombres > o, &, d et 4, il existe un voisinage
compact K de 4 dont tous les points ont une distance & A au plus égale a J,
et une mesure positive |+ portée par la frontiére de A, de masse < ¢ et telle
que sur A :

fLog]:—— wldp(w)=— k.

Posons #,—— Log[p(n)]. Ce nombre tend vers l'infini avec n. Cela
permet d’approcher ;. par des sommes finies de masses ponctuelles avec des
coefficients de la forme k/%, (K, n des entiers positifs) et d’apporter ainsi la
précision suivante au résultat cité :

Quels que soient ¢, d, &, il existe m points s; dont la distance & 4 n’excede
pas 0 et un entier n (d’ailleurs aussi grand qu’on veut) tels que

m/h, < ¢ et ELogls—s/{éAan sur A.
7

Pour construire # il suffit maintenant de faire parcourir & & la suite des
entiers positifs, & chaque &, on fait correspondre ¢, et d; tendant vers zéro en
décroissant quand 4 tend vers l'infini. Par le résultat qu’on vient d’obtenir
on fera aussi correspondre a 4, ¢, 9; deux entiers my et n; et my points 5;
et ce de facon que la suite { n; | soit strictement croissante. On définira enfin
la fonction F' par

F,(z)=o0 sin ne fait pas partie de la suite {n; |,
my

FM(;):—H(; —aj4)

j=1

Il n’est pas difficile de s’assurer que cette fonction posseéde toutes les pro-
priétés annoncées.

Cas de plusieurs variables. — On sait quil y a dans C’ deux notions
d’ensembles polaires : les ensembles polaires usuels de R et les ensembles
Ci-polaires qui sont ceux ou une fonction pluri-sous-harmonique peut
s'annuler sans étre identiquement nulle. Nous avons vu que p* était pluri-
sous-harmonique, mais il est impossible d’affirmer que 'ensemble ou p £ p*
est G/-polaire; par contre on sait que ce n’est pas non plus I'ensemble polaire
le plus général (LeLong, [12], [13]).
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