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TRANSFORMATION DE FOURIER
DES DISTRIBUTIONS HOMOGENES ;

PAR

Lirs GARDING
(Lund).

Introduction. — La théorie de la transformation de Fourier des fonctions
et des distributions homogénes a é1é étudiée par GEL’FAND et Snariro [2] et
par GEL’FAND et SmiLov dans leur traité [3]. Nous reprenons entliérement ce
sujet; nous en faisons une étude systématique englobant 'analyse des singula-
rités.

On dit qu’une distribution f(x) = f,(2) dans R’ est homogeéne de degré «
si f(Ax)=A*f(«) pour tout A > o. Le nombre o peut étre complexe. Une
telle distribution est tempérée, et elle a des restrictions bien définies

S (@) |eer
a toute variété V réguliére de dimension /-—1 qui ne touche aucune droite
passant par P'origine. Soit y(«) > o réguliére (de classe C*) et homogéne
de degré 1. Toute variété vy =1 a cette propriété. Soit

F(x):v'-ﬂx):fef~"&f<a>r<a>, SE) =di A dia .. dE

la transformée de Fourier de f. En passant aux coordonnées polaires par
rapport a4 Y(«) on trouve aprés un calcul formel que

(1) F(:c):e(a»f o (#5) f (8) 9 (5),
Y:l

. . 1.
ou a et o' sont liés par a + o' =— 1, e(a) :exp(; ma).

cE)=bdia\N.. Ndoy—Edis Nasg .o+
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et

1 ()= [ et dp=T(— ) it
0 .

avec o args < 7. ll faut interpréter X3 comme une distribution sur I'axe
réel, valeur limite pour Ims | o de la fonction analytique pour Ims > o que
constitue P'expression a droite si (3£ entier> 0. Si p = entier > o il faut
poser

4

2 (5) :lgg(ﬁ P ag(s)| -

En particulier, on trouve que
vo(s) =log|s|~t+i(m —args).
Si Ref > —1, %g est localement intégrable, si 5 — —1 on trouve que
y—1(8) =Ps' 4+ 1mid(s),

ou P est la valeur principale.

Les distributions %g(s) ont la propriété que
d .
75 X@ (8) =%g_y ().

Si B#£p, elles sont homogénes d’ordre [3; si B=—p elles sont quasi
homogenes : la différence y,(As) — A7y, (s) est une fonction réguliére (dans:
ce cas un multiple de s?). Notre premier résultat principal (lemme 1.6.2)
est que (1) vaut pour une distribution homogéne quelconque f, pourvu que
a7 p'. En particulier on peut donner un sens précis a I'intégrale ou il faut
regarder f, comme distribution sur la variété y(x) =1. Si f, est régulier,
ou analytique pour 2 ;% o, l'intégrale de (1) a les mémes propriétés. Dans
le cas exceptionnel, la différence des deux membres est un polynome homo-
géne de degré p qui dépend du choix de y. Pour les fonctions, (1) est di
4 GEL'FAND et Suariro [2].

On peut se débarasser du cas exceptionnel en prenant un quotient : soit
®,, I'espace des distributions homogénes de degré a, et soit /¥, 'espace des
éléments de @, qui sont des polynomes ou bien des distribulions a support
d’origine. On a /V,= o, sauf pour a =p ou /V, est 'espace des polynomes Q,,
homogénes de degré p, et pour == p' ol /V, est I'espace des Q,(d/dx) o (x).
Soit maintenant H,—= ®y//N,, et soit G, le sous-espace des éléments de H,
qui sont de classe C” en dehors de 'origine. On prend sur /7, la topologie
induite par la topologie de I'espace des distributions tempérées et sur G, la
topologie de la convergence uniforme de toutes les dérivées sur les parties
compactes de R privé de l'origine. Si 3£ p, on peut identifier G, avec
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la classe C” sur n’importe quelle variété y(«) =1; pour o — p il faut prendre
le quotient par /V,. On voit aisément (théoréme 1.2.1) que

Ja(2) gar(2) o(2)

v (x)=1

est une dualité entre //, et Gy, et que la transformation de Fourier &
induit une transformation linéaire A sur les A qui est un homéomorphisme
linéaire H,—H, et G,— G, ayant les propriétés classiques de F (voir
théoréme 1.6.1). On peut aussi donner les transformations analogues a &
opérant sur les fonctions paires et impaires respectivement (fin du 1.6). Ce
sont la les principaux résultats du chapitre 1. Il est assez long : il a fallu
commencer par un bref exposé de la théorie des distributions sur une variété.
En effet, si cette théorie se trouve chez de Ruam [11], ce n’est pas sous une
forme trés maniable. Il a fallu aussi rappeler une partie de la théorie des
distributions réguliéres par rapport & cerlaines variables (Scawartz 10).

Dans le second chapitre, on étudie les singularités de la transformation de
Fourier d’une distribution f homogéne de degré o,

g(z) =e(a) 2 (E) [(E) o (2),
° fY(Z):ix

qui devient singuliére sur une variété réguliére S:s(£)—=o de la facon
suivante

S(E) =25 (5(8)) Pu(B),

ou P, est régulier (de classe C*) et homogene de degré pn. On suppose de
plus que s (réel) est régulier et homogéne de degré m 21, ce qui entraine
o+ mfB + p -+ Il=o. Sous ces conditions, g est régulier sauf si le plan

2t = o touche la variété S, c’est-a-dire g est régulier en dehors du dual &'
de S. Prés d’un point &, de S’ tel que woﬁ__ o touche S en un seul pointn,,
& a un développement asymptotique de la forme

e(a)(zr)lf [m — 1|~ | Hesss' (x)| Oo(— ) eY

< Z RA(JJ) Ly ( s (z)) + fonctions réguliéres.

Ici Ry sont des fonctions réguliéres, R, (x) — Py(n) si «, n sont des points

correspondants sur .S’ et S respectivement; s’ (#) —o est I'équation de .S’ conve-

nablement normé, v est la signature positive de la matrice (0*s' (z)/dx; dx)

au point x,, supposée non-singuliére; ¢ est le signe du quotient 2,5/s(£)
. 1 . . -

au point 1, et 0,(¢) = 5(1—1— sgnt). On trouve des énoncés précis dans le

théoréme 2.%.1. Notons que les singularités de f et de sa transformée de
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Fourier g sont en correspondance ponctuelle. Si f n’est pas homogéne, ce
n’est pas le cas : &4 un point singulier de f correspond un comportement &
Pinfini de g, et réciproquement.

Le chapitre 2 se termine par une application du théoréme ci-dessus aux
solutions élémentaires des opérateurs différentiels homogeénes & coefficients
constants; on retrouve en particulier des résultats de Borovikov [1]. Notons
qu’il existe pour les opérateurs différentiels fortement hyperboliques a
coefficients analytiques des résultats plus complets concernant aussi le
domaine complexe : voir J. Leray [T].

Le théoréme 2.%.1 est un corollaire d’un résultat (théoréme 2.3.1) portant
sur des intégrales de la forme

(2) [ otstu, o) P oy de - dey:

ou P est une fonction réguliére de ¢ et de certaines autres variables « — u,,
Uy, ..., & support compact pour u fixe; ¢ est une distribution sur la droite,
réguliére hors de l'origine; s une fonclion réelle & gradient non nul, dont le
gradient en ¢ s’annule en un point (v, 7) ou la matrice A =0%s/dt; 0t n’est
pas singuliére. Autrement dit, la variété s(v, £) = o a un point quadratique
régulier . On trouve que, prés de ¢, intégrale (2) a un développement
asymplotlique suivant des distributions $'® (s, («)), ou ¢!% sont des intégrales
successives d’une cerlaine distribulion ¢ et s,(u«) est la valeur de s(«, ¢) au

point £ = t,(u) voisin de 7, en lequel le gradient de s par rapport a ¢ s’annule.
La distribution { est réguliére en dehors de l'origine et se déduit de ¢ par
la formule

2miY=1¢o (iv;(,%q_lﬁu iHi%V“)’

ol v est la signature positive de A, 7?.;5(5):%3(_3); 9, et ¢, étant des
distributions réguliéres hors de l'origine; ¢,09, est une quelconque des
distributions de méme sorte telles que

+a
wom— [ wls—0n@d  (@>o)

soit réguliére a I'origine. L’utilité des j vient en grande partie du fait que
X“OXBE 271'1.)(_14—64-1» "Zon°)?,3527'fi5'(,m+6+11
La° 5‘(.;3-‘——: 0,

modulo des fonctions réguliéres a l'origine. Le théoréme 2.3.1 n’est pas
nouveau; sous une autre forme on le trouve chez D. Lupwic [8]. Un résultat
analogue dans le domaine complexe se trouve aussi chez Leray {7].
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Cuarrree 1. — Distributions homogénes.

1. Distributions. — Rappellons quelques points de la théorie des distri-
butions (Scuwartz [9]) sur une variété (de Ruanm [11]).

1° Notations. — Soit X" une variété de classe C”, notons x les points de X
et &y, ..., 2y les coordonnées de . Posons

o= (9/dx)y=(9/dx.,) ... (9/dzy,),

ou vy, ..., v, sont des entiers entre 1 et /. L’ordre p de cette dérivée sera
noté | v|.

Soit C(AX') =C” (X) V'espace des fonctions a valeurs complexes indéfi-
niment différentiables sur X'; notons Cy(K) et Cy(AX') les sous-espaces des
éléments de C (") a support dans un compact fixe A de X et & support
compact libre respectivement. Soit ® un recouvrement de X par des compacts
Ky, K, ..., ou I'on a choisi des syst¢tmes de coordonnées 2\, 2%, ..
Avec les seminormes

o, K|, = su h;
|8 K|, Sgpsgipl(sg}lgjlwx)l,

ou p=o,1, 2, ... et ~; parcourt toules les dérivées de g d’ordre < p par
rapport & z/), C, (A ) devient un espace de Fréchet réflexif. Sa topologie ne
dépend pas de R. 1l en est de méme pour C(.X'); on prend les mémes semi-
normes ou A parcourt une suite dénombrable de compacts épuisant X" La
topologie de C,(.X") sera celle de Schwartz : limite inductive des C,(K).
Notons qu’un sous-ensemble B de C,(A") est borné si et seulement si les
supports de tous les éléments de B sont contenus dans un K fixe et B est
borné dans C,(K).

Considérons aussi les formes différentielles de degré maximal / sur X,
(1) w(z) =g((x)7(x), (o) ==T(xy. .o, ) =dxy \ ...\ dxy.

Notons (A7), ,(K) et Q,(A) les espaces linéaires de ces formes pour
lesquelles g appartient a C(X), C,(K) et C,(.X") respectivement.

Nous supposerons toujours que I soit orientable, c'est-a-dire qu’il existe
des formes réelles ¢ € 2(A") qui sont = o partout. Alors

o —>m(x)/e(x)
est un homéomorphisme linéaire
QLX) —C(X), Qy(K)— Co(K). Q(X)— Coy(X).

Si X est un ouvert de &', la distinction entre les fonctions et les formes est
inutile; toute forme s’écrit sous la forme (1) dans un seul systéme de coor-
données.
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Soit & orientable et orienté par p(z) > o0 ou peQ (1) est réel. Si X est
un ouvert de R’ nous prenons toujours p —=17(z) =dz;\... \dx;. Les
distributions sur X" sont, par définition, les éléments du dual de &,(.1).
Nous noterons C'(X) ce dual et C)(X) le sous-espace des distributions
a support compact. Chaque fonction localement intégrable f () définit une
distribution, & savoir,

<o~_+ff(x) w(x), we, (A).
X
On identifie f avec cette distribution, et 'on emploie 'une ou I'autre notation
(o) = [ f(@)w(a)
X

pour la valeur de la distribution f& C' (1) au point w de £,(A"). De méme,
une distribution sera notée comme les fonctions par f, g, ... ou par f(z),
g(x), .... S1 X est un ouvert U de R, la formule o (x) s'identifie avec
g(x)t(x) ot g€ C,o(U) et nous écrivons

(&)= [ Jla)gla) ()
U

pour (f, ). Si U contient o, la distribution de Dirac g —> g (0) sera notée
par 0 (z) et sa valeur g (o) sur g, c’est-d-dire sur g(2) v(x), par

(9, g)zfé(w)g(x)r(x»

Rappellons que Co(AX), et a fortiori C(X), est dense dans C'(A). Les
dérivées (0/dz)y f(x) d’une distribution sont définies dans le domaine
(ouvert) V des coordonnées xy, ..., x; par

[0 s (@) g2y <) = (=0 [ () (/o). (@) 2(),

ou g(z)t(x) € (V). Localement, toute distribution s’écrit sous la forme
d’une somme finie
(2) (@) =N 0,F, (@),

ou les F, sont des fonctions continues. On voit que cette représentation de f
est équivalente & la suivante

f(x):Zh\,(x)dv Gy (@),

ou h,eC(V) et les G, sont continues. En eflet toute somme de cette forme
peut s’écrire sous la forme (2). ‘ )
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Soient &y, ..., ay et Y1, -,y deux systémés de coordonnées ayant un
domaine commun V. Alors pour une distribution quelconque fona - -

. ()f AN ()xk ()f
) 0y, =23y, 0o

dans V. En effet, cette régle s'étend par continuité des fonctions aux
distributions.

Soient I et ¥ des variétés, el
y—=>z(y)

une application de classe C*, biunivoque et de rang / partout. Alors on a
une application réciproque

(4) JS(@) = [ (2 (y))

des fonctions. C'est un homéomorphisme linéaire C (.t ) — C( V') qui s’étend
en un homéomorphisme linéaire C'(X)->C'(¥) pour les distributions
définies par

(5) [t ewi=: [ f@) oy (@),
. /Y X

ou x—>y(x) est linverse de y—>x(y); e==1 si ces applications con-
servent l'orientation ‘et ¢==-—1 dans le cas contraire. En effet, puisque
o (y)—>cew(y(x)) est un homéomorphisme £,(¥)— (LX), son adjoint (4)
est bien un homéomorphisme linéaire.

Si I et ¥ sont des ouverts de R’ (5) s’écrit
(6) g o= x) & J ,
Jrwansm 0= [ r@) @) 1) =)

ouJ(x)=1(y(x))/x(y) estle Jacobien.

ExempLE. — Soient y(&c) — A« -+ a linéaire en @, .1 une matrice non-
singuliére, a € R'. Si f(«) est une distribution sur R/, f(Ay -+ a) est défini
par (6) avec #(y) =A=' (y — a) et J(x) = détA. En permutant = et y on
a donc

[ote—ayg@)s(a) =g(a)
Az —a)=|détd |1 d(x — A 1a).
/ 20 Distributions de moins de l variables. — Soit
XN =V =< Z,
ou V==Rr et Z-=R1.1l est clair que I'injection

CF)f(y)—~f(y)eC(X)
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est un homéomorphisme linéaire dans C' (1) ou I'image de C(F) est 'en-
semble des fonctions f(2) = f(y, z) qui ne dépendent pas de z dans I'un
ou Pautre des sens équivalents

(7) Of (y, z)[dar=—0 (V£).
(8) SO z+0)=[(y. 5 (VD).
On a le méme résultat pour les distributions (Scuwakrz [6]), P'injection

CX)sf()—/fy)el ()

étant définie par

(fo2) :f'f(y)</'$"()‘. :)T(:)i)r()');

c’est 'adjoint de I'application
(9 20y, :-)—>/g(vy. s17(%)

qui est bornée Cy (A ) — Cy(F).

On peut définir une injection analogue pour les variétés. Soient .t et }
deux variétés de dimensions / et p respectivement. Etant donnée une appli-
cation # — v (z) de 1" dans ¥, on a une application

(10) J) =1 (y(x))

dans la direction inverse pour les fonctions. Nous allons Iétendre aux
distributions sous condition que

(11) > p. y(z)elr, y(x) de rang p partout.

Dans ce cas, il existe une application A4 unique, linéaire et bornée, I'analogue

de (9),
w(x) >0 (y)=(4dw)(y)
de Q4( A7) dans &,( I) telle que

-

[ 1@ o= [ 1) Av(r)

pour tout f€C( 1)), et I'on définit (10) comme I'adjoint de A. Explicite-
ment A s’obtient comme il suit. Soit o(y) > o V'orientation de F, et soit
¥, la sous-variété de T,

/lf_‘- o (y)=y.

Alors
w(x) =oy(x) \Ap(y)
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définit une application linéaire Q (A7) —(.A,) et une orientation de X'y,
et

(Am)()')::<[ a)y(w)>‘oo(y). €& ().
. X)- )

a les propriétés énoncées ci-dessus.

ExempLe. — Soit A" un ouvert de R/, et soit s(x)€ C(.1"), réel tel que
grad s 72 o partout; soit f une distribution sur K. La distribution f(s(z)) est
définie par la formule

~
j S(s(x))g(x) () :ff(t) h(t)dt,
)
ou V, g et /i ont les significations suivantes : V est 'ensemble (ouvert) des

valeurs prises par s(z); g€ C, (X);

(z)

Iz,(t):/. g(x)ds(x)

vslr)=1t

En particulier, si V>o,
fﬁ(/')(s(x))g(af) T(x) = (—1) A (o).

Notons qu’on a aussi

hit)y=| g(x)o(t—s(x))7(z).
X

La démonstration du lemme suivant se réduit immédiatement au cas
ou X = RP < R, elle sera laissée au lecteur.

Lemne. 1.1. — L’application
S =S (y(2))
est un homéomorphisme linéaire de C(¥) dans C(A") etde C'(¥) dans C'(.1).

Nore. — On n’a pas caractérisé les images de C(Y) et de C'(Y).
Si X'=Y < R7 et si x—y(x) estla projection

x=(y,8)—>Y.

ce sont les sous-espaces constitués par les éléments respectifs de C(x) et
de C'(X') qui ne dépendent pas de 3, dansl'un oul'autre des sens (7) ou (8).

ExeMpLe : Distributions homogénes. — On dit qu’une partie 4 de R’ est
un cdne si A4 = A4 pour tout ). > o. Par exemple, R et 'ouvert

(12) R=R o},
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c’est-a-dire R! privé de Porigine, ont cette propriété. Soit U un céne ouvert,
et soit @ un nombre complexe. Nous dirons qu’une distribution f(z) est
homogene de degré « dans Usi

A>o= f(ha) =2*f(z).

Par exemple, | z |* est homogéne de degré o pour & 7 0, 0yd () est homo-
gene de degré — | v| — I dans R, Le support d'une telle distribution est un
cone fermé (dans U). Soit ‘

@, (U)
I'ensemble des distributions dans U, homogénes de degré a. C’est un sous-

espace fermé de C'(U). En effet, c’est 'espace ot s’annulent les applications
continues f(z)— f(Az) — A f(x). ‘

De méme, soit
Fo(U)
le sous-espace de @, (U) dont les éléments sont de classe C*pourx = o. Si U
ne contient pas l'origine, Fy (U) est un sous-espace fermé de C(U).
Soit y(x) € F, (') avec v > o. Le changement de variable
(13) x> (y, 1), t=logy(z), y=a/1(2)
applique B! sur le produit ¥ > R ou ¥ est la variété v(z) =r1. Alors,
si fe @y (RY),
(14) F(z, t) =y ()= [ ()
ne dépend pas de ¢; la réciproque vaut; donc
J—>r
est un homéomorphisme linéaire de @, (R) sur 'espace des distributions
dans C'( ¥ < R) qui ne dépendent pas de ¢ et de Fy (R') sur I'espace des

fonctions de C(Y¥ < R) qui ne dépendent pas de ¢. Comme ces deux espaces
s’identifient avec C'(¥) et C(Y') respectivement on a, en particulier,

Lesve 1.2, — F, (R!) est dense dans @, (R!).

3o Distributions réguliéres en certaines variables. — Soit X =V < Z,
ot ¥=~Rr et Z=R7. Une distribution f sur X est dite réguliére en z
(Scnwartz [10] : intégralement semi-réguliére en z) si elle s’écrit localement
sous la forme ’

(15) f(x):—,Ekv(x)(d/dx)‘,Fv(x),
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sont continues. Une représentation équivalente a (15) est évidemment la
suivante

(16) T(@) =¥ (0/9y)y Gy (3, 5),

ou fiy,eC(AX) et toutes les dérivées de F\,(x) — F,(y, 5) par l‘apport'é‘ 5

ot les G ont la méme propriété que les #'. Toute distribution indépendante
de z est réguliére en z. On voit ‘tout de suite que si x —2' est un change-
ment de variable qui conserve ¥, c’est-d-dire si

¥'(y, =) est fonction de y seul,

alors f régulier en s entraine f'(y’, z') = f(y, 5) régulier en z'. Si [ es
régulier en z, alors, vu (16),

(17) ff(y, 5 g(y, 5)7(y)€C(Z)

pour tout g€ C(4'), & support compact dans } pour s fixe, les dél:ivéés
s’obtenant en opérant sous le signe d’intégration. En particulier on peut
définir un produit
h(z)[(y,s)e ' (X)
pour tout ke C'(Z).
Plus généralement nous allons démoqtrer :
Lemme 1.3, — Soit ' =¥ x Z < U,ou ¥ =R, Z=Ri, U=R"

et soit f; € C'(X') régulier en s, u« et fy€ C'(X) rvégulier en y, u. Alors le
produit

Si(@) f2(2)
est bien défini, et il est régulier en u.
" Prruve. - Nous avons localement
(18) Ji(ys 5,0) = ¥, (9/9y ) Gy (¥, 5, ),
(19) Jo(1s 5 €)=Y, (9/93)y. Gap (3, 5, ),

ou toutes les dérivées des G,, par rapport & 5, u et toutes les dérivées
des G,y par rapport a ¥, « sont continues. Posons, par définition

(f‘f?vé’) :2(» 1)1V

Xf (0/0)/)\/ (‘)/‘);)u GlV (j/» %, u) G‘-’[-L(yv 57 u)g(y, D u)f(‘z')‘



392 L. GARDING.

ou les dérivées n’opérent pas sur j et z. Il est clair que la fonction & intégrer
a la forme

Ny, 5 u) (0)02),g (1. 3, w),

ou toutes les dérivées des H, par rapport & « sont continues. Donc f, f; est
régulier en u. Si les Gy, et les Gy sont réguliers en x, f,f, est le produit
ordinaire. En approximant les G dans (18) et (19) par des fonctions régu-
liéres on obtient des fonctions réguliéres F'; et F, voisines de f, et f, telles
que

ifeo &) =lim (FiFy ), g€Co( )

pour Fy— f; et Fy— f,. 1l en résulte que le produit f; f, ne dépend pas du
choix des G. Notons que f; /= f, f et que

(lfy) fo=S1 (N f2)
pour he C(AX).
Nous aurons besoin de la notion de régularité partielle aussi sur une variété.

Soient X et Z deux variétés de dimensions /et ¢ </, et soit z—>s(2) une
application X' — Z telle que '

(20) s(z)el”, s () de rang ¢ partout.

Nous dirons que la distribution f(x)c C'(A) est réguliére en z si elle se
met localement sous la forme (15) ou sous la forme équivalente (16),

ou (&1, .., 1) = (Y1, -+ ¥py 515 --., Zg) sont des coordonnées de I
telles que

(@) =5(s(2)), . ay(@) =, (a(2)),
1y - .., ¢, étant des coordonnées de Z.

Remarquons que si f est régulier en s et si 5'(x) est assez voisinde 5 (), A
alors f est régulier en 3’ au moins sur une partie relativement compacte
donnée de ¥. En eflet, dans ce cas, 5’ satisfait encore & (20) et ()i, ..., 2, -..),
ou 7, (z) =¢ (s (2)), ..., sont encore des coordonnées sur X (1).

Notons le lemme suivant dont la démonstration est déja faite
Lemme 1.4, — Si fc C'(.X) est régulier en z, la restriction

S(2) |s2)=s
et le produit
(21) Jlx) h(z(x)), heC'(Z)

sont des distributions bien définies, respectivement sur la variété A7;: 5(z) = ;
et sur . o

') Cette remarque est a la base du lemme 1.6.



TRANSFORMATION DE FOURIER DES DISTRIBUTIONS HOMOGENES. 393
ExemMpLE. — On a
Lemue 1.5. — La restriction
(23) S(@) = [ (@) b=
est un homéomorphisme linéaire

o, () C(Y)
et

Fo(R)—C(Y),
ou ¥ est la variété y(z) =1.

Prevve. — Faisons le changement de variable (13). Alors (22) se réduita
F(y, ) > F(y, t) =,
ot F ne dépend pas de ¢. Evidemment, cette application est l'inverse de
I'injection
C(Y)oF(y)—>F(y)eC' (¥ < R).

Par conséquent, le lemme est un corollaire du lemme 1.2.

Supposons que dans le produit (21), f, & et z soient des fonctions d’un
paramétre u. Plus tard nous rencontrerons des situations ou il faut étudier
les propriétés de l'intégrale

(23) ff(a:,u)/l(z(x, u), u) w(x), w€ L (),
comme fonction de «. Le cas spécial suivant en est typique
(24) ff(af:) h(ux)g(z)t(z),

ou feC'(R'), ge Cy(R'), he C'(R) et uz est un produit scalaire
UX == Uyg—+ UL X4+ . . .+ W .

Soit donc U une variété, ueU, et soit x, u—>z(x, u) une applica-
tion X < U~—> Z de classe C” telle que

x—> gy (x) =z (2, Uy)
satisfait & (20) pour un i, fixé dans U. On a

Lemve 1.6. — Supposons que f(x, u)eC' (X < U) soit régulier
en z(x, up), u pour u proche de u, et que 2 (z, u)e€ C'(Z x U) soitrégulier
en u proche de u,. Alors, étant donné un ouvert relativement compact ¥ de ¥,
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la restriction de fa 17 >< Uestréguliére en (5(x, ), u) pour u proche dew,;
le produit
[z, u) h(s(z, u), u)

est régulier en « proche de u,.-En particulier, proche de u,, 'intégrale (23)
est fonction réguliére de u pour tout . ~

Preuve. — Par une partition de l’umte, on se rameéne i une situation locale.
Soient
(25) Yoo Up B o )

des coordonnées de x telles que

B (@) =01 (5 (@, wo)),y - .-,

i

Zy, ... étant des coordonnées de Z, et que
Sz, ) =F(yi. ..., .. w, ...,
F étant régulier en (%, ..., w, .... Alors prés de u = u,
2 219 s P »
(26) Vi oov Yoy Ety oy &g
ou

G(@)=U(s (w, “)), -

sont encore des coordonnées sur 1. Comme le passage de (25) a (26) ne
change pas y, ..., on a encore

Sz, u):G(‘);/'?_, Eay vy Hay o on)
G étant régulier en &, ..., uy, .... Par hypothése,
h(a(a, u), w) =H(y, - wy --0),
 étant régulier en uy, . ... Donc le lemme résulte du lemme 1.3.

Exempre. — Si feC(R!), lintégrale (24) est réguliére, en, u pour
Uy oovy W2 O, On obuem. d’ailleurs immédiatement ce résultat par un chan-
gement de variable linéaire transformant uz en l'une des nouvelles
coordonnées. -

4° Transformation de Fourier. — Posons

Zy== 2y, . Ty,

L’espace des fonctions g de C (R!) pour lesquelles les seml—normes )
|glpy=sup|@dug(2)]; weR, |v|<Zp, lv’lép,

sont f'mes forment un. I'réchet 1eﬂex1f que nous appellerons S= S(R’) Il est
dense dans son dual S', I'espace des distributions tempérées. Pour quune
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distribution f soit tempérée, il faut et il suffit qu’il existe un ¢ > o0 et un 4

tel que
[(fig)l<elgls, g€ lo(R).

lin particulier, toute distribution & support compact est tempérée. La trans-
formation de Fourier

(1) ()= [ 2220,

et sa conjuguée
G (@)= [ i fere @,

ou xf == &£y + . . .+ a5 sont des homéomorphismes linéaires S -> S tel que

|

(27) FF=FF = (2m), Ff=5F.

[

On étend F & 8’ par dualité,
(:Ffvg):(f757g): ./.ES/, g€S

et de méme pour &. On voit que F et F sont des homéomorphismes lineaires
&’ —> §' satisfaisant & (27).

ExempLE. —
FO=Fo—=1 F1—=F 1= (2m)!0,
Fo,0—=iVa F0,0 = ilVizy;
Fax, =i—1V1gyd F x, —i719,9.
ExempLe. — Nous allons voir plus tard que les distributions homogénes

dans tout P'espace sont tempérées :
o, — 0, (RH)CS.
Ona
(28) 5<Da:§(1)1--:®1/,
ou o' est le conjugué de « défini par
(29) oo == L
En effet, posons g3 (z) = Atg(x/L). Alors (Fg) () = (Fg) (hx). Par

conséquent, si fe @, on a

[sromg@s@= [/

Vet - ff(x)ﬁ'g)(x)f('v)::ff(x)ﬁg(lx)f(z)
=1 [ [(2)7 g(2) 7 (@) = [ W f@)g @) (@)
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c'est-a-dire F f€ @, et de méme pour F. Par conséquent Fd, c ®,,. Combiné
avec (27) ceci entraine (28).

La convolution
,/'*g(w):ff(af—)")xf(y)f(y)

est une application §>< S— S et S'<x §—> S NnC(R!). Elle s’étend & une
application S’' < C (R') — §'. Dans tous les cas,

F(fhg)=F[Fg,  T([kg)=Ff7g.
En particulier,
Flg=(2m)"'FfhkFg, Fle=(2m) T fhTFg
sur §' < S.

2. Dualité homogeéne. — Soit (2 ) > o une fonction sur [ indéfiniment
différentiable et homogeéne de degré 1. Comme nous allons souvent utiliser
des coordonnées polaires par rapport & y. nous donnerons ici quelques for-

Y
mules a cet égard. Soit

o(x) :2(—I)i—‘x,~ deyN\.. . Ndx, Ndx;,, ...\ dz,.

Alors on a

(1) c(z)Ndy(z) =71 (x)7(x)

(2) (@) =y(x)tdy(2) \e(z/y(x))

(3) d(f(z)o(z)) =Y <x,ﬁ +lf\)f(x).
md dz;

Plus généralement, posons

Xi=z, .., xjmy, Xjyqy .., @
et
() =t(X;), gi(x)=0o(X;)

de sorte que, par exemple,
o (@) =, (— 1)@ 7 (@).

Alors '

: of - of
(4) d[f(x)a; (x)]=<2xk5x"k —+ ({— 1)/f>r,-+ (— 1)/ Ea(w)
k=1

Posons
O, =@, (R), F,=F,(R).
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Nous écrirons f = f, pour les distributions dans @,. Il est clair que
Pof3CPaipy  FafgCloup
si fg€ Fg, Vu (3), la forme
Sai(z)o(z)

est close. Donc, si nous définissons le conjugué o' de a par (1.29), l'inté-
grale suivante, définie sur le produit Fy < Fly,

(5) o fa'>=f ful@) fur() o ()
Y:l

ne dépend pas de y. Vu que les éléments de ®, sont réguliers en y(z), elle
est définie sur @, < Fy; dans ce cas encore, elle est indépendante de 7,
puisque F, est dense dans @,.

TutoreMe 2.1. — Mis en dualité par (5), chacun des espaces @, et I, est
le dual de I'autre.

Preuve. — Vu le lemme 1.1.5, il suffit de vérifier que, ¥ étant la
variété y(x) =1, la forme bilinéaire

[ res@e@
Y (o) =1

est une dualité entre C'(Y) et C(X'), chacun de ces espaces étant le dual de
Pautre. Or ceci est évident : g(x) £ 0 sur ¥ et, puisque ¥ est compact,
C(Y) est un Fréchet réflexif.

Nore. — Soient f, €®, el g€ C7(Rl>. Alors, vu que f; est régulier en y(a),

<favé’>y:f ful@) g () o ()

¥ (x)=1

est une forme bilinéaire continue sur @, < C(R!), qui dépend de v- Vu (1)
on peut aussi 'écrire

[ @80 @ —ng@s@).

Nore. — La formule (4) montre qu’on a
of . - of 3 P
[ amr@=m [ | Zagsra-ns]s@.

En particulier on a une formule d’intégration par parties dans (5), & savoir

(6) / %(faH(x)fw(w))a(w) —o.
‘)’:1

BULL. SOC. MATH. — T. 89, FA sC. 4. 27
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Elle vaut évidemment sur F, < F,, et elle sétend par continuité
Ay, < Fy.

3. L’application 7%,. — Soit f, € F, (') etsoit g€ C,(R) nul prés deo.
in prenant des coordonnées polaires » — v (z), y = z/y (=) dans

(fur &) = f S (@) g (2)7(2),

on obtient, vu (2.2),

(1) (far &) = {Jay T8 Dy
ou
(2) ‘ Twg(x) ::f‘r—“'g(r.z')dr/r

appartient & F (). Soit
S(R)

I'espace des fonctions de S (/) qui s’annulent avec toutes leurs dérivées a
I'origine. Il est clair que 7' est une application continue S([.{l)—>Fa'(l-{’>;
donc, vu les lemmes 1.1.2 et 1.1.5, (1) s’étend par conlinuité au

produit (I)a(fi’l) < S(R).

Note. — En particulier, soit f, homogéne dans tout lespace, soit
g€ Cy(R), et fixons he C,(R) égal & 1 prés de 'origine. Alors, la forme

(Jas &) = (Jar h&) + (Jo, (1 — 1) &)

se prolonge en une forme linéaire continue sur S(/f¥) : toute distribution
homogéne dans I'espace est tempérée.

Nous allons prolonger T, & S=S(R’). Soit p générique pour les
entiers ™ 0. Si Re @ << o, I'intégrale (2) avec o' remplacé par «, converge
aussi pour g€ S, et 'on a, par des intégrations par parties,

(3)  Tag(a)- f (2(@—1)...(c—p))—t r=a+2 go ) (raz) dr,

ou
d \" |
g8 (ra) = <E‘> g(ra) = }_‘ zy(Ovg) (rz).
|vi=p
Plus généralement, si Rea << Repetsi a0, 1,2, ...,p—1, 'intégrale (3)
converge et ne dépend pas de p. Nous la prenons comme définition de 7,

siaZp.
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On voit que, pour z 7 o fixé, T g () est une fonction méromorphe de «
avec des poles simples pour o = p. Nous poserons, par définition,

(4) 7’pg(w):[%(a~p)7’ag(x)]

a=p

Autrement dit, dans le développement de Laurent pour 7, g(x) autour de
a=p, Tpg(x) est le terme constant. Un calcul facile donne

1 * 1 1 0\
5 =1 g— —1— - —...— — | glp+t) .
(5) T,g(x) p![ <loo i 5 | p)gp—e- (rz)dr
Notons que

Tpg(x) ::El_!f ]Qg;‘(g(p—kl](r'x) dr

au polynome homogéne de degré p, prés :

L/ 1 i O
/;—!(1 —l—;—l—...—i—;) 2‘ 2y 0y & (0).
Ivi=p

Notons aussi que si j'aeFa(ffl), siye Fy (R avecy >oetsi h(r)eCy(R)
a son support dans > o, alors

(6) g(z) =fulz) h(y(z))€ Co( R
et
) Tug(@)=/u(w) [ h(r)dr/r.

LemMe 3.1. — Soit A > o. Alors
Tog(hoe)=nrTog(x)
pour a £ p et :
A” O
T,g(hz)=MT,g(x)— ol log & Z Zy (?Vg(o)
Ivi=p
pour a = p. Les applications
Ty: Co(R) > F,(R), Ty:S—>C(R)

sont bornées, la premiére étant surjeclive.

Prevve. — Immédiate, vu (2), (3), (5) et (7).

. Distributions homogénes dans tout l’espace. — Maintenant nous
allons nous intéresser aux distributions f, qui sont homogénes dans tout
I'espace. Nous poserons désormais

O, =0, (R).
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Nous savons que ®, CS'. Soit /V, I'espace des éléments de @, qui sont des
polynomes ou bien des distributions ayant l'origine pour support. On a
No=o sauf dans le cas & = p, ol /V, est I'espace des polynomes Q,, homo-
genes de degré p, et dans le cas a = p’, ou /V, est 'espace des Q,(0/dz) o ().

Lemme k.1, — Soit f, () homogéne pour = 7 o. Alors
(1) | {far Nay =0

est une condition nécessaire et suffisante pour que f, ait un prolongement
homogeéne a tout I'espace. Ce prolongement est unique modulo /V,.

Nore. — La condition (1) n’existe que pour a = p'; alors elle signifie
{Sps Qv =0, VO,

etle prolongement de f, est unique a une distribution du type Q,(0/0z) o (z).
Ce lemme se trouve chez GE'LFAND et SHILOV [3].

Prruve. — On a pour tout «
(far 8) = Ja» Tar &

quand g s’annule suffisamment a P'origine. En vertu du lemme 3.1, le second
membre, avec un y déterminé, a un sens pour g€ .S. Il définit dans tout
I'espace une distribution tempérée (qui peut dépendre de v), donc un
prolongement f’ de fy.

On a

() [ 102 s@) c(@) =1 [ (@) g(@h)2(2) =K fur Twgddr
ou g3 (x) =g (x/}). Par conséquent, vu le lemme 3.1,
f’()\w):}\“f’(xj)
siazZp et
(3) ' Qx) =1 f'(@) + (— 12 ()1 1og 1 N i, 2> 04 6(2)

si a = p'. Donc, si fy a la propriété (1), /' est homogéne pour tout x. Réci-
proquement, supposons que f, ait un prolongement homogéne f”. Alors,
J'— f" a pour support P’origine, c’est-a-dire, il existe un polynome Q tel que

S (z)=["(z) + Q(d/dz) & (z).

Si o # p', le dernier terme est homogene de degré «, ce qui entraine Q =o.
Si o = p’, nous obtenons, vu (3),

f1(A&) — W fl(@) = (— 1) (p!)* W'log x}:<f,,,, 2,>0,8(z)
= (Q(X'0/0z) k—1— ' Q(9/ox)) 3 ().
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Comme les puissances entiéres de A et leurs produits parlog A sontlinéairement
indépendants, on a { f,/, 2, > == 0 pour tout v, c’est-a-dire (1).

Comme tout Q,(0/dx) d(«) est homogéne de degré p', la démonstration
est achevée.

Lemye k.2, — Soit f€®, et g€ S. Alors la formule
(4) (for &) = Jas Ta‘é’>y+(fo(twa g)

définit une distribution unique /3 € @,, fonction linéaire de fy, qui a l'origine
pour support et qui est nulle sauf si o = p/'.

Note. — Si a7 p’, le premier terme du second membre droit de (4) ne
dépend pas de y; si « = p/, il en dépend.

Preove. — La démonstration dulemme précédent montre que < fo, 7o g Dy
définit une distribution homogéne de degré « dans tout I'espace. Puisque

(foar 8) = fa» T8 Dy

quand g s’annule prés de l'origine, cette distribution est égale a f, pour z 32 o.

Sa différence £’ avec f,, est donc nulle, sauf si o = p'; c’est alors une distri-
) P

bution homogéne de degré p’ ayant 'origine pour support. On a donc (4).

Passons maintenant aux espaces quotients
p q
(5) Hy—®y/N,.

Pour a £ p, p', on a Hy— ®,. Soit G, 'espace des éléments de /, qui sont
de classe C” en dehors de V'origine. Comme les éléments de /V, ont cette
propriété, G, est bien défini. On a Go= Fy(R’) pour a #p. Si a =p, il
faut prendre le quotient par les polynomes homogénes de degré p. Comme
Ny est de dimension finie, G4 est un Fréchet réflexif. L.e lemme 4.1 montre
que { fa, far> est une dualité sur H, < G, . Le méme lemme combiné avec le
théoréme 2.1 donne

TuiorREME. — Mis en dualité par (2.5), chacun des espaces H, et G est
le dual de lautre.

5. Les distributionsy. — Nous allons étudier une famille de distributions
4 une variable qui sont fondamentales dans la théorie de la transformation

de Fourier des distributions homogénes. Soit @ un nombre complexe arbi-
traire, et soit s une variable complexe. Posons, par définition

Ya($) = e ™l (— a) 5%,
ou o~ p et
§% == e*105s oLargs LTI, s#o. -
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Pour s fixé, x4 («) est fonction méromorphe de a ayant des poéles simples
pour a = p.
Nous posons, conformément a (3.5%),

d
(1) x,,(S):[%(i—/’)xa(S)]

a=p

de sorte que y,(s) est le terme constant de y,(s) dans son développement
de Laurent autour de « = p. Un calcul facile donne

xp () =(p!)—1s"<logr‘+m'+ () +1+ E S _;_;5)

Souvent nous utiliserons seulement la partie singuliére de cette fonction,
wp(8) = (pl)~ts?logs™ (mod s7).

Notons quelquesipropriéiés évidentes des fonctions y4 :

(2) Axt1 == Las

(3) Y= (& + 1) Vo1, % p, @ i—1,
(3") s4p= (P +1) £p+1 mod s7*1,

(3") SY—1T=—1,

(4) A>o0, aFp=ya(hs)=1"Yu(s).
(4") h>o0=y,(As) = Wy,(s)mods”,

(5) arvéel = p, sréel = yo(—s) =Ty, (),
(5") aréel = p, sréel = méme chose mod s7.

Pour a fixé, %4 (s) est fonction analytique multiforme de s 2 o. Nous avons
défini une branche principale pour Im s> o0 et nous allons définir y,(s)
comme distribution tempérée sur I'axe réel. La valeur de v, pour ¢ € Co(R)
sera, par définition, la limite

j1X1(5) Q(s)ds=—= lim]ﬁm(s —~ie)o(s)ds.
>0

Si Re @ > — 1, la limite existe, la fonction y, (s) étant intégrable au voisinage
de Porigine. Si Re a <£— 1, la limite existe aussi. En effet, en vertu de (2)
on a

fXa(s—i—is) g(s)ds=(— l)k/XHk(s—l—is) QW (s) ds

pour tout k=o, 1,2, ...; en prenant k assez grand on se raméne au cas
précédent. Comme illustration, écrivons les distributions y_, sous forme
explicite. En posant

(6) % (s) =log |—:[a 00(3):f£(|+sgn.s')
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on a, évidemment,

2o (8) =%, (s) + wio(s) (mod constante ).

Par conséquent sl nous posons

d 4\
(7) K—p(s):((—[;>pxo(~9)» O—p(s):(zzgy Oa ().
nous aurons
(8) ' A=p(8) = 2_p(s) +mi0_,(s).

Y

Observons que 0_, =34~ ¢ étant la distribution de Dirac, et que x_,,
%_g, ... sont les dérivées successives de la distribution x_,, définie par la
valeur principale

’.x_i s Is =— i ds/s.
j (s)o(s)c E;szmés(?(S) s/

Etudions maintenant quelques intégrales, étendues a /2 et aux variétésy == 1
contenant les noyaux y, (x%).

Lemne 5.1, — La formule
(9) g(@) > [ 12 42)8(2)7(E)
définit une application continue §-> C(I.{/). La formule
(10) Sy [ g (e0) Ju(D) 0 (D)
Jy=

définit une application continue Fo(R) — C(R(), qui se prolonge en une
application continue ®,( /) — S'. Dans tous les cas, les dérivées de ces deux
intégrales s’obtiennent par dérivation sous le signe d’intégration :

i * . e ” P .
(1) ,)'—mj'/.a'(w:.)g‘(c,)fk;)f’f_/ s 1 (2g) 52 (2) 7(2),
d ) r . ? v ' N 3 b c
(12) ~— / Za(22) Jau(E) o () = Lo— (22) 2 Ja(2) 0 (E).
()'("'j" =1 Y =1
Notk. - Sif,€F,estanalytique, 'intégrale (10) est méme analytique en .r.
Note. - Vu (4) et (4'), Pintégrale (9) est homogene de degré o’ modulo /V,,

donc homogene si o' p. Si fo € Fy, l'intégrale (10) a la méme propriété.
De plus, elle ne dépend pas de vy si @' p. Si o'= p, alors, vu que

dlyp(22) [ (Z) e (D)= (p!) 1 (22)” [y (£) 7(2),

changer y ajoute a I'intégrale un polynome de /V,. Ces propriétés de (10)
subsistent par continuité pour f, € ®,.
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Note. - Vu (2.6), si fy1€Fy 4, alors
. 0 o
o (%o (#E) fasr (E)) 0 (E) =0
Y=1 J
pour o'>Z p. Si o= p, cette intégrale est un polynome appartenant a /V,.

Méme résultat pour fo. 4 € Py iy (R‘)

Prevve. — Si ;74 0, nous pouvons choisir n,=fx et ne=F, k£J,
comme nouvelles coordonnées dans (9) et (10) qui s’écrivent respectivement

[ () 2, 2)) 72 ),
[ (1) fa (s @) 5, @),

¢ étant le signe du Jacobien. D’ou la premiére partie du lemme et la premiére
note. Le méme changement de variable montre que, pour ¢ — o,

122+ 12) 82)7(@) > [ 1 (20 8 (D) =(2)

dans C(R/). Vu (2), on obtient la dérivée d/dz; du premier membre en
dérivant sous le signe d’intégration. Par conséquent on a (11); (12) s’obtient
de la méme maniére. Notons aussi qu'on a

(13) fxar(x’:‘.)dg/dw;f(w)fi *f)(.w-i(wi)iié*(x)f(uv).
Soient fy € F, et g €S nul prés de I'origine. Alors on a

(16 ([ e f@ea@) @@

;—_fy:1<fxw(x£)g(x')r(x)>foc(£) a(§).

En effet, ‘cette égalité vaut pour yo (2f + i¢) avec ¢ > o, donc pour : = o.
En vertu de (g), le second membre est une fonction bornée de g€ S pour
fae%(iﬂ). Donc le premier membre est une forme linéaire continue de g
qui sera, par définition, l'intégrale (10) pour faeil)a(}.?’). II est clair que
I'application (10) correspondante est continue, et 'on déduit de (13) et (14)
que (12) est encore valable quand l'intégrale est une distribution.

6. Transformation de Fourier. — Nous allons donner des expressions
explicites de la transformation de Fourier d’une distribution appartenant

a O, (R!).
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LemMe 6.1. — Soit g€ S. Alors, si a = p, on a

(1) Txf’*g(w‘)Te(a)fxdx'&)g('&)f('&),
(2) Mg(mm(a)[m(—x&)g(&)r@),

ou z ¥ o et
()(a)——e;m“

Si @ = p, on a les mémes égalités modulo N,

PreuVE. — Si ¢ >0 et Re a << o, vu la définition de ¥4, on a
/wra—l,?—a/-gg(r£) d',,:/‘@<f°°ei,~(l-§+i5)r—x~1 dl’)g(&)‘«'(&)
0 0 0
= [ Tl e(— @) (@408 (D) 7(E)
/o
=ea) [ paleiing @)=
0

Transformant le premier membre par des intégrations par parties, nous
obtenons

) fod a(o— l)rf).“f‘(a —p) (%)pﬂe*s":?g(rw) dr

:/'m<xa+is>g<a>r<z>.

I1 en résulte que, pour 3£ o, les deux cotés sont des fonctions méromorphes
de a ayant des poéles simples pour a = p.
En particulier, (1) vaut pour « 2 p. En multipliant les deux membres de (3)

d . .
par (a — p) et en faisant ensuite « — o, nous obtenons

1 s I 1 1 e+t
;)—'f <log; e ])\) <E> e~ F g(ra)dr
0

8 L. (xf +ig)P . . .
= o) [ (ot i) - R Lnd) gy 5 ).

En faisant ¢ — 0, nous arrivons au résultat cherché (1). Notons que

1 [ I d P+ _ i
pif (o) (G ) watmar

== el()l;)flog |1]E[ (xg)? g(E) T(E) (mod /Vp).

La formule (2) se démontre par la méme méthode.
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Lenye 6.2, - Soit f, € @, (R!) et soit f3 la distribution définic dans le
lemme 4.2, On a

(4) (Tl (@) =e(@) | oo (22) fa(E) 0 (E) + T [0 (),
Y=1
(6) (T @) =) [ gl 28 a2 o(2) + T (=),
) Y=1
ou les derniers termes sont nuls pour a = p'. Les dérivées des intégrales
s’obtiennent en opérant sous le signe d’intégration.
Note. - Si a'=p, les intégrales dépendent de v; un changement de y
équivaut & une addition d’un polynome de /V,. De plus, si supp f, est lori-
gine, les intégrales sont nulles.

Note. — Pour fy=10na F =17 fo==(2m) d(a). Par conséquent

~

(6) o)== (2mi)~"! '/\‘,_/(.1:};)0(5).tf:(27ti)"f Yt (— xE) a(E).

“
i

Cette formule avec y==|%| est due & GEL'FaND el Suariro [2]. Une formule
équivalente a é1é employée par IF. Joun [5]. L’emploi de ¢ et un y arbitraire
vient de J. Leray [6]. Le calcul suivant donne une démonstration trés courte

(2m) d(x) =Ilim .e"”-‘i—i*{&i)r(’;‘_) ::‘]’. <f e G ""'5’()[*"‘ dp)G'(E)
Y= 0

&3>0,

= lim i"’f y—(xe—+ie)a(k).
=1

>0

Prenant la partie réelle de 'intégrale (6), vu (.10) on obtient

3= (am) (= [ x(ab)a@) [I=o(a)]

Y=1
8(x) = (2m)~(—1)! wzf 0 (z5)a(d) [l=1(2)].
Y=1
Notk. - Soit (%) un polynome homogene de degré m. Pourvu qu'on ait

défini des distributions 1/c (%) dans I (il suffit pour cela de I'avoir fait
sur y =1) le lemme (5.1) et (6) montrent que la distribution

(7) E(x) = mm'r'] 1 (%) a(2) "o (5).

ol n = m — [, satisfait i
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C’est donc une solution élémentaire de a(d/dz). Pour a elliptique, c’est-
a-dire, a(E) 32 o par £ % o, (7) est classique; le lemme 4.1 montre que £'(x)
est analylique pour x 7 0. Si @ est du type principal, ¢’est-a- dire si az (x) 32 o
pour £ 30, on peut définir 1/@(%) comme valeur principale, et (7) donne
une solution élémentaire explicite. Dans le cas général, la possibilité de la
division avec & (£) sur la variété y == 1 résulte d’'un théoréme de HorMANDER [4].

PrevvE. — Avec g€ S on a, vu le lemme 4.2,
(Ffas &) = (far F&) = far TwTg D¢+ (L F5)
= <fou Tx/-ff,!,">«(+ (:chgﬂ’ 5)
Or, vu le lemme 6.1,

o TuFgr=e(@) [ @) [rui@n)sta) =) e ().
. y=1

ot

Vu“lavd.éﬁnition de
[ 5@ gatan o)
Y=

on a donc

¢ o ng>«;:fle<a'>[ J&(E)xcxf(w'é)a(i)Jg(w)f(w),

c’est-a-dire (4). Pour &, la démonstration est la méme. Finalement,

le lemme 5.1 montre qu'on obtient les dérivées en dérivant sous le signe

d’intégration.
" Comme
F,F: Dy Dy F,F: Ny Ny,

sont des homéomorphismes linéaires, ils induisent des homéomorphismes

linéaires H,—> H, que nous appellerons A et A.Ona
TutoreMe 6.4. — Les applications

AVA: Hy— Hy
et .
(8) A A Ge— Gy

sont des homéomorphismes linéaires telles que
(9) AA=AA=(2m).
Les applications

(10) A Hy—Hy, A Gy—> Gy
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sont adjointes, il en est de méme pour A. Sous forme explicite on a

(11) (Afx) <m):e<a'>f 1o (%) Ju (E) 7 (E),
T=1

(12) (Rf) () =e(@) [ (=) fuE) o (2):

Si o est réel, -

(13) Afa=Afa.

Preuve. — (11) et (12) résultent du lemme 6.2, (8) du lemme 5.1, (9)
et (13) des mémes propriétés de F et 7. Finalement, si Jo€F, et fyeFy,
en remplacant yo (2£) par yo (£ -+ ¢), et en faisant ¢ — o, on obtient, vu (11)

CASas Jar o= o Ao >
Par continuité on a le méme résaltat sur le produit Hy, < Gy, ce qui démontre
que les applications (10) sont adjointes. Méme raisonnement pour A.
REMARQUES.
1° Posons d;—=d/i dz;. On voit que
()jA,:: :\-Z'/‘, d/‘K:w- _\-1;,',
J/‘/'/\:i "‘,&di, .Z‘//T: Td,
2° Soit a réel. Alors, vu (13),
CA Sy A far 0= (27)¢ fay for -
Par conséquent, si « —=a, c’est-a-dire « —=—//2, A est un isomorphisme
Go—> Gy muni de la structure d’espace de Hilbert donnée par Sy fur -

3° Soit A (fy, for) une forme bilinéaire continue sur G, < Gg. 1l sera
commode de I'écrire formellement comme une intégrale

f A(@, y) [x(@) fu(3) 0(2) Ao (),
Y (@)=1
Y(y)=1

avec un noyau A (x, y), homogéne de degré « en x, et ' en y. On peut
justifier ce langage : un tel A existe comme distribution sur R/ R'.
Alors, si d(«, ¥) est le noyau de < fu, faor >, (9) peut s’écrire

(2mi)io(z, y)= Ko (E2) qau(—Ey) o (£)-

Y=1

Distributions paires et impaires. — Posons d’'une maniére générale

JH@) =2 (f(@) = f(— @),
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ce qui définit H3 et Gz. On voit que { f%, far > =< fz, f& > =o0 et que
HY et Gy sont duals I'un de 'autre avec la dualité {f3, fa > (signes se

correspondant). De méme, soit A== é(AiK) On trouve que A™* sont
des homéomorphismes linéaires 15— H3. et Gz— G, tels que
(AT)>== (A7) = (2m)"

Donc, en opérant sur les fonctions paires, on a
(ami) o (2, ) = [ 7 (E2) 2 (2) o @),

ou 0+ est le noyau de { f§, f&>. Vu (5.8) on a

Alp(8) == %_p(s) si. p=o(2).
X (s)=mil_p(s) si p=1(2).

Par exemple, si /= o0(2), on obtient

(2mi)! 0+ (2, y) = <rri>‘2fe_1<ocz> 6,_1(yE) o (E).

CuariTRE 2. — Analyse des singularités.

1. Convolution des y,. — Nous savons que les fonctions yq (s) et
Xa(8) = ya(—$)
sont analytiques pour Ims > o et Ims <C o respectivement. Posons
() =xals+ie),  Ya(s)=3Fals—ic)  (sréel),

ou ¢ o. Regardons les convolutions
k() = [ 70— O 7(0)
(1) BA ) = [t — 0350 de
ATIOE PSRN

Lemug1.1. — Si
(2) Rea + Ref +1<o,
ces convolutions sont des distributions bien définies dans S’. Elles dépendent

continiment de ¢ > o. Considérées comme fonctions de « et de 3 elles sont
méromorphes; leurs singularités sont des singularités polaires simples, qui
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ne se rencontrent pas. Pour « = p on calcule ces distributions en appliquant
lopérateur

d
75 (2 —P)

a=p
aux membres gauches, et de méme pour 3 = p.

Preuve. — Vu (2), les intégrales convergent pour ¢ >o. En effet, par
exemple,

25 (s — ) x5 (8) = O( |t + ic[tex+ReBlog| e +ic|)
pour ¢ grand. Soit ¢ € C; (R), telle que ¢ —1 prés de P'origine. Alors
xSk A= 29 ka9 + i (1— @)k x3@
9k xa(1— ) + 2L (1—9) kg (1 — 9).

Au second membre, les trois premiers termes ont un facteur a support
compact, ils sont bien définis pour ¢ > o et, vu (1.5.1), ils ontles propriétés
qui énoncent le lemme. Le dernier terme est une intégrale ordinaire unifor-
mément convergentle pour ¢ > o; on constale tout de suite qu’il a les mémes
propriétés.

Le méme raisonnement vaut pour les autres convolutions.

LemnMe 1.2. — Sous la condition (2) on a

Aak 1= 2T Y o841 : o
(3) ia*xgzm*i‘g:o,
Yok 5,(.(3: 27Ti)?,a+{3+1~

PreuveE. — Nous allons calculer les transformées de Fourier des y4. Pour
Rea << o, vu la définition de ¥4, on a, avec e(a) = e™%/2,

Ya(s)=me(— a)f 1 elsl dt (Ims > 0),
[)

)‘ga(s)::e(—oc)f (— )~ t—>elstdt (Ims <o).
Donc, pour z > o,

Fa(t) =z2me(—a) () 7%,
FRi(t) =o2me(—a)0g(— 1) (— )1l = F y5(— ).

En particulier,

(4) ‘ 5%327'%5:5')(;5'7‘:5:0, s
FNIEN oo iFyes
I Y MB——TRLJ +B-+1
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pour ¢ 2 o. Si
(5) Rea +1 <o, Ref + 1 <o,

on a les mémes égalités pour tout ¢, et, les trois fonctions %5, %5 et X:’:*Xé
étant intégrables, '

,
@l
AN

Q.

Qe
e

F(akxp) =T34

(S

Donc, vu (4),
1K )@: 2TUYSS gy

Vu le lemme 1.1, un prolongement analytique en « et 3 montre qu'on a
la méme relation pour ¢>x 0 et sous la condition (2). On a donc démontré
la premiére des relations (3); les autres s’obtiennent de la méme maniére.

Lewme 1.3. — Poura>oet|s|<<«, ona
+a
(6) [ Xz(s—z);(_B(t)dtzzﬁix“+3+,(s)+B,(s),
“+a f
[ =030 de=nus),

+a
f Fa (s — 1) §(£) dt = 2T i%asg.01 (5) -+ Ra(s),

ou les A sont réguliers pour |s| < a.

Prevve. — Soit x(¢) la fonction caractéristique de lintervalle |¢| << a.
[l est clair que la distribution

xa (s — ) xg () 2(8)
est réguliére en s pour s > o, == «w. Donc, la premiére intégrale est réguliére
pour s Z o et, vu la propriété (1.5.2) des y, il suflit de démontrer (6) pour

Re (a~+ B +1)<<o. Soient heC(R), h(t)=o pour |¢|<<a/3, h(t)=1
pour || > 2a/3. Comme

(s — 1) XB(I) h(t)x(t)
est régulier en s, il suffit de démontrer que
+
f Ya(s — ) Xg(2) (1 — h(t)) dt = 2Tiyasger(s) + Bi(s).

Vu le lemme 1.2, il suffit donc que

f X“(s—l)xg(t)/z(t)dt
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soit régulier en s. Ici, I'intégrale est la somme de deux termes, & savoir
fXa(S —t)(1—h(s—1)) Xg(t) h(t)de
qui est visiblement régulier et
ont(S — ) h(s—t)Xg(t) h(t)dt,

ou la fonction a intégrer est réguliére et
O( ! t ll+RcOﬂ+ch§ log i ] : )

pour ¢t—>c. Vu les propriétés des y, des dérivations par rapport & s amé-

liorent cette croissance; donc ce terme aussi est régulier et 'on a démontré (6).
b

Les autres s’obtiennent de la méme maniére.

2. Convolutions généralisées. — Soit U une variété de dimension m;
notons u,, ..., u, les coordonnées de ue€ U. Soit s(u) € C” (U) réel avec
su==(0s/0u;) #o
partout. De plus, soit ¢ € C'(R) une distribution telle que
¢(t)eC(R) pour 7o
et notons
otk (k=o,1,2,...)

des intégrales successives de ¢. Nous allons étudier des distributions # e C'(U),
réguliéres en dehors de S :s(u) = o, qui, prés de S, ont un développement

(1) F oY Fi(u) oW (s(w)),

les Fy ¢tant réguliers, et le signe ~ étant pris dans le sens que

/ n

ordre I"—-ZFk(u) % (s(u)) ) > ordreq + n.

0

Ceci entraine évidemment que la restriction de F,(u) a S est unique.
La restriction d’un F; dépend des choix des Fy, ..., F;_,, mais elle ne
dépend pas des choix des @4,

ReMARQUE. — Dans des applications nous allons prendre

P = gk
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avec un 3 donné. Comme, vu (1.5.3) et (1.5.3")
3XB+1\': ({3 + &+ 1) X3+k+1
siB+k#pet
SXS+I<E (B +k—+1) X{3+k+1 mod sB-+k+1

si 3+ k=p, on constate facilement que dans ce cas tout F, ayant le
développement (1) a, prés de S, la forme

P ) (s () + R(w)
pour 3 Zp'=—1, — 2, ... ou bien
P(u)yg(s(u)) + Po(u)yo(s(u)) + R(u),

pour 8 =p'; P, P, et R sont réguliers, mais ils ne sont pas complétement

déterminés par F. Pour simplifier, nous allons plus tard réunir ces deux
formules en une seule

P(u).74(5(u)) + R(n),

ou le point du premier terme signifie qu’il faut lire PX?' si B=Z£p et
Pyg+ Pyyy si B =p'. Remarquons finalement que, si les F} dans (1) sont
réels, on peut choisir P (et P,) réels.

Soient maintenant @; et ¢, deux distributions sur R, réguliéres en dehors
de l'origine. Notons

Q109>

une distribution ayant la méme propriété et, de plus, la suivante :
(209 ()= [ els—DmOdi (a>o),

est régulier prés de s—=o. Notons que l'intégrale est réguliére pour s 4o,
== a, et que changer « lui ajoute une distribution réguliére prés de s —o.
Donc ¢ 09, existe et ne dépend pas de a. On constate facilement que

(91092) 0 93= 10 (P2093),

(9100:)W =00 g, = g,094"

modulo des fonctions réguliéres. En particulier, vu le lemme 1.3,

Lafg= 2 771.)(0:+B+1»
%a)\éfg = 27Ti)\;,a+6+1~
7,(1)‘635 0.

Désormais nous utiliserons aussi P, Q et R, munis ou non d’indices comme

BULL. SOC. MATH. — T, 89, FASC. 4. 28
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symboles génériques pour les fonctions réguliéres d’'une ou de plusieurs
variables.

TuneoreME 2.1, — Soit I(u):a(u)<<t<<b(u) un intervalle de R qui
contient le point t — o, et qui est fonction réguliere de u. Alors, prés de S,
on a

(3) f( Tyl =0 Py 05 (8) e R () P95(0),
ou 0
(4) Y=9°ys;
les Ry ne dépendent que de P et de (3
(9) Ry(u) = P(u, o)
sur S.
Nore. — Vu le lemme 1.3, si ¢ =y, on peut prendre

Y= 27iyaiBt1-
Si ¢ = ¥4, ¥ est régulier et, par conséquent, I'intégrale (3) aussi.

Note. — En changeant s en — s et £ en — ¢ on obtient

g (s— &) P(u, ) () dt~ ¥ Ri(u) P (s)
I(u)

ou

b= [ o(=s— 00 de=F x5 (s)

avec les mémes R; pourvu qu’on ait
P(u, —t) =P (u, t).
PReuvE. — Soit x(u, ¢) la fonction caractéristique de a(u) <<t <<b(u).
La distribution
XB(S_ t)P(u, t)o(t)x(u,t)
étant réguliére en s pour s petit et 7% o, (3) est une fonction réguliére pres

de S et pour s ;2 o.

De plus, comme P est régulier, on a

n—1

P(u, ) =N Qu(w) (s — )5+ (s — )" @ (u, 1),
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ou @, et les Q sont réguliers. Vu (1.5.3) et (1.5.3'), modulo une fonction
réguliére, I'intégrale (3) est la somme de

(6) (B+1)...(B+n) AB4n(s— ) Qn(u, t) o (2)dt
I (u)
et des
(7) B+ (B+E) Q(u) | gga(s—t)o(2)dt
I (u)
pour k=o,...,n—1. Il est clair que (6) appartient a toute classe C”

donnée quand on prend n suffisamment grand et que (7) s’écrit
(B+1).. (B4 k) Or(u) (x3k )W

modulo une fonction réguliére prés de S. Donc on a (3) et (4); on voit de
suite que (5) est vrai.
Du théoréme (1.1) on déduit facilement

THEOREME 2.2. — Soit e =1 el soit v la signature positive de &, v (g) =1
sie=tetv(e)—=osie=—r1. Alors, prés de S, on a

f cp<s+ ;EF>P(u, t)Ydt ~ (2mi)! \/EERk(u) Y8 (s(uw)),
I{w) 2 5

ou les R ne dépendent que de P et
Y=g 0 (&y1p+ I fap)-
Preuve. — Posons
O_syo () =\/ms/20,(s); Ims>. o (0o Zargs Zmi).
La définition de ¥ et un bref calcul donnent
(8) w =0+ 10, ¥="0+0;
0=1(z—ix). D=1(x—i)

ou l'on a omis l'indice —1/2. De plus, formellement, un changement de

. 1 . P .
variables - #*— ¢ donne pour Pintégrale du théoréme, si ¢ =1,

b (u)

2(27r)—’/2f o(s—t) P (u, t)0(2)dt,
—a*(u)

ou

P, 1) = £ (P, TIT) + P, —TAT))

est régulier. Si ¢ =— 1, il faut remplacer § par 0. On justifie ce calcul en
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approchant ¢ par une fonction réguliére ¢'. Puis on fait tendre o' vers 9.
Vu (8), le théoréme résulte donc du théoréme 1.1.

3. Convolutions généralisées, suite. — Nous allons généraliser le théo-
. . . T
réme 2.2 en remplacant ¢ par plusieurs variables ¢,, ..., ¢, ets + - c¢* par
2

une fonction réguliére réelle s(w, ¢) dont le gradient s(«. ¢) est différent de
zéro partout. Nous allons étudier une intégrale

(1) o(s(u, t))P(u,t)z(¢)

M)

ou M(u) est un ouvert relativement compact, ayant’ pour frontiére une
variété réguliére /V, qui est fonction réguliére de w«. Soit n (u«, ¢) = o 'équa-
tion de /V et soit x(u, t) la fonction caractéristique de M. 1l est clair que

(2) o(s(u, t))P(u, t)=x(u,t)

est une distribution bien définie sur U < R? pourvu que s, el 1,, soient
indépendants quand s=n7n =0, c’est-a-dire si les variétés s(w, ¢) —=o et
n(u, t) =o soieut réguliéres et ne se touchent pas. Sous les conditions
suivantes :

Il existe un v € U tel que
1° s(v, t) =s,(v, t) = o n’a pas de solutions dans MU /V;

2° s(¢, t) = o ne touche pas la variété /V(v),

cette distribution est évidemment réguliére en « prés de ¢; par conséquent,
vu le lemme 1.1.6, I'intégrale (1) est fonction réguliére de « prés de ¢ sous
les mémes conditions.

Supposons maintenant que la premiére condition ne soit pas vérifiée en un
point & = ¢. Plus précisément, nous supposons que

a. Il existe un point ¢ ol
s(v, t)=s(v,t)=o0
a une seule solution ¢ = 7. Pour ce ¢, la matrice
su(vy t) = (0%v/0t; dt;.)
n’est pas singuliére et
su(v, t) = (0s/du;) Zo.
b. La variété s(v¢, t) = o ne touche pas la variété V(¢).
Sous la premiére condition, prés de ¢, I'équation

se(u, ty=o
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a une solution unique
t=1ty(u).
fonction réguliére de «, telle que #,(¢) =7. Posons
So (u) :S(u, to(u))-
La figure ci-dessous donne, pour ¢ =1, la représentation de la fonction s

pour trois valeurs de w« et pour s, (¢, ) > 0; I correspond & u=1¢; s, ()
est le minimum de s au voisinage de ¢ = ¢,.

Y

Tororive 3.1. — On a

détA (u) |—1/22 Ry () Y0 (s (w)),

[ e tstu Pl oz~ ampe
M{u) N

ou A (u) est la matrice
A(u) =s,(u, t,(u)),

v = v (A4) sa signature positive et

By
1

amiy =00 (i’ - N
=g < o )

les Ry ne dépendent que de P et de |s|; enfin
Ry(uw)=P(u, t,(u))

pour s,(u) =o.
Nore. — On trouve a peu prés le méme résultat dans D. Lupwie [5].

Prevve. — Remarquons d’abord que si P est nul prés de (v, £,(v)),
alors (2) est réguliére en u prés de ¢. Dans ce cas vu le lemme (1.1.6),
Iintégrale (1) est réguliére prés de ¢. Par conséquent, il suffit de démontrer
le théoréme en supposant le support de P pres de (v, £, (¢)).

Supposons d’abord que ¢ =1; posons ¢ =1¢,. Prés de (¢, £ (v)), s a la
forme

s(uy, Oy =s,(u) 4+~ (t—1t)* h(u, t)

1
2
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ou s, et & sont des R et
hu, ty) =s4(u, tQ:A(u)#o;
h a le signe de A (v) et
ﬁ—i—é(t—to)/zt#o.

Par conséquent. en posant

= (t—t) | h(u,t)|?,
on a

(3) dt'/dt = | h(u, t) [ sgnh(/l + é (t—¢) lzt> > o.

Choisissons le support de P assez petit pour qu’on ait (3) sur ce support.
Alors on peut utiliser ¢/ comme nouvelle variable d’intégration dans (1) qui
devient

(4) fcp(so(u) -+ ésgnA (v)t’2>P(u, t) (dt/dt')dt.

Choisissons encore ce support assez petit pour qu'on y ait
(5) ds,(u)/du = o.

Ceci est possible parce que, vu (@), on a

d N
a—tzso(‘)) = ﬂs(v, t,) Zo.

Vu (5), on peut choisir I'une des coordonnées u,, ... égale a s,(«), et (4)
s'écrit

f‘<p<so(u) -+ ésgnA (¢) t’2> Pl(u, t')dl,
ou
(6) Pu, t'y=P(u,t)(dt/dt),

Alors, vu le théoréme 2.2, (4) a la forme

~ VAT Y By () Y9 (53 (),

ou
iy =g o (F y_p+ Y _y/5),
les R} ne dépendent que de P et de s et
Ry(u)=P'(u, o)
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pour so(u)=—=o0. Vu (6) et (3), on a
P'(u,o0)=~P(u, t,) | 4 (u) |~
Donc, en posant

Ri(u) =|A(u) [~ B (u),

on obtient le théoréme pour ¢ =1, car il est clair qu’un changement de signe
de s a pour seul effet de changer le signe de s,.

Dans le cas général nous allons raisonner par récurrence. En intégrant
d’abord par rapport a ¢, nous avons a considérer

(7) t[(\‘/‘q}(s(u,t))l’(u,l)dt,,>t(t').

out'=ty, ..., t;—s. Soit I lintégrale en #,. Notre théoréme avec ¢ —1
et u, ' comme paramétres, appliqué & 7, montre que, prés de (¢, ¢,), on a

(8) Lo 2 [ AétB (u, )71 Qu(u, £) 4B (g (u, 1))
0

ou

(9) 2y =90 (P y_yp+ Y1)

et

(10) Oy (u, ') =P(u, ')

pour g(u, t') =—=o. Ici

(11) g(u, ')y =s(u,t),
(12) B(u, ') =s540(u,t),

avec t;= 1ty (u, t') la solution de
(13) sq(u, t) =o.
Dans ces formules on a utilisé la notation
s;==0s/0t;, $;p==0%s/0¢; 0¢.

Appliquons maintenant, par récurrence, le théoréme aux intégrales
(14) ~_“f | détB (u, ) [ Quluy £) YW g (u, 1))

en supposant, ce qui est permis, que le support de (J; soit assez voisin
de (v, ¢,). Le résultat est que (14) a le développement

(15)  (2m)72 [AGUB (U, &) [/ [d6LC(u) |72 3 Ry () 407 (g0 ()

j=0
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ou ly—1¢, (u) est la solution de
(16) gilu, t)y=o0  (j<gq)
et ou
&o(u) =g(u, t,(u)),
Clu)=gu(u, t,(v)) (J,k<q),

(17) 2 iY== YR (MO g g+ IO Y gp0).
De plus,
(18) Ry (u) = Qr(u, £;(u))

pour g,(u) =o.

Maintenant, remarquons que, vu (9) et (17) et les propriétés de la compo-
sition o, on a

(19) amiPl = % 9o <le)+~/<0) Y il A > %(/wc)

Y571 571
modulo une fonction réguliére. Par conséquent, comme l'intégrale (14) et les

termes de (15) sont arbitrairement réguliers si k& et j sont suffisamment
grands, on a

[ ot 0) Pl =)
~ (2m)72 | AL B (u, ty) déLC (w) [/ Re(w) 49 (g0 (w))
ou 2 iy est donné par la parenthése { } dans (19) et, vu (10) et (18),

Ro(u):P(u7 tlm tr](u7 tlo))

pour g, (u) = o. Pour achever la démonstration il suffit donc d’établir que :

(20) v(Ad)=v(B)+v(C),

(21) détd (u) =détB(u, t,)détC(u),
(22) () = (Lo, tg (u, 1,)),

(23) So(u) =s(u).

Exprimons les dérivées de g au moyen des dérivées de s. Vu (11),
(24) gilu, )y =s;(u, t) + ;4. ;; ty. ;= 0l;/0t;.
Donc (13) et (16) sont équivalents a

si(u,t)=o0  (j=9q).
Autrement dit, on a (22) et par conséquent aussi

So(u)=s(u, ty(u)) =s,(u),
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c’est-a-dire (23). Une dérivation de (24) et (13) par rapport a # (k< q)
donne

Sk, ) =85 (u, t) + $jqlyx—+ Skq ly. j =+ Sqqlq. jlok
et

Sqr (U, ) 4 Sqq (U, t)lg ) =0,
ou ty=1;(u, t'). Donc
ity U)y=spy(u, t)— SjqSkqSqa-

Va (12) et (22)
B(u, ty) =s4q (1, t,).

Par conséquent, comme A (u) =s;¢(u, ¢,)), on voit que (20) et (21) sont
vrais. Finalement, on vérifie sans difficulté la derniére partie du théoréme.

k. Analyse des singularités de la transformation de Fourier des distri-
butions homogénes. — Revenons & la formule donnant la transformation de
Fourier g = g, d’une distribution f—= f. € H,, & savoir

sy =e@) [ (@ E)e).

11 s’agira de faire une description sommaire des singularités de g quand on
connait les singularités de f. D’abord supposons que f soit régulier au voisi-
nage de &£ = o. Alors, évidemment, g(z) est régulier prés de x,. On peut
dire de plus : il suffit que f soit régulier par rapport a x,% en tout point 2
de xyf = o. Cet énoncé est une conséquence dulemme 1.1.6 [remplacer z, «
par £, « et z(x, u) par zt]. En particulier, soit S:s(£) = o I’équation d’une
variété réguliére homogéne, de codimension 1 dans ~ et supposons que f soit
régulier en dehors de S et que, sur S, f soit régulier par rapport aux (/— 1)
premiéres coordonnées d’un systétme de coordonnées, dont la derniére
est s(E). Alors g est régulier en tout point x tel que le plan zZ=o0 ne
touche pas .S; autrement dit, g est régulier en dehors de I'enveloppe S’ de S.
Le théoréme qui suit décrira le comportement de g sur S'.

Soit s(£) homogéne de degré m =1 (m réel). Soit n, un point de .S et ¥,
le point correspondant sur S, c’est-a-dire le plan y,% = o touche .S en n,.
Nous supposons qu’on a

s:£ 0, Hesss —= détszz = o

pres de n,. Alors y, est proportionnel a sg(7,). CGomme sz est homogéne de
degré m — 120, I’homothétie ny->7n, (A>o0) permet de réaliser la
condition

Yo=28:("0) (e==1).
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Sie=1u, y,.t et s(E) varient dans le méme sens quand on traverse S au

point 1. Si ¢ =— 1, les sens sont opposés. Comme Hesss (£) 7 o prés de n,,
I'équation
(1) z=¢esz(n)

a une solution réguliere n = («) prés de y,, homogeéne de degré (m — 1)~*
en z. [Comme y,—>— y, a pour seul effet de changer ¢ en — ¢, n(x) = n(— )
est aussi solution de — z =— ¢s:(n)].

Nous posons, par définition,
(2) s'(z)=(m—1)s(m).
Alors §'(x) = §'(— «) est homogéne de degré m'=m/(m —1) et s’ =10 est
I’équation de S’ prés de == y,. Notons que I'inverse de (r) est
=5 (2)
et que les matrices sz et s, sont inverses :
(3) S5 (1) = Shu ().

En effet, (1) donne
dx =z sz () dn,

c’est-d-dire

Vu le théoréme d’Euler,

see(n)n=(m —1)sz(m).
donc

n=(m —1)sg (n)gj—) :s(rnhl);.;s(n(x)):ssﬁ(x)
et

' d — d =1
S Sp (@) = 50 :Eszg(ﬁ)d—nﬂzﬂgg (n).

Nous allons supposer que f devient singulier sur §; plus précisément que f
soit de la forme

?(s(8)) P (),

ou P est une fonction réguliére et ¢ est une distribution réguliére en dehors
de l'origine. La fonction fdoit étre homogéne de degré «'; si nous supposons
que P = P, soit homogéne de degré 1 il faut donc que 9 soit homogéne de
degré 3, ou

24+mB +p+I=o.
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Mais dans ce cas, ¢ est une combinaison linéaire de xg et 'Zp et par conséquent,
en changeant le signe de s, il suffit de poser

J=Tg(5(2)) Fu ().

Si B = p, cette fonction n’est pas homogéne, mais le résultat reste le méme.

Pour simplifier les énoncés concernant les supports des fonctions homo-
génes, nous convenons de noter [£] le rayon engendré par les A% avec 2 > o.
Nous convenons aussi d’utiliser la notation de la remarque de 2.2.

Turorkne . 1. — Si le support de P, est suffisamment voisin de [n,],
alors; en prenant les signes supérieurs ou inférieurs, on a, pour [z voisin

de [yo]v

(4) Ao (2 E) Xg(s(8)) Pu(B) 7 (%)

v=1
=0o(¢)(2m)”?|m — 1|t | Hesss, |'/?
X Ry (@) Yasprip (£ e8u(2)) + Ra(x),
ou v est la signature positive de s,.(y,); R, est homogéne de degré

pl=p(m—1)"tet

w(@)=Pu(n(z))

sur §'. La fonction R, ne dépend pas des signes de s, = et x. Si a, ( et P,
sont réels, on peut prendre Ry, réel.

Note. — Si a et « + 3 + //2 ne sont pas des entiers, R, est homogéne de
degré a.
Note. — 11 est clair que le théoréme est vrai aussi pour Py a support arbi-

traire pourvu que sz2 0 et que 7, soit le seul point ou 2, £ = o touche S.

Note. — Quand Py (£) est remplacé par Py (@, £), régulier en z, et
homogéne de degré 1. en £, le théoréme reste vrai pour z voisin de y,,
R, n’étant plus nécessairement homogéne. Nous démontrerons le théoréme
sous cette forme plus générale.

Note. — Vu (1.5.4), (1.5.4') et (1.2.3), on a

d(fa(2E) 15(s(5) Pu(E)o(8))
= ((a )7 (@8)* x5 (s (E)) -+ £ (@E) (B 1) s (E)P) Pu(B) = (B),

ou les deux termes du second membre doivent étre remplacés par o quand o
ou 3 ne sont pas entiers.
Par conséquent, modulo une fonction réguliére de =, lintégrale (4) ne

dépend pas de .
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PRreUVE. — Vu la derniére Note, on peut supposer que l'intégrale est étendue
auplan{,=wv,,=1.On a

t s(E)=s(n) +s(n) (£ —n)+O(|E—mn]*)
e

(5) wi=zsz(n)i=mes(n) + tse(n) (E— 7).
Faisons un changement de variables linéaire et unimodulaire
Foy voo >t =(ty, ..., 1)

tel que ==o pour { = et

b=t (x, %) =s(n)+s:(n)(E—n)
et posons

(6) S (2, t)=s(5) =L+ Ot ...+ t}).

Nous allons voir que

(7) (Hesss (£) )=,y rn=o =— (m —1)*(Hess,, . s (%, t));=0-

En effet, par une transformation linéaire et unimodulaire des ¢ on peut faire

en sorte que
‘

sz, t):12+20j7f—!— o(|t]*).

Comme £y, &y, ..., ¢, a la méme propriété et comme s est homogéne de
degré m, on a

(8) Hesss(£) = Hessg 2" s (1, t,/%0, .. .)

l
:Ilessg‘,[<*’” Uty g1 20/5/2_1_ 0(|t|:;)>

s
el, par conséquent,

[Hesss(2)]-__.,‘,3‘7‘):0:—— (m —1)%c;...cp
d’ott (7). Vu (3). (5) et (6), sil’on utilise la variable ¢, I'intégrale (4) devient
[ @)+ ) 7505 (0 Pt (e @) 5(0).

Vu (7) et le fait que Hesss (%)% o prés de 7n,, on peut utiliser le théo-
réme 3.1 pour faire une intcgration en ¢;, ..., ¢, le résultat étant

l
(9) fxa(ia(s’(:c)—i—fg)) x3+1/_|(t2).P’(x, Ig)iv(n.(gﬂ.)sz—’ldétB’—l/zdtQ

+me S (2) 4+ 1)) R (@, 1) dts,
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ou
(10) B(x)=(sj(z,0)) (j, k=3, ....0).
v(B) est la signature positive de B, P' ne dépend pas du signe de s et
Pl(x, t,) =Py (x. n(x)) pour f;=...4=o.

La seconde intégrale de (g) est visiblement réguliére et la premiere se
calcule par le théoréme 2.1. Vu (7) et (10) le résultat est le suivant.

Do(zme)e"®Bt m — [~ (2m)?| Hesss (n) |7
> Ry (z).y (Fes' () + R (2),

%84

ot Ry ne depend pas des signes de s et de : et Ry/(x)= Py(x, n(x))
sur §’. Vu (3),
Hesss'(x) = (Hesss(n))™!

et, en regardant les matrices symétriques dans (8), on voit que v(B) —+ 1 est
la signature positive de sz (n) pour n=1,, qui, vu (3), est aussi la signa-
ture positive de s,.. (o). Il est clair que le dernier énoncé du théoréme est
vral.

En effet, si Py, o et 3 sont réels on peut évidemment prendre P et R,
réels.

Traitons enfin le cas ot Py, ne dépend pas de .x. Nous dirons qu’une dis-
tribution G () est quasi-homogéne de degré a si 2*G(x) — G(hx) est
réguliére pour tout 2> o. On constate que pour que le premier terme du
second membre de (4) soit quasi-homogéne de degré a, il faut et il suffit
que Ry, soit homogeéne de degré p'—p/m — 1. En effet, Hesss'(x) étant
homogeéne de degré /(2 —m) (m —1), on a

l([—%m)(m—l)"'—i—(ﬂ-l— <az—0—(3+§>m(m~1)"1:1

si, et seulement si
a+mB+(m—1)p'=—1

Evidemment, nous pouvons trouver Ry et R, tels que (4) soit vrai sur une
variété v (z) —=1. Alors, en faisant Ry homogéne de degré p’, on voit que (4)
vaut pour tout & 72 o ayant une direction voisine de celle de y,, a condition
qu’on le prenne comme définition de Ry. Si a et o + 3 -+ [/2 ne sont pas des
entiers, on peut faire Ry homogeéne de degré o.

5. Applications aux solutions élémentaires. — Soit s(Z) un polynome
réel, homogéne de degré m et supposons que la variété .S:s(%) = o soitsans
singularité. Soit z_,(s) =Rey_,(s) [voir (1.5.8)] et soit n > o un entier.
Alors

E(z)=Re(ami)~l(n—1)!~1(— 1)"f Smn—t (22) #_n(8(2)) o (E)

Y—1
v
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est une solution élémentaire réelle de 'opérateur différentiel s(d/dz)". En
effet, vu (1.5.3) et (1.5.3"),

s"%_n(s) =Res?y_p(s) =(—1)*(n —1)!
donc, vu (1.6.6),
s(0/0x)E(x)=Re(2mi)~! ' A—i(ZE) o (k) =0 (x).

=1

Nous avons choisi cette solution élémentaire a titre d’exemple; on peut
évidemment en construire d’autres. Nous savons que F(x) est régulier si le
plan xf = o ne touche pas la variété S (on voit facilement qu’il est méme
analytique). Supposons « voisin d’un point y, tel que y,f = o touche S aux
points £ = = v, seulement. [S’il y en a d’autres, il faut faire une somme dans
la formule (1) ci-dessous.] En multipliant v, par une constante positive
convenable on peut faire en sorte que

Yo=zest(m)  (e==1).
Soit == n () la solution unique de
r=cse(n)
pour x voisin de y, et posons
s(z)y=s(n(x)).

Soit v la signature positive de s:z(7,), supposé non-singulier.

TreoREME 5.1. — Prés de y,, on a
(1) E(z)=9(x)P,(x).Rei ™y (8'(z)) + R(x),

(m—1)n—

190~

ou
o(x) =(— 1)90(‘5)"‘”(271)—’/2(”1 — 1)~ (n—1)!-'|Hesss' () |2,

P, et R sont réels et Py(x) =1 sur S'.

Notre. — Hessgs (%) est homogéne de degré /(m — 2). Donc, si / et m sont
impairsetsiunenappeconnexedelavariété s(£) — oestinvariante pour  —— &,
la variété a des points singuliers ou notre formule ne vaut pas. On peut
démontrer que, prés d’'une nappe non-singuliére, on peut choisir P, et R(x)
analytiques. Pour n — 1, notre théoréme contient les résultats de Borovikov [1].

Note. — Les solutions élémentaires des opérateurs differentiels fortement
hyperboliques s(x, d/dx) a coefficients variables analytiques font I'objet
d’une étude trés poussée de J. LEray [7]. Il donne le prolongement analytique
des solutions élémentaires prés de I'enveloppe .S’ de S, qui est le cOne carac-
téristique. Pour s a coefficients constants, ses résultats contiennent (1).
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Preuve. — Soit /¥ un voisinage conique réguliérement borné de n,. Vu le
théoréme k.1 on a, prés de y,,

) [ ga(EebraE)e)

“NAy=1)
=0(e)db(2)i" Py(x).qu(Ees'(2)) + Ry (),
ou
Y(x) =(m—1)"1(2m)"*|Hesss (x) |'/?,

a=mn— [, p=(m—1)n—la.

P, est homogéne de degré o, indépendant du signe de s’ et Py (2) =1 sur §'.
Vu (1.5.5),

%en(8) = = (7 (8) + (—1)"n(—$)),

et il est clair que s —— s dans (2) entraine v—>7— v, ¢e—>—c¢ ets'—>—ys'.
Donc,

f el £ TE) (5 (E)) 0 (E)
NN (y=1)

= ;Mx)Po(x) (B (FEe)ivyu(Ees)
+ (—1)"0, (&) iV yu (£ es’) + Ry ().

Comme x_, (s (—£)) =(—1)"* 2, (s (£) ), une intégration sur (— V)N (y=1)
change la derniére intégrale en

(—x)fﬂﬂf 4 (52 2E) xn(5(E)) 7 (E).
N

Nny=1) .

Donc, la partie singuliére de l'intégrale
[ zat@ynas@)o)
Y=1
vaut é () Py (x) fois la distribution
(3)  (Bo(— )i+ (—1)"00(e) i) gu (es")
A (= 1) (00 (&) ¥+ (— 1) 0o (— )8 xu(—28).
Maintenant, vu (1.5.5), on a

1
—mn+n—+5 1

(4) A (—s)=(—1) 2 Au(s).

Donc, pour ¢ =1, (3) vaut

(=) (g (s') + 0 gu(s)).
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Si ¢ =—1, il faut évidemment multiplier par (— 1)"". Par conséquent, vu
les définitions de E'(x), U(z) et g (x),

E(2)=0(2)Ps(@) S Re(iyu(s') + "7 (s)) + Ru(@);
puisque

éRe(i'_VXu(s’) + Uy (s)) =Reiyu(s'),

la démonstration est achevée.
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