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DISTRIBUTIONS SUR UN GROUPE LOCALEMENT COMPACT
ET APPLICATIONS À L'ÉTUDE DES REPRÉSENTATIONS

DES GROUPES p-ADIQUES ;

PAR

FRANÇOIS BRUHAT

(Nancy).

L'origine de ce travail se trouve dans le désir d'étendre aux groupes clas-
siques sur un corps p-adique certains résultats de la théorie des représentations
des groupes de Lie semi-simples : c'est l'objet des deux derniers numéros de
cet article. Nous y démontrons en particulier l'irréductibilité de « presque
toutes » les représentations de la « série principale )> par une méthode analogue
à celle utilisée dans [3] dans le cas des groupes de Lie réels ou complexes.
D'autres résultats portant sur les fonctions sphériques seront publiés
ultérieurement.

La méthode de [3] reposait sur l'usage de la théorie des distributions et
sur le théorème des noyaux de L. Schwartz. Nous avons donc été amené à
rédiger une théorie des distributions sur un groupe localement compact.
Plusieurs auteurs se sont déjà attaqués à ce problème ([6], [7], [22]).
J. Riss a donné dans [22] une théorie des distributions sur un groupe abélien
localement compact. Mais sa théorie, même généralisée au cas non abélien,
ne pouvait nous servir, car d'une part elle repose essentiellement sur l'utili-
sation des sous-groupes à un paramètre et, par suite, ne sort pas du cadre des
mesures dans le cas totalement discontinu, d'autre part les espaces de distri-
butions de Riss ne sont pas nucléaires et le théorème des noyaux n'y est pas
valable. Enfin Riss est amené, pour l'étude de la transformation de Fourier,
à introduire une seconde sorte de distributions, dont les rapports avec la
première restent assez obscurs.

De son côté, EHRENPREIS est parti dans [7] d'un espace localement compacter
muni d'une famille d'opérateurs Di non bornés dans l'espace des fonctions
continues sur JT, et a donné, moyennant des conditions axiomatiques sur
les />„ une théorie des distributions sur ^T, où les opérateurs A jouent le
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rôle des opérateurs de dérivation dans le cas ordinaire. Ici encore, les deux
mêmes raisons (cas totalement discontinu et nucléarité des espaces obtenus)
font que la théorie d'Ehrenpreis était inutilisable pour nos besoins.

Nous avons donc dû reprendre la question, en partant des résultats sur la
structure des groupes localement compacts connus depuis la résolution
du 5e problème. On trouvera au n° 12 une étude des « opérateurs différentiels »
sur un groupe localement compact qui permet de faire la comparaison avec
la théorie de Riss.

Par ailleurs, C. GEORGE a, semble-t-il, obtenu indépendamment un certain
nombre de nos définitions et résultats sur les distributions.

NOTATIONS ET RAPPELS. — La lettre G désignera un groupe localement
compact. Si H est un sous-groupe fermé de G^ on désignera par ^7 une
mesure de Haar à gauche sur 7/, identifiée à une mesure sur G. Si H est
compact, on supposera toujours ^ normalisée par la condition ^j.if(ff)z=i.
On désignera par i^ l'application canonique de G sur l'espace homogène G/ff
des classes à gauche suivant H. Si E est un ensemble quelconque, l'appli-
cation y'̂ y : f->fo IH permet d'identifier une "application / de G/H dans E
avec une application de G dans E invariante à droite par H.

Supposons // compact, et soit ^G/H une mesure positive sur G/ff inva-
riante par G. Pour qu'une fonction f sur G/H soit localement intégrable
pour ^G/H^ il faut et il suffit que jti(f) soit localement intégrable pour |JL^.
De plus, l'application g—^g^^H est un projecteur noté TT:[{ de ^Î(^(G)
sur £\^ ( G/ff) identifié à un sous-espace de ^^.(G). Les mêmes résultats
sont valables pour la plupart des espaces fonctionnels usuels : par exemple ///
est un isomorphisme topologique de l'espace ^)C(G/ff) des fonctions continues
à support compact sur G/ff^ sur un sous-espace fermé de i)C(G) et TT^ est un
projecteur continu de JC(6r) sur j(ôC(G/ff)). Si G est un groupe de Lie,
ceci est encore vrai en remplaçant les espaces JC par les espaces tO de fonc-
tions indéfiniment différentiables à support compact (avec la topologie
de Schwartz) (cf. par exemple [3], p. i3o).

Enfin, rappelons le résultat suivant : soit ^ une famille filtrante décrois-
sante de sous-groupes distingués compacts de G^ d'intersection réduite à
l'élément neutre. Alors tout voisinage de e contient un sous-groupe Â'ç^,
et G est canoniquement isomorphe à la limite projective des groupes
quotients G / k pour k ç ̂  {cf. [26], p. 25).

1. Les fonctions régulières sur G : cas préliminaire. — Soit G un
groupe localement compact, et soit ^ la famille des sous-groupes distingués
compacts k de G tels que le groupe quotient G / k soit un groupe de Lie :
nous dirons pour simplifier qu'un tel sous-groupe de G est un bon sous-
groupe. La famille ^ ordonnée par inclusion est filtrante décroissante :
si ky et Â'2 € ^r, le groupe G/k^f\k^ est extension du groupe de Lie G/ki par
le sous-groupe Â-i/A-i nÂ-2, qui est topologiquement isomorphe (puisque
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les ki sont compacts) à k ^ k ^ / k ^ . Or k ^ k ^ / k ^ est un groupe de Lie, comme
sous-groupe compact du groupe de Lie G / k ^ . On en déduit que G/k^r\k^ est
lui aussi un groupe de Lie [8].

Dans ce numéro, nous supposerons que V intersection des sous-groupes kç.^
est réduite à Vêlement neutre e : on sait (cf. [19], p. 17^) que c'est le cas si
le quotient G/Go de G par la composante connexe Go de e est compact. Le
groupe G est alors canoniquement isomorphe à la limite projectile des
groupes de Lie G / k pour kç.^'. Si, de plus, G est métrisable^ il existe une
suite décroissante (kn) de bons sous-groupes telle que C\ kn== { e j . Le groupe G
est alors canoniquement isomorphe à la limite projective des G/kn. D'ailleurs
la suite (kn) est cofinale à ^, comme il résulte du lemme suivant :

LEMME 1. — Soit H un sous-groupe distingué de G tel que G/H soit un
groupe de Lie^ et soit S1' un sous-ensemble filtrant décroissant de ^ tel que
l'intersection des kç.^11 soit réduite à { e j. // existe un kç.îy' tel que kcH.

En effet, les sous-groupes k H / H forment une famille filtrante décroissante
de sous-groupes compacts de G/H^ d'intersection réduite à e. Gomme un
groupe de Lie n'a pas de sous-groupes non triviaux arbitrairement petits, on
a nécessairement Â\/7==/^pour kç.31' suffisamment petit.

Pour/rç^, l'espace CD (G I k ) des fonctions indéfiniment différentiables à
support compact sur le groupe de Lie G/k s'identifie, comme nous l'avons
rappelé plus haut, à un sous-espace CDk(G) de l'espace ^C(G). Nous considé-
rerons toujours CDk(G) comme muni de la topologie transportée de celle
de C D ( G / k ) : cette topologie est plus fine que celle induite par la topologie
de ^fC(G). Pour À-, Ae^, avec kch, on a CDk(G)cCDh(G) et la topologie
de CDh(G) est induite par celle de CDk(G)^ puisque CD ( G / h ) s'identifie à un
sous-espace topologique de CD ( G / k ) . Ceci nous conduit à la définition
suivante :

DÉFINITION 1. — Nous désignerons par CD (G) le sous-espace de SC(G)
réunion des CDk(G) pour kç.^^ muni de la topologie limite inductive des
topologies des CDk(G). Une fonction fçCD(G) sera dite régulière à support
compact.

EXEMPLES.

i° Si G est un groupe de Lie, la famille ^ possède un élément minimal} e },
et notre définition redonne bien l'espace CD habituel.

2° Si G est compact totalement discontinu, les espaces C^k(G) sont de
dimension finie, et la topologie de CD (G) n'est autre que la topologie loca-
lement convexe la plus fine.

3° Prenons pour G le groupe compact attaché au groupe 7?71 : on vérifie
facilement que les fonctions régulières sur G correspondent aux fonctions
presque périodiques sur 7?^ qui peuvent s'exprimer comme fonctions indéfî-
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niment différentiables périodiques d'un nombre fini de formes linéaires
sur fi71 (fonctions quasi-périodiques).

L'espace CQ(G) est une limite inductive stricte d'espaces qui sont eux-mêmes
des limites inductives strictes d'espaces de Fréchet et même des espaces (C^)
au sens de [5] si G est dénombrable à l'infini. Par suite, CQ(G) est tonnelé
et b orno logique. Si G est séparable (c'est-à-dire métrisable et dénombrable
à l'infini) et si (kn) est une suite cofînale à F^ l'espace CQ(G) est encore
limite inductive de la suite des CD^(G)^ donc est un espace (X0^).

L'espace d? induit sur chaque <%• sa propre topologie : plus généralement,
soit // un sous-groupe compact distingué de G. La restriction à Û^k du pro-
jecteur -KH : f->fi^p.u=: p^H^f s'identifie [quand on identifie (^k à (^(G/k)]
au projecteur continu TTiik/k dans ( J ^ { G / k ) . Par suite, TT^ est un projecteur
continu dans CQ et son image est un sous-espace fermé CDfj(G) qui est la
réunion des espaces C^nk pour kç.^'. En particulier, ̂  est, pour À-ç^', un
sous-espace fermé de CD et TT^ est un projecteur continu de (Q sur CD/,' De
plus, (Dfi est exactement le sous-espace formé des éléments /€^ qui sont
invariants par H^ et l'espace (^ est somme directe topologique de (QH 6t du
noyau fft^ de TT^.

Enfin, les sous-groupes H k / I I de G/H forment, pour kç.^^ la famille des
bons sous-groupes de G / H . Par suite, l'espace (ï)(G/ff) est la limite induc-
tive des CO((G/fl)/(ffk/ff)) w.CQ{G/Hk) ̂  (^Hki d'où une application linéaire
continue canonique de C ^ ^ G / H ) sur (J^n. Cette application est un isomor-
phisme topologique : en effet, TCH en est un inverse à gauche ; or, nous avons
vu que la restriction de n^ à (J^k envoie continûment ̂  sur CDnk' Par suite,
UH envoie continûment C0 sur la limite inductive (D(G/ff) des ^/^. En
résumé :

PROPOSITION 1. — Pour tout sous-groupe compact distingué H de G^ la
restriction à CQ(G) de TTjy est un projecteur continu sur le sous-espace o^n(G)
des fonctions invariantes par H et l'espace (^n{G) s } identifie canonique-
ment {grâce à ï ) application j'u), avec sa topologie à l'espace (D(G/ff).

Il nous faut maintenant montrer qu'il y a suffisamment de fonctions régu-
lières sur G :

PROPOSITION 2.

a. Pour tout voisinage ouvert U de e, il existe une fonction cpe (î?, posi-
tive^ à support contenu dans U et telle que ^.ç(cp) == ï.

b. Soit K un compact de G^ et soit (Ui) un recouvrement ouvert fini
de K. Pour tout ï, il existe une fontion c^€d?, positive à support contenu
dans Ui et telles que ^ ̂ i(^) == ï pour tout xç.K.

Démontrons (a) : soit V un voisinage ouvert de e tel que V2 C U et soit k un
bon sous-groupe contenu dans V. Posons W=-kV: on a W=kW=- Wkç. U
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et l'image W / k de W dans G/À est un voisinage de e. Par suite, il existe
une fonction ^ ç C D ( G / k ) ^ positive à support contenu dans W I k et telle
que p-G/k(^) == i • II suffit alors de prendre cp ==. ̂  oj\.

Démontrons (b) : pour tout xç.K^ on peut trouver un voisinage
ouvert W\x) de x^ un indice i{x) et un bon sous-groupe k(x) tels
que W{x)k(x)= W(x)cUi^y Extrayons du recouvrement ouvert W{x}
de K un recouvrement fini correspondant à des points Xj de K et
soit k=C\k{xj) : les W { x j ) / k forment un recouvrement ouvert fini de
l'image K k / k de K dans le groupe de Lie G / k . On peut donc trouver des
fonctions ^j-çCD^G/k) positives de support contenu dans W { x f ) / k
avec I<^y==i sur K k / k . Il suffit alors de prendre pour ç?; la somme (finie)
des fonctions ^j°jk pour lesquelles on a i ( X j ' ) == /.

COROLLAIRE. — U espace CD est dense dans l'espace i)C(G).

REMARQUE. — Soit K un compact de G. Désignons par CD{G\ K) le
sous-espace des fonctions régulières à support dans 7T, et posons
CDk(G', K)=CD(G', K)r\CDk(G). Si kK=K, l'espace ^(G; K) est cano-
niquement isomorphe à C D ( G / k \ - K / k ) et la topologie induite par CD
sur CDk{G\ K) coïncide avec la topologie habituelle de CD(G/k\ K / k ) .
Comme la topologie de CD^ÇG) est limite inductive des topologies
des CDk(G; K) (où K décrit l'ensemble des parties compactes de G telles
que kK^=^K)^ la topologie de CD est encore limite inductive des topologies
des o^k(G\ K) pour kç.^ et K compact de G. Par suite, la topologie
de CO (G ; K) est moins fine que la limite inductive des topologies des ̂  (G ; K)
pour À€^ , ce qui entraîne en particulier que la topologie de CD est encore
limite inductive des topologies des (^(G; K) quand K décrit l'ensemble des
parties compactes de G.

Pour toute fonction / sur G et tout xç.G^ nous désignerons par <7^f
(resp. T.y/) la fonction y ->/( x~^ y ) [resp. y-^f(y^) ] '

PROPOSITION 3. — Les translations à gauche a-sc et à droite r^c définissent
deux représentations continues de G dans V espace CD (G).

Comme CQ(G) est tonnelé, il suffit (cf. [3], p. no) de montrer que les
applications T^ par exemple sont continues dans CD et que pour toute cpe^D,
l'application x->^^^ est continue de G dans CD. Or, cela résulte trivialement
des résultats analogues pour un groupe de Lie : la restriction de T^ à
chaque CD/, est donc continue et pour cp€^, l'application ^->T.^cp est
continue de G (et même de G / k ) dans CDk.

Passons maintenant à la définition des fonctions régulières à support
quelconque :

DÉFINITION 2. — Nous dirons qu^une fonction f sur G est régulière siy
pour tout xç. G, il existe un voisinage U de x et une fonction (^çCD(G)
telle que f(y) = <?( y) pour tout y ç U.
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11 est immédiat (grâce à la proposition 2) que / est régulière si et seule-
ment si pour tout compact K de G, il existe une cp ç. CQ telle que f(y) '==- 9 (y)
pour yç.K^ ou encore que / est régulière si et seulement si (p/çd) pour
toute cp€d?.

Nous désignerons paré (G) l'espace des fonctions régulières, muni de la
topologie localement convexe la moins fine qui rende continue, pour
toute coco), l'application f—^^f de ê dans CQ. L'espace û? est le sous-espace
de ê formé des fonctions à support compact, l'injection de (^ dans & est
continue et CQ est dense dans ê. Plus précisément, pour tout compact K
de 6r, les espaces (^ et ê induisent la même topologie sur le sous-
espace d?(6r; K) des fonctions régulières à support dans K.

Il est immédiat que cO et ê sont des algèbres (pour le produit ordinaire)
à multiplication séparément continue et que (^ est un module topologique
sur ê. D'autre part, soit ^2 un sous-ensemble ouvert et fermé de G et soit %
sa fonction caractéristique : ^ est régulière puisque localement constante.
Par suite, l'application cp-^^cp de <P sur le sous-espace d?(^2) des fonctions
régulières à support compact contenu dans î2 est continue. On en déduit
aussitôt [en utilisant le fait que CQ est limite inductive des <3^{G\ -K)] que,
si (Î2;) est une partition de G en ensembles ouverts^ l'espace (D s'identifie
avec sa topologie à l'espace somme directe des sous-espaces d?(i^-). On voit
de même que ê(G) s'identifie au produit direct topologique des ê(i^).

2. Les fonctions régulières sur G-, cas général. — Soit G un groupe
localement compact quelconque ; on sait (cf. [19], p. 54) que G possède un
sous-groupe ouvert Gi qui satisfait aux hypothèses du n° 1, par exemple tel
que Gi/Go soit compact. On pourra donc appliquer ce qui précède à Gi
et construire à partir de la famille ^ des bons sous-groupes de 6'i,
l'espace (^(Gi).

Soit T==.^cGi une classe à gauche module G^. La translation o"^ transforme
l'espace cQ(Gi) en un espace (Q(T) de fonctions continues à support compact
contenu dans T et la proposition 3 montre que ni cet espace, ni sa topologie
[déduite de celle de ^0(6ri) par transport de structure] ne dépendent du
choix de x dans I\ Nous désignerons provisoirement par (Q^(G) le sous-
espace de JC(G), somme directe de ces espaces ^(F) quand T décrit
l'ensemble des classes à gauche module Gi, muni de la topologie somme
directe. Naturellement, nous pouvons aussi considérer les classes à droite
A =G^x^ construire de manière analogue l'espace ^P(A) et former
l'espace ^(G) somme directe topologique des divers c0(A).

PROPOSITION ^. — Les espaces W(G) et ^(G) sont identiques et ont
même topologie^ et V espace CQ(G) == W(G) == ̂ (G) ne dépend pas du
choix du sous-groupe ouvert G^.

Introduisons les ensembles E{z) intersection d'une classe à gauche zGi et
d'une classe à droite G^z. On obtient ainsi une partition de G en ensembles
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ouverts, et l'espace W(G) [resp. (^d (G)] est somme directe des
espaces W ( E ( z ) ) [resp. ^ ( E Ç z ) ) ] , où W ( E ( z ) ) par exemple est le
sous-espace de o^(zGi) formé des fonctions à support dans E{z). Il nous
suffit donc de montrer que W ( E ( z ) ) == ^ ( E Ç z ) ) algébriquement et topo-
logiquement pour obtenir la première assertion.

Or, dire que fç(Dê-(E(z)) [resp. / ^ ^ ( E Ç z ) ) ] , c'est dire que la fonc-
tion ^:J—^/(^y) [resp. ^\y->f{yz)} appartient à d?(6ri). Par suite, il
suffit de montrer que l'application x—^zxz~1 définit un isomorphisme
topologique du sous-espace (^ ( Gi H z~1 G^ z ) de d?(6ri) sur le sous-
espace ^(zGiZ-^ r\ Gi). Or, par transport de structure, cette application
définit un isomorphisme du sous-espace cP ( Gi r\ z~~1 G\ z ) de ^)(6ri) sur le
sous-espace CD(zGiZ~1 n Gi) considéré comme sous-espace de V espace
(D(zGiZ~1)^ construit sur le groupe localement compact zGiZ~1. Par suite,
nous sommes ramenés au lemme suivant, qui entraîne également la seconde
assertion de la proposition ^ :

LEMME 2. — Soient Gi et G^ deux sous-groupes ouverts de G, tels que la
famille des bons sous-groupes de G{ ait une intersection réduite à { e \
{pour <==:!, 2). U espace (Q(G^r\ G^) est le même (algébriquement et topo-
logique ment) comme sous-espace de (D(Gi) ou comme sous-espace de (D(G^).

On peut se borner au cas Gi C G^. Puisque G^ est ouvert, les sous-groupes
compacts A de Gi qui sont distingués dans G^ et tels que G^/k (donc
aussi G ^ / k ) soit de Lie, forment une famille ^ ' d'intersection réduite à [e\.
Par suite, <^(Gi) est la limite inductive des (%(ft) w C ^ ( G i / k ) pour k ç ^ '
(lemme 1). Comme ( î ) ( G i / k ) est le sous-espace fermé facteur direct topolo-
gique dans <î)(6^2/Â) composé des fonctions à support contenu dans 64/A-, il
en résulte aussitôt que (^)(Gi) est le sous-espace de (^(G.^) formé des fonc-
tions à support dans Gi^ muni de la topologie induite, d'où le lemme.

L'espace d?(6r) est, comme cD(<îi) , tonnelé et bornologique; c'est un
espace (J?^) si G est séparable. D'autre part, la proposition 2 et son corol-
laire s'étendent immédiatement au cas général.

COROLLAIRE 1. — Soit cpeo). // existe un bon sous-groupe k de d tel
que f soit invariante à gauche et à droite par k.

En effet, on peut écrire cp à la fois comme somme finie de translatées à
droite de fonctions fiÇO^(Gi) et comme somme finie de translatées à gauche
de fonctions gj ç. CO ( Gi ) et il suffit de prendre pour k l'intersection des sous-
groupes d'invariance des /; et des g / .

COROLLAIRE 2. — Les translations à gauche (resp. à droite) définissent
une représentation continue de G dans (D(G).

Démontrons-le pour les translations à gauche. Considérons (^ sous
l'aspect ^ (G) ==. ^ cQ(xGi) : il est alors immédiat que c'y est, pour
tout yç.G^ un opérateur continu dans (D^ car il permute entre eux les

BULL, SOC. MATH. — T. 89, FASC. 1. 4
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espaces i^(xG^). Puisque a) est tonnelé, il nous suffit maintenant de mon-
trer que, pour toute (pe^P, l'application j—^o-yCp est continue de G (ou de Gi,
puisque Gi est ouvert dans G) dans CD. Pour cela, nous considérerons CD
sous l'aspect ^(G) =^CD(Gi^) : on peut supposer que cp appartient à l'un
des CD(Gi^) et par translation à droite par x^ on se ramène au cas ^çCD(Gi).
Il suffit alors d'appliquer la proposition 3.

REMARQUE. — La définition que nous avons donnée de CD^(G) peut encore
se traduire de la manière suivante. Considérons pour un bon sous-groupe k
de Gi^ l'espace homogène G / k des classes à gauche module k. C'est une
variété différentiable (non nécessairement dénombrable à l'infini, mais para-
compacte), puisque les classes à gauche module Gi définissent une partition
de G/k en ouverts homéomorphes au groupe de Lie Gi/k. Le groupe G
est alors homéomorphe à la limite projective des G/k et l'espace CD (G) est
topologiquement isomorphe à la limite inductive des CD ( G / k ) . La propo-
sition ^ signifie qu'on obtient le même espace en considérant les espaces
homogènes à droite k\G.

A partir de CD(G)^ on définit exactement comme plus haut l'espace ê(6r)
des fonctions régulières à support quelconque. Il s'identifie par exemple au
produit topologique des espaces ô{xG^) correspondant aux différentes classes
à gauche xG^^ ces derniers étant définis par transport de structure à partir
deô(Gi).

REMARQUE. — Les coefficients d'une représentation linéaire continue p
de G dans un espace de dimension finie sont toujours des fonctions régulières :
en effet, le groupe quotient de G par le noyau 7V de p est un groupe de Lie,
donc contient un bon sous-groupe A- de Gi. La restriction de p à Gi est donc
en réalité une représentation continue, donc analytique, de 6'i/Â-, d'où notre
assertion.

3. Les distributions sur G.

DÉFINITION 3. — Nous appellerons distribution sur G une forme linéaire
continue sur V espace CD (G).

On désignera par CD' (G) l'espace des distributions sur 6r, c'est-à-dire le
dual de CD (G), muni de la topologie forte de dual. Comme CD (G) est, par
exemple, la somme directe des espaces CD (.2?Gi), le dual fort CD' est le produit
direct topologique des duals forts C D ' ( ^ G i ) ^ qui sont isomorphes à l'espace
c D ' ( G i ) des distributions sur Gi. D'autre part, comme CD est bornologique,
l'espace CD' est complet.

La définition du produit a T d'une distribution T par une fonction régu-
lière a est immédiate (par transposition de l'application cp-^acp de d) dans
CD). L'existence d'un plus petit fermé S (appelé support de T) tel que
T ( c p ) = = o pour toute cped) à support ne rencontrant pas *S' résulte immé-
diatement de l'existence de partitions de l'unité dans CD (proposition 2).
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PROPOSITION 5. — Pour qu'une distribution T soit continue pour la topo-
logie induite par ô sur CD (et, par suite, se prolonge d'une manière et d'une
seule en une forme linéaire continue sur ê), il faut et il suffit qu'elle soit
à support compact.

La condition est évidemment suffisante : si T a un support K compact, il
existe une fonction (XÇCD avec a = i sur un voisinage de K, et l'on a
T(^) = T (acp) pour toute cped?. Si 9 tend vers zéro pour la topologie de ê,
alors acp->o dans CD et T(^>)—>o.

Réciproquement, si T est continue pour la topologie induite par ê, il
existe un nombre fini de fonctions aye^Detdes voisinages convexes Wj de o
dans CD tels que les conditions a/^pe W, entraînent [ T(^) [ ̂  i (pour cp çCD).
Le support de T est donc contenu dans la réunion des supports des a/.

L'espace des distributions à support compact s'identifie donc au dual &'
de ê. Nous le munirons toujours de la topologie forte de dual : ê' est alors,
par exemple, somme directe topologique des espaces &\xG^).

REMARQUE. — Soient T une distribution et cp une fonction régulière.
Supposons que l'intersection du support de T et du support de 9 soit un
compact K. On peut alors définir T(<^) de la manière habituelle : on prend
une fonction a çCD avec a == i sur un voisinage de K, on pose T(^) == ^(aqî)
et l'on vérifie aussitôt que ^(acp) ne dépend pas du choix de a.

h-. Propriétés topologiques des espaces CD et CD'. — Si le groupe G est
séparable, l'espace CD (G) est limite inductive stricte d'une suite d'espaces de
Fréchet nucléaires et est, par suite, un espace (J?^) nucléaire et complet. De
plus, un borné de CD est dans ce cas contenu dans un sous-espace CDk(G, K),
où k est un bon sous-groupe de G^ et K un compact de G. Dans le cas géné-
ral, CD est encore limite inductive stricte d'espaces de Fréchet nucléaires,
mais l'ensemble d'indices n'est plus dénombrable et les théorèmes généraux
sur les limites inductives dénombrables ne s'appliquent plus. Cependant :

THÉORÈME 1. — L'espace CD (G) est complet.

Comme une somme directe topologique d'espaces complets est complète
{cf. [13], p. i4), il suffit de faire la démonstration dans le cas G== Gi, en
supposant G^/Go compact, donc G dénombrable à l'infini. D'après un théo-
rème de GROTHENDIECK [11], il suffit de démontrer que toute forme linéaire u
sur le dual CD' de CD dont la restriction à toute partie équicontinue de CD' est
faiblement continue, provient d'un élément de CD.

Soit k ç. ̂ . A la décomposition en somme directe topologique CD =z CDj^ + S^k
associée au projecteur TT/: [on a donc posé <9î^==7r^1 (o)], correspond une
décomposition de CD' en somme directe topologique CD' = CD'j^ -h ffC^, où
CD'k== ^k^CD') est l'orthogonal de 91^ et s'identifie au dual de CD^ c'est-à-dire
à l'espace des distributions sur le groupe de Lie G / k .

Soit alors cOy la réunion des CD\ pour kç.^. Montrons tout d'abord



52 F. BRUHAT.

qu'il existe un koG^ tel que u soit nulle sur CQ'f-C\ S^'ko- Raisonnons par
l'absurde : si un tel ko n'existait pas, on pourrait trouver par récurrence
une suite décroissante de sous-groupes k^ç.^ et une suite d'élé-
ments Xn € S^kn ̂  ̂ n+i avec u(xn)=ï. Posons H=c\kn : le groupe G / H
est alors séparable et l'espace C Q ( G / H ) est complet. De plus, (Q(G) est
somme directe topologique de ( D ( G / I I ) et de <9L^, donc (^' est somme
directe topologique de CQ' ( G / H ) et de ^CH' La restriction de u à C D ' ( G / I f )
satisfait aux mêmes hypothèses de continuité que u et comme CD ( G / I I )
est complet, il existe d'après le théorème de Grothendieck un élé-
ment ^ ç : ( Q ( G / H ) tel que u(T) == T(^) pour toute T ç ( D ' ( G / f f ) . Or
(Q(G/H) est la réunion des (^i^. Il existe un indice n tel que cp €^^, donc tel
que T((^)==o pour 77e<9l^• Comme XnÇ.yi'^C\(^' ( G / H ) , ceci contredit
l'hypothèse ^ (^) = i.

D'autre part, l'ensemble des projecteurs TT/: pour kç.^ est équicontinu :
comme (D est tonnelé, il suffit de montrer que pour toute cp^d?, l'ensemble
des Tr^cp est borné. Or, cp appartient à un sous-espace (Qh pour A€^ , TT^
conserve ̂  et si l'on identifie C^h à CQ(G/k)^ la fonction Tî^-cp s'identifie à
^if^hk/h' Quand k décrit ^, le sous-groupe k h / h du groupe de Lie G/fi
reste contenu dans le plus grand sous-groupe distingué compact H de G / h
et les fonctions ^ i ^ ^ / i k / h gardent leur support dans le compact HK (où K
est le support de cp dans G / h ) et restent bornées ainsi que chacune de leurs
dérivées. Donc les TT^CR décrivent un borné de d?/^. De plus, on a 7r^cp==cp
pour kch, ce qui entraîne que TT^ tend simplement suivant ^ vers l'applica-
tion identique. Par transposition, on en déduit que les projecteurs ^
décrivent un ensemble équicontinu dans J?(d^, cO') et convergent simple-
ment vers l'identité suivant ^F, dans CQ' muni de la topologie faible. Par
suite, le sous-espace (ff ̂  qui est la réunion des images des ^TT^, est faiblement
dense dansd?'. Plus précisément, pour tout ^e^, l'ensemble X des ^TT^.^)
est borné donc équicontinu dans (^' et x est faiblement adhérent à X. Si
^çff^'^.^ on a JTc^/-n<9^/o, d'où u==o sur JT et l'hypothèse de continuité
faite sur u montre que u{x) ==. o. Par suite, on a u:= o sur ffi'^ tout entier,
il s'identifie à une forme linéaire sur (Q^w ( D ' ( G / k o ) dont la restriction à
tout équicontinu est faiblement continue et comme CD ( G / k o ) est complet, il
existe une cp € d? ( G/ko ) avec u( T) = T((û) pour toute TçCO', ce qui achève
la démonstration.

Etudions maintenant les parties bornées de CO : comme une partie bornée
d'une somme directe est contenue dans la somme d'un nombre fini de fac-
teurs (cf. [13], p. i4) , on peut ici encore supposer que G= Gi et que G est
dénombrable à l'infini.

THÉORÈME 2. — Tonte partie bornée B de CD(Gi) est contenue dans un
sous-espace o^k(G^).

Raisonnons par l'absurde; si B n'est contenue dans aucun des ̂ , on peut
trouver par récurrence une suite décroissante de bons sous-groupes k,^ et une
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suite de points x^ç.B tels que Xn^.Bc\(^k, mais que ^e^no^+i. Posons
H=r\kn : le groupe G/H est métrisable et l'espace i^(G/ff) s'identifie à
^)^==U^^ (n0 1). Nous obtenons alors une contradiction, car Bc\(^n est
borné, 0)^ est limite inductive stricte de la suite des (^ et BC\(^H "'est pas
contenu dans l'un des t0^, contrairement aux propriétés des bornés d'une
limite inductive stricte d'une suite [1].

COROLLAIRE 1. — Soit B un borné de (J^(G). Il existe un compact K de G
et un bon sous-groupe k de G tels que les éléments de B soient invariants à
gauche et à droite par k et aient leur support dans K.

En effet, un borné de ^(Gi) est composé de fonctions ayant leur support
dans un même compact.

COROLLAIRE 2. — CQ et ^ sont des espaces de Monte! (donc sont réflexifs).

En effet, 0) est tonnelé et ses bornés sont relativement compacts puisque
l'espace des fonctions indéfiniment différentiables à support compact sur un
groupe de Lie est un espace de Montel. D'autre part, le dual fort d'un
Montel est un Montel, et un Montel est réflexif [1].

L'espace (D s'identifie à un sous-espace de cQ' en associant à la fonction
cpeo) la mesure cp.^Lç. Avec cette identification :

COROLLAIRE 3. — CD est dense dans CQ'.

Comme c0 est le dual de (X)' (corollaire 2), il suffit de montrer que si

cpe^) est telle que f ^ ( x ) ̂ >{x) d^o(x) = o pour toute ^çcO, alors (p = o,

ce qui résulte immédiatement de ce que cP est dense dans <X(G), et que le
support de .̂ç est G tout entier.

COROLLAIRE ^. — L'espace ( ^ ' ( G ^ ) muni de la topologie forte est canoni-
quement isomorphe (avec sa topologie) à la limite projectile des espaces
( ^ ' ( G ^ / k ) pour kç.^.

Soit E = lim oY (Gj/Â-). Comme ̂  envoie continûment ̂ f ( Gi ) sur CD' ( G ^ / k ) ,

on en déduit une application linéaire canonique continue À de cO^ dans E. Il
est immédiat que ^ est bijective. De plus, À est un homéomorphisme : le théo-
rème 2 montre en effet que, pour que T tende vers zéro dans ^/, il faut et il
suffit que, pour tout Â-e^ , ^(77) -> o dans ( Q ' ( G i / k ) , c'est-à-dire que t(T)
tende vers zéro dans E.

COROLLAIRE 5. — L'espace ( D ' ( G ) est nucléaire.

En effet, les (^' ( G i / k ) sont nucléaires et tout produit direct, toute limite
projective d'espaces nucléaires est nucléaire [13].

REMARQUE. — L'espace (D est nucléaire si et seulement si G est séparable :
nous avons déjà vu que la condition est suffisante. Inversement, si (D est
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nucléaire, alors, d'une part G est métrisable parce que les parties bornées du
dual d'un espace nucléaire sont métrisables [13] et que l'application qui, à
xç.G fait correspondre la mesure de Dirac au point x^ est un homéomor-
phisme de G dans d^, d'autre part G/G^ est dénombrable, car sinon, <P con-
tiendrait un sous-espace F somme directe topologique d'une infini té non
dénombrable de droites ; or un tel sous-espace n'est pas nucléaire, alors que
tout sous-espace d'un espace nucléaire est nucléaire.

PROPOSITION 6.

a. ê(G) et ê' (G) sont des espaces de Monte! complets.

b. Pour tout compact K de G^ les espaces CD' et ê' induisent la même
topologie sur l'espace ê'' (K) des distributions à support dans K. L'espace &'
est limite inductive stricte des ô'{K) et un borné de ô' est contenu dans un
ô ' { K ) .

c. ê est nucléaire si et seulement si G est métrisable; ô' est nucléaire si
et seulement si G est dénombrable à ï in fini.

Démontrons d'abord (b) : a priori^ la topologie induite par ê' sur & ' ( - K )
est plus fine que celle induite par 0^1'. Cependant, soit açd? avec a ==: i sur
un voisinage de K et soit £ un borné de ê : l'ensemble des acp pour <^çB
est un borné de CD. Si T ç . & ' ( K ) tend vers zéro dans a)', alors T(^) = T'(^)
tend vers zéro uniformément pour cpe2?, ce qui montre que T tend vers
zéro dans ê ' . D'où la première assertion de (b). D'autre part, la topologie
sur &' limite inductive des & ' ( K ) est plus fine que la topologie de ê / ' . Pour
montrer que ces deux topologies coïncident, il suffit de montrer qu'un
ensemble équicontinu B de formes linéaires sur Yimô'ÇK) est encore équi-

—->
continu sur & ' ' . Or l'espace ^C(G) est un sous-espace de lim ô ' ( K ) ^ muni

d'une topologie plus fine que la topologie induite. Par suite, une forme
linéaire uç.B est une mesure [j.a. De plus, pour toute coç^), l'application
T'—>- cp77 est continue de 0^ dans ê ' ( K ) (avec K= support de cp). La mesure
cp.pi^ se prolonge donc en une forme linéaire continue sur CO'\ c'est-à-dire
appartient à (^. Par suite, |JL// est une fonction régulière fu (ou plus exacte-
ment, on a p,a=fu'p-G avec//^ ce). Quand u décrit /?, les cp.^ décrivent un
équicontinu du dual de ^r, c'est-à-dire un borné de CQ. Donc }es fu décrivent
un borné de ê et les formes linéaires uç£ sont encore équicontinues sur & ' ' .

Comme Gy est réunion d'une suite croissante de compacts K^ l'espace
ê ' ( G i ) est limite inductive stricte de la suite des espaces ê' (A",,), qui sont
complets et nucléaires comme sous-espaces fermés de ^ ' . Par suite, ê ' (Gi)
est complet et nucléaire, &' (G) est complet et est nucléaire si et seulement si G
est dénombrable à l'infini (cf. Remarque ci-dessus).

D'autre part, une partie bornée B de &' est contenue dans l'un des ^(AT),
d'après les propriétés des bornés des sommes directes et des limites induc-
tives strictes de suites. B est donc relativement compact. De plus, B est
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borné, donc équicontinu dans a)'; il existe un voisinage convexe équilibré W
de o dans CD tel que | T(^)\^i pour Tç.B et cp e W, Soit alors açd?
avec a=i sur un voisinage de K : les conditions cpeê, acpe FF et T^e/?
entraînent [ T^c?) | = | ̂ (acp) |^i, ce qui montre que 7? est équicontinu
dans ê^ La topologie de ê est donc induite par la topologie do dual fort de ê / ' .

Par ailleurs, la topologie de ê est définie comme limite projective (par les
applications cp -> acp pour açd?) de sous-espaces de a) et même de sous-
espaces d'espaces CD (G-, K} pour K compact. Comme CD est un espace de
Montel complet, on en déduit aussitôt que ê est complet et est nucléaire si
et seulement si G est métrisable [car alors les espaces CD (G-, K) sont
nucléaires]. De plus, les parties bornées de ê sont relativement compactes.
Par suite, & est semi-réflexif et même réflexif puisqu'il a la topologie de
dual fort de ô ' . On en déduit que ô' est tonnelé, donc que ê', et par suite
son dual fort ê, sont des espaces de Montel.

5. Le théorème des noyaux. — Soient V et V deux variétés différen-
tiables : on sait que l'espace CD ( V x V) s'identifie canoniquement, avec sa
topologie, au produit tensoriel « inductif » CD( V) 0 CD{ V) défini à partir
des formes bilinéaires séparément continues [13] : ce résultat exprime essen-
tiellement le « théorème des noyaux » de Schwartz [2^]. Quant à l'espace
C D ' ' ( V x V), il s'identifie canoniquement au produit tensoriel projectif
C D ' { V ) < ^ C D ' ( V). De même :

THÉORÈME 3. — Soient G et H deux groupes localement compacts.

a. L'espace CD (G x H) s'identifie canoniquement avec sa topologie au
produit tensoriel inductif CD (G) 0 CD (ff).

b. L'espace CD' {G x H) s^ identifie canoniquement avec sa topologie au
produit tensoriel projectif CD' {G) (g) CD' (H).

Soit 6ri (resp. H^) un sous-groupe ouvert de G (resp. H) tel que G^/Go
(resp. 7/i///o) soit compact, et soit ^ (resp. ^C) la famille des bons sous-
groupes de Gi (resp. T^i). Les sous-groupes À x A pour kç.c^ et h ç. ̂
forment une famille filtrante de bons sous-groupes de Gi x ffi^ d'intersection
réduite à l'élément neutre. On a donc CD{G^ x H^) = lim CD({G^k) x (ffï/h))

—^
pour Â'€^ et hç^€. Or C D ( ( G , / k ) x ( . H ^ / h ) ) est isomorphe à

C D ( G , ' k ) ~ ( § C D { H , / h ) ,

qui s'identifie avec sa topologie à un sous-espace fermé de CD ( Gi ) (g) CD(ff^)
puisque CD ( Gi/k) par exemple admet un supplémentaire topologique dans
CD(Gi). Par suite, on obtient ainsi une application linéaire continue injec-
tée de CD(GiX 7/i) sur un sous-espace E de CD(G^) 0 o)(7/i) et un théo-
rème de GROTHENDIECK ([13], proposition U) assure que CD(G^) Ç^CD(II^) induit
sur E la topologie limite inductive des CD ( G ^ / k ) Ç!) CD (ffi/h), c'est-à-dire
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la topologie de o)(G'i x 7/i). Gomme ce dernier espace est complet et que E
contient le produit tensoriel algébrique CQ(G^) (g)(î)(7/i), on a

^=^(^)(g)cP(^),

d'où l'assertion (a) dans le cas G = d et II== H^ On passe de là au cas
général en utilisant le même résultat de GROTHENDIECK, qui entraîne la com-
mutation du produit tensoriel inductif avec les sommes directes.

Quant à l'assertion (b), elle résulte aussitôt du résultat correspondant
pour les groupes de Lie, du corollaire k au théorème 2 et des propriétés de
commutation du produit tensoriel projectif avec les produits directs topolo-
giques et les limites projectives [13]. On en déduit aussitôt la conséquence
suivante :

COROLLAIRE 1. — Soit S (resp. T) une distribution sur G (resp. H). Il
existe sur G x H une distribution S x T et une seule telle que

Sx T^^^)=S(^)TW

pour toute ^çcQ(G) et toute ^ç(^(ff). L'application (S, T)-> S x T est
continue de CD'{G) x ôV (77) dans (^'{Gx H).

D'autre part, on déduit de (a) :

COROLLAIRE 2 (théorème des noyaux). — Soit A une application linéaire
continue de CD {G) dans l'espace CD' (H) muni de la topologie faible. Il existe
une distribution T sur G x II et une seule telle que A ( ( ^ ) ( ^ ) = ̂ ( cp®^)
pour ^ ç ( D ( G ) et ^çCD(ff).

6. Convolution et régularisation. — Pour toute c p e d ) ( G ) , la fonction
^:(x, y ) - ^ ^ ( x y ) est régulière sur G X G : il suffit de le montrer pour
^çCQ(Gi). Il existe alors un bon sous-groupe k tel que 9e^/:(^i). ^En
considérant 9 comme une fonction sur le groupe de Lie G ^ / k , on voit immé-
diatement que la restriction de Ç à G^ x G^ est régulière. Soit maintenant
(x^ y ) € G x G : si xy^. G^ la fonction ^ est identiquement nulle au voisi-
nage de (^, j). Si .s === xy ç. Gi, on a '^(ux^ yv)=^(uz^ v) . Gomme
GÎ.X xyGi est un voisinage de (x, j), ceci montre que ^ est régulière au
voisinage de (.r, y ) .

Soient alors S et T deux distributions sur G et supposons que le support
de S x T (qui est évidemment le produit du support de S et du support
de T) rencontre le support de n'importe quelle fonction de la forme S sui-
vant un compact (ce qui est toujours le cas à l'une des distributions S ou T
est à support compact),, On peut alors déunir le produit scalaire S x T ( ^ ) )
et l'on vérifie sans difficultés que l'application <^-^S x T ' ( ^ ) est une distri-
bution sur G, notée S^ç- T. Ce produit de convolution possède toutes les
bonnes propriétés habituelles : il est associatif si toutes les distributions
considérées sont à support compact sauf une au plus, commutatif si G l'est.
Si K est un compact de G, l'application ( S , T) —^ S-k T est continue de
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ê ' ( K ) Xi^' dans (^' : soit, en effet, £ un borné de cD(G). Il nous faut montrer
que si S->o dans ô1' (K) et si T-> o dans <^', alors <S^r(cp)-^o uniformé-
ment pour ^çB. On se ramène aussitôt au cas où KC Gi et ^CdP(^i) . Les
fonctions cp ont alors leur support contenu dans un même compact fie Gi et
l'intersection du support de S^T avec le support d'une Ç est, pour cp€^,
contenue dans le compact fixe L=Kx AT-1//de ^i x 6ri. Soit aço)^ x (îi)
avec (X=i sur un voisinage de L. Les fonctions aÇ décrivent un borné de
CO(GiX 6ri), on a Si^T(^) = SxT(^) et notre assertion résulte du corol-
laire 1 du théorème 3.

On en déduit aussitôt que l'application ( S , T)->Si^T est continue
de ê7 (/F) x ^ (//) dans ê' { K I I ) et qu'elle est séparément continue de ô' x ê'
dans ê' et de &' x (^/ dans ^/.

Passons maintenant à la régularisation : pour T7^ CQ'', nous désignerons
par T la distribution image de T par l'anti-isomorphisme ^-^.c"1 de G sur
lui-même. Le produit de convolution d'une fonction régulière a et d'une dis-
tribution T sera alors défini de manière suivante : l'application a—^a^'77

(resp. a-^77^ a) est la transposée de l'application ^->^* ̂ (resp. 6'->77*^)
(de tO7 dans ^D7 si Tç.&', de ê' dans ê' si T est à support quelconque). Les
propriétés algébriques (associativité, etc.) sont évidentes. Si ^ est une mesure
de Haar à gauche (resp. à droite) sur 6r, on a

(r*a).^==r*(a.^)[resp.(a*r).^.:=(a.pL)*r].

Enfin :

PROPOSITION 7. — L'application (a, T) -> OL^T est séparément continue
de CD X iD' (resp. ô x &') dans & et de (D x &' dans cO.

La continuité en a pour T^fixé résulte de la définition. Soit. d'autre part, K
un compact de G et soit a fixe dans CD. La continuité de l'applica-
tion (-5', T)-->S-kT de ê / ' ( K ) x (^' dans a)' entraîne que si T tend vers
zéro dans & ' ( - K ) ^ les opérateurs S -> TiçS sont équicontinus dans (^' et ten-
dent vers zéro uniformément sur tout borné de CD' : par suite, a^-rtend
vers zéro dans (D. Comme ô' est limite inductive desê'(^), on en déduit la
continuité séparée de a^ç-Tde (D x &' dans Û). Dans les deux autres cas, on
peut se borner à regarder a^çT dans un voisinage ouvert relativement
compact U de e. Si T par exemple est à support compact AT, et tend vers zéro
dans ê^(A"), on choisira une fonction cpe CD égale à i sur un voisinage de UK~1 :
on vérifie facilement que (X^T== (cpa)^- T dans ^7, et l'on est ramené au cas
précédent. On raisonne de façon analogue pour la continuité séparée
de CD x ^ dans ê.

7. Propriétés fonctorielles. — Soient G et H deux groupes localement
compacts, et soit p une représentation continue de H dans G :

PROPOSITION 8. — ^application ^' : cp —^ cpop est une application linéaire-
continue de ê(6r) dans ê(//).
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La régularité d'une fonction et la convergence dans ê sont des questions
locales : on peut donc se borner à regarder (pop dans un voisinage compact A:
suffisamment petit de e. Soit a e ̂  ( G), avec a = i sur un voisinage de p (K) :
on a cp o p = (acp) o p dans K. On peut par suite supposer que ^ç(^(Gi) et il
suffit de montrer que, pour tout bon sous-groupe k deG^ l'application 9-^ (pop
est continue de ^k(G,) dans ê(77). Autrement dit, on est ramené au cas où G
est un groupe de Lie. De plus, on peut remplacera par n'importe quel sous-
groupe ouvert et, par suite, supposer que H est dénombrable à l'infini et que
la famille des bons sous-groupes de H a une intersection réduite à l'élément
neutre. La représentation p est alors un homomorphisme et ff/^-^e) est lui
aussi un groupe de Lie. Il existe donc un bon sous-groupe k de H tel que
Â-Cp-1^) et la représentation p se factorise en H ^ H / k ^ G. La représen-
tation continue j du groupe de Lie H / k dans G est nécessairement analytique.
Par suite, l'application (p-xpoy est continue de ê(G) dans & ( H / k ) , d'où
le résultat, car l'application ^->^oi est évidemment continue de & ( H / k )
dansê(^).

Par transposition, on obtient une application continue de ê' (ff) dans &' (G)
(image directe d'une distribution à support compact). Si l'on suppose de
plus que la représentation p est propre, on vérifie facilement que p' est aussi
une application linéaire continue de (D(G) dans cQ(ff), donc définit par
transposition, une application linéaire continue de C^'\H) dans CQ'{G). En
particulier :

PROPOSITION 9. — Soit H un sous-groupe fermé de G et soit p F infection
de H dans G. L'application p' : c p — ^ c p o p est un homomorphisme surjectif
de CD (G) sur a) (77) et une partie bornée de (D(H) est contenue dans
l'image d'une partie bornée de CD(G). Par suite, la transposée de p/ est un
isomorphisme topologique de ^ ( H ) sur un sous-espace fermé de o^'(G).

Comme ^(G)[resp. C0(//)] est la somme directe des divers (D(^G,)
[resp. CD(ffr\^G,)], il suffit de faire la démonstration dans le cas G= d.
Soit alors À un bon sous-groupe de G', le groupe H / H r \ k w H k / k est un
groupe de Lie et les Hr\k forment une famille de bons sous-groupes de H,
d'intersection réduite à [e\. On a donc CD (G) = lim C D ( G / k ) et

CD(ff) =\\m(^(H/Hr\k) pour kç.^ et nos assertions se déduisent immédia-

tement des assertions correspondantes pour un groupe de Lie, compte tenu
du théorème 2.

8. Distributions sur un espace homogène. — Soit H un sous-groupe
fermé de G. Considérons l'espace homogène G / H des classes à gauche
module H ' , soit ^l'application canonique de G sur G / H et soit K un compact
de G / H . Nous désignerons par^)(G///; K) l'espace des fonctions / sur G/ff,
à support dans K et telles que faî,,çê(G). L'application f—foin iden-
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tifie <^{G/H\ K) à un sous-espace fermé de ê(6r) et nous transporterons
à o!){G/H\ K) la topologie induite par ê sur ce sous-espace. Enfin, l'espace
CD ( G / H ) sera la limite inductive des ( D ( G / H ' ^ K) quand K décrit l'ensemble
des parties compactes de 6r///, et l'espace ̂  (G/ff) sera le dual fort de CD ( G / H ) .

D'autre part, pour cped?(6r) , la fonction ^i^^n appartient à ê(G) et est
invariante à droite suivant H : elle définit donc une fonction 7r(cp) sur G/ff
et la proposition 7 entraîne que 7: est une application continue de iQ(G)
dans (D(G/ff). En réalité :

PROPOSITION 10. — ^application n est un homomophisme surjectif
de CD (G) sur CQ(G/ff) et une partie bornée de CD (G/ff) est contenue dans
V image d'une partie bornée de (D(G).

Il suffit de construire une application continue de CD (G/ff) dans (D(G) qui
soit inverse à droite de TT. Pous cela, on construit une fonction (3€ê(6r) ,
telle que, pour tout compact Kç. G/ff^ l'intersection de iji1 (K) avec le sup-
port de (3 soit compacte et que (3^|jLj7==i (voir[3], p. io3 : les raisonne-
ments faits dans le cas d'un groupe de Lie sont valables sans modifications,
en tenant compte de ce qu'un espace homogène d'un groupe localement
compact est toujours paracompact). Si fç(D(G/ff)^ la fonction j3(/o/jj)
appartient à CD(G), on a 7r((3(/o^)) =f et l'application /-^|3(/o^) est
continue, d'où la proposition.

COROLLAIRE 1. — Les opérations de G dans G/H définissent une repré-
sentation continue de G dans CQ(G/ff).

COROLLAIRE 2. — Uespace i1^(G/ff) est un espace de Montel complet^
nucléaire si G est séparable. U espace cQ'(G/ff) est un espace de Montel
nucléaire et complet.

En effet, CQ(G/ff) est, par définition même, une somme directe de limites
inductives strictes de suites de sous-espaces fermés de ^(G). Par suite, il est
complet et ses parties bornées sont relativement compactes. D'autre part, la
proposition 10 montre que c O ( G / H ) est tonnelé, et est nucléaire si iO(G)
l'est. Quant à c^'(G/ff)^ la proposition 10 montre qu'il s'identifie avec sa
topologie à un sous-espace fermé de C^'(G). Il est donc nucléaire et complet,
et est aussi tonnelé puisque ( Q ( G / H ) est semi-rénexif.

Soit (^/) une partition de G/ff en ensembles ouverts et soit ^(^/:) le sous-
espace de C Q ( G / H ) formé de fonctions à support dans ^;. On déduit aussitôt
de la proposition 10 que ( ^ ( G / H ) est somme directe topologique des ̂ (^-). En
particulier, considérons la partition de ^///correspondant à la partition de G
en doubles classes G^xH. On peut construire de manière différente l'espace
( D { G ^ œ H / H ) : tout d'abord, on se ramène au cas x = e par une translation
à gauche par x~~^ et en remplaçant G^ par x~^G^x. Si K est un compact
de 6ri, l'application qui, à une fonction /ce (G), invariante à droite par H
et à support dans KH^ fait correspondre sa restriction à ^»i, est un isomor-
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phisme topologique du sous-espace de &{G\ KH) formé des fonctions inva-
riantes par H sur le sous-espace de 6(6ri; KH^) formé des fonctions inva-
riantes par Z^i (on aposé^i==^n^i). Par suite, ^ { G ^ H / H ) est isomorphe
à cQ(Gi/fI^) et la proposition 10 entraîne que CO(G-i/ffi) est isomorphe à la
limite inductive des C Q ( G ^ / H ^ k ) pour k décrivant la famille des bons sous-
groupes de Ci.

En particulier, si H est distinguée alors G/H est un groupe localement
compact et l'on déduit facilement de ce qui précède que la définition donnée
au début de ce numéro de l'espace ( J ^ ( G / H ) est équivalente à notre définition
initiale.

REMARQUE. — Soit ^ un ouvert de G / H . On désignera par <^)(^) l'espace
des fonctions régulières sur G / H à support compact contenu dans ^2, muni
de la topologie limite inductive des topologies des C ^ ) ( G / H \ K) pour K
compact contenu dans ^ (topologie qui est plus fine que la topologie induite
par CQ(G/ff)). Une distribution sur ^2 sera un élément du dual de ' C D ( ^ Î ) . Il
est clair que toute distribution sur G/H induit une distribution sur î2 par
restriction. D'autre part, on a un principe de recollement : si (H) est un
recouvrement ouvert de G / H et si 77; est une distribution sur 12; telle
que Ti(<^>)= r/((p) pour cp ea)(^n^), alors il existe une distribution T
et une seule sur G / H telle que T(<^) ==: Ti (cp) pour cpe<X)(^) . De plus, si ^2
est contenu dans G^/H^ et s'il existe un bon sous-groupe k de Gi tel
que Â't2==^, on vérifie aisément que CD' (^î) est la limite projective des
espaces d^^/,) (où ̂  est l'image canonique de t2 dans G ^ / H ^ h ) quand h
décrit la famille des bons sous-groupes contenus dans k.

9. Distributions tempérées et transformation de Fourier dans le cas
abélien. — Dans ce numéro, nous supposerons que G est commutait f. Nous
désignerons par G le groupe dual de G etpar/—>-/la transformation de Fou-
rier. A un bon sous-groupe k de G correspond par dualité un sous-groupe k1

de G qui est ouvert (puisque G/k1 w î est discret) et engendré par un voi-
sinage compact de e (car le groupe de Lie G / k est extension d'un groupe dis-
cret par un groupe de Lie connexe, donc de la forme 7?^X TP ; par suite,
k1 ̂  ( G / k ) ^ est extension d'un groupe /^ x Z^ par un sous-groupe compact).
Inversement, à un sous-groupe F de G, ouvert et engendré par un voisinage
compact de ^, correspond un bon sous-groupe T^ de G (cf. [26], p. uo).

D'autre part, dire que f est invariante par un sous-groupe fermé H
de G est équivalent à dire que y a son support dans H ^ - . Nous sommes donc
amenés à considérer les couples (À-, T) formés d'un bon sous-groupe k et d'un
sous-groupe ouvert T engendré par un voisinage compact de ^, avec kcT.
Le groupe T / k est alors un groupe de Lie élémentaire de la forme
7?^X TPX Z'fx 0, où <ïï est un groupe fini. Soit ^(Â-, T) l'espace des fonc-
tions sur 6r, à support contenu dans r, invariantes par A-, et qui, considérées
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comme fonctions sur r/Â sont indéfiniment différentiables à décroissance
rapide, muni de la topologie transportée de celle de Ï ) ( T / k ) (cf. [23], chap. VII
ou [3], p. i38). Nous désignerons par ^(6r) l'espace limite inductive
des ^(A', F) : il est immédiat que c0( G) C ̂ ( G) C ê ( 6r), les injections étant
continues etd?(6r) étant dense dans "^(G). Par suite, le dual fort ^(6') de ^S(G)
(espace des distributions tempérées sur G) s'identifie à un sous-espace
de ( ^ ' ( G ) , contenant ê'(^), et les injections de ô' dans ^/ et de ^ ' dans ^
sont continues.

Quant à la transformation de Fourier^ c'est un isomorphisme de
^ ( k , F) w - S ( T / k ) sur ^(r1, ^^^(r1/^1)^^^/^)") et par suite c'est
un isomorphisme topologique de Ï>(G) sur ^(&), donc, par transposition,
d e ^ ' ( G ) sur ^(Ô).

D'autre part, on démontre exactement comme pour (^ et (^' (en rempla-
çant le projecteur TZ^ par l'application qui, à une /€ ̂ , fait correspondre la
restriction à T de fi^^J-k) les résultats suivants (dont nous laisserons au lec-
teur le soin de faire les démonstrations) :

PROPOSITION 11.
a. ^(k^T) est facteur direct topologique dans 'ë(G). Uespace ^§(G)

est limite inductive stricte des t^(Â', F) et une partie bornée de 'S(G) est
contenue dans Vun des ^(Â", r). L'espace 'S(G) est un espace de Montel
complet et bornologique et est nucléaire si et seulement si G est séparable.

b. U espace "S'(G) est limite projectile des espaces ^'(T/k). Cest un
espace de Montel nucléaire et complet.

10. Algèbre de Lie et algèbre enveloppante. — Soit U( G) le sous-espace
fermé de C D ' ( G ) formé des distributions de support [ e ] : c'est une sous-
algèbre de ô' (pour la convolution). Il est clair que, pour l'étude de U(G)^
on peut supposer G=Gi. L'espace CQ' ( G) = ̂  (Gi) est alors limite pro-
jective des ( ^ ' ( G / k ) pour kç.^\ par suite, U(G) est limite projective de ses
images dans les C Q ' ( G / k ) et il est clair que l'image de U(G) dans ( D ' Ç G / k )
est contenue dans U ( G / k ) [qui s'identifie à l'algèbre enveloppante de l'al-
gèbre de Lie A ( G / k ) de G/k]. En réalité, cette image est U( G / k ) tout entier
et l'on a U(G) = lim U ( G / k ) . Plus généralement, si F est un sous-ensemble

<-—
fermé quelconque de 6", l'espace 0^' {G\ F) des distributions à support dans F
est la limite projective des sous-espaces ( Q ' ( G / k \ F k / k ) : il suffit évidem-
ment de vérifier que si T'appartient au sous-espace fermé lim dY ( G / k ' ^ F k / k )

de ^'(^), alors Testa support dans F. Or, soit x un point de G non dans jF,
soient U un voisinage ouvert de x et k un bon sous-groupe de G tels
que Ur\F=0et Uk = kU= U\ soït/ç(^(G) à support dans U : il existe
un bon sous-groupe hck avec/e c0/,(6'). On a alors T(f) == (^TrAT7^/) et
le produit scalaire T(f) s'obtient encore en faisant le produit scalaire de/
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considérée comme fonction sur G / h et de ^^T considérée comme distribu-
tion sur G/h. Avec ces identifications,/est à support dans U / h et ̂  T est
à support dans F h / h . Gomme U= Uh, on a Uc\Fh =0 et, par suite, T(f)
est nul.

Si //est un sous-groupe fermé de G l'algèbre U(H) s'identifie à une sous-
algèbre fermée de U(G) (cf. proposition 9). En particulier, soit Go la com-
posante connexe de e dans G : l'injection canonique de U(Go) dans U(G) est
un isomorphisme topologique. En effet, U(Go) est la limite projective des
U(Go/Gor\k) et GQ/Gor\k est isomorphe à G ^ k / k , c'est-à-dire à la
composante connexe de e dans le groupe de Lie G / k . On a donc
U( GQ/GQ r\k) w U ( G / k ) , d'où notre assertion.

On peut donc supposer si l'on veut que G est connexe. Par ailleurs, si G
est totalement discontinu, alors U{G) se réduit aux multiples scalaires de la
mesure de Dirac en e.

Soit maintenant A { G / k ) l'algèbre de Lie de G / k , considérée comme sous-
espace de U ( G / k ) : les A ( G / k ) forment un sous-système projectif du sys-
tème des U ( G / k ) , et nous désignerons par A (G), et appellerons algèbre de
Lie de G le sous-espace fermé de U(G) limite projective des A ( G / k ) . C'est
effectivement une sous-algèbre de Lie de U(G) pour la structure d'algèbre
de Lie de U(G) déduite de sa structure d'algèbre associative et la sous-
algèbre associative fermée engendrée par A (G) dans U(G) est U(G) tout
entière. Si H est un sous-groupe fermé de G, A ( H ) est une sous-algèbre
fermée de A (G)', plus généralement, on a des propriétés fonctorielles
de A (G) et de U(G) relativement aux représentations continues, que nous
laisserons au lecteur le soin d'énoncer et de démontrer. En particulier,
A(k) est, pour kç.31', le noyau de l'application canonique de A (G)
sur A ( G / k ) . D'autre part, les automorphismes intérieurs définissent
une représentation continue de G dans A (G) appelée représentation
adjointe ( i ) .

L'espace A (G) est limite projective d'espaces de dimension finie, donc est
linéairement compact et isomorphe à un produit direct topologique de
droites [16]. Plus généralement, tout sous-espace fermé M de A (G) est iso-
morphe à un espace produit R1 et admet un supplémentaire topologique
dans A(G). Nous appellerons base topologique de M une famille (^),ç7
d'éléments de M telle que l'application {\i)->L\x, définisse un isomor-
phisme topologique de R1 sur M.

Identifions U ( G / k ) à l'algèbre enveloppante de A ( G / k } : on sait (cf. [2])
que la restriction au sous-espace S r ( A ( G / k ) ) des tenseurs symétriques
d'ordre r de l'application canonique de l'algèbre tensorielle de A ( G / k )
dans U ( G / k ) est un isomorphisme sur un sous-espace Ur(G/k) de U(G/k).
Les Ur(G/k) forment, pour r fixé, un sous-système projectif du système
des U ( G / k ) et leur limite projective est un sous-espace fermé U,.(G) qni est

( 1 ) Comparer avec [9] et [15].
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topologiquement isomorphe au sous-espace fermé S r ( A ( G ) ) engendré par
les tenseurs symétriques dans le produit tensoriel projectif ̂ A (G) de r
exemplaires de A(G). Si (^)/e/ est une base topologique de A(G), on
obtient comme suit une base topologique de Ur(G) : pour toute famille
a ==: (a^)/ç/ d'entiers positifs, nuls, sauf un nombre fini, on désigne par A^
l'élément de U(G) image canonique du tenseur symétrique dont l'image cano-
nique dans l'algèbre symétrique de A (G) est le monôme IIJT^'; alors, les X^
pour | a [ ==^a/== r forment une base topologique de Ur(G).

De plus, U(G/k) est somme directe des Ur(G/k) (et même somme directe
topologique, voir la proposition 12 ci-dessous) : tout élément xç.U(G/k)
s'écrit d'une manière et d'une seule comme somme ^x^ avec XrÇ. U ( G / k ) ^
Xr'=^Q pour r assez grand, et Xr dépend continûment de x ([23], chap. I,
p. 101). Soit alors xç. U(G) : l'élément x^= ̂ (^)e U(G/k) s'écrit x^ = ̂ k,r
et l'on vérifie aussitôt que les Xk,r forment, pour r fixé, un sous-système pro-
jectif, donc définissent un élément x,.ç. U,\G). On a x=^Xr^ la série étant
convergente dans U(G) et chaque x,. dépendant continûment de x. Récipro-
quement, si l'on se donne des Xr^Ur(G) tels que, pour tout Â-€^, on
ait ^k^Xr) == o pour r assez grand, alors la série ^Lxr converge vers un élé-
ment de U(G).

11. Distributions ayant pour support un sous-groupe fermé. — Nous
allons dans ce numéro étudier les distributions sur G qui ont leur support
contenu dans une partie fermée F d'un sous-groupe fermé H. Pour simpli-
fier les notations, nous supposerons que G == Gi et nous désignerons, si k
est un bon sous-groupe de 6r, par TT^ l'application canonique de (^' (G) sur
^ ' ( G / k ) .

Supposons tout d'abord que G soit un groupe de Lie. Soit (^)i^^ une
base d'un supplémentaire de A ( H ) dans A (G). On sait (voir [23], chap. I,
p. 101 et [3], p. 106) que toute distribution T sur G à support compact
contenu dans F s'écrit d'une manière et d'une seule sous la forme ^LX^- ̂  T^
où les Ta sont des distributions sur H^ à support compact contenu dans F,
nulles sauf un nombre fini, et dépendant continûment de T. Soit alors Sr
le sous-espace de U(G) engendré par les X^- pour a | •==. r : l'application
(^ 77) -^X iç T définit donc une bijection \ de l'espace somme directe des
S r Ç ^ ^ ' Ç I I ; F) sur l'espace ô ' ( G ; F). Plus précisément :

PROPOSITION 12. — Si G est un groupe de Lie^ À est un isomorphisme de
l'espace somme directe topologique 2 Sr® & ' { H ' , F) sur &'( G; F). L'espace
1 Sr® ̂ \H\ F) est aussi le produit tensoriel projectif (i Sr) (g) ^ ' ( H \ F).

En effet, ^ est continue. D'autre part, ô ' { G \ F ) est un espace (^^)
comme tout sous-espace fermé M de ô ' ' ( G ) : en effet, ê' est le dual d'un
espace de Fréchet nucléaire ; M s'identifie donc au dual fort de son ortho-
gonal J^° dans ê ([12], théorème 12), qui est lui aussi un espace de Fréchet.
Pour montrer que ̂ -1 est continue, il suffît d'après un résultat de GROTHENDIECK
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sur les espaces (c057) ([12], p. 69) de vérifier que la restriction de À~1 à une
partie bornée B de &' {G\ F) est continue. Or, les parties bornées de ô' sont
formées de distributions d'ordre borné. Par suite, il existe un entier s tel

s

que À-^B) c ̂  ̂ r0 <ê''(Zf; F) et notre assertion résulte de ce que les Ty,
o

dépendent continûment de T. Quant à la seconde partie de la proposition,
elle découle d'un résultat général sur le produit tensoriel projectif d'une
somme directe dénombrable et d'un espace (û)^) ([13], proposition 6).

REMARQUE. — II est clair qu'un résultat analogue est valable si l'on rem-
place G par une variété difTérentiable dénombrable à l'infini et F par un sous-
ensemble fermé d'une sous-variété 77de G telle qu'il existe au voisinage de F
des champs de vecteurs différentiables formant en tout point de // une base
d'un supplémentaire de l'espace tangent à H dans l'espace tangent à G.

Passons maintenant au cas où G est seulement supposé métrisable et soit
(kn) une suite décroissante cofinale à F. Posons 7r^==7T^. On montre facile-
ment qu'on peut construire (par récurrence sur n) une suite d'éléments JT^
de A (G) et une suite croissante d'entiers i(îi) telles que A^^AÇk^) pour
i^>i(n) et que les 7r^(J^) forment, pour ï^i^i(n) une base d'un supplé-
mentaire de A ( H k n / k n ) dans A ( G / k ^ ) . Soit A^ le sous-espace fermé engendré
par les Xi : il s'identifie à la limite projective des A { G / k n ) / A { H k , ^ / k n ) ^
donc, grâce à la linéaire compacité de A{G)^ à A(G)/A(ff). Par suite,
X est un supplémentaire topologique de A ( H ) dans A ( G) et les ^T; forment
une base topologique de JT. Soit S le sous-espace fermé engendré par les ^ a

dans U(G). L'application (^T, T)->X ̂ ç T est une application bilinéaire
continue de S x &\H\ F) dans ê\G\ F) (n° 6), donc définit une applica- ,
tion linéaire continue À du produit tensoriel projectif S ç Q ê ' Ç f I ' ^ F) dans
ê ' ( G ' , F ) .

PROPOSITION 13. — Si G est métrisable et si F est compacta 7. est un iso-

morphisme topologique de S (g) &\H\ F) sur ê' (G; F).

Posons Sn= ̂  n ( S ) . Soit pn l'applicalion T^nÇ^^n de S ^ ê ' Ç H ^ F) dans
SnÇ) & ' ( H k n / k n \ F k ^ / k n ) : comme S est limite projective des Sn et que
& ' { I I ; F) est limite projective des ô ' ( H k n / k n \ F k n / k n ) , l'espace S (g) <^(//; F)
est limite projective des ,5^(g) ^(//Â^/Â-,,; F k ^ / k , , ) , et de même ê\G\ F) est
limite projective des ô ' ( G / k n \ F k n / k ^ ) (on a utilisé le corollaire ^ au
théorème 2 et la proposition 6, b^ grâce à l'hypothèse F compact). D'autre
part, soit À,; l'application linéaire continue de Sn(^) &\Hknfk^\ F k n / k ^ )
dans ô\Gjkn\ Fkn/kn) déduite delà convolution : on a }̂  o p^ == 7:,̂  o }, et À
est l'application limite projective des )^. Il suffit donc de montrer que In
est un isomorphisme topologique, ce qui résulte de la proposition 12,
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puisque les 7T/,(J^) forment pour i^i^i(n) une base d'un supplémentaire
de A{Hkn/kn) dans A ( G / k n ) et sont nuls pour i^> i(n) : l'espace Sn n'est
donc autre que l'espace S associé à la base (^•)i^^(/i).

Si G n'est plus métrisable, on peut encore considérer un supplémentaire
topologique X de A(ff) dans A (G), une base topologique (JQ de X et
former l'espace S engendré par les X^. On obtient alors une application
linéaire continue À de S (g)^//; F) dans ê ' ( G ' , F) et l'image de À est dense
dans <^(G; 77), car, pour tout kç.^, l'image de Tr^o?, est ê ' ( G / k ' , F k / k )
tout entier. On en déduit facilement la :

PROPOSITION U. — Si G est totalement discontinu^ toute distribution de
support H est l'image canonique dune distribution sur H.

12. Opérateurs différentiels. — Dans ce numéro, nous supposerons pour
simplifier que G est connexe. Pour tout Xç U{G)^ nous désignerons par Xs
(resp. Xd) l'application T-^ 77* X (resp. T-> X iç T) de ^ dans ^ (ou
de ê dans ê) et nous l'appellerons \ opérateur différentiel invar tant à gauche
(resp. à droite) défini par X. Un premier résultat est que, si T est une
distribution telle que X ̂  T==o pour tout ^çA(G)^ alors T est un
multiple scalaire de la mesure de Haar à gauche sur G : en effet, pour
tout bon sous-groupe /:, la distribution T ^ ̂ , considérée comme distribu-
tion sur le groupe de Lie connexe G/7c, est annulée par tous les champs de
vecteurs invariants à gauche, donc est un multiple de la mesure de Haar sur
G I k ou encore sur G. Or T est limite des T ̂  ̂ .

Plus généralement, nous appellerons opérateur différentiel sur G une
application linéaire continue de (^ dans CQ telle que, pour tout compact K
de G et tout bon sous-groupe k de G, il existe un bon sous-groupe h C k et
un opérateur différentiel A sur le groupe de Lie G / h (à coefficients indéfini-
ment différentiables) possédant la propriété suivante : si/eo)/,(6r; K) (donc
/e^/0 et si l'on identifie canoniquement ̂  et ^)(6r/A), alors u(f) =z A(/).
On vérifie aussitôt que les opérateurs diflérentiels forment une sous-algèbre A
de-^(t0; d?), contenant les opérateurs de multiplication par les fonctions
de CD et les opérateurs X g et X,i pour Xç. U(G). Nous allons voir que A est
engendrée par les opérateurs de multiplication et par les Xa.

Pour cela, considérons une base topologique (Xi), de A (G). Pour toute
partie finie J de /, nous désignerons par Xj le sous-espace fermé de A (G)
engendré par les Xi pour i^çj et par J l'ensemble des multi-indices

a==(a,)^

tels que a;== o pour i^J. Soit M e A , soit V un ouvert relativement compact
de G et soient k et h deux bons sous-groupes de G tels que AC^, que
A(k)cXj et que la condition de la définition d'un opérateur différentiel
soit satisfaite avec K = kV. Soient (Yi) une base d'un supplémentaire de

BULL. SOC. MATH. — T. 89, FASC. 1. 5
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A ( k ) dans Xj et (Z/,,) une base d'un supplémentaire de A(h) dans A ( k ) .
Tout opérateur différentiel sur le groupe de Lie G / h s'écrit dans l'ouvert
V h / h d'une manière et d'une seule comme combinaison linéaire finie à coef-
ficients dans ê ( G / h ) d'opérateurs g ' — > - Ç ^ ç g ' ^ où Q parcourt les produits
sjmétrisés des éléments A\ pour içJ^ Y[ et Z,n. Comme Z,ni^f=o pour
/€<%, on a, pour/eo)^(Â F) :

^(/)=^^(^)^^/+...,

ae.7

les termes non écrits faisant intervenir des produits symétrisés des X^ et
des YI où interviennent effectivement des Y[. On vérifie alors aisément que
les coefficients Xa(.a?) pour^ç V ne dépendent ni du choix des YI et des Zjni
ni du choix de l'opérateur différentiel sur G / h coïncidant avec usurCDk(k V)^
ni du choix du couple (À, k) satisfaisant aux conditions indiquées, et qu'ils
ne changent pas non plus si l'on remplace J par une autre partie finie J ' ~ ^ J .
Par suite, on définit ainsi pour chaque multi-indice a une fonction ^a régu-
lière sur F\ et en faisant croître ï7, sur G tout entier.

D'autre part, si fç. ̂ , il existe une partie finie J de / telle que ^TjC A (k)

et l'on vérifie facilement que u(f) = ^.Àa^)^0'^/. Autrement dit, on a
a€^

d'une manière et d'une seule u=:^ ^('^O^H^ l81 sé^ie étant commutative-

ment convergente dans -^(ù?; (Q). Réciproquement, une telle série converge
vers un opérateur différentiel si, pour toute partie finie J de /, et tout
compact K de G, on a ^a(^) == o pour xç.K et aç./, sauf pour un nombre
fini de multi-indices O L Ç . J . En particulier, pour tout entier r^o, la

série V ^a(^) ̂ î converge vers un opérateur différentiel u,^ qui est indé-
la [=r

pendant de la base (^-) choisie, et l'on a u=^^Ur' Si u,.= o pour r >> s,

nous dirons que u est d'ordre ^s. On fera agir u dans dY en posant

^(r)=^(-i)^,(77);

on vérifie aussitôt que cette définition est cohérente avec ce que nous avons
dit plus haut pour les opérateurs Xa et Xg.

Nous pouvons maintenant introduire la notion de fonction dérivable : nous
dirons qu'une distribution est une fonction continue si c'est une mesure
ayant une densité continue par rapport à une mesure de Haar sur G. Si l'on
a fait le choix d'une mesure de Haar à gauche par exemple sur G^ on identi-
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fiera alors la distribution et sa densité. Nous dirons qu'une distribution T
est une fonction r fois dérivable si u(T) est une fonction continue pour tout
opérateur différentiel d'ordre ̂  r. Nous allons montrer que, pour que T soit
r fois dérivable^ il faut et il suffit que X iç T soit une fonction continue

r

pour tout X ç. U'^ÇG) =^_, Us (G). La condition est évidemment nécessaire.
0

Supposons-la satisfaite : l'application \'.X->X 1ç T est alors continue de
^(G) dans l'espace <° (G) des fonctions continues sur G (avec l'identifica-
tion signalée plus haut). En effet, pour tout bon sous-groupe À, la distri-
bution T -^ ^k est une fonction r fois dérivable au sens usuel sur le groupe
de Lie G / k . L'application ')\^\X —>X ̂  T ^ç p.̂  est donc continue de U'^ÇG)
dans e(G). Mais, quand k converge vers \e\^ l'application 7^ converge en
tout point X vers À. Comme ^(G) est tonnelé (comme produit topologique
de droites), le théorème de Banach-Steinhaus entraîne que ^ est continue.
Soit alors K un compact de G : comme l'image par une application linéaire
continue d'un espace produit topologique de droites dans un espace de
Banach est nécessairement de dimension finie, le noyau de )i est un sous-
espace fermé de codimension finie. Par suite, il n'existe qu'un nombre fini
de multi-indices a avec [ a | == r tels que la fonction continue X^ ̂  T ne
soit pas nulle sur K^ d'où l'on déduit facilement notre assertion.

Des raisonnements analogues montrent que si Tç.D' est telle que X ^ç T
soit une mesure pour tout ^TeA(G), alors pour tout ouvert relativement
compact VC.G, il existe une partie finie J de / telle X^ T==o dans F,
pour tout i^J.

D'autre part, on sait [1A] que pour tout voisinage U de j e}, il existe un
bon sous-groupe kc U et un groupe de Lie local L c U tel que G soit locale-
ment isomorphe à L x k. Si l'on suppose G localement connexe^ alors k
doit être localement connexe, la composante connexe Â-o de e dans k est
d'indice fini, et ko est un bon sous-groupe : la famille des bons sous-groupes
connexes est donc cofinale à ^. Soit alors T une distribution à support
compact telle que X ̂  T soit une mesure pour tout ^TçA(G) : il existe un
bon sous-groupe k connexe tel que X ^ T==o pour X^A(k). Quel que
soit le bon sous-groupe À, on a X ^ç T ^ç JJL/(==O pour X ç . A ( k ) et comme
le groupe de Lie k h / k est connexe, ceci entraîne que T -^ ̂  est invariante
par k. Par suite, T ç.C^\. On en déduit immédiatement que sur un groupe
localement connexe^ toute fonction indéfiniment dérivable [ou plus géné-
ralement^ toute distribution T telle que X^ç T soit une mesure pour tout
Xç.U{G)^ d'ordre fini^ est une fonction régulière.

Mais ceci n'est plus exact si G^ bien que connexe, n'est plus localement
connexe : supposons, par exemple, que G soit de dimension finie. Il existe
alors un sous-groupe de Lie local L et un bon sous-groupe totalement
discontinu k tel que G soit localement isomorphe à Z x ^ ([19], p. 182).
Si l'on prend pour T le « produit tensoriel » d'une fonction indéfiniment
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diiïerentiable à support compact sur L par une fonction continue sur À',
alors X^ç T sera une fonction continue quel que soit X ç. U(G) sans que T
soit nécessairement régulière.

13. Application : irréductibilité des représentations induites. — Nous
allons dans ce numéro indiquer rapidement comment notre théorie des dis-
tributions permet d'étendre aux groupes localement compacts généraux les
principaux résultats démontrés dans [3] pour les groupes de Lie. Dans ce
qui suit, toute lettre non définie a la même signification que dans [3], § 6.

Soit G un groupe localement compact et soit r un sous-groupe fermé de G.
Pour x ç. G, nous poserons I\.==r n xT x-^. Le sous-espace A (T) + A (xT x~~^)
de A (G) est fermé (car dans un espace linéairement compact, la somme
de deux sous-espaces fermés est fermée) et est stable par la représentation
adjointe de 1̂  dans A{G). Soit N^== A ( G ) / A (T) -+- A (xT œ-1) ; nous
désignerons par Ax,\ la représentation de F.y dans N^. déduite de la repré-
sentation adjointe par passage au quotient et par A.r,r la représentation de I\;
dans le produit tensoriel projectif symétrique §r(^x) canoniquement déduite
de A^i (pour r entier positif). Enfin, on désignera par A^,r la représentation
&)->- (c^r (ût)) ^r(^~1 ûl) -y))""172 ^(ûû) A,v,r(^) de r.y dans §r(^Vx) [rappelons
que ÔG (resp. or, ^x) désigne le module de G (resp. F, T x ) ] ' On a alors :

THÉORÈME 4. — Soit G un groupe localement compacta limite projectile
de groupes de Lie et dénombrable à l } infini. Soit F un sous-groupe fermé
de G tel quil n^y ait qu^une infinité dénombrable de doubles classes
modulo r:r, et soit L une représentation unitaire de F dans un espace de
Hilbert E de dimension finie. Si pour tout x ç G et tout r ̂  o les repré-
sentations (x) —>• L^(^) L^-ï^x ^ ̂  ~> A^^(^) de Tx n^ont pas décomposantes
irréductibles communes (2), sauf pour x^T et r==o, alors la représenta-
tion unitaire U1' de G induite par L est irréductible.

Nous supposerons pour simplifier les notations que àimE==ï. En modi-
fiant légèrement les raisonnements de [3], (§ 6, n° 4-) pour tenir compte de
ce que les ensembles M1 qu'on introduit ne sont plus en nombre fini, mais
forment un ensemble dénombrable bien ordonné par inclusion, on montre
que la dimension de l'espace vectoriel des opérateurs continus dans ^L qui
commutent avec la représentation U1' est inférieure ou égale à la somme des
dimensions de certains espaces S^ de distributions sur 6r, pour x décrivant
un système de représentants des doubles classes module r:r. L'espace S y
est défini comme suit : on considère un ouvert i^ de G, avec FOi^cT x'~^=^ Î2,
tel que F xT x~^ soit un sous-ensemble fermé de ^2 {cf. [3], lemme 3. i) ;
l'espace J^ est l'espace des restrictions à ^2 des distributions T sur G^ telles

( 2 ) Nous appelons composante irréductible d'une représentation V non unitaire une
sous-représentation irréductible d'une représentation quotient de V.
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que l'intersection de ^2 avec le support de T soit contenue dans T œTx~^ et
satisfaisant dans Î2 à la condition ( A ' ) ([3], p. 168, (6; 47)) :

(-47) ^°T^-77=(^(^-1)^^(^))1/•2^(S-1^)^

pour tous ^, y^er.
Il suffit donc de montrer que dim^.== o si œ^T et dimJc== i (on a toujours

dim Se^=i i '' considérer une mesure relativement invariante convenable
sur F).

Ce qui précède est valable en supposant seulement G localement compact
dénombrable à l'infini. Supposons de plus G limite projective de groupes de
Lie et soit k un bon sous-groupe suffisamment petit de G. Soit U un voisi-
nage ouvert de e tel que kV = Uk== Uc^. La condition ( A ' ) montre que
si Tç J;r, la restriction de T à ^ est parfaitement déterminée par la restric-
tion de T à U^ qui est elle-même déterminée par la connaissance des restric-
tions Tk à U / h des distributions TT/(( T) sur G/h^ pour tous les bons
sous-groupes h avec hç.k. Si T satisfait à ( A ' ) ^ alors T/i y satisfait également,
puisque TT/^ commute avec les translations à gauche ou à droite. On sera donc
sûr que dim^^^p toutes les fois que, pour tout bon sous-groupe AC/C, la
dimension de l'espace ^a-,h des distributions sur l'ouvert U / h du groupe de
Lie G/h^ à support dans U/hr\ ((F/An F) (^Fœ~1 /hr\œTx~1) et satisfaisant
à ( A ' ) dans U/h (en un sens évident : voir [3], p. 126), sera toujours infé-
rieure ou égale à p . Il suffit alors d'appliquer les résultats de [3] : désignons
par A^,r,h la représentation de Ty quotient de Ax,r par le sous-espace fermé
engendré par l'intersection de Sr(^Vx) avec l'idéal engendré dans l'algèbre
tensorielle de N^ par le sous-espace image de A (A) dans 7V^, et soit i'(^, r, h)
le nombre d'entrelacement de A^^,h avec la représentation GJ —>L (ûû •a?"1 (jû"'1 x}

OC

de r;c. On a, d'après [3], dimJ^Â^^,^'^ ^5 h).
0

D'autre part, i(x^ r, h) est inférieur ou égal au nombre d'entrelacement
i(œ^ r) de Ax,r et de &) -> L (w •a?-1 en)-1 x), et si ces deux représentations n'ont
pas de composantes irréductibles communes, on a i{x^ r) = o (cf. [3],
p. 171-172). On en déduit aussitôt le théorème, compte tenu de ce que
i ( e , o ) = z i .

Dans le cas où G est totalement discontinu^ le théorème se simplifie et il
n'est plus nécessaire de supposer G limite projective de groupes de Lie :

THÉORÈME 5. — Soit G un groupe localement compact totalement discon-
tinu dénombrable à V infini. Soit F un so us-groupe fermé de G tel qiCil n^y
ait qu^une infinité dénombrable de doubles classes modulo T'.F. Soit L une
représentation unitaire de F dans un espace de Hilbert E de dimension finie.
Si, pour tout ^7^r, la représentation ci) —>- L^(^) L^—i^x de r^== rn.^r,^1

ne contient pas la représentation ûû —> (ôr^.y1 ûû^))1/2 ôx(w)~1, alors la
représentation unitaire ̂  de G induite par L est irréductible.
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La première partie des raisonnements faits plus haut reste valable, mais
pour majorer la dimension des espaces ^, nous aurons besoin du lemme
suivant :

LEMME 3. — Soit G un groupe localement compact totalement discontinu.
Soient A et B deux sous-groupes fermés de G, et soit N le sous-groupe de
A x £ formé des éléments (a, a) avec açA r\B. Soit ̂  un ouvert de G tel
que A Î^B = ̂ l et que AB soit un sous-ensemble fermé de ^2. Supposons que
l'application (a^b)->ab~v définisse un homéomorphisme a de l'espace
homogène M=A x B/N sur AB. Pour toute distribution T sur G telle
que l'intersection du support de T avec î2 soit contenue dans AB^ il existe
une distribution S sur M et une seule telle que T(<^) == S (^ o a) pour toute
9€<^(^).

Soit G! un sous-groupe ouvert de G qui soit limite projective de groupes
de Lie. Posons A'=^Ar\G^ B'=Br\G^ et N ' = N r \ {A'x B ' ) . Alors
A ' x B' est ouvert dans A x B et l'espace homogène M'= A' x B ' / N '
s'identifie à un ouvert de M. L'espace homogène M' est limite projective des
espaces homogènes

M^={{A'/h^A') x (B'/h^B'))/{N'/(N'c\{{A'r\h) x (Z^nA)))) ,

quand h décrit la famille des bons sous-groupes de 6ri. De plus, M'j^ est
discret, isomorphe à { A ' h x B ' h ) / N ' ( h x h) et s'identifie canoniquement
au sous-ensemble h A ' B ' / h du groupe discret G i / h . Par suite, pour toute
cpe<X)(J^), il existe une ^ç(Q(G) telle que cp == ^° a et l'on peut choisir ^
de support contenu dans un voisinage arbitraire de l'image par a du support
de 9.

Soit alors À un bon sous-groupe de Gi et soit U un voisinage ouvert relati-
vement compact de e tels que kU = Uç.^lç\ Gi et que AB r\ U= A ' B ' r\ U.
Pour tout bon sous-groupe AC/C , la restriction de ^h(T) à l'ouvert (fini !)
U / h a son support dans { U r \ h A ' B ' ) / h ^ ensemble qui s'identifie à l'image
canonique Vh dans M'j, de l'ouvert V == a-1[ (U) de M'. D'où une distribu-
tion Su sur Vu. Comme l'espace des distributions sur V est la limite projec-
tive des espaces (^f (V?i) pour hck^ on en déduit qu'il existe une distribu-
tion So et une seule sur V qui corresponde aux S/i et So est caractérisée par
la relation ^ o ( c p o a ) = T(^) pour ^ç(D(U)..

Soit maintenant (a, b) un point quelconque de A xB : d'après ce qui
précède, il existe une distribution S'a ^ sur V telle que

^(P^^^oT^T7)^) pour cpe^W.

Par suite, il existe une distribution Sa,b et une seule dans l'ouvert (a, b). V
de attelle que Sa,b(^° a) == T(^) pour toute ^çCQÇaUb-1). Nous obtenons
donc ainsi un recouvrement ouvert ( Vi) de M et dans chaque V\ une distri-
bution Si telles que ^==^ dans T^n Vf. Il existe alors une distribution S
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sur Yfcf telle que S == S^ dans Vi et l'on vérifie aussitôt que S est caractérisée
par la relation ^ ( c p o a ) = T^cp) pour toute îped^(^) .

On déduit alors du lemme 3 que la dimension de l'espace J,^ est inférieure
ou égale à la dimension de l'espace ̂  des distributions sur l'espace homo-
gène Xc== F x^r^-1)/^ (où r^. désigne le sous-groupe formé des élé-
ments (a, a) avec açl^), qui satisfont à une condition de quasi-invariance
pour AxB opérant sur M, déduite de ( A ' ) . Il suffit alors d'appliquer le
théorème 3. i de [3] (dont la démonstration s'étend sans changement au cas
localement compact général) : on vérifie sans difficultés que les hypothèses
du théorème 5 entraînent que dim^ = o pour œ^.T et dim ^-e= ï -

REMARQUE 1. — Comme la représentation w-^ (ôp (wx-^wx)^^ ^(c.)) est
réelle positive, elle ne peut être contenue dans la représentation unitaire
^->L^L^-^^ que si elle est la représentation triviale.

REMARQUE 2. — On pourrait également généraliser les résultats de [3]
relatifs à l'équivalence unitaire de deux représentations induites.

U. La série principale de représentations unitaires des groupes simples
de Chevalley. — Soit K un corps localement compact (discret ou non).
Dans [^], CHEVALLEY a associé à AT et à une algèbre de Lie semi-simple
complexe Qc un groupe G. Quand on part d'une algèbre de Lie simple
« classique », on obtient ainsi en particulier (à des groupes finis près) les
groupes linéaires spéciaux ou les groupes orthogonaux d'indice maximal ou
les groupes symplectiques sur K [21] (3) . D'autre part, si K est le corps des
réels ou le corps des complexes, on obtient des groupes de Lie semi-simples:
l'objet de ce numéro est de construire, pour K quelconque, une série de
représentations unitaires de G généralisant la « série principale » introduite
par GELFAND et NAIMARK dans le cas réel ou complexe ( 4 ) et de démontrer
leur irréductibilité : autrement dit, il s'agit de démontrer pour AT quelconque
l'analogue des résultats du chapitre III de [3].

Nous supposerons donc dans la suite que le corps K est totalement
discontinu (éventuellement discret). Tous les symboles non définis ont la
même signification que dans [4]. Le groupe G est un groupe d'automor-
phismes d'une algèbre de Lie g sur K. Cette algèbre de Lie possède une
base formée d'éléments Xr (pour r décrivant le système des racines de gc)
et d'éléments T^i, ..., Hi qui forment une base du « groupe des copoids ))
([^], p. 82). Dans la suite, nous identifierons grâce à cette base le groupe
des automorphismes de l'espace vectoriel g avec le groupe GL(n, K). Si K
est infini, G est un groupe algébrique [20]; dans tous les cas, G est un sous-

( 3 ) On pourrait aussi traiter le cas des groupes introduits par STEINBERG dans [25].
( 4 ) Et par MAUTNER dans le cas du groupe projectif à deux variables sur un corps

p-adique [18].
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groupe fermé de SL{n, K) (avec n=dïm^). Par suite, G est un groupe
localement compact totalement discontinu.

Considérons le sous-groupe T == 1UC de G : c'est un sous-groupe résoluble
maximal donc fermé de G et le théorème 2 de [h-] dit qu'il n'y a qu'un
nombre fini de doubles classes module r:F dans G, correspondant biunivo-
quement aux éléments du groupe de Weyl W de c$c. Plus précisément, dans
la double classe correspondant à l'élément w de W, on peut choisir un
représentant ~w (noté Cx)( w) dans [^]) appartenant au normalisateur W de ^€
dans G.

D'autre part, W/S€ est isomorphe à W^ et W opère ainsi sur ^C.
D'ailleurs, le sous-groupe ^€ est isomorphe au groupe des homomor-
phismes du groupe des racines dans K* et les opérations de W dans S€
s'obtiennent par « transposition » des opérations de W dans le groupe des
racines.

Soit À un caractère unitaire du groupe commutatif ^C : comme T est le
produit semi-direct du sous-groupe distingué IL par le sous-groupe ^C, on
peut associer à À une représentation unitaire? de dimension i de F. D'autre part,
W opère sur le groupe des caractères de ^C en posant w . À ( A ) == ̂ (w-^h))
pour hçff.

Pour tout wç.W, on a r^==r ç\~w^'w-^= ^COl^-i ( [^] , p. 4i-/|2) et

l'on a ^('w-1^"^) == (w-1 .^)^^) pour ûoçr^;. Par suite, pour que la repré-

sentation ^—^(ûû^-1^-^ "w) de r^ soit la représentation unité, il faut et il
suffit que À = w~1.^. On déduit alors du théorème 5 (et de la Remarque 1
qui le suit) le résultat suivant :

THÉORÈME 6. — Si le caractère unitaire À de Q€ n'est invariant par
aucun élément w -^ e du groupe de Weyl W\ alors la représentation

f fw

unitaire U^ de G induite par la représentation À de T est irréductible.

Remarquons que dans le cas des groupes classiques complexes GELFAND et
NAIMARK ont montré que la représentation U^ est toujours irréductible,
même si À est invariant par certains éléments de W. Par contre, si K est un
corps fini, on voit facilement que la condition du théorème 6 est nécessaire
et suffisante pour que Lî^ soit irréductible.

15. Caractères de la série principale dans le cas p-adique. — Supposons
désormais que K soit un corps p-adique et soit 0 l'anneau des entiers de AT.
SoitT? le sous-0-module de l'algèbre de Lie g engendrée par les éléments de
la base choisie plus haut et soit JC le sous-groupe de G formé des éléments
qui conservent R : autrement dit, on pose JC = Gr\ SL(n, ô). Comme
SL{n^ 0) est un sous-groupe ouvert et compact de SL(n^ AT), le sous-
groupe JC est lui aussi ouvert et compact dans G.
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PROPOSITION 15. — On a 6r==rjC.

Il suffit de démontrer que ^rXcrX pour tout xç: G. Or G est engendré
par les sous-groupes X, Xa et ^_^ pour a décrivant le système des racines
fondamentales ( [^] , lemme ^). Comme ^C et ̂  sont contenus dans F, il
suffit de montrer que X^aT^CcT^C. Or, on a U==Ua^a et ̂ ^Ol^^ 'U .̂̂
( [ ^ ] ) lemme 8). Il suffît donc de montrer que y^hçT^C pour je^_a,
xç.Xa et hç^€. Sous ces conditions, j.r appartient au sous-groupe Ga
engendré par 5^ et ,f£_^, et Ga est réunion de GaC\3^a^ et de Gaf^S^a^^a^a-
On est donc ramené à démontrer que ^axhç.YSt pour xç.Xa et hçS€.
Or ûL)a^A== (co^Ct^1)^^-1.^) ç^Cûû^a et comme ^a^Ga, il suffit de
démontrer que GaCrjC. Or 6r^ est l'image de ^Z(2, AT) par un certain
homomorphisme cpa de SL(2, K) dans G, homomorphisme qui envoie
dans ^€Xa les matrices (^y)e^Z(2, A") telles que ^12=0 ([^], p. 33-34).
D'autre part, on vérifie aisément que tout élément de SL^^K) s'écrit comme
produit d'une matrice triangulaire inférieure par une matrice appartenant à
^L(2, 0). Il ne nous reste donc plus qu'à vérifier que cp^(5'Z(2, (9))crjC.
Or on a même cpa(*SZ(2, (9))c<^ car les éléments de la matrice de c p a ( ( ^ y ) )
par rapport à la base fixée sont des polynômes à coefficients entiers par
rapport aux z^- ([4], p. 29).

Nous allons déduire de cette proposition que la représentation unitaire U^
de G induite par la représentation X de T possède un caractère qui est une
distribution sur le groupe localement compact G : cela découlera du résultat
suivant :

PROPOSITION 16. — Soit G un groupe localement compact totalement
discontinu et soit X un sous-groupe ouvert et compact de G. Soit U une
représentation continue de G dans un espace de Banach E et soit V la
restriction de U à JC. Supposons que toute représentation irréductible de JC
^intervienne qu'un nombre fini de fois dans la décomposition de V en
composantes irréductibles. Alors^ pour toute fonction /çC^(G)^ l'opéra-
teur Uf est de rang fini et l'application f—^TrUf est une distribution
sur G {appelée caractère de U).

Soit ^ la famille des bons sous-groupes de JC. L'espace CQ(G) est somme
directe des (P(^JC) pour x décrivant un système de représentants des classes
module JC et l'espace (P(JC) est limite inductive des espaces cO(JC//r) pour
kç.^' \ comme i^C/k est un groupe fini, on voit immédiatement qu'il suffit de
démontrer que Uf est de rang fini pour toute fG(D(SC/k). Pour toute
représentation irréductible M de X, désignons par E(M) le sous-espace
de E (de dimension finie par hypothèse) somme des composantes irréduc-
tibles de type M de V. On sait, d'après la théorie des représentations des
groupes compacts, que la somme des E(M) est dense dans E. D'autre part,
pour /ed?(JC), l'opérateur Uf laisse stable les divers E(M) et se réduit
dans E(M) à la somme directe d'un certain nombre d'exemplaires de l'opé-
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rateur-^//. Par suite, il suffit de démontrer que, siy€d?(J€/Â'), on a Af/=ro
sauf pour un nombre fini de M. Or, on a, pour fç(Q(^C/k) :

Mf= 1 fWM^dx= C f{;c)dx Ç M^di
J ̂  Jyç/k J k

et i My^ dï, == MX l M^ d^ :== o si M restreinte à À ne contient pas la
J^ Jk

représentation unité. Il suffit alors de remarquer que, d'après le théorème de
réciprocité de Frobenius, les représentations irréductibles de ôC dont la
restriction à k contient la représentation unité, sont les représentations
contenues dans la représentation de JC induite par la représentation unité
de À-, c'est-à-dire dans la représentation régulière de JC/À-. Comme X/Â est
fini, ces représentations sont donc en nombre fini, ce qui achève la
démonstration.

COROLLAIRE. — Les représentations de la série principale du groupe de
Chevalley G sur un corps p-adique possèdent un caractère qui est une
distribution sur G,

II suffît de remarquer que, d'après la proposition 15, la restriction V à JC

de U^ est la représentation de JC induite par la restriction de ^ à rnJC,
donc est une sous-représentation de la représentation régulière de JC. Par
suite, une représentation irréductible M de JC intervient au plus dim M fois
dans V.
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