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UNE REMARQUE SUR L'UNICITÉ DES SOLUTIONS
DES ÉQUATIONS DE NAVIER-STOKES EN DIMENSION n,

PAR

ClPRIAN FOIAS.

(Bucarest).

Le but de cette note est de donner des classes intermédiaires de solutions
(dans tout l'espace) des équations de Navier-Stokes en dimension ^, classes
dans lesquelles l'unicité soit assurée. Pour les cas ^ = = 2 et n == 3 nos
résultats sont voisins à ceux correspondants de J.-L. LIONS-G. PRODI (1) et
G. PRODI ( 2 ) , résultats qui d'ailleurs nous ont inspiré.

n ^9 U
1. Soit 'LP=^LP(Iîfl), soit LÎ l'espace de UÇ.'LP tels que —— €l>

l OûC j

(j= 1 , 2 , . . ., n) muni par la norme usuelle (3) , et soient S2, resp. S2 l'adhé-

rence dans L2, resp. L2, de l'ensemble S^ des u==(^y) de C^ ==^C^ (7?71), tels
i

que
,. au,
divu== —— = o.

O X j

( 1) LIONS (J.-L.) et PBODI (Giovanni). — Un théorème d'existence et unicité dans
les équations de Navier-Stokes en dimension 2, C. R. Acad. Se. Paris, t. 248, 1969,
p. 35i9-352i.

( 2 ) PRODI (Giovanni). — Un teorema di unicità per le equazioni di Navier-Stokes,
Annali di Mat. pura ed appl.^ t. 48, 1959, p. 173-182; quant aux théorèmes d'unicité
donnés, dans ce cas {n = 3), dans : KICELEV (A. A.) et LADYZENSKAJA (0. A.). — Sur
l'existence et l'unicité de la solution du problème non stationnaire pour un liquide
visqueux incompressible, Izvestija Akad. Nauk SSSfi, t. 21, 1967, p. 655-G8o, ils sont
contenus dans les nôtres.

( 3 ) Sauf mention spéciale, tous les espaces considérés sont des espaces réels; leurs
topologies et les normes correspondantes sont celles usuelles ; la norme dans -LP,
resp. Z^, sera désignée par | 1, resp. || || .



2 C. FOIAS.

Par définition, une solution^ resp. solution forte^ des équations de Navier-
Stokes sera une fonction VL^^L^^— oo, T) ; S2), resp. ^2((— oo, T^S^4),
^^e 7?o^r t <,o et vérifiant au sens de la théorie des distributions, le
système

( 1 ) ^-.A.,+^=/,+^ô+^, (A,̂ ,.,..,.), 0

OM v, r>o, f ( ^ )eZ2( (_ oo, 77); L2), î(t)=opour t<o, u0 eS2

sont donnés d'avance (et fixés\^ P est une distribution sur (— oo, T) x R'1

^A=————.
CWy . O X j

n
Soit S=^T^, où ^ est l'espace de L. Schwartz des fonctions numé-

riques (réelles), définies sur ^ indéfiniment différentiables et rapidement
décroissantes (vers l'infini), et soit, par définition,

(2) ^(U,V,^)= f U^^dx,
J^ uxk

où u, veL2 et <DeS. Soit S l'ensemble des ueS tels que div u== o.
Dans ce qui suit, un rôle important sera joué par la proposition suivante :

PROPOSITION PRÉLIMINAIRE. — Soit u une solution des équations de Navier-
Stokes. Il existe alors un ensemble de mesure nulle N(VL) C ( o, T[ dépen-
dant seulement de u, tel que pour tout to^N(VL)^ toc (o, T( on ait ( r ))

(3) (U(^o), ^o(^o))=(u°, ^o(o))-4- f°(f(^), ^(t))dt-^-
^o^

+ < [(u(Q, ^(^) )+^(u(^) ,A^o(Q)
•^o

+ ^ ( u ( ^ ) , u ( ^ ) , ^ , ( t ) ) ] d t

quelle que soit ^o(t) ç ̂ ( (o, to) ; S) ( 7 ) .

( 4 ) Pour un espace de Banach X et un intervalle /c7?1, L P ( I ; ^T), i ^jo^oo, désigne
Fespace des fonctions de puissance p-ième sommable à valeurs dans dans X. Évidem-

n
ment on a LP(I; LP) = XLp{Ix /?").

( 5 ) Évidemment toute solution forte est aussi une solution (tout simplement), et

comme u^u^L^^R^ il résulte que u^.Uj, est une distribution (tempérée), donc —(u -u^)ôx • '
a un sens.

( 6 ) ( , ) désigne le produit scalaire dans L2.
( 7 ) Pour un espace vectoriel topologique X^ ^((o, ^) ; X} désigne l'espace des fonc-

tions à valeurs dans X^ définies et continûment dérivables sur (o, ^). La topologie
dans ^((o, t^); X} étant celle de la convergence uniforme des fonctions et de leurs
dérivées.
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Nous allons démontrer celte proposition par plusieurs étapes, en utilisant
quelques idées de G. PRODI [voir la note ( 2 ) ] .

LEMME. — S^ est dense dans S (par rapport à la topologie de S).

En effet, dans le cas contraire il existerait un vecteur T = (T^-) tel que Tj
soient des distributions tempérées, <T, u > = = o ( 8 ) pour tout UçS^ (donc
T==grad To) et <T, u°> ̂  o pour un certain u° e S. Comme AT^divT
est tempérée, T^ l'est aussi, donc <T, u°>==<grad To, uo>==<7To, divu°>=:o,

C. Q. F. D.

En vertu de ce lemme, C^ (o, t^) ; S^) est dense dans C1 ( (o, ^o) ; S) et
par conséquent il suffit de démontrer la relation (3) en supposant que
^(Qe C^ (o, ^ o ) ; S^). Po\ir cela remarquons d'abord que si
^ ( t ) ç C ^ ( ( — oo, 77); S^) ( 9 ) alors, en vertu de ( i ) , on a

r 1
(4) / [ - (u(^) ,^(^))-^(u(0,A<D(Q)-^(u(^) ,u(^) ,^(^)) ]^

^o

r77
:=(u°,0>(o))+< (î(t)^(t))dt.

^0

Soit e(t)çC^(fi1) telle que ^(Q^o, e(^) = = e ( — ^) pour tout t, e ( t ) =o
.,+00

pour [ ^|^i et ^ e ( t ) d t = i , et soit e ^ ( t ) == ô-^e^-11), ô > o.

LEMME. — Pour tout ^çS^ on a
^T

(5) lim \ e , ( t ) ( M ( t ) , ^ ) ^ = = I ( u o , ^ ) .
ô>oJo 2

En effet, soit /ô(0e C^ ((— oc, T)) égale à - I — f ^(T)(^T pour^^—i
2 ^0

et soit ^(^)=/ , (^)^ , ô< T. Alors ^)eCox((- oo, 77) ; S^ ) et par
conséquent on déduit de (4)

-r . \ ^ ^
[ ^(^(u^),^)^-^0,^) ^I f [ (£ (< ) , 0>)|^

•^o 2 2 ̂ o

+^ / |^(u(^),Aa>)+^(u(^),u(^),a>)|^->o,
2^0

pour ô-^ o, c. Q. F. D.

( 8 ) < , > désigne la dualité entre S et •S' == X'S'n.i
( 9 ) Pour un espace vectoriel topologique JT, C^( (—oo , F); ^T) désigne l'espace des

fonctions à valeurs dans X^ définies et indéfiniment dérivables dans (—oo, T) ayant le
support compact. Sa topologie se définit d'une manière évidente. Notons que

€^( (—00, F); C?)=.ren(—oo, T^xT?").
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Reprenons maintenant la démonstration proprement dite de la proposition.
Pour § < T'— to, nous avons ( j o )

..+00 ___

e^^,(t)= < ^-T)^(T)^TeC^((- oo, F); So-)
^ — o s

et par conséquent, en vertu de (4) nous obtenons
^T ^T

(6) f ^(<-^o)(u(^ ^o(^o))^- [ ea(t)(M(t), <&o(o))^
^o *>'o

T

- C [(vi(t),esifW,(t})+v(VL(t),es-kS^(t))+b(vL(t),VL(t),es^^»(t))]dt
^ O

r77 — —
== J (f(^), ^^o(^))^+(u°, ^*^o(o)).

^0

Or, on vérifie sans peine que pour ô —>• o

e^W,(t)-^W~,(t), ^*A^o(^)->A<S(^),
(61)

^ô*^o(Q->^oW dans Z 2 ( (o , 77) ; L2)

(6II) eô*^-^()w^^^ow5 0'=!^,...,^ dans Z^o,?7)!/0)

et

(6111) (u0, ^*^(^))-^^(u°, ^o(o)),

donc en faisant dans (6) ô — ^ o et en tenant compte des convergences (5),
(^Hô111) on obtient

T

(6^) lim f e^t-t,)(vi(t)^,(t))dt
ô>oJo

-<o

= < [(u^), ^o(^))+^(uW, A^oW)+^(u(^), u^), ^oW)]^
J Q

+ f°(f(Q, ^o(^))^+(u°, a>o(o)).0

Mais

1 r7 i r1^
(6^ ( ^(^-^o)uW^-u(^) ^(2sup^(<))-. \ \vi(t)--a(t,)\,dt

1 ^ 0 2 2 0J^_S

et comme u^eZ 2 ^— oo, 77) ; L^cZ^o, T) ; L2), il existe (en vertu
d'une conséquence immédiate du théorème de Lebesgue sur la dérivation de

(1 0) On fera la convention qu'une barre au-dessus d'une fonction définie dans un inter-
valle de 7?1 signifie que celte fonction a été prolongée sur 7?1 par la valeur o.
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l'intégrale indéfinie d'une fonction numérique) un ensemble de mesure nulle
7^(u) C ( o, T[ tel que pour tout to^N(-a) on ait

/,/o+ê

(6^) ï [ u ( ^ ) — u ( ^ o ) .dt->o pour ô-^o.
^^o-S

La relation (3) s'ensuit maintenant de (ô^^ô^), ce qui achève la démons-
tration de la proposition.

2. SoitvçS^ et soit^^v(11) la solution usuelle du problème de Cauchy

pour l'équation de la chaleur -.- == vAu. On vérifie sans peine (par exemple
( J L

par l'intermédiaire delà transformation de Fourier) que^^vç C^{ (o, t^} ;2?)
et comme

div Eii^v == E^ divv = o,

que de plus -Z^^veC^o, to ) ; S). En prenant la fonction <Do(^) (de la
proposition préliminaire) égale à -/^_/^v, vçS^, nous obtenons direc-
tement le

THÉORÈME 1. — Soit u une solution des équations de Navier-Stokes. Alors
il existe un ensemble de mesure nulle ^V(u) C (o, T^ dépendant seulement
de u, tel que pour tout to^:N(vL)^ ^ o C ( o , T[ on ait

(7) (u(^),v)=(u°,/^*v)

+ r°[6(u(^, u(^), ̂ -<*v) + (f(Q, ̂ -,*v)] ̂
^o

^^e^ ^Me 50^ V ç S^.

La relation (6) permet d'étudier les solutions des équations de Navier-
Stokes. Dans ce but donnons d'abord quelques lemmes.

LEMME. — Pour tout p^i efvçC^ nous avons (1 2)

1 / n\
•iv(1^)

1 / n\
\iM

î(8) ||^*,v||_^^Co|v ,^\ , (^(o, ro), ro<^),
^-2

^^

in' ï v^(9) |^*v ̂ ^CilvU^2^ ^e(o,oo(- ^^^V | ïp ^^ i |V|2l
/?-2

( n ) Où l'on a effectivement un produit de composition entre la solution élémentaire E
de — — ^A et v.

àt
( 1 2 ) Dans la suite C ^ ( Â - = O , ï , 2, . . . ) désigneront des constantes.
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En effet il suffit de démontrer ces inégalités pour une composante
de v== (^y). Mais dans ce cas nous avons (1 3)

Et-kv \ 2p ^ C, | Et * v |_^_ = C, | <?-^î+...+^)^)^ 1_2^_
7^+2y0+2

:C,\^,\e-^^-^\^C,\^,^\ ,

[ce qui prouve (9)] et d'une manière analogue

à
^ C., \ ̂ -v^î+...+^) ̂ ) \^ ^c,•E.içvàx

oùj=ï^ 2, . . ., n. La relation (8) s'ensuit maintenant de (9) et de la dernière
suite d'inégalités.

LEMME. — Pour u, wçZ2 et vç C^ on a

b(VL, W,^*V)A, »»,

|6(w, u,^*v)
(10) ^^[wloju l^ lv

1 / 7t\-iv(14-.)
- \ ^

ou o<t^To, To < + oo et 2^ -00 (1^ ) .

Comme c'est une conséquence immédiate de la définition (2), de Pinégalité
de Hôlder et de (8), passons au dernier

LEMME. — PourVLçS^ et'vçS^ on a
1 n

\^
(II) ^(u, u, ^*v)|^C f6[|u||2 u[/ , |v[J1

où o < t << oo et 2 ^-p ̂  oo.

Soit U€S^ ; alors

&(u, u, ^*v)=:—6(u, ̂ *v, u)

d'où (n) s'ensuit, en utilisant l'inégalité de Hôlder et l'inégalité (9). La vali-
dité de (11), pour tout U€S^, en résulte par continuité. C. Q. F. D.

Nous pouvons maintenant donner nos deux théorèmes qui constituent le
but de cette note. Pour cela soit

( 1 2 ) J,((o, T))=\^J \^J Z.((o, T);^).

P>n q>^-

(1 3) Où l'accent désigne la transformée de Fourier.
( u ) Où |u[^ ,= 4-00 si U^LP.
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PREMIER THÉORÈME D'UNICITÉ. — La solution des équations de Navier-Stokes
est unique dans la classe ^((o, T)) n L^ ((o, T) ; L2).

DÉMONSTRATION. — Soit u^(;=:i, 2) une solution des équations de Navier-
Stokes appartenant à cette classe. Soient to < To tels que 7o << T
etw(t) =Vii(t)—Viî(t) soit presque partout nulle dans ( o , ^ o ) . De (7) on
déduit que pour tout tç. (to, T^—TV^u;) elvçS^ on ait

(U,(0,V)=:r [6(U,(T),U,(T),^._,*V)4-(f(T),^-.*V)]^T+(U,(^),^_^*V)
J / o

et par suite

(W(<0,V)=== f [6(Ui(T),W(T), ^_,*V)+&(W(T),U,(T), ^_,*V)]^T

^ / o

d'où, en tenant compte de (10) et du fait que presque partout w(<) eS2 on
obtient

(l3) \W(t) .̂ C,V f U,(T)|^|W(T) ,
u^

o ̂ j » 1 IA^^ l^il w ^^ | 2 — —

^l*7'0 ( ^ — — ^ ) 2 V ' • ^ .

où 7?; sont choisis de la manière que

dr
i / n\ '

-r^P.)

^Pi(i3') u,çZ^((o, 77); L^) avec q^—t—— (i=ï^),
Pi — n

et ^^7V(Ui) n^V(U2). De {ï3)-(î3') on déduit que pour tout ti € (^o» ^o) 0"
ait (presque partout)

r ^
^ / r7' \<7i ^^-i

W^I^Cd ^,C6^ < (|u,(^)k)^^ (^-^o)2^ qi vraimax w(^)[2AJ \Jo / ^^

où ^€ (^o, < i ) , donc

/vrai max|w(^) \^\ [i — C^(ti— foY1— Cio(ti— to)^]^o
\ io^t^fi 7

où ri, /^ > o. Cette dernière relation entraîne que pour t^t^-}- Cn (où Cn
est indépendante de to (15)) on a | w(<) [2 == o presque partout. De cette manière,
en prenant ^o== o, on obtient Ui ( t ) = U a ( ^ ) presque partout pour t ^_ Cn et
par conséquent aussi pour t^^Cn, puis pour t^3Cn etc., ce qui achève
la démonstration du théorème.

( 1 5) Mais qui dépend de Zg fixe mais arbitraire dans (o, T[,
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DEUXIÈME THÉORÈME D'UNICITÉ. — La solution forte des équations de Navier-
Stokes est unique dans la classe ^((o, 77)).

Ce fait est un corollaire immédiat du théorème antérieur et du suivant :

THÉORÈME 2. — Toute solution forte u des équations de Navier-Stokes
felleque-aç^n((o, T)) appartient à L" ((o, To); L2) quelquesoit T^ç. (o, T(.

DÉMONSTRATION. — Soit/?o > n et qo > 2^0 tels que uç. Z^°((o, 77), L^°).
/^o —' n

De (7) et (n) on déduit

\u(t) ̂ C,f ||U(T)||,|U(T)|^ ^ ^ ^ ( Ç \\î(t)\^-dt\T^\u0^
Jo (^-T)^o v- f t /

quelle que soit o^t^To^ ^7V(u), d'où
i

/ r7' \2 / r 7 1 \{lo PJ^—L
\VL(t)\^C^( (\\VL(t)\\^dt) ( {\^(t)\p^dt\ T, ̂  ^

\^o / V^o /

-^-C,,T]-^C^,

donc |u(^) \2^=C(To) presque partout dans (o, Zo), C. Q. F. D.

(Manuscrit reçu le 3o mai 1960.)


