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SUR QUELQUES VARIÉTÉS RIEMANNIENNES
SUFFISAMMENT PINCÉES

PAR

MARCEL BERGER
( Strasbourg).

1. Introduction. — Cet article contient la démonstration des théorèmes 1
et 2 ci-dessous, seulement énoncés dans un article précédent (théorèmes 11
et 12 de [1]), qui concernent les variétés riemanniennes suffisamment pincées.
Rappelons brièvement quelques définitions et notations classiques qui seront
nécessaires (on peut aussi se reportera [1]).

Toute variété riemannienne considérée sera compacte et. sa métrique
indéfiniment dijfférentiab le. T ( V) (resp. Tp) désignera l'espace des vecteurs
tangents à V (resp. tangents à V en p ) ; si JT, Y ç. Tp^ on désignera, quel
qae soit/?, par ^^T, Y^ et || ^¥\\ le produit scalaire et la norme de la struc-
ture riemannienne considérée sur V. Si /?, q sont deux points de ï7, on
notera <^(/?, q) la distance de p à q dans l'espace métrique canoniquement
associé à T ; on sait que si V est complète, a fortiori si V est compacte, il
existe toujours au inoins une géodésique joignant deux points quelconques/^,
q de î et dont la longueur est égale à d ( p , q). Les géodésiques seront
toujours supposées paramétrées parleur arc; si T == j y ( ^ ) } (o^p^/) est
une géodésique, on notera Y ' ( t ' ) € T^.,) son vecteur tangent en y ( ^ ) et l'on
aura donc || y ' ( r ) 1| == i quel que soit c, et long (T) ==/.

Lieu résiduel. — Soit F == { ï ( ^ ) j (o ^=_v é=ioc') une géodésiqoe infinie
issue d'un point fixe p de V. Comme V est compacte, d{p^ q) est borné.
Donc il existe ('o tel que d ( p , v ( r ) ) == v pour c^^o et d ( p ^ { ( ^ ) ) < ^
pour v > ^'o. L'ensemble des y ( ^ 0 ) 5 lorsque F parcourt l'ensemble des géodé-
siques issues de/?, est appelé le lieu résiduel de p et noté C ( p ) .

Transport parallèle. — On sait que, une courbe 0, différentiable par
morceaux et d'extrémités/?, q, étant donnée, ainsi qu'un vecteur Aç 7^, on
v attache canoniquement un vecteur } ç T(, dit déduit de X par transport
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parallèle de p à q le long de (0 ; le transport parallèle respecte le produit
scalaire et si r =: { y^) } (o ^v-^l) est une géodésique, quel que soit F, le
vecteur ^ ' ( ç f ) es^ l̂111 déduit de y ' (o) par transport parallèle de y ( o ) à Y ( c )
le long de F. Soit X == { X{v}} (o ̂  v ̂  l) un champ de vecteurs le long de F,
c'est-à-dire que ^T(( ')€ ^(c) quel que soit v\ on définit le champ

V^== iV^(^ ) } (o^^/)

le long de I\ dit dérivée covariante de 3^ le long de F, de la façon suivante :
soit -^(^, w) le vecteur déduit de A'(w) par transport parallèle de y(w) à Y(^)
le long de F, on a -/T(^, w ) € ^Y((") pour tout w, il est donc loisible de
poser V X (v) ==JT^ (^, P) . Remarquer que « VJT(^) == o quel que soit v » est
équivalent à « quel que soit p, le vecteur ^T(^) est déduit de ^T(o) par trans-
port parallèle de y ( o ) à y (^ ) le long de F ».

Courbure. — Le tenseur de courbure de V est, quel que soit pç. F, une
forme bilinéaire antisymétrique sur Tp à valeurs dans l'espace des endomor-
phismes de 7^, notée (JT, J )-^/?(^r, V). La courbure de T^dans un sous-
espace .̂ de dimension 2 de Tp est, par définition

p(^.)^=p(jr,r)==- <7?(^r)^ r>
^||°[|r|p-<^ry

où J[, Y sont deux vecteurs linéairement indépendants de Tp servant à
définir ;JL. Remarquer que, Y étant fixé, l'application JT—^7? (^l, JT) ̂ , J^)>
est une forme quadratique sur Tp. La variété riemannienne V est dite
o-pincée si Von a

où ^-_ p ([L} ̂  A quel que soit [M.

Dans toute la suite on supposera avoir norme la métrique de V de façon
quon ait o ̂  p (^,) ̂  i quel que soit '^.

Champ de Jacobi. — Soit T ( t ) == } ^ ( ^ j t) \ (o ^F^/, — ^•^zt^a}
une famille à un paramètre de géodésiques de V\ telle que

T(o)--T^{^^)} (o^r^/) .

Et soit X ̂  \A " ( c )} le cliamp le long de F induit par T ( ^ ) , c'est-à-dire défini

par ^T(^) =~^ — ((', o). On démontre que <f£ (champ de Jacobi) vérifie l'équa-

tion différentielle linéaire du second ordre

(i) vv.r(^)=-^(^.r(p))Y^).
Si, réciproquement, un champ X le long de T est donné et vérifie l'équa-

tion ( i ) , alors il existe une famille T ( t ) de géodésiques voisines de F, qui
induit X sur r; si ^T(o) == o, on peut supposer que toutes les géodé-
siques F ( t ) ont même origine que T.
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PREMIÈRE PARTIE.

11 a été démontré dans [1] que si ï7, variété riemannienne, de dimension
paire, compacte, simplement connexe, est o-pincée avec ô > i/4, l'homologie
entière de T est celle de la sphère de même dimension : Hi(V\ Z) == o
pour i^i^dïm V— i. D'autre part, on sait ( [2]) que les espaces rieman-
niens symétriques suivants :

espace projectif complexe : P,i{C) == SU(n 4- i ) / U ( n ) ;
espace projectif quaternionien : P^(Ç) == Sp(/i + i)/Sp(^) x Sp( i ) ;
plan projectif des octaves de Cayley : P^ (Ça) == /^/Spin (9)

(qui, classiquement, ne sont pas des sphères homologiques et sont simple-
ment connexes) possèdent une structure riemannienne canonique (à un sca-
laire près) dont la courbure est invariante par transport parallèle. On en
déduit facilement que leur métrique est ( i/4)-pincée. En effet, ces espaces
symétriques sont ceux de [2] qui y sont appelés « de rang un » ([2], p. 437,
442? 4^^5 4^ô) : toute géodésique F, issue d'un point/? quelconque, est fermée
et de longueur 2 TT, et le lieu résiduel C ( p ) de p (« variété antipodique » dep
dans [2]) est le lieu des points situés à la distance constante TT dey?; il coïn-
cide avec le lieu du premier conjugué de p sur T. Il en résulte que les champs
de Jacobi le long de I\ qui s'annulent en j?, ne peuvent s'annuler que, soit
en Fn C(p) à la distance T. de 7?, soit en p à la distance 271 de p ; on en déduit
immédiatement, parce que la courbure est invariante par transport parallèle,
que la courbure le long de F, pour ces champs de Jacobi, est constamment
égale, soit à i, soit à i/4, d'où le fait que l'espace considéré est (i/4)-pincé.
Dans cette première partie, on démontre le

THÉORÈME!. — Soit Vune variété riemannienne compacte^ de dimension
paire ̂  simplement connexe^ ( ï/^)-pincée et qui n^ est pas une sphère homo-
logique. Alors V est Vun des espaces projectif s énumérés ci-dessus^ muni de
sa métrique canonique.

La démonstration du théorème se fait ainsi : on démontre d'abord l'exis-
tence en tout point p de ï7, d'une géodésique passant par p^ fermée en p et
de longueur 27:. D'après [l], ceci entraîne d ( p ^ q ) ^ 7 : ^ quels que
soienty?, qç. V\ d'où l'on déduit que le lieu résiduel C ( p ) de p peut être
défini comme le lieu des points de V situés à la distance constante TT de p .
On montre ensuite que toutes les géodésiques de V sont fermées et de lon-
gueur 2 TT. Le long d'une telle géodésique, on prouve alors que la courbure
est invariante par transport parallèle.

La courbure est donc à dérivée covariante nulle en tout point et dans toute
direction; d'après [3], cette condition suffit pour entraîner que V est un
espace riemannien symétrique. Mais, parmi ceux-ci, seuls les espaces projec-
tifs ci-dessus sont à courbure strictement positive.
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Dans l'énoncé des lemmes 1 à 10 ci-dessous, il sera toujours sous-entendu
l'hypothèse suivante : V est une dimension riemannienne compacte, de
dimension paire ̂  simplement connexe^ i /^-pincée et n'est pas une sphère
homologique.

2. Géodésique fermée passant par un point.

LEMME 1. — Quel que soit p ç F, il existe une géodésique fermée en p et
de longueur 2 T..

(Pour les notions utilisées dans ce paragraphe, voir [1] ou [o].)
Par hypothèse, V n'est pas une sphère homologique; d'après la démons-

tration du théorème 11 de [l], si les deux points p , q de V sont tels
que S ( p , q) soit régulier, il existe une géodésique T de P, d'extrémités/^, q
et d'index / tel que i ̂ ?< (dim V — i) ; en particulier T est de longueur
inférieure ou égale à 2 TT et, étant d'index > o, rencontre le lieu résiduel C ( p ) .
Fixons pç V\ les q tels que S ( p ^ q) soit régulier étant partout denses
dans F, il existe une suite [q{n)\ de points de F ( / î = = i , 2, . . . ) , telle
que S ( p ^ q(n)} soit régulier pour tout n et que la distance d ( p ^ q ( n ) ) tende
vers zéro lorsque n tend vers l'infini. Soit T (n) une géodésique d'extré-
mités /?, q{n) et d'index compris entre J et (dim V — i ) ; on a donc
long( r ( / ^ ) ) ^27: et T(n) rencontre C ( p ) en un point, soilr(n). D'après le
théorème 8 de [l], on a d ( p , r ( n ) ) ̂ 7: quel que soit n. Comme

d ( p , r ( n ) ) ̂ d(p, q(n)) -4- d{q\n), r (n ) ) ,

long(r(/î)) ̂ d(p, r(n)) + d ( r ( n ) , q ( n ) } ,
on en déduit

l ong ( r (^ ) )^2<^(7? , r ( n ) ) — d ( p , ^ ( ^ ) ) ^ 2 7 T — d ( p , q ( n } ) ,

d'où, pour l ong ( r ( / ^ ) ) , l'encadrement

(2) ï r . — d ^ p , q ( n ) ) . -=long(r(^)) ̂ 2 T..

Considérons les vecteurs unitaires A\n)^ tangents en p aux géodé-
siques r(/î). Ils ont, sur la sphère unité de Tp qui est compacte, un point
d'accumulation au moins, soit A ' . Désignons par

{.Y{m{n))\ [m(/Q-^j

une suite extraite de la suite j A \n) ( et convergeant vers X. Lorsque n —x ,
les géodésiques T(m(n)) convergent vers une géodésique F, tangente en p
à X\ d'autre part T a pour extrémités y ) et la limite de q ( m ( n ) ) , qui est
aussi p puisque

d(p, q(n))->o (/i-^oo).

L'encadrement ( 2 ) montre enfin que long (F) =z 2 TT. Il reste seulement à
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montrer que T est fermée, c'est-à-dire que si

^==iï(ç ;) K0-^^27^ Y(0)==:Y(27T)=/ ) ]

on a '^(0) == -/(a 7:). Plus généralement, on a le

LEMME 2. — Toute géodésique de F, de longueur ir^ et dont les extré-
mités sont confondues^ est fermée.

Choisissons u=^(s) tel que s= d(p^ u). Alors la restriction

1'== } y ( w ) }(S^W^9.7T:)

de r rencontre €(7?) en r et l'on a (théorème 8 de [1] : d(p^ r)^r:. Mais

long(r) == 2 TT^ d ( p , r ) -+- d ( r , u) -h d(u, p ) .

Si l'angle en p n'est pas plat, c'est-à-dire si y7 ( o ) ̂  Y/ ( 2 TT) , on a l'inégalité
stricte d ( p ^ r) <; d ( p ^ u) + d(u^r)^ qui conduit à une contradiction.

3. Lieu résiduel d'un point.

LEMME 3. — Quel que soit pç V^ on a

C(p)=={qçV d(p^)=.n\.

Soit F = { ^ ( t ) j (o ̂ t <<oo ) une géodésique infinie issue de p et y (^o) le
premier point où elle rencontre C ( p ) . D'après le lemme 1, on peut appliquer
le théorème 9 de [i], qui affirme que d ( p ^ q) ̂ n quels que soient/?, qç V\
ce qui implique t^^T:. D'autre part (théorème 8 de [1]) '• d ( p ^ q} ̂  TT ,
quel que soit qç. C ( p ) ^ ce qui implique ^0^7:. D'où to^T:.

LEMME h'. — Soient r et s deux points distincts de C(p) et

A = { l ( t ) } (o^t^l)

une géodésique de F, d'extrémités r==^(o) et s==l(l) et de longueur l
inférieure ou égale à n. Alors A c C(p).

On a d ( p ^ r ) == d ( p ^ s) == 7: (lemme 3 ci-dessus) et d ( p ^ ^ ( t ) ) ^TT quel
que soit t (théorème 9 de [1]). Supposons A non contenue dans C ( p ) ' , la
fonction t->d(p^ ^ ( t ) ) est continue en ^, donc atteint son minimum sur
l'intervalle fermé [ o, i ], soit en /o tel que o < f-Q < i et l'on a d ( p ^ 7 (/o)) < T:-
Soit0== j6 {v)\(o^v^m) une géodésique d'extrémités 6(0) ==/?, 6(/n)==À(/o)
et de longueur m = d ( p , ^ ( t o ) ) < n. D'après la proposition 2 de [l], on a

</ / (^o) , ô^m)):^.

Ce qui permet de considérer dans V l'angle droit de sommet ^ ( ^ o ) ? dont un
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côté est @ de longueur inférieure à 7; et l'autre la restriction

Â = { ^ ( < ) { (o^t^t,)

de A, de longueur inférieure à ÎT; les deux extrémités de l'angle étant donc p
et r. D'après le théorème 6 de [l], on aurait alors d ( p , r} < TT, ce qui est
une contradiction.

LEMME 5. — Dans les hypothèses du lemme 4, soit déplus

I = = [ V ( V ) } (o^p^Tî)

une géodésique quelconque de V, de longueur T! et d'extrémités a (o) =p
et a (-n:) = r. Dans ces conditions, on a <À'(o), (7'(7r)> =: o.

Soit t quelconque tel que o <t < /, d'après le lemme 4, on a
d(p,ï(t))=n; soit <î={cp(».)} (o^p^7r) une géodésique d'extré-
mités cp (o) ==p,^ (TT) = ), ( ( ) et de longueur TT. D'après Ja proposition 2 de î l]
on a

<0'(7T), } / (<)>=o;

d'autre part, désignons par 'C = { P (P ) j (o^^7r ) le champ le long de 4»
défini par les deux conditions P(7r) =À ' (< ) et VP(P) =o quel que soit »•.
D après le corollaire de proposition 3 de [1] le fait que d ( p , À ( / ) ) = = TT quel
que soit t, entraîne que le champ 'î vérifie p ( P ( v ) , cp ' (^ ) ) =1/4 quel que
soit v. Pour chaque t tel que o < t < i, il existe donc une géodésique de
longueur TT et d'extrémités/», À ( < ) et, le long de celle-ci, un champ S du
type ci-dessus. On voit, par continuité, en faisant tendre t, vers zéro, qu'il
existe une géodésique ® = { ( v ) }(o^;=7r) telle que 6 (o) ==p, 6 (TT) = ,.,
<9'(7r), ? / ( o )>=oe t un champ c% = { N (P) j (O^^TT) le long de © teî
que 7V(7T) =/'(o). VN^) = o et p ( Y V ( ^ ) , 9'((.)) =1/4 quel que soit v,

Définissons un champ X = {X{v}} (o ̂ v^-n:) le long de ® par
X{v) == sin (p/2) N(v) : le champ X est un champ de Jacobi. Car V7V(P) == o
quel que soit v entraîne

^(^ih08^)^) et VV.r(^=--sm(^YV(^

et d'autre part les conditions p(7V(P) , 9'((.)) =1/4 et p(^, F) ̂ i/4 quels
que soient X, Yç. T^,) entraînent classiquement que N ( v ) est un vecteur
propre pour la valeur propre i/4 de Pendomorphisme de T^ canonique-
ment associé à la forme quadratique

^r-^<7î(^, W{v))A\ 9'(^)>
sur yo(w) ; on a donc

/î(9'(^,^'((.))9'(^=--^((.)
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et Inéquation ( i ) du n° 1 est bien vérifiée. Il existe donc une famille

6 (u) == { 6 (^, u) } (o ̂  v ̂ T:, — a ̂  //. ̂  a, a > o)

de géodésiques telles que ©(o) ==0,6(o , u) ==:? quel que soit u^ induisant
le champ X le long de ©, c'est-à-dire qu'on a 6« (7T , o ) = = / / ( o ) . Autrement
dit, la courbe W == { ' ^ ( u ) = 9 (TT, ^) j est tangente à A en r et est tout entière
dans C { p ) (d'après le lemme 3). Si l'on avait <(^(o) , (^(TT^^O, on aurait
aussi ^o-^Tr), ^ / (o ) )>^o et d'après la proposition 2 de [l], il existerait des
points de W^ donc de C ( p ) , situés à une distance de p strictement inférieure
à TT, ce qui contredit le lemme 3.

LEMME 6. — Soit q un point quelconque de C(p) ; le sous-ensemble T° de
7y, constitué par les tangentes en q aux courbes de C(p) qui contiennent q^
est un sous-espace vectoriel de T^.

Soit qç.C ( p ) et fixons une géodésique 2 = j c r ( P ) } (o ̂  v ^_ 7:) de lon-
gueur TT, d'extrémités o- (o) == p , a (?:) == q. Soit T' l'ensemble des
champs c')I == { A'(P) } (o ̂  ^ ̂  7:) le long de 2, qui vérifient les conditions :

a. <TV(P), ^(,')>=:o;
^. VTV(^) r= o quel que soit v ;
c. p (7y (^ ) , o''^)) = i / / 4 quel que soit c.

Et désignons par T'^ la restriction de T ' à 7^ [c'est-à-dire l'ensemble des
Nç. T,, tel qu'il existe ffiç. T1 pour lequel 7V(7r) ==7V]. La démonstration du
lemme 5 a montré l'inclusion T ' ^ c T^. On a aussi T° C T^. Soit, en effet,
A == { 7 ( ^ ) } (o^^^a< 7:) une courbe incluse dans C (p)^ telle que À(o) =y.
Pour ^ > o , désignons par A (/) == p.(^, ^) j [o ̂  u ̂  l ( t ) ] la géodésique
unique d'extrémités q, l ( t ) et de longueur l ( t ) == d{q, / ( / ) ) . D'après le
lemme ^-, on a A ( t ) c C ( p ) quel que soit / ; et alors il existe un champ
^Z(t)ç.T' tel que N ( t ) (7:) = 7^ (o, t ) . Mais, quand t tend vers zéro :
/4 (o, jf)-> ^ / (o ) ; il existe donc un champ c^i ==: lim c^ ( f ) (t—> o) tel
que fftç. T et TV^TT) = ^(o).

Puisque 77^ == 77^, il reste seulement à montrer que T ' est un sous-espace
vectoriel de Ty; plus généralement, T ' est un sous-espace vectoriel de l'en-
semble des champs le long de î. En effet, les conditions (a) et (b) sont visi-
blement linéaires. Pour la condition (c), remarquons, comme dans la démons-
tration du lemme 5, que la condition p (^T, o-7) (c)) ==i/4 implique que ^Test
vecteur propre, pour la valeur propre i/4, de l'endomorphisme canonique-
ment associé à la forme quadratique

X -> < H ( X, ^ ( v ) ) X, a' (v ) > sur 7\,

Or les vecteurs propres pour une valeur propre donnée constituent évidem-
ment un sous-espace vectoriel.
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REMARQUE. — Désignons par T " l'ensemble des vecteurs tangents en q aux
géodésiques, de longueur inférieure ou égale à TT, joignant à q à un point r
de C(p)^ distinct de q. On a vu que T" c T^ et l'on a même utilisé que T\
était partout dense dans 770 On déduit facilement de ceci et du lemme ^ l'éga-
lité T"^ == T°^ d'où le fait, qu'on n'utilisera pas dans la suite, que C ( p )
est une sous-variété de V ^totalement géodésique^ daprès le lemme f 4 ' ) .

4. Toutes les géodésisques sont fermées. — Soit q un point quelconque
de C { p ) . Désignons par î/°(resp. U1) le sous-ensemble de V constitué par
les géodésiques de longueur égale à TT (resp. de longueur strictement inférieure
à 7T/2) issues de q et dont les tangentes en ^appartiennent à T^ (resp. appar-
tiennent à l'orthogonal T^ de 7^ dans T'y). On a évidemment C ( p ) c U ° .

LEMME 7. — Quels que soient rç. U^ et Sç. U° tel que s y^. q^ on a

d ( r , s) > d ( r , q).

Il suffit de considérer l'angle droit de sommet q dont un côté est la géodé-
sique joignant /' à ^, de longueur << 7T/2, et l'autre côté la gëodésique joi-
gnant q à s et de longueur TT, et d'appliquer le théorème 6 de [1] : la distance
d ( r ^ s) est plus grande que la distance des extrémités du même angle tracé
sur la sphère S ( J ) de courbure constante égale à i. Et si s ̂  q^ cette der-
nière distance est visiblement supérieure à d ( r ^ < / ) , ce qui démontre le lemme.

LEMME 8. — Quels que soient qç.C(p) et X ç. T^ tel que [|^[|=:i, il
existe une géodésique 0 == [ 9 (?) } (o^ (-'^TT), de longueur T: et telle que
6(0) ==p, O ( T T ) -==iq et O^TT) =:JT.

Soit r le point de U^ extrémité de la géodésique

0=z { 6 ( P ) j [(7T/2) — a^v^-r., a>o]

telle que 6 [ (71 /2 )—a ]==/ ' , 9 ( 7 r ) ^ = ^ et O^T:) :== J:". Soit ^ la géodésique
unique d'extrémité p^ r et de longueur égale à d ( p ^ r). Soit<I^ la géodésique
infinie d'origine p et prolongeant <D, et s le premier point où elle rencontre
C(7? ) . 0na

d ( p , s) = d ( p , r} 4- d ( r , s ) = 7-, d ( p , q) -=. r. ̂ d{p^ r ' ) + d(r, q},

donc d ( r , q) ̂ d(r^ s ) ^ ce qui (lemme 7) entraîne s == q. Donc 0C^* et la
partie de <D* qui est d'origine p et de longueur TT répond à l'assertion du
lemme.

LEMME 9. — Quel que soit p ç V^ toute géodésique issue de p est fermée et
de longueur 2 n.

Soit 9 == [ 6 (^) } (o^ v ^_r.) une géodésique issue de /?, de direction
quelconque, de longueur r.. Elle rencontre C(p) en 6(7:). D'après le lemme 8,



VARIÉTÉS RIEMANNIENNES SUFFISAMMENT PINCÉES. 63

il existe une géodésique <I> == [ ^ ( ^ ) } (o ̂ ^^^), telle que (?(o)—:/^ ,
^ (TT) == 6 (Tr) et <^' (r:) = = — Q ^ T T ) . Cette dernière condition implique que la
géodésique © U ^ D est le prolongement de ©; elle est de longueur 271, d'extré-
mités y?, p donc, d'après le lemme 2, elle est fermée.

o. Dérivée covariante de la courbure le long cTune géodésique
fermée. — Soit F { y(F) \ (o^^^27r) une géodésique fermée de longueur 27:;
posons Y ( o ) = = y j , ^ (T:) = q = C ( p ) C\Y. Soit T° l'ensemble des champs
^t==[N(v) } ( o ^ v ^ T ) le long de F tels que :

a. ^(P),^)):^;
b. VTV(^) •==. o quel que soit v\
c. p^^),^))^!^.

Appelons T°^ la restriction de T° à T^(,,).
Définissons un champ de Jacobi de p à q le long de F par la famille

suivante de géodésiques r (a) . Soit Y un vecteur quelconque tel que Y ç. T\
et I I Y\\ =1 ; d'après le lemme 8, pour tout a compris entre o et Tr/2, il
existe une géodésique F(a) == } y(ç ' , a) } (o ̂  ^^TT, o^a^TT/2) telle
que y(o, a) ==7?, y(7:, a) == ^ et y'(,(7r, a) == cos ( a ) .Y / (7^ ) 4- s in(a) . Y. Le
champ ^ === j Y ( ^ ) ==^0(^5 o) }, que la famille F (a) induit de/? à ^ le long
de r, est un champ de Jacobi par définition, et il vérifie Y(o) == ^(7r) == °'
puisque toutes les géodésiques r (a ) ont pour extrémités fixes/?, q et pour
longueur TT. Mais :

LEMME 10. — Uji champ de Jacobi [ Y { v ) \ de V {le long deY ) quivéri/ie
-î '(o) ==. Y(r.) ==: o, vérifie de plus nécessairement

vr(o ==o et p(-n^), Y^)} ̂ i
quel que soit c.

Ce lemme se démontre en analysant la démonstration du théorème ^
de [6]. Appelons Z ( c ) un champ de Jacobi de la sphère -S'(i) de courbure
constante égale à i , satisfaisant aux mêmes conditions initiales que % c'est-
à-dire Z ( o ) = = o et I I ^ (0)11 ==|| Z ' ( o ) I I ; d'après la page 44 de [6], on a
l'égalité

( lir^ll^llZ^^.exp^ C\f{u)du\
\ \ *A) /
\ avec f(it)^^o quel que soit u.

Le champ [ Z\^} \ vérifie Z'(TT) == o, puisque toutes les géodésiques issues
d'un point de «S'(i) repassent en son antipode qui en est situé à la distance TT.

/ ^ \
Montrons que Y (7:) == o entraîne exp( f f ( u ) d u ) = : i . En effet, en
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dérivant deux fois l'égalité (3), compte tenu de ce que les deux champs
s'annulent pour o et pour TT, on obtient

/ r " \\\ r(r:) [ [^[[^(TT) |[2./., où l'on a posé k = exp ( ^ f ( u ) d u ) .
\Vo /

Échangeons les rôles de p et q\ le champ j /i'/2 Z\v} \ est encore un champ
de Jacobi de *S'(i), de q à p^ et vérifie l'égalité des conditions initiales en q '.

\\r•^ii^n/c1/2 z•(TT)||.
On a donc en appliquant de nouveau (3) et en dérivant deux fois :

\\Y'{o)\\^\\z'{o}\\^k
qui, puisque |[ Y ' (o) \\ == |[ ^(o) ||, entraîne bien que k =-= j . La fonction j\u)
étant positive ou nulle, on a nécessairement f(u.)=:o quel que soit
u(o^u^rc). D'après les pages 43-44 de [6], cette dernière condition
implique que les champs j Y'(?) \ et [ Z ( ^ ) } sont les mêmes; mais le champ
j Z ( v ) } sur S ( ï . ) vérifie V Z ( v ) = o quel que soit ^, et évidemment
p ( Z ( ^ ) , ^ { v ) ) = ï .

On peut multiplier les champs tels que [ Y ( v ) j par un facteur constant;
on a donc démontré que, quel que soit Y ç. T1, il existe un champ y= [ Y (y) j
le long de T tel que Y(n) = Y, V Y{v) = o et p (J" (P) , y^^)) =i quel que
soit v. Appelons Tli^ la restriction à T^,,) de l'ensemble de ces champs.
Puisque VJ^(P) == o quel que soit p', c'est que T^,,) est le sous-espace déduit
du sous-espace T\. par transport parallèle de q à Y ( c ) le long de F, et l'on a
la décomposition en somme directe :

T^,) = T°^ + 7^), pour tout v.

Pour un élément quelconque de T°^,^ la courbure p ( ^ I , Y^')) est à dérivée
covariante nulle le long de F, puisque cette courbure est constante pour un
champ à dérivée covariante nulle le long de F; il en est de même si X
appartient à T^,,, ; la décomposition en somme directe ci-dessus montre donc
qu'on a

(V./(,)/?)(Y^),.r, ^(^.JQ^o

quel que soit v et quel que soit X~ ç, ^y^), et, en particulier, que

(VY/(O) /? ) ( y ' ( o ) , X, ^(o) , X} =-= o pour tout X ç: Tp.

Comme toutes les géodésiques issues de p sont fermées et de longueur 2 7:,
le raisonnement précédent s'applique pour toutes les directions de géodé-
siques issues de/?, c'est-à-dire qu'on a (Vr^?) (Y^ ^T, Y^ X) = o, quels que
soient JT, Yç.Tp^ le point p étant aussi un point quelconque de F, on a
donc (V}7?) (V, ^F, J^, X) •==. o, quel que soit pç. V et quels que soient
.T, rçT^. D'après les n0- 238 et 239 de [3] (p. 258-260), ceci entraîne
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(V^T?) (^, f , Z, 77) ==o, quel que soïtpç V et quels que soient ^T, Y^ Z,
77, ^e 7^, c'est-à-dire que V est un espace riemannien symétrique. Mais,
de plus, V est à courbure strictement positive ; la courbure d'un espace
riemannien symétrique G / H . dans le sous-espace pi, défini par les deux
vecteurs JT, V, est, après les identifications convenables

p(^, r)=||[^ r]|r^

où la norme est celle définie par la forme de Killing de G et le crochet celui
de l'algèbre de Lie de G. L'espace symétrique G/H doit donc être tel que
jamais il n'existe deux éléments linéairement indépendants de l'algèbre de
Lie de G/H^ dont le crochet est nul. Dans ce cas, l'espace symétrique G/H
est appelé, dans [2], de rang un. Les rangs des espaces symétriques sont
tous déterminés dans [2]; et l'on y vérifie bien que seuls les sphères et les
espaces projectifs énumérés dans l'introduction sont de rang un ; ce qui
démontre le théorème J .

DEUXIÈME PARTI i;.

Le théorème 1 permet de penser qu'il existe un scalaire ôo<i/4 (éven-
tuellement Oo== o !) et un théorème dont l'énoncé serait : si V est compacte,
simplement connexe, de dimension impaire et ô-pincée avec o^> ôoi alors V
est une sphère homologique. Lin théorème de ce type n'a pu encore être
obtenu à l'aide de la théorie de Morse ; le seul résultat obtenu est le

THÉORÈME 2. — Soit V une variété riemannienne compacte^ ^-pincée et

de dimension impaire é^ale à 2m+i. Alors, si ô >> —-———^/? le secondSm — o
groupe de cohomologie réelle ZP( V\ Z) de V est nul.

COROLLAIRE. — Soit V une variété riemannienne compacte^ de dimension 5
et o-pincée. Si ô >• 2 / 1 1 , la cohomologie réelle de V est celle d^une sphère^
c'est-à-dire qu^on a H1^ V\ 7?) = o, pour i ̂  i^[\.

La démonstration utilise, d'une part des majorations du tenseur de
courbure d'une variété riemannienne positivement pincée, d'autre part la
formule classique de Bochner-Lichnerowicz relative aux formes harmoniques
d'une variété riemannienne.

6. Majorations du tenseur de courbure d^une variété riemannienne
positivement pincée. — Soit p un point quelconque de V et {JT;, Xj^ Xki ^h\
un ensemble orthonormé quelconque de Tp. On posera, dans toute la suite :

7?(^/, k, A)^-<7?(^., X,}X^ ^,>;
p (/, j ) ̂  p {X^ X j } •==. — 7?(/, y,/, y),
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[ — 7 ? ( / , y , À-, h} n'est aatre que la quantité désignée classiquement par
Riikh '' voir [3] par exemple].

Rappelons que les 7?(/, j\ k, h) sont antisymétriques en i, j d'une part, en
A-, h d'autre part, et qu'ils vérifient les identités classiques

/?(<,,/, À , h) +/?(/, À, A , / ) + 7 ? ( / , h, y, ^) = o,
7?(/,y, À , A)==7?(À- , A, / ,y ) .

On peut majorer les 7?(?,y, <f, Â-), puis les /?(/,,/, A, h) d'une variété
riemannienne ô-pincée, en exprimant que

(4) ^p(Jr,,a.ry4-^r,)^i
/^ ^ ^ / T 7 T- ^ ï T^ x (quels que soient a, 6, <°, d ç H ) :(5) ô^p(aJE;+&^, c^^/,4-(r/^•)^I ^ 1 ' ' ' ^

De (4), l'on déduit

^(P^^-^+^T?^/, /, Â-)4- ^ 2 ( p ( / , À ) - ô ) ^ o ( quels que
rt2 (i — p (;', /)) — lab R { i , /\ î\ k) + b'2 ( i — o (i, Â-) ) ̂  o [ soient a, ^ ;

d'où, classiquement, les majorations

1 ̂  J\ ^ ̂  | ̂  (P (^ ./) - ô)V•2(p(/, Â-) - ô)1 /2

1^ (^^ <, ^ |^(I -?(/,. /))1 /•2(I - p(^ À'))1/-2

et les majorations moins fines

\R(i,J\ i\ k)\^ ^ (?(/, . /) 4-p(?, À - ) — 20) ,

|7?(^y, /, Â- ) |^^(2-p( / , , / ) -?( / , /Q),

|7?( / , . / , / ,Â- ) [ ^^ ( i -ô )

(toutes ces majorations, quel que soit l'ensemble orthonormé \Xi,X j,A\\ ) .
Pour majorer /?(/,./, A', A), on écrit l'inégalité

ô ̂  p (a^r, + ̂ .̂, cjr/, + d^j)

sous la forme /^(a, /; 6, A ; c, /z; d, j) ̂  o, où /7Î considéré comme polynôme
en les indéterminées a, b, c, d, contient des termes homogènes du quatrième
degué en l'ensemble des a, b, <?, <r/, mais du second degré seulement en
chacunes d'elles. On calcule d'abord

G(a, /; b. k ; c, h\ d, j) = ̂  ( F ( a , i\ b, k; c, h, d, j)

4- F(a, /; — b, k, c, h; — d , j ) )
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qui ne contient plus que des termes en a2^2, a2^2, b^c^ b2 d\ abcd, puis

H (a, i, b , k ' , c , h\ d, j) ==. G (a, i\ b, k\ c, h; d, j)
+ G(— a, i\ b, A ; c, j\ d, À ) .

On transforme le terme en abcd de H par les relations, rappelées ci-dessus
que satisfait 7?(;', j, k, h). On trouve alors que /7^o s'écrit sous la forme

(6) Ac^c^B^d^C^c^Dl^d^ïEabcd^o [ . quels que

( soient a, b^ c, d^
avec

yl==p(/, j ) -4-p(/, h) — 20 , 7 j?==p( / ,y ) + p(/ , k) — 20,
C=p(/z, /.) +p( / î ,y) — 20, 7J==p(Â- ,y )4-p(Â- , A ) — 2 0 .

^=-37?0,y,Â-,A)

En exprimant que (6) a lieu quels que soient a, ^, on trouve la condition

A Cc'^ 4- (.47) 4- BC — E'2) c2 d2 + BD d^ ̂  o,

qui doit avoir lieu quels que soient c, 6/, d'où la condition nécessaire

E\^(ADY/Î-+- (BCY/\

On en déduit la majoration

R(i,j\ k, h)\^^((ADy/î-^(BCy/î),

où A^ B, C, D ont les valeurs ci-dessus. En procédant de même avec l'iné-
galité

p (a.¥i -+- bXk, cXk + dX,) ̂  i ,

on obtient la majoration

I^.A ^ ^ \-= | ((^'^)l/•2+ ( B ' C ' Y / - 1 ) ,

où l'on a posé

^^--p^.y)-?^, A), .^=2-p(/ ,y)-p(/ , Â'),
C / = = 2 - p ( / ^ , ^)--p(/,J), 7 J / ==2-p (Â• , / ) -p (^ , A),

puis les majorations moins fines

\R{iU\ /^ h) l^i(2p(^.7) + 2p(Â - , A) 4-p(/, Â-)

+ p(/, A) + p(y, À-) + p(y, A) - 8ô) ,

g ( 8 - 2 p ( / , y ) - 2 p ( Â - , A)

-p(<, Â-)-p(/, A)-p(y, À- ) -p (y , A ) ) ,

|7?(/,y, À-, A) ^ g ( 8 — 2 p ( / , y ) — 2p(Â- , A)

(7) 7 ? ( < , y , Â - , A ) ^J(i-ô)

(ceci pour tout ensemble orthonormé {^r;, ̂ , J^, ̂  j ) .
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7. Les 2-formes harmoniques. — Soit, en un point pç. V\ une base ortho-
normée [X^^ ..., Xn} quelconque de Tp. Si £ est une 2-forme extérieure
sur V, on notera î,(i, j) la valeur Ï,{Xi, X j} de cette forme sur { X,, Xj \.
D'après la formule fondamentale de Bochner-Lichnerowicz [voir par exemple
[^], p. 218, formule (3 . i ) ] , on sait que si la forme Ç est harmonique et
n'est pas identiquement nulle, elle ne peut satisfaire l'inégalité jF(E) > o où
l'on a posé

^ ( ^ ) = = 2 ̂  7?(/,y, /, /c) t (y , h}'i(k, h)- ̂  R{i, j\ k, h)'^ j)Ï{k, h).
ij^,h i , / , k , h

La quantité F(^) est de calcul plus agréable lorsqu'elle ne comprend pas
de termes du type Ç(;, j ) Ï , (k , h) avec i=ke\.j-^h, Mais on sait qu'il est
possible, une 2-forme ^ étant donnée sur l'espace euclidien 7^, de trouver

une base orthonormée } X,^ X,,, ^ s =î, -î, . . ., m avec m = partie entière

, dim V\ „ , ,
de ——— j telles que seules les composantes £(.<?, s ) de ^ puissent être non

nulles. Dans une telle base, la quantité F ( ' i ) s'écrit

^(S)=2 S^^5 ̂ P^ i})'^s,s'r—^^(s,s', t, f)Ï(s, s')^{t, t').
•^ i^^-^' s<f.

En utilisant les inégalités p (s, i)^ô, p^, i) ̂  ô pour tous s et (', et la
majoration (7) ci-dessus, on obtient, en posant dim F=/? = — 2 w - 4 - c ,
avec £ == o si n est pair, et s === i si n est impair :

^ (£ )^^ (4 (^ - i ) â4 -2^ )Ç(^ ^ /)9- j ( i -ô)^£(,^ ^ ) ^ ( ^ < / )
S .s- < /

et comme

S^ ̂ y^^—^^^ ^^s^</)2)...</
on obtient finalement

^,^V^»-.)0+.Ô3

' ————^"^ \ //^ ——— 1 - • /

,S-</

_ 8 (._ 0),(,,,'),(,,,') 4-^^^•^-^.(^Q-y
'j ni — i ' /

Supposons qu'on ait v < n/n ~" I / "̂  2 Q^ et que les l(s, s ' ) ne
o /??. — i

soient pas tous nuls. On a alors

F^>ï(m^^20^^^s-)-U^'))^
S < /
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ce qui est une contradiction. C'est donc que ff2^ V\ R) ==: o; si V est de
dimension paire, ceci a lieu pour S^> i/4, ce qui est une partie du théorème 10

de [1]; si V est de dimension impaire, ceci a lieu pour § "> v — — — / ce
0 772' — iD

qui démontre le théorème 2.

REMARQUE. — Pour obtenir avec cette méthode des résultats sur les
groupes H1^ V\ 7?), avec î'^3, il semble qu'il faudrait connaître des formes
réduites simples, en repères orthonormés, pour les formes extérieures de
degré ^3, ce qui ne semble pas être le cas actuellement.
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