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SUR LA DEFINITION D'OPERATIONS COHOMOLOGIQUES
D'ORDRE SUPERIEUR AU MOYEN D'UNE SUITE SPECTRALE;

PAR

Guy HIRSCH

(Bruxelles).

On donne une construction d’opérations homologiques du second ordre,
associées a une relation (homogéne du second degré) entre opérations
homologiques du premier ordre (). Cette construction fait intervenir les
cochaines de I'espace considéré et nécessite dans chaque cas la vérification
de certaines hypothéses. Comme elle fait apparaitre les opérations d’ordre
supérieur comme les opérateurs différentiels successifs de la suite spectrale
d’un opérateur différentiel défini dans un certain module filtré, on pourra se
passer de la vérification (et de D'introduction explicite des cochaines),
lorsqu’il sera possible d’interpréter la suite spectrale comme celle qui fournit
la cohomologie d’un espace fibré convenable; cette interprétation sera
effectivement donnée dans certains cas. Il sera indiqué comment une suite de
triangles exacts peut étre associée & un espace fibré, et comment un procédé
par récurrence permet de passer d'un triangle au suivant. Lorsque la fibre
est un espace d’Eilenberg-MacLane, les opérateurs différentiels successifs
(nécessaires pour le calcul explicite de la cohomologie de I'espace fibré) sont
exactement des opérations d’ordre supérieur telles qu’elles sont décrites ici.

Introduction.

Les opérations cohomologiques d’ordre 2 peuvent étre associées a des
relations entre opérations cohomologiques du premier ordre. Dans la premiére
partie de cet article (paragraphes A et B) je donnerai la description d’une

(1) Une partie des résultats exposés ici ont été obtenus pendant que Pauteur bénéficiait
d’un subside de la National Science Foundation des Etats-Unis.
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méthode de construction d’opérations d’ordre 2, lorsque les opérations du
premier ordre proviennent d’opérations définies sur les cochaines des espaces
considérés, et vérifient certaines conditions. Il résultera de cette description
que Popération d’ordre 2 peut étre considérée comme 'opérateur différen-
tiel d; de la suite spectrale associée & un certain opérateur différentiel A défini
dans un module convenablement construit (et dépendant de la relation exis-
tant entre les opérations du premier ordre). Cette construction sera donnée
explicitement dans le cas d'un certain nombre d’opérations classiques
d’ordre 2, (cup-produit fonctionnel, opération d’Adem, triple produit de
Massey).

Dans la quatriéme partie, je montrerai comment cette méthode s’étend
sans peine au cas d'opérations d’ordre supérieur a 2.

Cette construction, telle qu’elle est exposée dans la premiére partie, repose
sur la considération des cochaines de I'espace, et exige, dans chaque cas, la
vérification de certaine hypothése. Celte situation, que 'on peut considérer
comme peu satisfaisante, est évitée par une méthode décrite dans la troisicme
partie, et ou l'opérateur différentiel A est interprété comme l'opérateur
cobord dans un espace fibré ayant pour base I'espace donné (et une fibre
dépendant des opérations cohomologiques du premier ordre). L’existence de
Yopération du second ordre (ici, le triple produit de Massey) résultera de la
possibilité de construire un espace fibré convenable, et 'opération d’ordre 2
sera identifiée, par définition, & Uopérateur différentiel d; de la suite spectrale
qui donne (pour une filtration appropriée de la cohomologie de la fibre) la
cohomologie de I'espace fibré.

Cette description de la cohomologie d’un espace fibré fait I'objet de la
troisiéme partie du présent article. Elle résulte de la possibilité de définir
un opérateur différentiel dans le produit tensoriel du module des cochaines
de la base par le module de cohomologie de la fibre. L’homologie de ce
produit tensoriel (pour cet opérateur différentiel) est isomorphe au module
de cohomologie de l'espace fibré. On construira une filtration de ce produit
tensoriel (au moyen d’une filtration du module de cohomologie de la fibre), et
I’on construira une suite croissante de sous-complexesV,c V,c...c V;cC...de
I'espace fibré; le module de cohomologie de chacun de ces sous-complexes V;
est isomorphe au module de cohomologie de l'espace fibré jusqu’a une
certaine dimension, qui est une fonction strictement croissante de l'indice ¢.

A chacun des sous-complexes V; est associé un triangle exact, analogue &
la « suite exacte de Gysin » (qui coincide avecle triangle exact du complexe V).
Une relation simple permet de passer du triangle exact du complexe V; & celui
du complexe V.

Les filtrations décrites ci-dessus et les sous-complexes V; n’ont en général
pas de caractére intrinséque; il est cependant possible, dans certains cas, de
choisir une filtration canonique d’ou résultera une suite canonique de sous-
complexes ¥;. Un premier exemple est celui de la filtration résultant de
la graduation (au sens usuel) du module de cohomologie de la fibre; le
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complexe V; a méme cohomologie que I'espace fibré jusqu’a la dimension ¢
inclusivement. Un autre exemple, qui sera décrit plus loin (n° 2.4), est celui
ou la fibre est un espace d’Eilenberg-MacLane K (7, n); dans ce cas, le
complexe V; a méme cohomologie que Pespace fibré jusqu'a la dimen-
sion ({+1)n—1 inclusivement. De plus, comme nous le verrons, les
opérateurs différentiels successifs de la suite spectrale coincident exactement
avec des opérations d’ordre 7 telles que nous les définissons ici. Il en résulte,
notamment, que la connaissance des opérations de cette espéce dans I'espace
de base d’un fibré dont la fibre est un espace d’Eilenberg-MacLane, permet
de calculer effectivement le module de cohomologie de I'espace fibré (ou,
plus exactement, le module gradué associé a une filtration de la cohomologie
de P'espace fibré).

Comme il s’agit seulement ici de P'esquisse d’une théorie dont certaines
parties n’ont pas atteint leur forme définitive, je me bornerai, dans cet exposé,
a la considération d’opérations additives et d’opérations conservant le méme
domaine de coefficients; dans tout ce qui va suivre, les coefficients appar-
tiendront & un corps L, supposé commutatif. Ces restrictions, qui ne sont
pas essentielles pour une grande partie des résultats, sont introduites ici afin
de simplifier 'exposé et les notations.

Nous conviendrons aussi d’attribuer & tous les éléments considérés
(cochaines, opérations, etc.) une parité (ou plus généralement, on considérera
ces éléments comme sommes directes d’éléments de parité homogene, et les
opérations de produits seront supposées distributives par rapport a cette
somme directe); cette parité n’est autre, en général, que la parité de la
dimension. :

1. Construction d’opérations d’ordre 2.

A. CONSTRUCTIONS GENERALES.

1.1. Préliminaires. — Soient C = C*(X') et H = H*(X") les L-algébres
de cochaines et de cohomologie d’un espace 1.

Soit 7" une L-algebre d’opérateurs 7, dans C, supposés compatibles avec
I'opérateur cobord d. On en déduit une L-algébre 7" d’opérateurs 7y, opérant
dans H. (Par exemple, les 7, pourront étre des puissances de Steenrod, ou
des cup-produits (& droite) par des classes de cohomologie données, etc.).

Nous montrerons que 'existence de relations dans 'algébre 7" permet de

construire un L-module gradué G :2 G; et de munir le Z-module 7 Q@ G

d’un opérateur différentiel A. Le L-module T® G étant filtré (par la
graduation définie dans G), sa A-homologie peut étre décrite par une suite
spectrale; les opérateurs différentiels successifs d; de cette suite spectrale;
donneront, par définition, la description des opérations homologiques
d’ordre i —1.
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1.2. Les opérateurs f, et d,. — Donnons-nous un ZL-module
gradué G:Z G; et une application linéaire 0 : G — 7 R G, abaissant de 1

le degré dans (. (Nous supposerons toujours G;=o0 pour << o; si I'on se
borne a la construction d’opérations d’ordre 2, on pourra aussi supposer G;=0
pour i>2). 0 définit une application linéaire f; du L-module C® G en
lui-méme, abaissant de 1 le degré en G; en effet, posons pour g€ G,

N — \ — Vo2l ’
0(g:) :2‘ Qg avec g, €6,y et T,€7, opérant sur C. Alors,
v .

pour c€ C, on posera, en désignant par v la parité de c,
file@g) = (=7 X 7 e®gl

(Remarquons en passant qu’on pourrait généraliser un peu la définition de 0
en se bornant a supposer que 0 abaisse le degré; dans ce cas, au lieu de f),
abaissant de 1 le degré en (, on aura des applications f;, abaissant de £ le
degré en G. Bien que cette généralisation présente un intérét pour certaines
applications, elle sera négligée dans ce qui va suivre.) Pour simplifier les
notations, nous désignerons encore par 0 l'opérateur ¢ @1, opérant
dans C® G. Puisque les 7, permutent avec le cobord, et puisque ¢ et dc
sont de parité différente, on a
df1+ f10 =o.

Puisque les 7, sont compatibles avec 9, 6 induit, par passage au quotient et
restriction aux cocycles de C, une application 0*: G — 7' Q G, et f; induit,
par passage au quotient, un endomorphisme d, du L-module H# Q G,
abaissant de 1 le degré en G.

1.3. L’opérateur f,. — Supposons maintenant qu’il existe une appli-
cation f, de €' @ G en lui-méme telle que

Sifi+ofe+fid—=0 (?).

Cette relation implique (par passage au quotient et restriction aux cocycles
de C) que d, est de carré nul. On pourra donc considérer d, comme un
opérateur différentiel dans le Z-module # @ G. Pour appliquer cette méthode
a la construction d’opérations d’ordre supérieur, il conviendra de vérifier
que Papplication f, est effectivement définie lorsque des 7, seront donnés.

(?) Remarquons que, si 'on désire se borner a la construction d’opérations du second
ordre (ce qui permettra de supposer G; = o pour ¢ > 3, comme nous le verrons plus loin),
il suffira de supposer la validité de cette relation lorsqu’on Papplique a des éléments
de Z ® G (et pas nécessairement de tout C ® G); il suffirait donc de vérifier 'existence
d’une application f, de Z ® G en lui-méme satisfaisant & la relation ci-dessus.



OPERATIONS COHOMOLOGIQUES D’ORDRE SUPERIEUR. 365

1.4. L’opérateur ;. — Désignons par E* le L-module .d’homologie

de E*=H @ G pour 'opérateur différentiel d,. E* est gradué (par le degré
de G) (*).

Chaque élément « (de degré homogéne i) de E*% est, par définition, la

classe modulo d,(£?) d’un élément 2 :2 hy Qg de HR G; qui appartient,

par hypothése, au noyau de d,. Désignons par h, des cocycles appartenant

respectivement aux classes de cohomologie /., et posons Z:Z h @ g

Puisque /4 appartient au noyau de o, il existe des éléments @, € C® G, tels
que f, h =da,.

Lorsque les représentants % sont choisis, @, est déterminé a ZQ Gy pres,
ou Z désigne le module des cocycles de I'espace .X'. (Bien entendu, on se
bornera en général & considérer des « de dimension homogeéne, et dans ZQ G,
on ne considérera que des éléments de Z de dimension convenable.)

Nous poserons alors

dih :fgz — fia,.

Un calcul immédiat montre que 0dji—— f,0/=—o0 puisque 0/ =o.
d}h définit donc un élément de H ® G; comme a, est connu a4 ZQ G; 4
prés, dih est connu a f,(Z® G; ) et sa classe (modulo 6 C® G;—,) est
déterminée a ds (H @ Gy-y) pres.

En choisissant au lieu des %, d’autres représentants de /,, on remplace-
rait fy h par fl(Z—l- 80), avec c€ C @ G, et a, serait remplacé par @, — fic
(en vertu de la relation f, 0 + df;—=o0). On trouverait donc pour

dy(he +0c) = fo(h +d¢) — fra,+ frfic

Soh— fiai+3dfsc

la valeur

(en vertu du paragraphe 1.3), qui differe de 4}, / par un élément de 6C @ G-

1.5. L’opérateur f;. — Nous supposerons dans ce qui va suivre qu'il
existe une application f; de C @ G en lui-méme telle que

Sifet fofit+0fs+ fs 0 =o.

(*) Il efit été préférable, pour la description de ces opérations, d’appeler d, cet opérateur
différentiel, qui abaisse de 1 le degré (en ), et qui correspond & une opération coho-
mologique d’ordre 1. Cependant, pour éviter des confusions avec la notation classique de
la suite spectrale d’un espace fibré, j’écrirai ici aussi E? (et pas E*) pour le module # ® G
(Gy jouant le rdole de la cohomologie de la fibre). Nous poserons ici E'= C ® G, et
pour ceC et g€ G,

d(c®g)=06®8g.

E? est alors le module d’homologie de E' pour 'opérateur d,.
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Remarquons directement que, lorsqu’on se borne 4 un module G de degré 2
(ce qui permet la construction d’opérations d’ordre 2), la définition de f;
est triviale, puisque f; et f, abaissent respectivement le degré (en G) de 1
et de 2; on aura donc alors trivialement

flf2:f2f[: 0.

D’une maniére générale, s’il existe une application f; vérifiant la relation
ci-dessus, on’ pourra (dans la construction du n° 1.4) remplacer le repré-
sentant A€ £? de I'élément €L par un autre représentant /i — ds,y,

avec y € [-2= Il ® G. Par définition, d} % sera alors remplacé par

f:/_l“f1¢l1+f2f1y—‘f1bn

ou y désigne un représentant (dans C(Q G) de y (ce quientraine que f; y est
un représentant de d,y) et ou b, est défini par 6b, = f, f, y.

Mais en vertu de la définition (paragraphe 1.3) de f,, et parce que y € Z® G,
Sifi¥ =— df.y, et 'on peut donc prendre b, —— f, ¥. La différence entre la
nouvelle valeur &} (% + f,7) et d} k est donc fo f; 7 + f1 /.7, c'est-a-dire d f; 7.

1l en résulte donc que la classe modulo d,(E,) de d} /i ne dépend que de
I'élément o de I*, et estindépendante des choix qui ont été faits (pour 2 € £2,
pour h et pour a;).

D’autre part, cette classe appartient au noyau de d,, ce qui signifie que

Ji d;Zeé‘C@ G.
En effet :

fidsh=f filh—f frai=fi fo . + f. da, + O fo a,

=fifoh+ foifi h+dfoa, (d’aprésla définition de a,),

=—0fs T+ o fray (d'apreés la définition de f;, ci-dessus).

1.6. L’opérateur différentiel ;. — La classe (modulo d,(E,)) de d} £
définit donc un élément de E?, ne dépendant que de z, et qui sera désigné
par d, .

Pour établir que d; est de carré nul (ce qui permettra de le considérer
comme un opérateur différentiel dans £7?), il faudra supposer qu’il existe
une application f, de C @ G en lui-méme, telle que

Sifs+ oo+ fifi+0fi+ fid=o0.

Alors, en appliquant d; & d; % (ce qui a un sens, puisque nous avons
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vu (n° 1.5) que fid, Z:S(fgal—ﬂ, %)ed C® G), on trouve

drls di Z:fzfzz_fzfnari—ﬁfzz“—fafzar
:fQﬁz+f1f;Z+f3 da, + 0 fya,
:flfz—l—l_‘_fl‘ﬁtl—l‘i‘f}flz“‘" 6.}"3561
=—303fih+0f;0,€0CR G.

Comme nous l'avons déja fait remarquer plus haut, si G = G,+ G, + G,,
les hypothéses concernant f; et f, sont évidemment inutiles et d; pourra alors
toujours s’interpréter comme un opérateur différentiel dans £;; d; abaisse
de 2 le degré (en G).

Nous reviendrons plus loin (§ &) sur la construction d’opérateurs différen-
tiels d; pour >3, ce qui fournira une description d’opérations cohomo-
logiques d’ordre supérieur, mais nous examinerons d’abord le cas des
opérations de deuxiéme ordre, qui correspondent & 'opérateur d;, qui est
défini ci-dessus.

B. OPERATIONS COHOMOLOGIQUES DU SECOND ORDRE.

1.7. Opérations correspondant a une relation. — Supposons donnée
une relation (homogéne du second degré) dans 'algébre 7" des 7y, considérés
dans le n° 1.1.

Nous nous bornerons ici au cas des relations qui sont valables dans un
espace X" quelconque. Ces relations pourront étre par exemple :

Sq* Sq*+ Sq¢* Sqt =0
conduisant & une opération qui a été étudiée par J. Apem (*) lorsque les 7,

sont des Sq, ou encore, en prenant pour opérateurs des cup-produits par
deux classes quelconques de cohomologie, la relation

(Vz)uy — (=17 ( Uy)ux=o

équivalent & xy — (—1)?7yx —o, x et y étant des classes de cohomologie
de dimensions respectives p et g. Cette derniére relation sera étudiée avec
plus de détails plus loin (n” 1.8), ot nous verrons qu’elle définit le « triple
produit » de Massey (?). Ecrivons

E Tp, Tyy— O

v

(%) AbEM (J.), The iteration of the Steenrod squares in algebraic topology (Proc.
nat. Acad. Sc. U. S. A., t. 38, 1952, p. 720-726). )

(%) Uenara (H.) and Massey (W. S.), The Jacobi identity for Whitehead products
(Algebraic geometry and topology, A symposium in honor of S. Lefschetz), Princeton,
Princeton University Press, 1957, p. 361-377.
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pour la relation donnée; supposons que cette relation résulte (par passage
au quotient) d’une relation entre les T correspondants

N EE =0+ fid

v

ou f, désigne un endomorphisme du L-module C (°).

Nous construirons maintenant un L-module G — G, + G, + G, conduisant
a un opérateur d; qui sera interprété comme l'opération du second ordre
cherchée. Conservant les notations des numéros précédents, nous prenons

des générateurs gy; g1, &%, .-+, &, .. .5 &2 et nous posons
G0:L®g0,
_ 1 )2 v
G=LRs+LQgi+...+ L& +...,
G-2:L®g2v

et nous définissons 0 : G -7 ® G par

O(gO) —= o0,
0(87) =", ® 20,
0(g:) =D, 7 Q&

(G, sera aussi identifié au corps L des coefficients).

Si € H appartient au noyau des opérations cohomologiques de premier
ordre 7., I'élément % Q) & appartient au noyau de d,. Comme il n’y a pas
d’éléments de dégré plus grand que 2, on peut identifier 2@ g, a un
élément = de E3, et considérer dyx, élément de £?, de degré o. Cet élément
de £ est un élément de £?—=H Q G, (qu’on identifie & H), pris modulo d, (£?),

c’est-d-dire (ici) modulo une sommeZ T, ().
v
Je donnerai ici quelques détails sur l'application de cette méthode a la
construction d’opérations cohomologiques du second ordre déja connues.

1.8. Le triple produit de Massey. — Soient x et y deux classes de
cohomologie de dimensions respectives p et ¢ de l'espace .I'; désignons
par Z ety des cocycles appartenant respectivement aux classes z et y. Les
opérations 7, et T, sont respectivement le cup-produit par x et y, ou
par z et y.

(®) Ainsi qu’il a été remarqué plus haut pour f,, si 'on se borne aux opérations du

second ordre, il suffit méme de supposer que les éléments = de 7, ainsi que fy, opérent
sur Z (et pas nécessairement sur tout C).
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A la relation
xy — (—1)Pyz—=o0 (dans V'algébre T),

correspond la relation
Ty — (=PI yx = (— )P0 (Z U, y) (dans 'algebre 77),

qui signifie qu’'on pourra prendre pour opération f, (telle qu’elle est définie
dans le n° 1.7) le cup-produit par (— 1)?+7 1 (Z U, ¥).
Alors on posera comme ci-dessus (en sous-entendant le signe du cup-
produit)
0(g:) =(—1y Qs —(—1)"ZQ 81,
0(g1) =(—=1)"Z @ 50,
0(g1)=r® 5o
e(go) = o0.
I en résulte que pour ce C et de dimension ¥,
Sifi(e@g2) = (=) 7Pl cyx — (— 1)/ cxy
= (= 1) o (T — (— 1) 7E)
—co (5 (VR y)
=(—)¥[3(c(ZU.y)) —dc(ZV.))],
ce qui signifie qu'on prendra pour f, opérant sur ¢ ® g» et de parité v le
produit, multiplié par (— 1)T*!, par (Z U, ¥).
Si e H de degré n annule x et y, ¢’est-a-dire s'il existe @ et b € Ctels que
hz=0da, hy=20ab,
on aura
SR g) = (=" (=) hy @gi— (—1)7hz @)
. =(—)(— )b @5 —(—1)7a@81),
ce qui donne

d(h@g:) = (— 1) h(Z U, ) 4 (— 1)/ 1 07b T + (— 1)r 1= ay.

En calculant le premier terme de cette expression au moyen d’une formule
que j’'ai donnée antérieurement (7), on retrouve (au signe prés) une expression
habituelle du triple produit de Massey (%).
En effet,
Rz, 7)=hzu, 7+ (—0)r (R, y)@;
d’ou
d} 7 — (—1)"™1dau,y -+ (— I)n+t]+p(]<—/_i u 1‘7) T
-+ (_ 1>p+/]+pr/b z + (_ I)p+r/+1 ay_

(") Hirscu (Guy), Quelques propriétés des produits de Steenrod (C. R. Acad. Sc.
Paris, t. 241, 1955, p. 923-925).
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Posons
¥ Jo = db'.
On a alors

8(b— (—1)b'y =hy — (— )" yh = (—1)1+13(hu,y),

d’aprés la formule exprimant le cobord du produit cup-1; ceci signifie qu’en
remplacant (2 U,¥)Z par (b — (—1)"7 '), on conserve la valeur de d) &
a un élément de I'idéal engendré par & prés, c’est-a-dire qu’on a toujours
une détermination de d} /.

On peut donc écrire

d:'; _/;: (__ 1)u+1 da U 1:}«’ —+ (_._ 1)F+q+pr7br z + (._ I)p+q+1“?‘
Comme on a aussi (en calculant le cobord de ¢ U, ¥)

da ij — a((l U17 _ (_ X)'”_H/'Hl(ﬂy _ (_ X)”’H"/"H"’y [l),

la classe d. 7 est aussi la classe de
(—n)yrraeretng (bl e — (—1)7y a)

qui est bien un représentant de (— 1)?+9+Pr+r0  y, by x>,

1.9. Le cup-produit fonctionnel. — Le cas du cup-produit fonctionnel
ou, plus généralement, d’'une opération cohomologique fonctionnelle se
présente d’'une maniére trés simple, parce que les opérations cohomologiques
commutent avec ’homomorphisme induit dans les anneaux de cochaines.

Soit @ une application d’un espace X en un espace .X'. Nous prendrons
pour G la somme directe C*(A)+ C*(.I}), et nous désignerons par o7
Papplication de C*(.X") en C*(.17).

Nous désignerons par /7 la somme I*(X) + H*(X).

Soit W une opération cohomologique dans I, induite par une opération W'
dans C*(.X); désignons par U'g V'opération telle que le diagramme suivant
soit commutatif

T
CHI)y —>C*(X)
(11:# ([)'W'd‘

1]".1,
C*(./I,1 ) —_—> C*(/I/])

On supposera que ®7 et W sont nulles dans C*(_X;), et Wg est nulle
dans C*(X'); @ et W sont nulles dans *(X,), W est nulle dans H*(.1).
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[Par exemple, dans le cas du cup-produit fonctionnel, si W est le cup-
produit (dans C*(.I')) par un cocycle z, W¢ sera le cup-produit (dans C*(_.¥7))
par o7 (x)].

La relation entre les opérations s’écrit donc
7Y — Wy @7 —=o.
Par la méthode décrite plus haut, on posera encore
G =G+ G+ Gy,
avec Go,=L QR g, Gi=L R+ L RQgi, Ge=L Qg et

0(5:) =07 R~ T Qg1
s =WeQs, 0(s)=2" Qg
On pourra prendre ici f;=—=o.

Si donc 2 ® g€ H @ G, appartient au noyau de ds, ce qui signifie que A
appartient au noyau de @ et de W, il existe des cochaines a et b telles que

(D#(Z):Sa, T(Z):ab

et (en prenant f,—o0) on a

di(h@g:) =Ty (a) — D7 (b),

qui est bien, par exemple, un représentant du cup-produit fonctionnel par x,
lorsque W est le produit par une classe de cohomologie x. Comme a et b
sont connus & des cocycles quelconques prés, la classe de d}(% ® g») est
connue modulo &, (HQ G,), c’est-a~-dire modulo la somme de ®*(H* (X))
et de W (H*(AX,)), pourla dimension convenable; dans le cas du cup-produit
fonctionnel par @, le deuxiéme terme est 'idéal engendré par ®*(z).

Le cas de l'opération d’Adem se traite comme celui du triple produit, en

utilisant pour la définition de f, I'expression donnée par Adem dans l'article
cité plus haut.

1.10. Remarque concernant f,. — Il résulte de la relation vérifiée
par f> (n®1.3) que, si I'application f, existe, elle n’est en général pas unique.
En effet, si f, est une opération quelconque telle que f,0+df,—o
(condition que remplit notamment I'opération f;), f.—+ f, vérifie aussi la
relation du n° 1.3. Il serait encore possible de construire une opération
analogue & d, en faisant usage de f, défini seulement & une opération du
premier ordre prés, mais cette opération (qui ne ferait plus correspondre,
4 un élément de £, un élément unique de £, mais seulement une classe
modulo P'action d’opérations de premier ordre (sur I’élément donné)) serait
peu satisfaisante : d’une part, la description des opérations d’ordre supérieur
a 2 deviendrait alors plus difficile, puisque I'opération du second ordre ne
coinciderait plus avec 'opérateur différentiel d;; et, d’autre part, ni le cup-

BULL. SOC. MATI. — T. 87, FASC. 4. 25
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produit fonctionnel, ni les opérations d’Adem, ni le triple produit de Massey
n’apparaitraient comme des cas particuliers d’une opération de cette espéce,
tandis qu’ils sont obtenus, comme nous venons de le voir, en choisissant une
application f; bien déterminée.

11 conviendrait donc de montrer & partir de chaque relation telle que celle
du n° 1.7 comment on peut déterminer d’'une maniére univoque une opéra-
tion f, vérifiant la relation du n° 1.3. Nous verrons plus loin (§ &) une
méthode permettant de se passer de cette vérificalion, en construisant
directement un opérateur différentiel auquel est associée une suite spectrale;
par définition, Popération de deuxiéme ordre sera alors I'opérateur diffé-
rentiel d;.

On peut remarquer qu’une opération unique f, n’existe problablement pas
lorsque la relation (n°® 1.7) est une relation valable dans un certain espace X,
mais pas dans tout-espace quelconque. Un exemple en est fourni (%) par une
relation telle que &y — uv—=o, z, y, u, ve H*(A"). Soit alors he H*(X')
tel que Az =hu=o et posons Zy — up = d¢, hx = da, hu = db (le trait
désignant des cocycles représentant la classe de cohomologie correspondante).

(—1)"hc—ay+bv estun cocycle dont la classe est définie non seulement
modulo l'idéal engendré par y plus I'idéal engendré par ¢ (ce qui corres-
pondrait a un élément de £3, d’aprés la construction faite plus haut), mais
encore modulo I'idéal engendré par 4 (parce qu’il n’y a pas de choix unique
de la cochaine ¢).

On pourrait espérer montrer qu'un choix bien déterminé peut étre associé
a chaque relation telle que celle du n® 1.7, lorsque cette relation est valable
quel que soit I'espace X'; mais, sauf dans le cas du triple produit, nous ne
pourrons pas Vétablir ici.

2. CGohomologie des espaces fibrés.

Je considéreici le cas d’un espace ¥ fibré en fibres F au-dessus de I’espace
de base X" (supposé connexe par arcs). Dans ce qui va suivre, nous considé-
rerons les algébres de cohomologie a coefficients dans le corps commutatif L;
nous supposerons que (1) opére trivialement dans I*(F), et nous
supposerons que *(F) posséde une base finie pour chaque dimension.

Certaines de ces hypothéses ne sont pas essentielles, mais elles seront
admises ici afin de simplifier I’exposé et les notations.

Dans ce qui va sulvre, il sera uniquement question de cochaines et de
cohomologie. L’indice inférieur désignera une filtration, et non pas des
groupes de chaines ou des groupes d’homologie.

(#) Cet exemple a été traité dans mon article : Hirscu (Guy), Certaines opérations
homologiques et la cohomologie des espaces fibrés (Colloque de Topologie algébrique,
Louvain, 1956, Liége, Georges Thone; Paris, Masson, 1957; p. 167-190. Voir en parti-
culier n° 4.6, p. 177).
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2.1. Les complexes C*(B)® H*(F). — On peut construire (?) un
monomorphisme u de C*(X) @ H*(F) dans C*(¥), et u (C*(X) Q H*(F))
est un sous-complexe (stable pour d). Ceci revient a dire qu’on peut
munir C*(X) @ H*(F) d’un opérateur diflérentiel A (correspondant par u
a I'opérateur cobord du sous-complexe de ¥).

On aura pour ce C*(X) et te H*(F),

ulc@t)=u(cQnuu(r@t),
et

u(c@r) :p# c
ot p désigne la projection de ¥ sur X', La restriction & une fibre quelconque
de u(1® t) est un cocycle appartenant a la classe ¢ de H*(F).
Jécrirai dorénavant C pour C*(X'), H pour II*(X). On peut filtrer [1*(F)
par
Hy(F)YcH,(F)c...cH/(F)c..., U H(F)=H"*(F);

cette filtration satisfait les conditions :
1° u(CQ H;(F)) est un sous-complexe V; (stable pour d).
20 Ju(1 Q@ H,(F))cV,_,.

{Ceci entraine

Hy(F)ci*H*(Y)
ou ¢ désigne l'inclusion de F dans F¥.]
Jécrirai V' pour U Vi
[Nous poserons H;(F)=V;=o pour i < o].
On démontre (°) qu’il est possible de construire u de maniére & remplir
ces conditions et de maniére que la cohomologie du sous-complexe V' soit

isomophe & celle de ¥.
On démontre qu’on peut par exemple imposer la condition

H(F)> H!(F)

(Vindice supérieur désignant ici, comme d’habitude, la dimension). Alors
HP (V) est isomorphe & 17 (V') = H? (¥ ) pour p <.

Au point de vue de leur cohomologie, on peut donc considérer la suite
des V; comme une « approximation » de 'espace fibré Y.

11 est en général possible de construire des monomorphismes u diflérents,
satisfaisant aux conditions ci-dessus; et les filtrations correspondantes

(%) Une esquisse de la démonstration a paru dans mon article : Hirscu (Guy), Sur
les groupes d’homologie des espaces fibrés (Bull. Soc. math. Belgique, t. 6, 1953,
P- 79-96). Voir aussi (dans le cadre de la théorie singuliére cubique de J. P. SERRE) un
article de W. H. Cockrorr ( Transactions American Math. Soc., 91, 1959, p. 505-524).
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de H*(F), ainsi que les opérateurs différentiels A n’ont donc pas de caractére
intrinséque. Nous verrons dans le § 3 que cette liberté dans le choix présente
certains avantages, permettant d’adapter la construction & des situations
données. Dans certains cas, d’ailleurs, on peut choisir une filtration
de H*(F'), conduisant a des constructions canoniques; nous en verrons deux
exemples ci-dessous. L’une d’entre elles correspond 4 la filtration (banale) par
la dimension de la fibre ; nous verrons plus loin (n°2.3) que la suite spectrale
des opérateurs différentiels correspondants A coincide avec la suite spectrale
« classique » qui décrit la cohomologie de I'espace fibré ¥. Les résultats
énoncés ci-dessous (n° 2.2) sont donc valables, en particulier, pour cette suite
spectrale classique.

Chaque complexe V;—=u(CQ H;(F)) est filtré (par I'indice ¢); on peut
donc décrire sa cohomologie par une suite spectrale. Le terme F;., est le
terme stable (£ ) de cette suite spectrale.

Nous désignerons par G le module gradué associé a la filtration de H*(F')
et poserons

Gi=H(F)/H_(F).

Observons que, si «(CQ H;_1(F))=V/,, a déja été défini, et si I'on

étend « & (C® H;(F)) pour obtenir ¥V}, on définit ainsi (par passage au
quotient) une application de

C®H1(F)/Hl_1(F):C® Gi sur V;/Vll_i

Il existe différentes applications u qui correspondent & une méme application
de C® G sur le module gradué associé a la filtration de V. [On les obtient
en écrivant /; comme somme directe de H,_,(F') et de G; et en faisant
varier I'image par u de 1®g;, pour &€ G;, dans une méme classe de
restes modulo V/_,.] Ces diverses applications u munissent C Q@ H;(F)

;
<0u C@EG;> de différents opérateurs différentiels A; mais tous ces

opérateurs ainsi définis donnent des groupes d’homologie isomorphes, et
(pour chaque V) des suites spectrales isomorphes. La suite spectrale de ces
opérateurs est donc associée a l'application (induite par u) de 1 G sur le
module gradué associé a la filtration de V.

Nous désignerons par E;¥(V}) le terme formé des éléments de degré &
(en G) dans le terme E; de la suite spectrale associée au complexe V. Dans

!
ce qui va suivre, nous désignerons par EE;‘ la somme directe EE;’“.
k=0

2.2. Une généralisation de la « suite exacte de Gysin ». — Lorsque
la fibre F est une sphére (homologique) & n dimensions, on peut décrire la
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cohomologie de I'espace fibré ¥ au moyen de la « suite exacte de Gysin » (19,
que I'on peut représenter par un triangle exact
H*(X)
(// k\‘[’“

AN
H(X) % H(F)

ou p désigne la projection, d le produit par la classe caractéristique
(& n—+ 1 dimensions), et ou W peut par exemple étre décrit de la maniére
suivante : W induit un isomorphisme W* de H*(¥')/p*H*( X') sur 'annulateur
[dans H*(.X')] de la classe caractéristique; l'inverse de cet isomorphisme W*
est le cup-produit fonctionnel par la classe caractéristique.
On peut encore écrire ce triangle exact sous la forme
(X)) Q /" (F)

N

/
rl/ \‘l"
L/ «
H(X)QH (F) % H* (V)

(en modifiant légerement et d’une facon évidente I'interprétation de p*, Wet d).
Comme la classe fondamentale de H"(F') est transgressive, on peut
filtrer 1*(F') conformément aux conditions imposées dans le numéro précé-

dent, en posant
HO(F) = H,(F),H"(F) = H,(F)/Hy(F).

Le triangle exact peut alors s’écrire en utilisant les termes de la suite spectrale
qui donne la cohomologie de Y. (La notation coinciderait avec celle de la
suite spectrale classique si la dimension de F était égale a 1).

E
4/ N\
VAN

E -5 E,

Lorsque la fibre F n’est pas une sphére homologique, le triangle exact
ci-dessus reste valable pour le sous-complexe V| (dans lequel, comme pour
un espace fibré en sphéres, la cohomologie de la fibre est de filtration 1).
Pour le sous-complexe V;, défini au numéro précédent, on a un triangle
exact analogue

F/( @

1/;'?/ \\ll’\
N ik P ,
N EE (V) —> Ees (V)

(1°) Voir par exemple : SpaNiER (E.), Homology theory of fiber bundles (Proc.
Intern. Congress Math., Cambridge, Mass, 1950). Providence, American mathematical
Society, 1952, p. 390-396.
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diyy est Popérateur de la suite spectrale; ® est Papplication naturelle
dans Ej%, pour chaque &k <i, de Ej X, modulo I'image de d;,, (parce
que k<Ci, ces éléments appartiennent au noyau de d;.y, qui abaisse le
degré de ¢); W induit l'inverse de I'isomorphisme naturel sur £}, du
noyau de d;; dans I}, (qui ne contient pas d’images par d;.,, puisque ¢
est le degré le plus élevé dans F;). W peut aussi étre décrit au moyen
d’opérations cohomologiques fonctionnelles (liées au choix du mono-
morphisme u), mais cette description peut étre omise ici.

Dans V;, Ly, est le terme stable £, qui décrit la cohomologie de ¥V; et
par conséquent, jusqu'a une certaine dimension, celle de 'espace fibré ¥.

Dans ce triangle exact, le terme supérieur E}Y (V;) se calcule assez
facilement, puisque ¢ est le degré le plus élevé; E, (V) est donc le noyau
pe d; dans le noyau de d;_; ..., dans le noyau de d,, dans

EF (V) =HX)® G.

L’autre termeZEif(‘ (V}) se déduirade £, (V[_,), quifigure (comme £ )

dans le triangle exact de V;_,. On a en eflet une suite exacte

o> Ny B (Vi) ~ B (Viey) + X By (Vi) > o
=2

qui indique quels sont les éléments non nuls dans V;_, qui s’annulent
lorsqu’on plonge V;_, dans V.

On peut donc représenter par le diagramme suivant (ou les triangles et les
suites verticales sont exacts) les renseignements apportés par les suites
spectrales des sous-complexes V.

Ez/‘ ({4 ) i
a4/ \{diEgz(V;)

J
v N
EY (V) ————— Ey(V)) o

Y

E,z(,'/l) 3
D )

/N

dx/ \II" j=2
/ N l
— Y / q) \\\
ZE;‘(V’,) E(V,)
¢ a,/
0 Y
S E (V)

¥

(o]
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o
= CY
\{ zdiE}i(V})
o N7 o

2 SEL(V El, (I v
/ * U
di+:/ \‘If 2 di Eii-H ( Vi+t)
/ \ j=2
A ) k/ P \ 4’
DEE(V) Eio(V) dy/
} A
0 Tx i '
E‘Ei+2(Vi+l e
\
o
2.3. La graduation au moyen de la dimension de /. — On peut

adopter, pour filtration de H*(F), la filtration associée & la graduation usuelle
de H*(F); H;(F) comprendra donc les combinaisons linéaires de classes de
cohomologie dont la dimension ne dépasse pas i. Dans ce numéro, nous
utiliserons exclusivement cette filtration banale de H*(F).

Dans ce cas, il résulte des résultats rappelés au n°® 2.1 qu’un élément
de C*(Y'), dont le cobord appartient (pour un choix déterminé du mono-
morphisme #) au sous-complexe V’ est lui-méme, & un cobord prés, un
élément de V'.

Ceci entraine que, si u est choisisur C ® H;_; (F), v induit une application
bien déterminée de 1R Hi{(F) dans C*(¥) modulo V_,+ 0 C*(¥) (le signe +
désignant ici la somme des groupes, et pas une somme directe). Pour la
détermination de 'opérateur différentiel A dans C Q) I1*(F"), on peut négliger
le terme 6 C*(¥") (qui entraine simplement une autre immersion de C Q) H*(F')
dans C*(¥'), mais n’affecte pas I'ensemble des opérateurs A possibles).

Pour chaque valeur de #, la cohomologie (et méme la suite spectrale)
i

de C®2H/(F) ont un caractére intrinséque.
j=o

Une premiére conséquence en est que (pour { fixe) la réunion ¥; de tous
les sous-complexes V| correspondant & tous les monomorphismes « vérifiant
les conditions du n° 2.1 [avec la filtration de H*(F') considérée dans ce
numéro 2.3] est un sous-complexe canonique de ¥, et a la méme cohomologie
(et la méme suite spectrale) que chacun des V. Le diagramme du n°® 2.2,
ou les V| sont remplacés par les V;, a donc maintenant un caractére canonique
et est relatif a la suite (canonique) de sous-complexes

V,eVic...cVic..., V::U_V,.
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Tous les'A admissibles [pour cette filtration de H*(#)] dans C® H*(F)
correspondent exactement a tous les monomorphismes « induisant pour
chaque 7 une certaine application déterminée de Hi(F)dansV;/V/_,; du est,
pour chaque 7, un monomorphisme (bien déterminé) de H,(F) dans la
cohomologie de V;_, ou V,_,.

La suite des complexes ¥; ou ¥V} part donc du complexe canonique V,,
isomorphe & C*(.1") et muni de son opérateur différentiel canonique, puis ¥,
[ou encore, la structure de complexe sur C*(X) @ (H'(F) + H'(F))] est
ensuite défini par I'application de /72 (F') dans

H(V))=H(V}),
et V; est défini par I'application de H!(F') dans
(Vi) =H'(VL,),

et ainsi de suite. (On remarquera I'analogie avec une décomposition de
Postnikov. Observons aussi que les résultats de ce n° 2.3 restent valables si
Von désigne par //{(F') non plus le groupe de cohomologie de F pour la
dimension 7, mais le /#™ groupe de cohomologie non trivial de dimension
non nulle).

2.4. Le cas F— K (m, n). — Lorsque la fibre est un complexe d’Eilenberg-
MacLane, il est possible de définir dans //*( ) une filtration canonique et
une suite de sous-complexes canoniques V;, différentes de celles qui corres-
pondent & la filtration banale décrite au n°® 2.3. Par rapport a celles-ci, elles
présentent 'avantage (comme nous le verrons ci-dessous) de donner beaucoup
plus rapidement I’homologie de I'espace fibré jusqu'a une dimension donnée,
et d’éliminer ainsi un grand nombre d’extensions de groupes qui ne sont pas
essentielles, mais qui apparaissent dans la suite spectrale classique.

Nous poserons encore H, (F) = H°(F").

H,(F) sera I'espace vectoriel engendré par les générateurs g¥ de l'algébre
de cohomologie de #; comme on le sait, ces éléments s'obtiennent en faisant
opérer I'algeébre de Steenrod sur la classe fondamentale £ de F. 11 en résulte
que tous ces éléments sont transgressifs (puisque les opérations de I'algébre
de Steenrod commutent avec la transgression), ce qui justifie la filtration qui
leur est attribuée. De plus, si I'élément g est obtenu en faisant opérer sur la
classe fondamentale ¢ une certaine opération de I'algébre de Steenrod, la
transgression de g s’obtiendra en faisant opérer la méme opération sur la
transgression k"' de la classe fondamentale. « définit une application
(bien déterminée) de la classe fondamentale ¢ de H*(F) dans C*(Y)
modulo (p*C*(X') + 0 C*(¥'); il en est alors de méme sur H, (F).

Plus généralement, H,(F') sera I'espace vectoriel engendré par les produits
de i générateurs (au plus) de I'algébre H*(F). Leur filtration se justifie par
la remarque suivante : si u(g') et «(g") sont dans C*(¥) les images respec-
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tives, par le monomorphisme u«, de g’ et g"€ H*(F), on peul définir u
sur le produit g’g" en posant

w(g'g") =u(g')u(g") —u(g')vidu(g").

Nous avons vu que, sur #,(F'), « définit un monomorphisme dans C*(¥)/V
[en posant V,= p*C*(X)]. La construction de u(g’g") donnée ci-dessus
n’est pas univoque, mais elle est bien définie modulo V;_, (si ¢ désigne la
somme des filtrations de g’ et g”). Il en résulte que tous les complexes ¥ et
tous les opérateurs différentiels A, construits de cette facon, donneront
naissance aux mémes suites spectrales, qui sont donc attachées a I'espace
fibré ¥ (et pas aux différents choix du monomorphisme ).

Jusqu’a la dimension (i-+1)7n —1 inclusivement, le sous-complexe V|
a méme cohomologie que l'espace fibré ¥ [parce que tous les éléments
de Hr(F), avec p << (i-1)n, appartiennent & H;(F') par construction].
On voit par exemple que H?(¥'), pour p << 2n, s'obtient au moyen d’une
seule extension de groupe [celui-ci étant H*(X")]. Ce résultat se déduit
immédiatement de la considération du triangle exact du sous-complexe V.

La construction explicite de la suite spectrale montre que d; coincide avec
Popération d; que nous avons définie dans le § 1. En particulier, si I'on
connait les opérations de 2° ordre, telles que nous les avons définies, dans
I'espace de base ¥, on peut calculer effectivement (en considérant les
triangles exacts de V| et V) la cohomologie de I'espace fibré ¥ jusqu’a la
dimension 3n — 1, avec deux extensions de groupe. Ceci justifie l]a maniere
dont nous avons défini ici les opérations de 2° ordre.

3. Construction du triple produit.

3.1. Le modéle associé au triple produit. — Considérons, dans un
espace I, trois éléments x, y, i€ /I*(X') et supposons hx = hy =o.

Pour ne pas allonger cel exposé, je supposerai ici a2y, car le cas
particulier ot & — y exige un traitement différent.

Soient p el ¢, les dimensions respectives de «x et y.

Construisons, avec A" pour espace de base, un espace fibré I ayant pour
fibre le produit de deux espaces d’Eilenberg-MacLane

K(L,p—1)<K(L,q—1)

(ou L désigne, comme il a été dit plus haut, le corps des coefficients); les
classes fondamentales g’ et g” de ces deux espaces d’Eilenberg-MacLane
ayant respectivement z et ) pour transgression.

H*(F) sera filtré de la maniére suivante : Hy(F)=H'(F); H,(F) est
le L-module engendré par g’ et g’ [et par H°(F)]; H,(F) est le L-module
obtenu en ajoutant g'g” aux générateurs de H,(F'); pour i > 2, I;(F) est
défini d’une maniére arbitraire, compatible avec les conditions énumérées
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au n° 2.1, (On voit aisément qu'il est possible de construire de pareilles
filtrations.)

Nous définirons alors le triple produit {z, &, y> comme leflet de
Vopérateur différentiel &, (dans la suite spectrale décrivant la cohomologie
de I'espace fibré ¥') sur 2 ® g'g", élément de FE, considéré comme élément
de FE; [ce qui est légilime, puisque d,(/,) ne contient pas d’éléments ayant
la méme dimension].

On vérifie facilement que cette définition coincide avec celle qui a été
donnée au n° 1.8 et, par conséquent, avec la définition habituelle du triple
produit. La suite spectrale correspondant & I'opérateur cobord de I'espace
fibré est aussi celle de I'opérateur différentiel A =0+ fi+ fo+... qui
opeére dans C* (1) ® G, ot G désigne le groupe gradué associé a la filtration
de H*(F).

On voit que cette définition nouvelle permet de se passer de la description,
faisant appel aux cochaines, qui a été donnée dans le § 1 et n’exige pas la
vérification de D'existence de 'opération f, (n°* 1.3 et 1.10), qui résultera
implicitement de la construction du modéle (espace fibré) qui a été donnée.

On peut espérer fournir une méthode analogue (par la construction de
modéles adéquats) pour prouver 'existence des opérations du second ordre
étudiées dans le § 1. Cette étude ne sera pas entreprise ici, mais je donnerai,
dans la derniére section, une description d’opérations d’ordre supérieur & 2,
par une méthode inspirée directement de I'étude de la cohomologie d'un
espace fibré, ayant pour fibre un produit d’espaces d’Eilenberg-MacLane.

k. Construction d’opérafions d’ordre supérieur.

h.1. L’opérateur différentiel A. — Nous conserverons ici les notations
du chapitre 1, et nous montrerons comment on peut construire un opérateur
différentiel A dont la suite spectrale fournit des « opérations d’ordre
supérieur ».

Soit A un opérateur différentiel, opérant dans le L-module C @ G (gradué
par le degré de (), et défini par

A=+ fi+ fa+...,

ou f; abaisse de ¢ le degré (en G).

Les f; vérifieront des relations analogues a celles qui ont été décrites dans
les ns 1.3 (pour f3), 1.5 (pour f;) et 1.6 (pour f.); ces relations sont
obtenues en exprimant que A est de carré nul.

Les opérateurs différentiels successifs d; de la suite spectrale exprimant
I’homologie de € ® G pour I'opérateur différentiel A (et la filtration associée
a la graduation de G) peuvent étre décrits de la maniére suivante : on vérifie
d’abord, par un calcul immédiat, que I'opération que nous avons appelée d,
(n° 1.2) est bien Popérateur d, de cette suite spectrale; supposons alors
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établi que les opérateurs d;, déja construits pour j =2, ..., , s'obtiennent
par passage au quotient, & partir d’opérateurs d; (j=2, ..., ¢), ou l'on a
posé d, = fi et ou d; est défini (comme au n° 1.4) surles éléments de Z Q@ G
dont I'image par d,= f, appartient & 6 C® G et ou, plus généralement,
d; est défini sur les éléments de Z @ G dont I'image par d;_, apparlient
A0CRG.

Il est alors possible de définir d),(A®g), pour heZ et geG,
lorsqu’il existe des ;€ CQ G, avec

di(h®g)=38a

pour j=2, ..., {. On posera
—1

di\y (71®g) :flﬁ '*‘2(— 1) fia—;,

j=1

en accord avec la définition déja donnée (n° 1.4) pour dj.

Si d/,,(h®g) appartient a d;(Z® G) (ce qui signifierait, par passage
au quotient, que I’élément de I;,; correspondant & rQg appartient au
noyau de d;4), on peut (puisque les a; sont seulement définis & ZQ® G

prés) choisir les a; tels que d,’H(I—L®g) appartienne 4 6 C@ G (pour ce
nouveau choix des a;); il sera donc possible de trouver o;€ C ® G avec

1'+1 (z ®g> - 8&1,

ce qui permet alors de définir I'opérateur suivant d;,, (et, par passage au
quotient, d;,) lorsque I’élément correspondant 4 % () g appartient au noyau
de diy. Un calcul direct montre que ces opérateurs coincident avec les
opérateurs d; de la suite spectrale de A.

Ce procédé permet de définir par exemple un « quadruple produit » associé
4 un triple d’éléments x, y, € H et & un élément h€ H ('). On I'obtiendra
par l'opérateur d, appliqué & A ® g, he H et g, € G, ol g5 est un produit
de trois éléments g, g’ et g” € G1; on pose encore

Go=L, 0(g)=zQRgn E)=r®8, 0E")=2Q%;

G, est engendré par les produits de deux générateurs de Gy, et O opére sur
les produits comme une dérivation. On supposera que 2 g; appartient au

(1) Ce « quadruple produit » ne coincide pas avec celui que j’ai proposé antérieure-
ment ( Colloque de Topologie algébrique, Louvain, 1956). Alors que la définition que
je donnais en 1956 du « n-uple produit » faisait intervenir n classes de cohomologie
dans un ordre linéaire, je crois qu’il est préférable de considérer n —1 classes d’une
part, et une ni‘me classe de lautre; c’est en effet sous cette derniére forme que se
présente l'opérateur d, dans un espace fibré dont la fibre est un espace d’Eilenberg-
MacLane.
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noyau de d; et de d,; cela exige que les produits hx, Ay et 2z soient nuls ainsi
que les « triples produits » {(z, A, ¥y >,<{y, h, 2> et {z, h, x>, avec une
certaine condition supplémentaire (signifiant que ces trois triples produits
peuvent étre simultanément des cobords) qui s’exprime le plus facilement
par la condition d; (% @ g4) = o.

On peut donner une description explicite de ce quadruple produit au
moyen "des cochaines et de produits cup-1, mais je ne le ferai pas ici, car
celte expression n’a pas la simplicité ni la symétrie visible de I'expression
habituelle du triple produit. D’une maniére analogue & ce qui a été fait
au § 3 pour le triple produit, on peut aussi définir le quadruple produit
directement (et sans introduire explicitement les cochaines), en construisant
au-dessus de l'espace donné un espace fibré dont la fibre est un produit
de trois espaces d’Eilenberg-MacLane, la transgression de leurs classes
fondamentales étant respectivement z, y et s.




