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SUR LES SELF-INTERSECTIONS
DES APPLICATIONS DIFFERENTIABLES;

PAR

A~xprt HAEFLIGER.

InTrODUCTION. — On se propose d’étudier d’'une maniére générale les self-
intersections d’une application différentiable f d’une variété V7 dans une
variété M. Par exemple un point double de f est un couple (2, x,) de points
de V tels que f(x1) =f(x,) et &, x,; il est naturel d’identifier les deux
couples (zy, x,) et (@2, @), c’est-d-dire de considérer les points doubles
comme des points du carré symétrique de ¥V privé de la diagonale. C’était
I'idée de WiirNey dans [7] et [8] par exemple. Plus généralement les points
p-uples de f seront des points du quotient du sous-espace V{ de V7 formé
des suites de p points distincts de ¥ par l'action du groupe S(p) des
permutations des p facteurs de V7. On est aussi conduit a définir d’autres
types de self-intersection, par exemple les points doubles de la restriction
de f aux points singuliers de f. Génériquement, les points de self-intersection
d’un certain type de f forment une sous-variété du quotient V', de V7 par
un sous-groupe 7 de S( p); cette sous-variété représente une classe d’homologie
qu’il s’agira d’évaluer (1).

Nous nous placerons dans le cadre de la théorie des jets infinitésimaux de
C. EuresMaNN (cf. [1]) et nous utiliserons les méthodes et les idées fonda-
mentales développées par Troum et Whirney dans leurs études des singularités
des applications différentiables.

I. Géométrie des self-intersections.

1. Symétrisé d’un fibré. — Soit £ un fibré de base V, fibre F et groupe
structural G. Un sous-groupe 7 du groupe S(p) des permutations de p objets

() L’auteur se propose de revenir ailleurs sur ce sujet et de compléter cet exposé sur
plusieurs points.
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agit sur les produits £7 et V? par permutation des facteurs. Le groupe 7
transforme en eux-mémes le sous-espace ¥} de V7 formé des suites de p points
de V tous distincts et le sous-espace £ de E7 se projetant sur V2. Désignons
par £ et Vi les quotients de /% et V7 par la relation d’équivalence associée
a l'action de 7.

ProrosiTION. — £ est un fibré de base Vi, de fibre FP; son groupe
structural G est lextension du groupe-produit GP par w agissant
naturellement sur Gr.

Autrement dit G, est formé des couples (g, o), ou g€ G? et aem, avec
la loi de composition (g, a)(g’, &')=(g.a(g’), aa’), ou a(g’) désigne
I'élément de GP obtenu & partir de g’ aprés la permutation o« de ses
composantes. On a donc la suite exacte

eGP > Gr,—>T—>e.

Toute section de # définit canoniquement une section de E7..

Dans ce qui suit, V sera une variété différentiable de dimension n et £
sera le fibré £7 sur V des jets d’ordre 7 de V" dans une variété différentiable
de dimension m (c¢f. [1]); sa fibre est donc la variété T, (M) des n-vitesses
d’ordre r de M et son groupe structural le groupe L, des jets d’ordre r
a lorigine O de R" des automorphismes différentiables de R laissant fixe O.
Soit f une application différentiable de ¥ dans M; elle se prolonge suivant
une section différentiable f~ de £ (celle qui associe a tout point de V le jet
d’ordre r de f en ce point); elle définit donc une section différentiable f7
du fibré différentiable £7.

On désignera par V?/m le quotient de V7 par I'action de m; V' est une
variété ouverte dans V?/m; son complémentaire sera appelé la sous-variété
de ramification de V?/m.

I1 est probable qu'une partie de la théorie puisse s’appliquer a des espaces
plus généraux que les variétés (cf. Wu [10], [11], [12]).

2. Le type d’une self-intersection d’une application. — Pour donner
une définition du type invariante par les changements de coordonnées
dans V et dans M, il faut d’une part considérer dans la fibre [ 77, (M)]P
de EZ un sous-ensemble S invariant par le groupe structural (L},);. D’autre
part, soit I' le pseudo-groupe des automorphismes locaux diflérentiables
de M ; considérons sur M7 le pseudo-groupe I'; engendré par les éléments
de la forme v =(yi, .-, Yp), ou y; €T, invariants par 7, c’est-a-dire que
pour tout a€m, on a ay(z)=yax(z) partout ou les deux membres sont
définis; T'; se prolonge naturellement suivant un pseudo-groupe d’auto-
morphismes locaux de [7'; (M)} désigné encore par I'z. On supposera
alors de plus que S est invariant par I'; (ce qui exprime l'invariance de la
définition pour les changements de coordonnées de ).
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Soit £ I'espace fibré associé a L7 de fibre S; il s’identifie canoniquement
a un sous-fibré de E%.

DeriNiTION. — On dira qu’une application différentiable f présente au
point x de Vi une self-intersection de type S st f(x) appartient au sous-
Sibré Eg.

Exemeres. — Cas r=o0. — Alors T (M) =M, et E° n’est autre que le
fibré trivial V < M; E} est le fibré de fibre MP associé au revétement V7
de V5 (c¢f. 1). Tout sous-espace de M7 invariant par I';; est réunion (invariante
par m) de sous-espaces définis en égalant entre elles certaines coordonnées y;
de y =(y1, .., yp) € MP; par exemple 'ensemble des points dont au moins
q < p coordonnées sont égales. Si y,=...=y,, on obtient la diagonale
de Mr; le type de self-intersection qu’elle détermine dans Vg, est le
point p-uple.

Cas r=1. — E" est le fibré des applications linéaires des espaces tangents
aux points de ¥ dans les espaces tangents aux points de M. Supposons p = 2,
T = Z,; on peut prendre par exemple pour Sc 7' (M) < T (M) les couples
formés de deux n-vitesses dégénérées en un méme point de M; le type de
self-intersection ainsi défini correspond au point double du sous-ensemble
des points singuliers de f.

3. Transversalité. — Dorénavant nous supposerons que .S est une sous-
variété fermée différentiable de la fibre [ 77, (M )]7. Le plus souvent, on doit
admettre que S présente des singularités; nous supposerons alors que S est
une collection de sous-variétés différentiables (cf. [2], exposé T); il en sera
alors de méme pour Ejy; on dira que f7 est transverse sur Eg, si f7 est trans-
verseZau sens de Tnom sur chaque sous-variété de la décomposition (cf. [2]).

Le lemme de transversalit¢ de Tuom (cf. [4]) peut s’étendre aux self-
intersections. Il entraine en particulier le

THEOREME] DE TRANSVERSALITE. — Toute application différentiable de V
dans M peut étre approchée a l'ordre q > r par une application différen-
tiable f telle que fj soit transverse sur la sous-variété Eg de EL en tout
point d’un compact donné K de V.

On diraque f présente sous forme réguliére sur K la self-intersection de

type S.

REMARQUE. — 1 serait intéressant de savoir si I'on peut remplacer K par V5
tout entier, comme cela peut se vérifier dans un grand nombre de cas parti-
culiers. Mais de toute facon, on peut remplacer K par un ouvert U de V;
dont le complémentaire dans V»/m soit un voisinage de la sous-variété de
ramificationide V7/m; on peut méme s’arranger pour que U soit difféomorphe
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a Vg et en soit une rétraction. On ne modifiera donc pas les propriétés
homologiques en identifiant U et 7 et Uon dira simplement que f présente
sous forme réguliere la self-intersection de type S si c’est vrai sur U.

Exempre. — Dire qu'une application f de ¥V dans M présente sous forme
réguliere les points p-uples, c’estdire qu'en y = f(z,) =...=f(=,), z;€ V,
les images par f des espaces tangents & V aux points 2, ..., &, sont en

position générale.

On dira qu’une immersion f de V dans M est complétement réguliére
(cf. Wurtsey [8]) si f2 est transverse sur Ky, quel que soit S invariant par 7
et I';; il suffit d’ailleurs de supposer que f? : V7 — MP est transverse sur la
diagonale de MP pour tout p.

CororralRe. — Toute immersion de V compact dans M peut étre
approchée a l'ordre q >1 par une immersion complétement réguliére.

Il semble qu’on puisse montrer sans difficulté qu’une immersion compléte-
ment réguliére est stable.

k. Singularités et self-intersections d’une application. — En général,
I’ensemble des points de self-intersection d'un certain type dans V' d’une appli-
cation f de V dans M a une adhérence dans la sous-variété de ramification
de V?/m; cette adhérence rencontre la diagonale de 17/, identifiée & V, en
des points singuliers de f. Par exemple, I'adhérence des points doubles d’une
application 1-générique f (cf.[2] exposé T) est I'ensemble de tous les points
singuliers de f; le cas le plus simple est celui du point cuspidal d'une appli-
cation de R? dans /2 (c¢f. WniTneyY [8]).

En suivant la terminologie de Tuom (c¢f. [3] et [&]), on définit (.S,)7
(par récurrence sur ¢) comme I'ensemble des points de 1 ou le rang de la
restriction de f & (S;)7 ' est inférieur d’une unité a sa valeur maximum.
Si le prolongement d’ordre ¢ de f est transverse, dans un espace de jets
convenable, sur le sous-fibré qui définit la singularité (S,)7, on peut
introduire au voisinage de z € (S,)7 et de y = f(«) des coordonnées locales
@1y ooy Ugmety Zy 01y ooy 1) € (Ury ooy Ugpeyy Yoy oooy Yoy Viy ooy Vi),
dimension de V =g¢gm + k et dimension de M = (q+1)m — 1+ k, telles
que f soit définie par les équations

Vi=xuj+2*ujm—+. ..+ 27Ujs (g1 m—+ termes de degré > g +1
1=y <m),
YVi=zun+...+ 27 uy—yym+ 27 + termes de degré > q +1,
U=u  (1£izgm—1),
Vi=vs (léSé/f).

Au voisinage de O, les points (g + 1)-uples forment une sous-variété de
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dimension ¢ + & dans V7+'/m dont 'adhérence dans la diagonale est (S,)7
qui est de dimension £.

ReMarQue. — 1l est probable qu’on puisse s’arranger pour faire disparaitre
les termes de degré ¢ + 1 dans I'expression ci-dessus (WHITNEY I'a fait dans
des cas particuliers cf. [5], [8]).

1I. Homologie des self-intersections.

5. Classe de cohomologie duale a un cycle de self-intersection. —
Nous supposerons comme au paragraphe 3 que le sous-espace S de la fibre
de L% qui définit le type d’une self-intersection est une sous-variété différen-
tiable, éventuellement avec singularités, mais portant une classe d’homologie
fondamentale entiére ou modulo 2 (de dimension égale a celle de S); alors
la sous-variété Eg de L7 vérifiera les mémes hypothéses.

Soit f une application différentiable de V' dans M présentant sous forme
réguliére (cf. 3) la self-intersection de type S (on supposera cette hypothése
implicitement vérifiée dans tout ce qui suit); dans ce cas, I'ensemble S, des
points de self-intersection de type S defest une sous-variété différentiable
de V7, de méme codimension que Ky, et qui porte aussi une classe d’homo-
logie fondamentale bien déterminée (au moins si S, est un ANR, ¢f. [2],
exposé 8); on dira que S, est le cycle des points de self-intersection de
type S de f. Alors :

ProrosiTion. — La classe de cohomologie duale au cycle des points de
self-intersection de type S de f est 'image par (fr)" de la classe duale
a Eg dans E*,.

Ceci montre, en particulier, que cette classe est un invariant de la classe

d’homotopie de f.

Exenpres. — On voit facilement que la classe duale au cycle des points
doubles d’une application f de V dans M est une

classe modulo 2, si M est non orientable;

classe entiére, si M est orientable de dimension paire;

classe a valeur dans le faisceau d’entiers tordus associé au revétement V7}
de Vy,, si M est orientable et de dimension impaire.

On a un résultat analogue pour les points p-uples.

6. Expression générale de la classe duale a un cycle de self-inter-
section. — Soit £Z Uespace fibré de fibre [ 7, (M)}P associé a I'universel
pour le groupe (L})r. Il existe une représentation %, déterminée & I’homo-

BULL., SOC. MATH. — T. 87, FAsC. 4. 24
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topie prés, de £% dans E7%. Appelons classe universelles de E% les classes de

cohomologie de £ images par 2* de classes de £%.

Tueorime. — La classe duale au cycle des points de self-intersection de

type S d’'une application f est 'image par (f1)* d’une classe universelle
de EL.

DisMonsTRaATION. — Le sous-espace invariant S définit des sous-fibrés L
et By de ET et BT resp.; la classe duale & E est I'image par ~* de la classe

duale & Ej (on peut supposer que E7 est une variété différentiable et que 2
est différentiable). D’autre part, comme 7°,(M) et L] ont méme type

d’homotopie que 77, (M) et L}, alors EA’-’ a méme type d’homotopie que EA-‘-

REMARQUE. — D’une maniére générale, en reprenant les notations de 1,

soient Uy 'universel pour le groupe m, B¢ le classifiant pour le groupe G et Fle
fibré de fibre F associé a I'universel pour G. On obtient le fibré de fibre F?
associé a l'universel pour G en faisant le quotient de Uy X< E? par la
relation d’équivalence (z, y) ~ (xa~!, ay), o A €T; sa base est le quotient
de Uz < (Bg)? par T.

Aprrication. — La classe duale a4 un cycle de self-intersection d’ordre o
d’une application f de V dans R™ est une classe caractéristique du revé-
tement V7 de V. Par exemple, la classe duale au cycle des points doubles
d’une application de V dans R™ est p™, ol 1. est la classe fondamentale du
revétement V' de V..

7. Cohomologie modulo 2 de I'universel pour les points doubles.

Cas r —o. — Le fibré £, est a groupe structural Z,. Soit U I'universel
pour Z, et P sa base; I'universel EJ,— Q est le quotient de X' =U =< M
par Z, (agissant sur U comme d’habitude et sur /M < M en permulant les
facteurs). Alors Q est fibré sur P, de fibre M < M.

Comme Z, agit sans point fixe sur X, on a la suite exacte de Smith (tout
ce qui suit est en coefficient modulo 2)

— H1=1(Q) 5 H1(Q) > HI (X) > HI(Q)

ou p est le cup produit par la classe fondamentale du revétement 1" de Q.

Soit A T'application de H*(M) dans H*(Q) qui fait correspondre a une
classe ¢ la classe spéciale (au sens de Smith) 1 Q) ¢ Q) c identifiée & une classe
de Q; comme oA est injectif, A I'est aussi, et 'on désignera par D 'image
de H*(M) par A. L’homomorphisme p* : H*(Q)— H*(Q) est biunivoque
sur D.
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D’autre part, o applique biunivoquement I'image de o sur le sous-groupe
symétrisé S de I (M) Q H* (M) = H*(M < M) (c’est-a-dire le sous-groupe
engendré par les éléments de la forme a @ b + & X a); on identifiera donc S
avec I'image de 5. On a la

ProrositioN. — Le groupe de cohomologie modulo 2 de I'universel pour
les points doubles (d’ordre o) est la somme directe
Z ptD + S.

k

Cas r > o. — Soit E" le fibré des jets d’ordre r de V dans M; sa fibre a
méme type d’homotopie que M et son groupe structural L) le méme type
d’homotopie que le groupe orthogonal O(n). D’aprés la remarque du

paragraphe précédent, on obtiendra £7,, au type d’homotopie pres, en
prenant le quotient de U < (Bg < M)* par Z,. Donc :

ProrositioN. — On obtient la cohomologie de I'universel pour les points
doubles d’ordre r > o, en remplacant dans la proposition précédente M
par M < Bg .

Désignons par ¥V, (au lieu de V) le carré symétrique de ¥ auquel on a
enlevé la diagonale. Comme plus haut, on a des homomorphismes A :
HY(V)—>H*"(Vy) et S : H*(V)x< H(V)—H*(V,) en faisant corres-
pondre & toute classe a€ H*(V) [resp. aQ be H* (V)R H* (V)] la classe
spéciale a @ a (resp. a @b +b QR a) de H*(V < V), et en l'induisant
sur V2 ou elle s’identifie & une classe de V,. Appelons encore p. la classe
fondamentale du revétement V3 de V,. De ce qui précede, résulte le :

TutoreME. — La classe duale a un cycle de self-intersection dans V,

d’une application f de V dans M s'exprime sous la formez phdr+ s,
k

ot dy. et s sont les images par A et S de classes de H* (V) et H* (V') Q I* (V')

appartenant a l’anneau engendré par les classes de Stiefel-Whitney de V

et le sous-groupe f*[H*(M)].

ExenpLe. — Le cycle des points singuliers S, d’une application f de V

dans R™ est dual  la classe de Stiefel-Whitney normale W"—+1 (cf. Tnom[3]);
les points doubles de S, forment un cycle dans V, dual a ;JL”'A(W’”‘”“).

8. Relations homologiques entre points doubles et points singuliers. —
D’aprés &, le cycle S des points singuliers d’une application f de V dans M/
peut étre considéré comme le bord du cycle D des points doubles de fdans V/,.
Si V est identifiée a la diagonale de 1'2/Z,, la classe d’homologie de S est

\
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I'image dans I'homomorphisme bord ¢ : H (V?/Z,mod V) — H, (V) de la
classe du cycle (mod V') D.
Lorsque M = R™, on sait que la classe duale & D est ™, et la classe duale

N

a S : Wm-n+i, Ceci conduit i la définition topologique suivante des classes
de Stiefel-Whitney normales.

Soit V' une variété topologique et soit p. la classe fondamentale du
revétement Vi de V,; le groupe H™(V,) est en dualité (mod2) avec le
groupe My, (Vy/Zy;mod V). L'image par 0 de la classe duale & p sera par

définition la classe duale & W-n+t dans V' (c¢f. Wu[10], [12]).

9. Cas des immersions. — Supposons V' compacte pour simplifier. Soit f
une immersion complétement réguliére de V dans M; le cycle des points
p-uples de f est compact dans Fy; sa classe duale peut étre considérée
comme appartenant au groupe Mz (V) de cohomologie de V' & support
compact.

ProrositioN. — La classe duale a support compact au cycle des points
p-uples d’une immersion f est un invariant de la classe d’homotopie
réguliere de f.

Le bord d’un petit voisinage tubulaire symétrique dans V < V de la
diagonale est isomorphe a l'espace fibré 7" des vecteurs tangents a V de
longueur unité; on peut donc considérer que V', est bordé par P, le fibré en
projectifs associé a 7" (¢f. WmtNey [T]).

Considérons le cas M= R™. Soit S le fibré de base V,, fibre S7—1,
associé au revétement Vi — V,, le groupe structural agissant par symétrie
sur S™—1, et soit .S, la restriction de S a P.

Soit f une immersion de V dans R”; I'application de 7" dans S"—! qui
envoie le vecteur v & 7 sur le vecteur unitaire f(v)/ If(v) IES’"—1 commute
avec les symétries dans 7" et S”—! et définit donc une section s, de .Sy. En
identifiant la cohomologie a supports compacts de ¥V, avec la cohomologie
de V, modulo P, on a le

TukoriME. — La classe Dy a support compact duale aux points doubles
de f est 'obstruction au prolongement de la section sy au fibré S.

Lorsque V est orientable, on peut calculer aisément, & partir de Dy,
la (m — n)-classe entiére de Stiefel-Whitney du fibré normal a f(V) dans R™.
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