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SUR LES OPÉRATIONS DE STEENROD;

ALBRECHT DOLD
(Heidelberg).

Les opérations de Steenrod sont construites en [7] pour les complexes
cellulaires réguliers, mais on sait « qu'elles supposent, tout au plus, une
structure simpliciale et une application diagonale » ([^] , préface, p. V).
Aux paragraphes 2 et 3 de cette note on explique une telle construction pour
les T^D-complexes libres avec diagonale; elle provient d'une généralisation
du théorème d'Eilenberg-Zilber formulée au paragraphe 1.

Aux paragraphes ^ et 5, on suit des indications de Steenrod [6] pour établir
un lien entre ses opérations et la théorie des complexes d'Eilenberg-MacLane.
J. G. MOORE a démontré (non publié) avec la théorie des constructions de
H. CARTAN, que les opérations de Steenrod donnent toutes les opérations
cohomologiques. Ici on retrouve ce résultat (5.5) par une méthode différente
(les complexes d'Eilenberg-MacLane n'interviennent que sous forme de
produit symétrique inf ini) .

L'appendice contient quelques remarques sur les chaîne-homotopies.
J'ai profité de conversations sur les opérations de Steenrod en théorie des

faisceaux avec P. CARTIER. A D. PUPPE, je dois la démonstration de la propo-
sition 5.4, et de nombreuses conversations clarifiantes.

1. Une extension du théorème d'Eilenberg-Zilber. — Soient K^
K^ . . . . Kn des ^.D-complexes (voir [2]; ce sont des complexes de chaînes
semi-simpliciales au sens de [^]). Le théorème d'Eilenberg-Zilber affirme
que le produit cartésien K^ x K^ X. . . X K^ et le produit tensoriel
ATi0 Â"2®. . .® Kn sont homotopiquement équivalents. L'extension en
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question concerne l'opération du groupe symétrique ^n dans ces complexes :
Soit (jûç"^ une permutation des nombres 1 , 2 , . . ., n. Par permutation des
facteurs elle donne des isomorphismes, encore dénoté co,

:l.i)
c*) : Ki x K^ x . . . x -A^-^A^(i) x Â^(2) x ... x A^(/,),
ûù : 7^(g)À"20.. .(g)Â^^^(i)(g)A^(2)(g).. .(g) Â^),

avec le signe usuel pour les produits tensoriels.
Soit Tr(^) un sous-groupe et W un complexe de chaînes dans lequel TT

opère (à gauche). On suppose W positif (nul dans les dimensions << o, la
différentielle à de degré — i), Ti-libre (i. e. libre comme module sur l 'anneau
de groupe 2T7r), et augmenté ( i . e. muni d'un épimorphisme £ : W—> Z^ où
les entiers Z sont considérés comme ^TT-complexe trivial, zéro dans les
dimensions 7^0).

THÉORÈME D'EiLENBERG-ZtLBER. — Soient B\ ,2 , . . . ,»? ï^ \ ,î,...,n IG produit cartésien
ou tensoriel des /^D-complexes K\, 7^, . . ., ̂  (dans l'ordre). Il existe un
homomorphisme naturel (vis-à-vis des Ki\ W est fixe)

F '. FT(g)^,..,.-^,2,...,.
tel que

( 1 . 2 ) F{w®b^b^^.®bn)=^w)b,®b.,®...®bn

bi ç: Ki, w ç. W ^ dim ( bi•) == dim ( w ) •==- o,

et tel que le diagramme

W®B,^...,n -̂ ,2,...,.

(1.3) ^®^\ 4-^
W(^) ^(,)(1),M(2),...,M(/?)-^ ^0)(1),0)(2), . . . ,M(^)

soit commutatif.
Deux telles transformations F sont homotopes par une homotopie natu-

relle, compatible avec les opérateurs ûù.
Pour TT == i et W^Z c'est le théorème d'Eilenberg-Zilber connu. Si

K^ =z K^ ==. . . = K , les complexes 2?i,2,...,,, et 2^,2,...^ sont des Tr-modules, de
même que W (g) -^1.2,...,/, (opération « diagonale » ûû (g )ûo) , et 1 . 3 exprime
que F est un TT-homomorphisme (est « équivariant » ) .

Nous nous intéresserons surtout au Tr-homomorphisme (déterminé à une
homotopie près)

(1 .4 ) F : WÇ^ÇK^-yK^

qui en résulte. Ici ^(Â^) dénote la ^ième puissance cartésienne (tensorielle)
de K. De plus, dans les applications W sera un complexe acyclique,
i. e. l'augmentation £ est une homotopie-équivalence (sur Z mais non
sur Z^:).
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REMARQUE. — Dans ce qui précède, on peut remplacer Z par un anneau de
coefficients arbitraires (avec uni té ) , dans le cas non commutatif, il faut
prendre des bi-modules Ki et W.

2. Puissances réduites extérieures de Steenrod. — Soit À un groupe
abélien, q^ovui entier. Un T^D-complexe M est de type (^4, q) s'iffi(M) == o
pour i~^q, H^(M)=A. On écrit M(A^ q). On suppose de plus que M
est libre (restriction souvent non nécessaire). Alors M possède une classe
fondamentale LM^-H^ (M, A). Les classes d'homotopie des .FjD-applica-
tions cp : K->M^ où K est un .F-D-complexe libre, sont en correspondance
biunivoque avec les éléments de H ^ { K ^ A) par la loi (voir 6.4)

( 2 . 1 ) [cp]<^(Z).

Soient maintenant aç.Hi^K, A) et cp : K-> M l'application correspon-
dance (i. e. cp*(^) = = < % ) ; elle induit ^n : K"--^ M11 et par dualité

(2.2) ^ : C'ÇM^ G)—^^, G)

où C*(Af", G) dénote le complexe de cochaînes à coefficients dans le groupe
abélien G.

D'autre part l'homomorphisme 1.4 (avec M au lieu de K) donne par
dualité :

(2.3) <I> : W®C\M^\ G)->Ci'(Mn, G).

Si Fon munit ^(A^, G), C\K^\ G) de la structure de Tr-module duale à
celle de A^, K^ les applications 2.2 et 2.3 deviennent des TT-homomor-
phismes. On peut donc passer au quotient par TT (i. e. multiplier avec^Z)
et l'on obtient

(2.4) W^C\MW, G^C^M^ G)7:^C^Kn, G)/T:.

Supposons W acyclique. Alors Fimage de H\ W ®r.C\MW, G)) dans
7/*(C*(^, G ) / n ) par cp^/TKg) ^r. forme les ^-puissances réduites extérieures
de a (à coefficients dans G). Les éléments de ZT( W ®r.C\M^\ G))
s'appellent ^-puissances réduites de type (A^ q^ G).

Comme dans [7] on démontre : les Tr-puissances réduites extérieures (de a)
sont indépendantes des choix faits dans leur construction. Elles sont natu-
relles (vis-à-vis des /^-applications K — ^ K ' ) .

En d'autres mots : Un élément de H\ W ®^C\M^\ G)) est une opéra-
tion cohomologique extérieure^ son image par y / n o <Ï>^ dans ir^C^K'1^ G)/7:)
est la valeur que prend cette opération sur l'élément a ^ H ' i { K ^ A). A. noter
le rôle universel que jouent les puissances réduites extérieures de la classe
fondamentale Zj/€/^(-/^, A).
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3. Puissances réduites intérieures de Steenrod. — Des opérations exté-
rieures on passe aux opérations intérieures au moyen d'une diagonale. Une
diagonale dans un FD-comp\exe K est une T^Z^-application

(3 .1 ) A : K-^KxK

qui est commutative et associative^ i. e. les diagrammes

^KxK

(3.2) K/ T T(xÇQy)=zyÇ^3cv\KxK
et

A/^^MxA

(3.3) ^ ^ K x K x K
A\ /Ax'i

^A'xA:/
sont commutatifs.

Par itération du procédé du diagramme 3.3 la diagonale fournit une
jFT^-appli cation :

(3.4) A : K-^Kn

qu'on appellera encore diagonale. Elle est invariante sous l'opération de ^n
dans K11^ i. e. pour chaque sous-groupe TTC^ la diagonale 3.4 est un
Ti-homomorphisme, si n opère trivialement dans K. Par dualité elle donne
un TT-homomorphisme

A* : C^K^ G)->C\K, G)

et par passage au quotient :

(3.5) A ^ : C*(A^, G)/n->C\K, G)/n=:C^K, G).

L'image par A^ des ^-puissances réduites extérieures de aç.H^{K^ A)
forme les rc-puissances réduites (intérieures) de a.

Les puissances réduites sont naturelles vis-à-vis des FD- applications / :
K —> K' avec diagonale^ i. e. pour lesquelles le diagramme :

K^K xK
f\ \fxf
K' - ^ K ' x K '

est commutatif.

EXEMPLES. — ( i ) Le complexe de chaînes CX d'un css-complexe X
(= complexe de chaînes semi-simpliciale basique; [4-]) a une diagonale
naturelle, à savoir

A(^)==^(g)^ xç. X.
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Une css-application Ï : X—> X' induit une T^jD-application C'^ : CX-> CX'
avec diagonale.

( i i ) Le produit cartésien K x A^des J^D-complexes avec diagonale a une
diagonale naturelle :

K x K' ^4-' K x K x K ' x K ' w (K x K ' ) x (K x K ' )

REMARQUE 1. — Un jFjD-complexe peut avoir une diagonale homotope
à zéro (par exemple, le complexe réduit de la suspension d'un css-complexe A ' )
et néanmoins posséder des puissances réduites (intérieures) non triviales.
On peut pourtant définir une relation de <( liomotopie équivariant » ou
« TT-homotopie » entre diagonales K->K' X K qui entraîne l'invariance des
TT-puissances réduites.

REMARQUE 2. — Les puissances réduites découlant du diagramme :

W^C\MW, G)^C'(Mfl, O/n^-ÏC^K-, O/TT^^f/i, G),

il pourrait sembler plus naturel de prendre C*(A^, G ) / T : comme point de
départ au lieu de W (g^G^A/^, G). Mais on constate tout de suite que ce
dernier groupe est beaucoup plus facile à manipuler (par la théorie de
l'homologie des groupes, voir [7], [8]). D'autre part, on ne gagnerait pas
de nouvelles opérations en partant de C\Mn, G ) / r : comme le montre la

3 .7 . PROPOSITION. — L'homomorphisme

(D^ : Il^W^r.C^KW, G^H^C^K^ G ) / T T )

est un épimorpliisme, sous les hypothèses de ^.5 sur le groupe 7:, au moins
si les groupes H I ^ K ) sont de type fini. ( ï )

^. L'homomorphisme A7*. — D'après STEENROD [6] la connexion entre la
théorie des puissances réduites et des complexes d'Eilenberg-MacLane doit
être établie via les produits symétriques et un homomorphisme de « transfert »
(ou « norme » ) A7*. Ceci sera précisé dans le prochain paragraphe. Dans ce
paragraphe, il s'agit de définir et d'étudier l'homomorphisme N\

Soit K un 7^-complexe libre, r.C^n un sous-groupe du groupe symé-
trique. Les cochaînes de K^ à valeurs dans G forment un Tï-complexe
C*(A^. G)\ on a donc l'homomorphisme « norme »

(^.i) N : C^K^ G')->C\K11, G)
A7W=^b (b^C\K^ G),

Y €7:

( 1 ) Cette hypothèse de fmitude est probablement superflue.
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qui, par passage au quotient donne :

(4 .2) A": C\K^ G)lr.-.C\K'1, G)^

où C*(A^, G)^ dénote les éléments de C*(A^, G) qui sont invariants sous
l'opération de TT.

C^ÇK11, GY n'est autre que le complexe des cochaînes du rr-produit K'^TT:
de K (voir [11, 6,2),

(4 .3) C*(^, G^C^/TT, G),

et l'on a :

(4 .4) A": C*(^, G^n-^C^^/n, G).

Le cas le plus important sera celui où TT==^; alors ÀT^/TT est le produit
symétrique SPnK d'ordre n de 7L

4.5. PROPOSITION. — Pourvu que les groupes Hi(-K) soient de type fini ( ')
et que ffy (^0 == °i A* induit un épimorphisme

(4.6) N^ : îr(C\K'\ G)/7T)-^//*(A:"/7r, G)

dans les cas suivants :

( i ) n ==/?, premier, TT == ^o== cyclique d'ordre^?;
(ii) /î ==/?S /? premier, 7: == ^(p1^ p ) ==/?-Sylow-sous-groupe de ̂ ;
(iii) n arbitraire, n = ̂ f(n^ p ) ==/?-Sylow-sous-groupe de ̂  ;
(iv) n arbitraire, TT == '$/;.

On démontre d'abord le cas ( i ) , alors d'une façon analogue à celle de
Steenrod ([7], [4]) , les cas ( i i ) (récurrence sur i) ( i i i ) et ( iv), dans cet
ordre.

J'ignore si 4.5 est vrai pour tout TTC"^.

5. Puissances réduites et complexes (TEilenberg-MacLane. — Soit
q ^> o un entier, A un groupe abélien. On considère le complexe d'Eilenberg-
MacLane K(A^ q) ([2], chap. III) et son complexe de chaînes CK{A^ q).
On sait ([l], 10) que CK(A^ q) est, de façon canonique, homotopiquernent
équivalent à l'algèbre symétrique de M==:M(A^ q\ i. e. à

( 5 . 1 ) SM=P^-M^-SP2M-{-SPÏM=...=^SPlM
1=0

où P est le ^Z>-complexe d'un point. La cohomologie I P ( A ^ q\ G) [de
K(A^ q) à coefficients dans G] est donc canoniquement isomorphe à
ir(SM, G) :

(5 .2 ) H\A,q; G)^^^(SPiM, G).
î=:0
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(En principe, on a le produit direct — au lieu de la somme — à la droite de
5.2 ; mais il existe une suite ^, tendant vers +00, telle que/7^(^/^Af, G) = o
pour Vi^> k. )

Les éléments de JP{A^ q\ G) sont les opérations cohomologiques de type
(^4, q^ G) (définies en cohomologie singulière; voir [5]). D'autre part, on a
vu que toute puissance réduite de type (A, q, G) donne lieu à une opération
cohomologique de ce type. Ceci définit un homomorphisme

/,: H\W^C\MW, G))^B\A,q; G),

k ( b ) == b I— (3 = valeur que prend la puissance réduite b sur la classe
basique (3çZ^^(/4, q\ A). En particulier, on a :

(5.3) k : H^W®^ C\M^\ G)->H\A, q; G).

A côté de Â', on a l'homomorphisme composé (voir 2.4 et ^.6; TT ==: "!?,J

(I)*
(5.4) H^W®^C\MW, G)-^H\C\MW, G ) / ^ n ) N ^ . H ^ ( S P / ^ M , G).

La proposition suivante, dont je dois la démonstration à D. PUPPE, affirme
que 5.3 et 5.4 coïncident à peu près (moyennant 5 .2) .

5.4. PROPOSITION. — Pour chaque b ç IF (W(S^n^^MW, G)\ on a :

n — \

k(b)-^^(b)ç^n\SP1 M, G)
1=0

( (( La différence est de filtration < n » ) .
Des propositions 8.7, ^-.5 ( iv) et 5.4 résulte (récurrence sur n).

5.5. THÉORÈME. — Toute opération cohomologique de type ( A , q^ G)
( \ \

( dans ^ H* (SPW^ G) ) peut être représentée comme somme de "^-puis-
\ ^=" /
sances réduites (avec i^n) de type ( A , q^ G), au moins si A est de type
fini.

En vertu de [8] ceci montre que les opérations primitives 1.4 de [7], ^,
les opérations ^f : H I ( K , Zp)—^ H'I^^P-^^K, Z ^ ) et les opérations

1̂  : //-/(A-, Z^-^ nP^K, Z^), q paire, [8],

engendrent toutes les opérations cohomologiques avec coefficients de type
fini. Ce résultat fut démontré par J. G. MOORE (non publié, voir la confé-
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renée de STEENROD à Edimbourg 1Q58) par une méthode différente, à savoir ia
théorie des constructions de H. CARTAN.

6. Appendice sur les chaîne-homotopies. — Pour les constructions
précédentes, on utilise quelques propriétés des chaîne-homotopies — plus
ou moins connues, mais qui ne semblent pas être dans la littérature.

On considère des complexes de modules sur un anneau A arbitraire avec
unité. Ces complexes seront positifs avec différentielles de degré — j.

6.1. LEMME. — Soient C, -Z), D' des complexes, soit/: D—^ D' une chaîne-
homomorphisme tel que f^ : H(.D) ^.ff(D1) et supposons C libre. Alors/
induit un isomorphisme :

/,: [ C , D } ^ [ C , D ' ^

où [ , ] dénote le groupe des classes d'homotopie.
(Ceci se démontre, par exemple, avec le « mapping cône » / de /; voir
[3],13.3.)

6.2. COROLLAIRE. — Si D et D' sont libres, / est une homotopie-
équivalence.

(Prendre C = D ' ) . Pour A = Z, voir [3], Y, 13.3.

6.3. COROLLAIRE. — Si M et M' sont des complexes libres de type (^4, q)
(voir § 2) ils sont homotopiquements équivalents.
(Ils sont homotopiquement équivalents à des résolutions libres de A.)

Supposons que D admette un homornorphisme de complexes p : D ->H(D)
qui induit l'identité pour rhomologie. (Ceci est le cas, par exemple, si les
cycles de D forment un facteur direct.) Soit L , / ç f I ' / ( D ^ H^(D)) la classe de
cohomologie du cocycle p^ : D^-> Hcf(D). Alors :

6.4. COROLLAIRE. — La correspondance [g~\ -> [ g ^ ^ q }i [ ^ j ^ f ^ ^~\i est

un isomorphisme :

[ C , D } ^ Y [ H ' i ( C , H , ( D ) .
q^O

(Prendre D ' = H ( D ) e t /==p. )

REMARQUE. — Parce que « complexe de chaînes » et « J^-complexes •»
sont des notions équivalentes [1 ], on a les mêmes résultats pour la FD-cQiié-
gorie.

( 2 ) Ajouté sur épreuves. — Une autre comparaison entre les groupes H*{A^ q ; G)
et H* ( W (g),, C*{M^^ G)) se trouve dans une note de T. NAKAMURA dans Sci. Papers
Coll. of Général Educ.^ Univ. of Tokyo, t. 9, igôS, p. 1-16.
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