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LA SOLUTION UNITAIRE
D'UN OPERATEUR DIFFERENTIEL LINEAIRE (')
(PROBLEME DE CAUCHY, II) (3);

Par

Jean LERAY.

INTRODUCTION

Nous nommons solution unitaire d’un opérateur différentiel linéaire
a(x, 505> la solution U(%, ) du probléme de Cauchy le plus simple :

second membre égal & 1, données de Cauchy nulles sur I'hyperplan d’équa-
tion Lo+ £y &y +. . .+ E ;= 0. Nous notons U*(£, ) la solution unitaire de
Uadjoint a* de a. Nous allons en établir les propriétés, que [IV] et [V]
utiliseront.

En effet [IV] définira, par une intégrale, une transformation fonctionnelle,
prolongeant la transformation de Laplace, qui transformera U*(g, 2) en la
solution élémentaire de a, supposé hyperbolique. Et | V] définira, par une
intégrale, une autre transformation fonctionnelle, prolongeant la convolution
par une transformée de Laplace, qui transformera U*(%, )¢ (2) en la solu-
tion u(z) du probléme de Cauchy :

a<x, %)u(x) =v(x), u(z) s’annule m fois sur S;

m désigne l'ordre de @, qui n’est plus supposé hyperbolique.

(1) Cet article a été résumé aux Comptes rendus de U'Académie des Sciences de
Paris, t. 245, 1957, p. 2146-2152.

(2) Nous désignons cette série d’articles par [I], [II], ....

[I] Uniformisation de la solution du probléme linéaire analytique de Cauchy
prés de la variété qui porte les données de Cauchy (Bulletin de la Société mathé-
matique de France, t. 85, 1957, p. 389-429).
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Cet article-ci déduit de [1] une uniformisation de la solution unitaire
U(%, ) applicable au cas ou % est variable, mais y fize (théoréme 1, n° 2).

¢
dx
cients polynomiaux, il établit la réciprocité de la solution unitaire : /’adjoint

o9 , d S,
a <5;> x> et le transformé de Laplace A<— Prk 2) de a<x, 5;) ont

méme solution unitaire U*(%, ) a des dérivations — prés; ces dériva-

Puis, sans utiliser cette uniformisation et en supposant a<x. —— | & coeffi-

9%
tions seront d’ailleurs transformées en l'opération identique par ces trans-
formations fonctionnelles que définiront [IV] et [ V] (théoréme %, n° 3). En

- d \ \ J ,
articulier, quand a{ #, =— ) est un opérateur homogeéne en ~—, a coef/i-
P q oz P 2 oz

cients linéaires, cette réciprocité réduit la recherche de Uet U* a la déter-

mination des bicaractéristiques de a(x, ~— ) et a des calculs d’intégrales

Jdx

(théoréme 5, n° k).

1. Notations. — 1" est un domaine d'un espace affin sur le corps des
nombres complexes; dim. A" —=/; « et y sont des points de .I'; les coordon-
nées de x sont notées (&, ..., x;).

£ et m sont des fonctions linéaires de x, a valeurs numériques complexes ;
la valeur de £ en « est

(1.1) e TR S S O T

Zo) -+ -, 21) sont les coordonnées de £; les £ constituent un espace vectoriel
= de dimension /+ 1. Nous nommons Q la quadrique de Z < _.I" d’équation

Q: t.x=o,

£* désigne I’hyperplan de 1" d’équation

* .

KaSs

t.x=o.

Les ¢* constituent un espace projectif, Z*, de dimension /, image de Z.
Soit un polynome en %, indépendant de %, a coefficients fonctions holo-
morphes de z€ .1 :

(1.2) al@, D= D @@

Jitee+j1Z£m

son degré est m; sa partie principale est le polynome homogéne de degré m :

(13) M @)= ¥ (@) s

Jiteoj1=m
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/

on note u(a:, 9z Uopérateur différentiel linéaire d’ordre m :

/ 0 B O/t +J1
(1.4) a<x, (_);>_ 2 ajlun/-l('r)dx{t...d.zt{l'

Jit..Hj1£m
Si
b(ia z) =a(z, g)?
alors b((f—x’ x) désigne un autre opérateur différentiel linéaire d’ordre m :
0 R diﬁ—...—i—/z
(g =) uw= X s gmlaea@u@)
Ji+. . Hj1£m
Notons
a*(E_, z) =a(z, —'E)v “*(x’i):“ _—_ZJ r);
a* i :v\ est appelé adjoint de «| x i : a*(x i est I'adjoint d
0z’ ) PP J Y ox )’ 7 dx o1 N

d  ye . R
a(%’ x); a est I'adjoint de o'

TuntorEME. — Transformer les coordonnées de X" par une transformation

—

affine [donc celles de E par une transformation linéaire telle que (1.1)
subsiste ] n’altére pas les correspondances

a(z,t) —+a<x, %)—;a"(;‘i, p>

. _ J .
DerinviTioN 1. — Nous nommons solution unitaire de a(x, — | la solution

ox
U(%, y) du probléme de Cauchy

(1.5) a(y,(%—/)U(E_, y)=1; U(%, y) s’annule m fois pour .y —o.

U(E, y) est évidemment homogéne de degré o en £ : c’est une fonction de
&)

2. Uniformisation de la solution unitaire U de a.

DeriNiTioN 2.1. — Considérons le systéme d’Hamilton (?)

dz; = hy(2, £) dt, i, = — hay(2, %) dt (=1, ..., 1),
(2.1) diy= [Z‘xl-lzxi—— h] dt.
j

h.; désigne 0‘3—;3 .

(*) Les équations d’Hamilton et de Jacobi se rencontrent en Mécanique analytique;
voir E. CARTAN, Legons sur les invariants intégrauz, n>s 14 et 33.
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Ce systéme différentiel admet les intégrales premieres
(2.2) ) x4+ (1—m)th(z, k), h(z, k)
et la forme différentielle invariante

(2.3) (d). ¢+ h(x, £)dt;

c’est d’ailleurs le seul syst¢éme pour lequel cette forme est invariante :
voir n° 5.
Notons
(6 n, ), 2t y),

la solution de (2.1) issue du point

(2.4) (n, 7)€ 0,
c’est-a-dire telle que

E(o,m, y)=mn, x(o,n,y)=y, n.y=o.
Puisque A(x, £) est homogéne en £ de degré m, £(¢, n, y) est une fonction
de <t‘_—1—"7, n) homogeéne de degré 1; £(¢, n, y) est holomorphe pour
(2.5) lel<e(n, ),
o(n, y) élant continue > o; pour tout nombre complexe 0 :

p(0n, y)=]0"p(n, y)-

Nous nommons voisinage caractéristique de Q la variété analytique @ que
conslituent les (¢, n, y) vérifiant (2.4) et ou bien (2.5), ou bien une condi-
tion analogue plus stricte.

L’application holomorphe de ® dans Z < X :

(&, y)—=EG 0, x), )

est nommée projection caractéristique. Elle applique homéomorphiquement
sur Q la variété de ® d’équation £ —=o; nous convenons d’identifier le point
(0, n, y) €D et sa projection (n, y)€OQ :

Qco.

® est un voisinage de Q au-dessus de Z < X, au sens du n° 3 de [I], dont
nous emploierons la terminologie.

Nore. — Rappelons que les équations d’Hamilton (2.1) deviennent les
équations des caractéristiques de I’équation de Jacobi.

Vi h(xz, Vy)=o,
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quand on pose
Ei="Va, Lx=V.

En particulier, définissons
V(g 0, y)=Et 0, y).-2(t 0, ¥);
éliminons 7, qui vérifie .y — o, de
Vi, 0, y), 2 m0,0);
nous obtenons une fonction multiforme
Vit z, v,

homogéne en ¢ de degré 1/(1— m), solution de I'équation de Jacobi, donc de
I'équation
V+(1—m)th(z, Vo) —o,

nulle sur 'ensemble K, que va définir le théoréme 1, 3°.
Voici le théoréme d’uniformisation qu'emploieront [IV]et[V]:

TuroriMe 1. — 1° La solution unitaire U(%, y) et ses dérivées en (£, )
d’ordre << m sont holomorphes sur un voisinage caractéristique ® de Q.

D(Zm 21, oo ey El, )’h ey )’1)
])(t1 Ty <o oy Nl Yy - - '7)/1)
Jection caractéristique est le produit de h(y,n) par une fonction holo-
morphe ne s'annulant pas. La variété A ou s'annule ce déterminant c
donc pour équation

(2.6) A: h(y,n)=o.

de la pro-

20 Le déterminant fonctionnel

3 La projection caractéristique projette A sur I'ensemble K des points
(¢, y) de Z < X tels que I'hyperplan t* touche le conoide caractéristique (*)
de sommet y.

4° Prés d’un point ordinaire de Q :

K est un ensemble analytique de dimension complexe 2(;

@ est un revétement fini de X ramifié au-dessus de K,

U(%, z) est une fonction algébroide, se ramifiant sur K et dont le degré
est le degré de ramification (%) de ®.

Le degré de cette ramification est 1, c’est-a-dire U(E, x) est holomorphe,
en un point (n, y) de Q non caractéristique, c'est-a-dire od

n.y =o, h(y,m)#Zo.

(%) [T], n° 2 rappelle la définition de ce conoide.
(%) [I], n° 6, rappelle la définition de ces termes.
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Ce degré est 2 et K est une variété réguliére en un point (n, y) de Q
caractéristique régulier, c’est-a-dire ou
7.y =o, h(y, n)=o, Zhyl./z-,,i;éo.

J

Un point (1, y) de Q est ordinaire quand il n’est pas exceptionnel; quand
il est exceptionnel, I'hyperplan n* de X" touche le conoide caractéristique de
sommet y le long d’une courbe passant par y. Plus précisément :

DeriviTion 2.2. — Le point (71, y) de Q est exceptionnel quand il existe
dans ¥ une bande bicaractéristique, issue de y, fonction holomorphe d’un
parameétre ¢ et dont I’élément de contact de parameétre £ appartient a n*; £ est
une variable numérique voisine de o.

Ce théoréme 1 sera établi aux n°s 6 et 7.

3. Réciprocité de la solution unitaire. — Soit a( z, %> un opérateur

différentiel linéaire a coefficients polynomiaux : a(x, £) est un polynome en
(z, £). Notons n le plus petit entier tel que

x"a ﬁ,x z
0
0 $0 -

soit un polynome en (x,, x,%); n est de signe quelconque; x, est une variable
numérique. Notons

(3.1) w’;a(ﬁ,xoz):A(xo, Xy, ooy X E).
Xy
Evidemment : quel que soit le nombre 0,
(3.2) A0z, ..., 0z, 012) =074 (g, ..., 21, &)
(3.3) A(y, zyy ooy 2 B =a(x, £).

DermviTioN 3.1. — Le transformé de Laplace de a<x, 5—;) est 'opérateur

d’ordre m +n :

J .\ d d
(3.4) A<»~d—,‘;,g>~ A<_d—a;, -d_—il,£>
Nore. — Cette définition est en accord avec la définition usuelle de la

ox ox
cients constants. Elle sera en accord avec le prolongement de la transforma-
tion de Laplace que définira [IV].

\
transformation de Laplace, quand a(—d—) est homogene en 9 et a coeffi-

Voici les propriétés du transformé de Laplace d’un opérateur différentiel :

TutorkMe. — Transformer les coordonnées de ¥ par une transformation
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affine n’altére pas la correspondance

0N 9
(L(.ﬁ, (ﬂ_)—%/l<- d——.ag)-

TuroriMe. — Le transformé de Laplace de a<d%’ x) est A(E, — §;>
Bien entendu
AE, xoy ooy x1) :x{;a(;voE_, £>
Zo
PreuvE. — Le transformé de Laplace de 'opérateur de commutation
J J .. ..
%($/~--)“x/5;i~1 (i=y), =o (#))
est 'opérateur de commutation
. 0 Jd . o .. N o
Chge g G = (=0 e ()
. . J
il en résulte que, si a(ﬁ?’ 7') = b<x, %), alors
‘ J 0
: , o J . ‘ .
THEOREME. — L’opérateur A( — o £) est homogéne de degré — n.

C’est-a-dire : il transforme une fonction homogéne en une fonction homo-
géne; il diminue de n le degré d’homogénéité.

TurorkME 2. — La transformation de contact de Legendre transforme
J _
~— | en les caractéristiques
dx
coniques, de sommet O, de son transformé de Laplace A <—— iz’ E>-

. x -

les caractéristiques de [opérateur a,<x,

Le n° 8 donnera I'énoncé détaillé et la preuve de ce théoréme 2.

; 7
TutorEME 3. — L’opérateur a<x, 5;) et son transformé de Laplace

A < — 5 E) ont mémes bicaractéristiques.
Ce théoréme 3 sera établi au n° 8.

DerinitioN 3.2. — Soit un entier 7. Si r <~ o, notons U, (£, y) la solution

BULL. SOC. MATH. — T. 86, FASC. I. 6
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du probléme de Cauchy :

a(}', %>Ur(£,y): Sl 2

(3.5) (—=n)!
) U.(%, y) s'annule m fois pour £.y = o.
Evidemment
(3.6) U.(%, y) s’annule m — r fois pour £.y = 0;
donc

Jd . .
(3.7) = UG =00

Définissons U, pour > o par (3.7) : (3.6) vaut tant que m — 7> 0;

ONp o
‘l<)ady>Uz-(;, y)=o si r>o.

3 P . .o 0
Us(t, y) = U(:, y) est la solution unitaire de a<x, BT?:)

Définissons de méme U} (£, y) & partir de a*<d%v’ x)

Voici le théoréme de réciprocité, dont le théoréme 5 est une conséquence
aisée :
TuEOREME k. — U~ (¢ la soluti taire h éne de A 9t
HEOREME k. — U~ (£, y) est la solution unitaire homogéne de —5s)

c'est-a-dire la solution du probléme de Cauchy d’ordre m + n :

., 9 '
Al — 52 U, (5 y) =
(38) 5 < d;’ ‘-> —n(—.).y) I,
( U, (&, y) sannule m + n fois pour .y —o.
Puisque A (zq, ..., 2, £) est indépendant de %y, ce théoréme a pour

corollaire immédiat :

COROLLAIRE k. — Si r 4+ n> o,

J .
(3.9) A(—8) Uiy =o.
Sir+no, Uy(%, y) est la solution du probléme de Cauchy .
O Ny o (—Fy)yr
(3.10) A<—£’Q>U,~(&,y)—m’

Ul (&, y) Sannule m + n fois (°) pourt.y =o.

Ce théoréme k& et ce corrollaire seront établis au n° 9.

(%) Donc m — r fois.
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k. Détermination explicite de U, et U, quand a<x, d%:) est linéaire

en x et homogéne en 5();? — De préférence a U et U*, [IV] et [V]

emploieront U, et U}, dont les expressions, que voici, sont particuliérement
simples :

TukorEME 5. — Soit

1/ ﬂ =/ ()> a, 9 x; h 9
a(x,dw = N % —= 2 1y d—x ... =2y (TQ? )

les h; étant homogénes d’ordre m. La projection caractéristique = ({, 1)
est la solution du systéme

C[E_z:_/ll(é)dl (i: O, 1, ...y Z)

issue de % (o, n) —=n; rappellons que 1.y — o.
Uy, Uy, et U;, sont définis, sur un voisinage caractéristique ® de Q,

par les formules
l],,lv.I[L’, 1, )’] — (_ 1 )"'Z,

~ (—I m
x D0 ooty yay oo 1)
Um t> n, )| =—— : 7 : 7 : : *
[ ’1,)] ])(207517"-*£l,y1a-Hvyl)

Note. — L’hyperplan £*(¢, n) de X" enveloppe évidemment, quand ¢ varie,
. . e Jd .
I'hypersurface développable qui est une caractéristique de a(x, 070> et qui
touche 7.
Ce théoréme 5 sera établi au n° 10.

La solution unitaire de l'opérateur /L<—>, homogéne et indépendant

ox
, J J ..

de x, celle de I'opérateur z, o 4.+ grl(E et celle de son adjoint sont
évidentes : wvoir n° 12 et 13. Le n° 1k (corollaire 5) déduit du théo-
réme 5 la solution unitaire de 'opérateur différentiel de Tricomi : c’est
une fonction algébrique.

Ces trois opérateurs fournissent des exemples trés simples de toutes les
propriétés et exceptlions qu’énonce le théoréme 1.

Cuarithe 1. — Uniformisation de la solution unitaire.

Ce chapitre 1 démontre le théoreme 1 (n° 2), aprés avoir rappelé la
démonstration, bien classique, des propriétés du systéme d’Hamilton.

5. Les propriétés du systéme d’Hamilton. — Quand le systéme
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d’Hamilton (2.1) est vérifié, les différentielles des fonctions (2.2) sont
nulles, car d’aprés le théoréme d’Euler sur les fonctions homogénes

2 Ejhzy=—mh;
j

ces fonctions (2.2) sont donc des intégrales premiéres du systéme
d’Hamilton.

Comme au n° 22 de [1], appliquons la théorie des invariants intégraux
d’E. Cartan & la forme différentielle

(2.3) w=(dz).x + h(x, £) dt.
On a
» QU ,
do =Y da; \ dzj+ ¥ oy da; )\ de —l—Z‘bgid;j A dt;
j J i

en annulant w et les dérivées de dw par rapport a dz;, dz;, dt, on obtient le
systéme caractéristique de o :

®w=o0, dij—+ hy dt = o, dxj— hy dt = o, dh —=o;

ce systéme caractéristique de w équivaut au systéeme d’Hamilton. Donc le
systtme d’Hamilton admet la forme invariante o et est le seul systéme
différentiel qui 'admette.

6. Uniformisation de U(Z, y) valable quand z,, ..., Z; sont fixés. —

Jd po .

9z ) &t définie par un probléme de
Cauchy. Nous envisagerons ce probléme dans l'espace des points (£, y),
c’est-a-dire dans l'espace produit Z > .X": car nous voulons savoir
comment U dépend de £; et il est plus aisé de construire un voisinage

caractéristique de la quadrique
Q: t.y=o

La solution unitaire U(E, y) de a<a:,

que de I'hyperplan £*. Rappelons I’énoncé de ce probléme de Cauchy :
(6.1) a<y, %) UE, y)=—=1; U(%, y) s’annule m fois sur Q.

Appliquons-lui les conclusions de [1], en remplacant les notations de [I] :

A x V2 S s(x) t
par
ExA Gy (mq) ¢ 254 T
le covecteur (w, ¢) de & < X est constitué par un covecteur & de Z et un
covecteur ¢ de I
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Comme l'exige le n° 1de [I], O n’est pas une variété caractéristique,
car h(y, £) n’est pas identiquement nulle.
Choisissons

9 0 0

b(& Y d_i’ 53/

comme l'exige le n° 1 de [I], pour b, Q n’est caractéristique en aucun de

X

ses points, car
2y =
% L y)=1.

En suivant le no & de [I], construisons un voisinage caractéristique @
de Q; choisissons

gE s q)=h(y, q)[b(E ), ®, q]',
c’est-a-dire '
gEy ® g)=w; " h(y, q).
I’équation différentielle de la projection caractéristique esl

dt = g dr, dy =g, dr, de —=— gt dr, dg—=--g,dx,

donc (i=o, 1, ..., 0, j=1,...,0):
diy = (1—m)wy" h(y, q) dr,

(6.2) dfj=o, dy;=w,™" hy (y, q) dr,
do;—= o, dg,—=—wo;" hy(y, q) d=.

Notons .
i p, ), y(t,p,x) ©(tp, z), q(p, x)

la solution de ce systéme (6.2) issue de I’élément de contact de () :

6.3 ‘ (Z,i Z, X?ﬁ)? ou E.(Z'.:O, ] X:(Ia Lyy oeny 'Tl)v
( ) ? P:(E,l) -~"E.Z);

on choisit pour parameétres de cet élément de contact (p, z).
Par définition, I'ensemble des points (7, p, x) tels que

7] <ep(p, x) (p : fonction continue > o)
constitue, quand p est assez petit, un voisinage caractéristiqgue ® de (;
I'équation de Q est
Q: t=o;
impyx), y(np )

est la projection caractéristique de @ dans = < X
La définition, qui précéde, de cette projection se simplifie aisément :

(6.2) et (6.3) donnent

w=1, EL=p, ..., E=p;



86 J. LERAY.

d’out
dy =1hy(y, q)ds,  dg=—hy(y, q)d=;
d’ou
/L(.),a q)="h(z, p);
d’ou

Ly=(1—m)th(z, p)—Fix,—...— 220
D’ou finalement :
DeriNiTioN 6. — La projection caractéristique
E(zy py @), (7, p, x)

de ® dans Z < .I se construit comme suit : %(7, p, x) est donné par les
relations

6.4) Li=—=p, cee L= p, ox+ (m—1)th(zx,p)=o;
¥ (7, p, x) est la solution, issue de (z, p), du systéme différentiel
(6.5) dy =hy(y, q)dr, dg=— I(y, q) d-=.

Rappelons les conclusions de [1] :

Lemme 6.1. — U(%, y) et ses dérivées d’ordre << m sont holomorphes
sur @.

Preuve. — [I], n° &, théoréme 1.

LemmMe 6.2. — Le déterminant fonctionnel de la projection caractéristique

est le produit de A(z, p) par une fonction holomorphe, ne s’annulant pas.
La variété A de @ ot s'annule ce déterminant a donc pour équation

(6.6) A: h(x, p)=o.
Prevve. — [1], n° &, théoréme 2.
Lemme 6.3. -—— Soit A la projection caractéristique de A; la condition

(E, )€ K équivaut a la suivante : dans I'espace I, il existe deux éléments

de contact d’'une méme bicaractéristique de a(x >qui appartiennent

e
I'un au point y, 'autre & ’hyperplan £*.
Preuve. — Vu I'équation (6.6) de A et la définition 6 de la projection

caractéristique, la condition
(& y)ek

signifie ceci : il existe p, x €L et une valeur de = tels que

h(zx, p)=o, Li=p, ceey fi=pu,

f.x=o, y=y(t, p, x).
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Or, dans X, la courbe bicaractéristique issue d’un élément de contact
caractéristique (x, p) est le lieu que décrit ¥ (7, p, ), quand = varie. Les
conditions :

il existe 7 tel que y =y (7, p, @), h(x, p)=o,
équivalent donc a la suivante :
y est sur la courbe bicaractéristique issue de (x, p).
D’autre part les conditions
L= pu, BN L= pu, fx—=o
expriment que (z, p) est un élément de contact de I'hyperplan %"
LemME 6.%. — Prés d'un point de Q non exceptionnel :

K est un ensemble analytique de dimension 2/,
@ est un revétement fini de X', ramifié au-dessus de K;
U(%, y) est une fonction algébroide se ramifiant sur K.

Le degré de cette ramification est 2, et K est une variété réguliére en un
point

(—Pp1&i— . .= P1xy, Pis oy PG T - ) € Q
ou
h(z, p)=o, Px-hp7o.
PReUVE. — [I], n° 6, théoréme & etn°® 7, théoréme 5.

Reportons-nous a la définition des points exceptionnels qu’énonce le n° 6

. . J
de [I], dont nous reprenons un instant les notations; supposons a{ x, ~—

dx
indépendant de %; alors le long de la bicaractéristique issue de (¥, ),
L
L= )1, (x‘_’a sy Ty Pr—G1s P2y - -7[’1) sont indépendants de 15 un

0 . ).
— | s1 et seulement s’il
Jdx

est exceptionnel aprés qu’on ait remplacé X et .S par leurs intersections

point ¥ de S est donc exceptionnel pour a<x,

, Jd PN
par I'hyperplan z, =y, et a{ z, oz par sa restriction a cet hyperplan.

L
Appliquons cela &4 Z < X, Q, akx, d%)’ il vient : le point (%, ) de Q est

*

exceptionnel si et seulement si, dans I, le point ) de £* est exceptionnel.
Cela justifie la définition 2.2.

Les parties 1°, 3° et 4° du théoréme 1 ont été établies par les lemmes 6.1,
6.3 et 6.%. Le n° 7T va prouver le 2° de ce théoréme 1 et justifier la défi-
nition 2.1 du voisinage caractéristique et de la projection caractéristique.
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7. Uniformisation de U(%, y) valable quand ) est fixé. — Il suffit
d’effectuer sur @ un changement de coordonnées.
Notons pour un instant

(7.1) E=flt,n, y), x=g[t,n, y]

la solution du systéme d’Hamilton (2.1) issue de (n, y); f et g sont holo-
morphes quand ¢ est petit; (7.1) équivaut &

(7'2> 77:./‘[_“’% EJ x]a )":g[—t’ Ea ‘T]

Notons ¢ un point de ®; le n° 6 a défini sur @ les fonctions holomorphes
suivantes, qui vérifient (6.4) :

T(9), (9 2(9), £(9), ¥(9);
7(9), p(9), x(9) constituent un systéeme de coordonnées analyliques;
I’équation de Q est
Q:7(¢)=o0;
la projection caractéristique de ¢ est
2(9), (%)
La définition 6 de y (@) s’énonce

y(e)=g[t(9), £(9), z(2)];

définissons
n(9) =[f[7(9), £(9), z(9)]  t(9)=—=(9),  A(9)=r(z(9), p(9))-
Les relations (6.4) et I'équivalence de (7.1) et (7.2) donnent

o) =[f[t(9), n(9), ()],  x(9)=g[t(9), (), y(@)],
2(0).2(9) + (1—m)t(g) h(x(9), E(¢)) =o0;

d’ou, puisque le systéme d’Hamilton admet les intégrales premiéres (2.2) :
1(9).y(9)=0,  h(e)="h(y(9), n(¢)).

Ainsi (7(¢), y(9))€Q et les coordonnées t(9), p(9), «(¢) sont des
fonctions holomorphes des valeurs de 7(¢), n(9), ¥ (9) :

T=—1, ri=filt,n, y) x:g[t, n, ¥ ]
On peut donc utiliser sur @ les coordonnées
1(9), n(9), y(e), quivérifient (n, )€ Q.

On obtient ainsi la définition 2.1 de ® et de la projection caractéris-
tique.

Puisque 2(x(9), p(9))=7"(y(¢), n(9)), le lemme 6.2 établit la partie
2° du théoréme 1.
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Cnaritre 2. — Transformé de Laplace de «;
Réciprocité de la solution unitaire de «a.

8. Relation entre les caractéristiques de « et celles de son transformé

de Laplace. — Donnons I'énoncé explicite du théoréme 2 :
I'ntoriMe 2. — Soit a| z, om ) un opérateur différentiel a coefficients

polynomiaux; soit A <— g;;-, ‘g) son transformé de Laplace (définition 3.1);
définissons h(z, t) par (1.3); rappelons que les caractéristiques
de a(x, (%> sont les variétés, d’équation u(x) = o, solution de

(8.1) h(z, uy)=—=o.

1° Les caractéristiques de A<~ ?,E sont les wvariétés, d’'équa-

-

tion £o—+ ¢ (Eqy ... E)) — o, solutions de
(8.2) Rz, 2) =o.

. .. J , .
2° Soit une caractéristique de (z<()—x>, d’équation u(x)=o : (8.1)

vaut pour u(zx) =o.
L’élimination de x entre les relations

u(x)=o,
. 51 .f:[ ¢ .
(85) —_— = .= = — (J =1, ,..,1)
Uy, Uy,
le-uxj
j
définit une fonction v (%, ..., %), homogéne de degré 1; on a
(8.4) X, = vz, RN Xy == vy
La variété d’équation
o+ 9v(&, oo, )=0

. . Jd .
est donc une caractéristique conique, de sommet O, de A <—— —d—.:a‘;> .

3
3° Réciproquement soit une telle caractéristique, d’équation
So+v(E, oo E)=o0:

la fonction v (%, ..., %) est homogéne de degré 1 et vérifie (8.2). L’élimi-
nation de &, ..., 7; entre les relations (8.4), qui sont homogénes en [, de
degré o, définit une relation u(z)=o; (8.3) a liew.



90 J. LERAY.
s s . L 7}
Lavariété d'équation u(x)=o est donc une caractéristique de a| x, 92
Note. — La transformation de contact ainsi établie entre les caractéris-

oz
transformé de Laplace A de a est une transformation de Legendre.

, J . .
tiques de a(x, —> et les caractéristiques coniques, de sommet O, du

Preuve de 1°. — Le polynome
. x .
A(xyy oy @ E) _—_xj,‘a(—, (2?0;)*
\Zo
a méme partie principale en x, ..., 2; qu'en £; c’est
x
xﬁﬁ!’”l/t < 2‘_ ) g);
0

la variété d’équation
Lo+ 9(Z -y E)=0
. J
est donc caractéristique pour 4 ( — P £ ) quand A (vg, £) = o.

3

PrevvE de 2°. — Supposons que z appartienne a la variété d’équation
u(x) = o, solution de (8.1); (8.3) donne

Py N - .
Zg;,-dx/::o, Z‘Cixi:"’
j j
d’ou

- 3
dy :ZJL‘/ (I;J‘;
/

d’ou (8.4); (8.1), (8.3) et (8.4) entrainent (8.2).

Preuve de 3°. — Réciproquement, soit ¢ (¢, ..., &) une solution de (8.2),
homogéne de degré 1; I’élimination de Z,, ..., £ entre les relations (8.4),
qui sont homogénes de degré o, donne une relation

wu(zx)=o.
De (8.4) résulte

ZEJ- dx;—= d<2£,~x/> ~Zx,- di; = d<2£_/vgi> —dv=o,
i J / j j

car

(8.5) ZEIVE'/:V
i
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puisque ¢ est homogéne de degré 1. Or
E 6/ d;l’/ =0
J

Ua, iy,

signifie

d’autre part (8.4) et (8.5) donnent
(8.7) e =5
j

de (8.6) et (8.7) résulte (8.3); (8.2), (8.3) et (8.4) entrainent (8.1).

Prevve pu TnkoriME 3 (n° 3). — Les équations du premier ordre (8.1)
et (8.2) ont évidemment les mémes caractéristiques.

9. Preuve du théoréme de réciprocité. — Nous utilisons les notations
du n®3 et nous notons U[ f (£, ) | la solution « (%, ») du probléme de Cauchy :

.1 ‘1<.)’, £>u(_, y)=J (& »); wu(Z, y)sannule m fois pour 2.y —o.

Par exemple, si > o0,

(9.2) U_,A<>:,,‘>'>:U[(““ e,

Supposons f(z, y) =0 pour Z y=o: évidemment la solution wu(Z, y)
de (9.1) s’annule m +1 fois pour %.) == o0; U, est donc solution du pro-
bléme de Cauchy :

a (y, (—%) Us (Z ) = fe (5, 0); U:, s’annule m fois pour .y — o.
Donc
7} . 0 L. ] . . ;
= UG )] = U[Ef(a., y)J si f(5)=0 pouri.y=o.

En particulier, si > o,

Jd —c
03) — gz v| o |=v| S v | =
Décomposons a(y, £) en une somme de polynomes homogenes en % :
(9.4) a(ys &) =lhn(y,2) 4 +ho(),
ou

degré h,,—= m, e, degré .i,— o relativement a =.
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Définissons

x
s ,
Ay 2y oo, ;tﬁ:xjfa(;v—, -.rog>
0

et H

m -

.. H; de méme; on a

A*<E_, — %) :I];L<Z, — d—i—)—l— o+ H <— gz>a

y \ dJ .
les H étant homogénes en 7 d’ordres respectifs
-

m-—+n, ..., n

D'ou, va (9.3), pour 7> m + n,

@5 a(s-g)o[ =2

- U[h’"(y’ AR ) Q“_QJ)_‘J

(r—m-—n)! (r—n)!
D’autre part (9.4) donne immédiatement

i J (_ E. v'y)l‘_n - ) . (_ E'. y)r“—lll—ll, ' (_ i-)’)’”'“,
“<3" @) r—n)! /lm()’a—'l.)m —+.. -+ /zo(y)m!_’

donc

9.6) U[hm(y,—g)w+...+lzo(y)

(r—m—n)!

] TS i

(r—n)! |7 (r—n)!

En portant (9.2) et (9.6) dans (9.5), il vient

(9.7) A <5“30—> Uy (5, ) = e )"

(r—mn)!

)
. . . .y ) .
Appliquons a cette relation Uopérateur D cet opérateur commute avec
A* <g, — 0—£>, puisque A*(%, @, ..., x;) est indépendant de £,; vu (3.7),
nous constatons que (9.7) vaut pour tout 7 > n et que, pour r < n,

(9.8) A (g, —di> U (%, y) =o.

S

De ces deux relations (9.7) et (9.8) et de (3.6) résulte tout ce qu’énoncent
le théoréme & et le corollaire &, 4 condition de remplacer @ par «*, donc A*
par A et U par U".
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CuaprTre 3. — Détermination U, et U, quand a<x, %)

o A J
est linéaire en « et homogéne en P

J J 0" 0
a(x, %>:h0<%>+.tlkl<£)+...“!-J/’[}l1<(Tx>,

les /; étant homogénes d’ordre m.

Soit

10. Détermination de U,,_, et U,,. — La définition 2.1 de la projection
caractéristique se réduit a ceci : soit £(¢, ) la solution issue de n€E du
systéeme différentiel

(10.1) diy—=— hy(£) dt (i=o, 1, ..., 0);
la projection caractéristique de

(¢,n, y)eD, ot (n,y)eq,
est
(E(tn),y)eEx X,

D’apreés le théoréme &, U,,_, est la solution du probléme de Cauchy :

(10.2) (—1)"= ‘Zh( )Qa”—_l(ﬁ—’—}—/—) =1, Up_y—o0 pour L.y-=o.

U,.—, a donc, prés de £.y = o, le développement limité

/ Zoy) = (— 1)n—t 5 y
U () == (= 1)t o2
dUm—i .
donc, puisque les 2;(£) sont indépendants de &, U,,— — P est solution
0

du probléme de Cauchy :

dUm , — 1) .
(10.3) Z/ (F) —222 (E )’) , Um:i(y );) pour £.y —=o.

Etudions ces deux problémes de Cauchy sur ®, c’est-a-dire faisons le
changement de variable (¢, ); vu (10.1) il vient

(10.4) d—l%—’;—i_—_‘:(hl)m’ Up_r—o pour ¢=—o;
(10.5) O _ U, (—1) pour ¢=—o.

o o A
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D’ou les deux formules qu’énonce le théoréme 5 :

B (___l)m
-6 1= (—1)"¢, U,— ———.

11. Détermination de U,,. — U, _, et U}, sont déterminés de méme par
les problémes de Cauchy :

J ; . .
— N Z @ U, (5, 7)]=1, U,_,=o pour E.y=—=o;

O,
V,?_[h.('g)(]* (&, y)]=o Ul —— pour £.y —=o.
e A b T a(n ) -
Ce dernier s’énonce sur @ :
y () * dh‘l(é) * I .
(11.1) 5 log U,,L_Z P U, = TG pouwr o
Fixons y; posons ny=—n,;),—...— ny;; d’aprés un théoréme classique,

qui s’obtient en appliquant aux équations aux variations (GOuURrsAT, 7raité
d’Analyse, t. 111, chap. XXIII, §I) du systéme (10.1) le théoréme sur le
déterminant de / + 1 solutions d’un systéme d’équations linéaires, d’ordre 1,
a ! -+ 1 inconnues (ibid., t. I, chap. XX, §IV) :

J D) _ N u(¥),
(11,2) EIODD([,'HH...,‘I)[)——— ()El ’

i

d’autre part un calcul aisé donne

D(é) ——a(y,n) pour (¢=—o.

(11.3) Dl ) -

De (11.1), (11.2) et (11.3) résulte la formule qu’énonce le théoréme 5 :

D(t, 1y ooy ),

(11.4) U, —— 76

. . J
12. Equation & coefficients constants, homogéne en —. — Supposons

dx
Jd d
a<x, d—x>_ll<%),

/ étant homogene, d’ordre m. Evidemment
y ” L)
B y)y—=(—1)" 13 = h .
U(“.7.)) ( I) U(-.’.y) m! Il(a)

Tous les points caractéristiques de Q sont exceptionnels.
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13. Equation des fonctions homogénes. — Supposons
P P W
( ’dx)— Yoz, T oy
On a
. — & — . — s 1 — fa
Uv‘, ":l“ =17 ! 5 = [J*f, ‘:—(.——'—,—)——*'
(-.' .)) og ;’.0 ’ (—. )) / \i|)'1+~~-+' 2, /

Tous les points caractéristiques de Q) sont exceptionnels.

14. Equation de Tricomi. — COROLLAIRE 3. — Soient [ = 2,

9 » o
(14’.1) [L((L’, %>_~J/’1W—F(w'

1 2
Définissons la fonction algébrique t(%, y) par U'équation

1

(1k.2) LI+ E L+ (B E)t+ 2.y —=o.
On a
(111‘.3) U, y)= Ui (&, y)=t,

(1h.4) UE, y) =U'(5, y) = — 3524820t + 6(E ya+53) .

12

Note. — Tous les points caractéristiques de () sont ordinaires. Q a des
points caractéristiques irréguliers : ceux ou

Ny==)2==0.

Note. — L’équation (1k.2) se met sous la forme
(14.5) (L 4+ )+ 3ya(t+2) + 3%+ 3y —ii=o pour f,=1;
son discriminant s’annule pour
(14.6) 4yi -+ (3)+ 35— 23)*=o0;
conformément au théoréme 1, cette relation exprime que ) est sur la carac-
téristique tangente a la droite £* de coordonnées (%, 1, Z»).

PreuvE. — Puisque « est self-adjoint, U= U*. Appliquons le théoréme 5;
faisons n, —1; la projection caractéristique est

) . . I 3 I 5

GG, n)=1, (L, n)=n,—1, ;o(t,ﬂ)zg('ﬁﬂ—t)"+'ﬂo—§‘f/-z§

1.y = 0.

En éliminant v entre ces relations, on obtient (14.5). D’ou, vu que
t(t, ) =U, (%, y) est homogene en  de degré — 1, (1%.2) et (1%.3).
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Vu (3.7), on a, pour df, =d:z,—o,
AU (&, y) =— Ui(&, y) dio;
d’aprés (1%.5),
—diy=[(t+E2)2 -+ )] dt pour £,==1, dz, = o0;

donc
AU=[t"+ 25,0+ (y.+E5)t] de pour &,—1, diy—o;

d’ou, puisque U = o pour ¢t =o,

3 1 2, 1 o ,
U(Cn.y):zﬁ—i—ggjzt"—i‘;(}’2+C,§)t' pour =z, =1;

d’out (14.4), puisque U(E, y) est ‘homogéne de degré o en :.
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