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NOUVELLE DEMONSTRATION D'UN THEOREME DE LEVINSON
CONCERNANT LA DISTRIBUTION
DES ZEROS D'UNE FONCTION DE TYPE EXPONENTIEL,
BORNEE SUR L’AXE REEL;

Par

PauvrL KOOSIS ().

Introduction. — LevinsoN ([6], chap. III) a énoncé un théoréme sur les
fonctions de type exponentiel, dont voici I'essentiel :

Soit F(z) une fonction bornée sur I'axe réel, et de type exponentiel A
dans chacun des deux demi-plans inférieur et supérieur. Dans les demi-
plans gauche et droite, soient respectivement n_(r) et n, (r) le nombre de
zéros de F(z) dont les modules sont inférieurs a r. Alors, quand r —w,
n_(r) et ny(r)

r r

) .. A
les rapports tendent vers la méme limite =

Comme ce résultat s’applique en particulier & la transformée de Fourier
de n’importe quelle mesure a support compact convenablement translatée,
il est d’une utilité évidente pour l'analyse harmonique, et il y a en effet
plusieurs mathématiciens qui I'ont exploité. ( Voir, par exemple, [6], [11],
[3], chap. 12 de [1], et [T]). Cependant, sa démonstration usuelle est assez
longue, et utilise de nombreux résultats et techniques appartenant a la
théorie générale des fonctions entiéres, De plus, elle fait appel a un procédé
spécial, a savoir, la comparaison de la fonction donnée avec une autre ayant
seulement des zéros véels. (Voir [6], chap. I et [T], chap. 8.)

On se propose ici de donner une nouvelle démonstration qui évite toutes
ces difficultés. Elle est directe, et utilise seulement quelques matériaux
d’analyse tels que le théoréme de Jensen, des faits élémentaires concernant
les produits de Blaschke, et la représentation de Poisson pour les fonctions

(1) Fulbright scholar.
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harmoniques et négatives dans le cercle-unité, matériaux tous trés généraux
et assez bien connus; le théoreme de Carleman, par exemple, ne sera pas
utilisé. De cette facon on espére avoir rendu le théoréeme de Levinson plus
accessible.

Concernant ses diverses extensions connues ([ 7], chap. 8), on remarquera
que la plupart pourraient s’obtenir, en soignant un peu les détails, par notre
méthode. Mais, pour plus de clarté, on se bornera ici & prouver le théoréme
sous la forme ci-dessus.

Remarquons qu’une autre démonstration se trouve dans le livre récent de
Levine ([5]); celui-ci ne recourt pas non plus au procédé spécial plus haut
mentionné. Mais il utilise une théorie personnelle antérieure, et dans son
ensemble sa démonstration est beaucoup plus longue que la nétre.

On trouve dans la thése de Nyman (]9]) des évaluations qui permet-
traient d’obtenir le résultat de notre paragraphe 5. Celles que nous donnons
ici nous paraissent intéressantes en elles-mémes; celle du paragraphe &, en
particulier, peut remplacer dans maintes applications le théoréme
d’Ahlfors-Heins (| 1], paragraphe 7.2).

1. Fonctions de type exponentiel exact. — Soit //(5) une fonction
entiere de type exponentiel, bornée sur l'axe réel. Sans restreindre la
généralité, supposons que |F(x)|=l1, —w <& <w. Par deux appli-
cations successives du théoréeme de Phragmén-Lindelsf ([1]), p. 82, [12],
chap. 5), on a | F(3)|Zexph|Jz]|, k étant une constante.

Soit A la borne inférieure de tous les A pour lesquels cette inégalité est
vérifiée dans le demi-plan supérieur. Alors, | F(5)| ZLexpAJz, Jz>o,
ceci devenant inexact quand on remplace 4 par un nombre plus petit.
Pareillement, | F(s)|<ZexpA' | Jz]|, Jz <o, ou A" ne peut étre remplacé
par aucun nombre plus petit.

Une fonction F'(z) avec A — A’ sera dite de type exponentiel exact A.

Pour chaque fonction G (z) bornée sur I'axe réel et de type exponentiel,
il existe des nombres réels C et % tels que F7(s5) = Ce?<G(s) soit de type
exponentiel exact. Donc, I'étude de la distribution des zéros de G (z) est
ramenée a celle d’'une fonction de type exponentiel exact, et dans la suite
nous considérerons seulement de telles fonctions.

Si m est une mesure 4 support compact avec segment-support [— A, A],
sa transformée de Fourler,

4
m(2) :f e=ldm(t)
—4

est, a un facteur constant prés, une fonction de type exponentiel exact A.
(Théoréme de Paley-Wiener, voir|2]).

2. Une représentation de Nevanlinna. — Soit F(z) une fonction de
type exponentiel exact 1. Posons ®(s)=¢“*F(s), alors |®(5)|L1



DISTRIBUTION DES ZEROS. 29

et J = > o. Appliquons la transformation conforme s — o = (i — 5) (i + z)~!
pour transformer Jz>0 en [w! 1, et posons ®(z)=f(w). La fonc-
tion f(w) est définie, analytique, et en module inférieure a 'unité pour
|| <1, donc on sait ([8], p. 463) qu'on peut éerire f(w) =g (w)h(w)
ou :

(1) k(w) estle produit de Blaschke formé des zéros de /' (w) dans|w | <1;

(i1) g(w) n’a pas de zéros dans | & | <1}

(iii) A(w) et &(w) sont analytiques et en module inférieures a 1
dans | w | <1.

D’ailleurs, les =, étant les zéros de F(s) dans Jz>o, tous les zéros
de f(w) dans [w <1 sont de la forme w,=(i—z,)(i+=,) ', et Pon
sait que '

i
c¢est-a-dire que

Alors, log|g(w)| est harmonique et non positive dans |w|<T1,

(
d’ou ([10], p. 57)

| ) 1 = (1—1?)da(9) :
log|gf(1'e'0)[:Ef_]+,.:_2,.(3()g(0_9) (oLr <),

o étant une mesure non positive sur [— =, 7). En remplacant ref = w
p > plag

par son expression équivalente en z, et ¢f? par (7 — /) (7 -+ ¢)~', avec ¢ réel,

la derniére intégrale se transforme facilement en

o LT _0dp(2) ey
cy -+ =) @iy (z=ax+1r).
. o a2dp.(t)
Ici, la mesure p. est définie par do(g)=— T avee — 7 <9<,

et 2mc est la masse assignée par ¢ au point — 7. Kn particulier, ¢ o,
= du.(1)

-~ converge.
L, I+ 1A

1. est non positive, et /

.

Cependant, /7 (w) devient une fonction de s, soit B(s), définie
pour Js > o par

e | F==1

En tenant compte des relations entre /' (z), ®(z), et f(w) =/~ (w)g(w),
aussi bien que des formules que nous venons de trouver, on voit que



3o P. KOOSIS.
pour Js > o,

log| F(z) | = (A= )y + = f

1du(t)

T “+log| B(z)| (ouz==x-+iy).

Or, les deux derniers termes de droite étant négatifs on a
log | F(35)|=Z(A+¢)Js, avec Js> o,

ce qui n’est possible que si ¢ > o, car /'(s) est de type exponentiel exact 1.
Mais aussi ¢ = o, donc ¢ =:0; et

= d | \
]ogIF(:)l:AV)A-I:ILI %——klo | B(z)], (Jz>o0).

De la méme facon :

- di(t ~ ,
logIF(:):—Ag'—%f (L,—;:—tig—_i?—i—log]lf(;)[ (95 <o),

ot 1 est une mesure non positive sur (—%, ) avec f S conver-

gente, et

«[‘fl

L

I

(J5<o0),

o

B”'H:i

les £, étant des zéros de F'(s) dans J5 <C o.

Ces formules pour log| F'(z)| constituent une forme affaiblie d'un théo-
réeme de Nevanlinna ([7], chap. 6).

3. Un lemme du calcul intégral. Lemme. — Soit M une mesure sur

|1, %) avec f - dM (t) absolument convergente.
1

Alors, a chaque > o correspond une suite croissante, { R,}, telle
que R, = (14 3n) R, pour tous les n, et

I 2 R,+t
Yo f {—'log| =5 ’dM(l)»o quand n-—>w.
n 1
DrmoxnstratioN. — Il suffit d’établir ceci pour des mesures M positives,
. - : ; e R+t
le résultat général s’ensuivant a cause de la positivité de ¢~'log Y-

pour /%, t > 0, et du fait que toute mesure est une combinaison linéaire de
mesures non négatives.

Alors, 77 > o étant donné, soit M une mesure positive. A tout R assez
grand faisons correspondre un R’ arbitrairement choisi entre (1—7n)R
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et (1+ ) R. Lorsque R —, les expressions

1 x
7 f t—log
(1-+21)R

tendent toutes deux vers zéro indépendamment du choix de R'. En effet,
pour (1—n)RZR =~ (1+n)Ret (14 2n)RL4,

R4t
R —1t

R+t
R—t

. (1—2\R
dM (1), Ff t='log
1

idM(t)

R+t

log Y-

l ZC R,
C., ne dépendant que de 7; la premiére expression est donc majorée par

C, f t2dM(t),
R

qui tend vers zéro quand R—>w, carf 2 dM(1) <oo. De la méme
1
facon, avec un D, dépendant seulement de 7, la deuxiéme expression est
R
inférieure & D, R f t='dM(t), qui tend encore vers zéro lorsque R— oo
1

pour la méme raison.
Fixons maintenant R, et considérons la fonction

(1421 R
Q(r) :f t'log
(1—2n)R

définie pour (1 —n)R Zr = (1+mn)R. En posant ;— —s, on trouve

r

r

- i ) dM (1),

141

(1+71)R (1421 R 1—271
S—+1
f Q(r)dr= f log | -
(1—T)R t—2m) 1= s

1421

dsdM (i),

puisque les quantités sous les signes d'intégration sont positives. Pour
chaque 0 > o, l'intégrale intérieure & droite a une valeur finie, soit /.,
tandis que Q(r)>o, pour (1—n)R=Zr=(1+7n)R; il existe donc au
moins un R entre (1 — )R et (1+ )R pour lequel
I (1-+210)R
QR = [ am.
(1—2m)R

c’est-a-dire que

(1421 R
I —1 o
7 f t—'log
(1—2n)R

1+21) R

b onr M )
b ?

21 (1—1) (

R 4+t
R —1

, dM(t) =
1—2n)R

et la derniere intégrale tend vers zéro quand R —o.
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1\ "

]
Alors, posons B,,_< e E) s avec n =1, 2, 3,..., et, pour chaque 7,

soit R, le nombre R’ correspondant a /#— R choisi entre (1—7)R}
et (1+mn)R, de facon que la derniére inégalité soit vérifiée. On a R,~>o0
et, par les trois estimations précédentes,

1 * IR,
— t-'log| 5=
RM[ S| R.—

/ 7 n—+1
mﬂ/ff+§> (=)

R” - . 0\ " .
(=2

et si la suite {R,} n’est pas croissante, on peut la rendre croissante en
omeltant certains termes, de sorte que l'inégalité R, = (1+ 37)R, reste
encore valable.

d/W(t)—>o (n— ).

D’ailleurs,

k. Evaluation des produits de Blaschke. — Considérons maintenant

la fonction
@=113 e

Sn—

nl

* 1L

!|l

(‘1 s> 0)7

les z, étant des zéros de F'(z) dont les parties imaginaires sont positives. On

sait (§2) que EJ sn |z, [7?<<oc. Dlailleurs sin(r) est le nombre de s,

n(r)
f

avec | zp| <7,

est inférieure a une constante, soit C, pour o <7 << .

(Application usuelle du théoréme de Jensen, wvoir [12], p. 249 ou [8],
p- 521.)

LeMME. — Ili’f log| B(Re®) | dy—> o0 quand R— co.
0

(On remarque que la fonction intégrée est toujours négative.)

DEMONSTRATION :

i Re®—r eion
]og]B(Re‘f)|:2]0g Rev— o’

f log cp—f log
0

notons par J(p, 6) la derniére intégrale et étudions la fonction J(p, 0).

ot r,eiln=—z,;

R e —pre )10
Relv — (,——10

e

eiO —
T do, ou
cl

»
P=p

e—iv
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Pour 0 < p = 2 on remarque qu’on peut écrire

27

J(p, e):f log|p e — e | sgno do,
0

ce qui fait apparaitre J(p, 0) comme potentiel logarithmique engendré par
une distribution bornée de masse, sgno, située sur la circonférence-unité.
Un procédé simple et bien connu (voir [%], p. 150-151), basé sur la conver-

1
gence de f logo do, montre alors que J(p, 0) est continue dans le cercle
0
0= p=2. De la on conclut :

(i) Il existe un &k <<oo tel que | J(p, 0)]| =k, 0 Zp 2.

(ii) Puisque évidemment J(p, 0)‘:-](9, m)=o0, 0Zp2, on peut,
pour n’importe quel ¢ > o, trouver un a > o tel que, lorsqu’on a, soit || Za,
soit |m — 0] < a, on ait | J(p, 0) | = ¢ pour 0 =Zp 2.

Quand p > 2,

log pie‘;‘;()—_—ee:% :alog%
o, (sin@ sing . sinz@piinch L .>7
d’ou
T 0 =80 pour  pa,
puisque
|sinn| < n|sinf| (n=1,2,...).

Alors, ¢ > o donné, il existe un o > o déterminé dans la remarque (ii).
Posons
Ny (r) = nombre des z,=r, etln
tels que
rn<r et o0, Za ou w—a<L0,Zm;

N, (r)=nombre des 3, tels que r,<<r et a<<0,<m—a.

La convergence de’

ZJz,,|zn[' ‘-’:Er;' sinf,
n

n

A |\ —
entraine celle de 2‘ r;'; done

a<l,<m—a

PN (r) >0 (r—>w).
D’ailleurs,
r Ny (ryZrn(r)y<ZC.

BULL. SOC. MATH. — T. 86, FAsc. I. 3
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Or,
1 B . IO r 1 r
= log| B(Re®) | dy = — J<—-"a 9n> = Y J<——"’ 9n>,
Hfo R,‘%R R R/»,:n R

et il résulte des estimations obtenues ci-dessus que I'expression de droite
est en valeur absolue majorée par

]lNoc(;B) _‘_:N“(;R) + 8 2 r;’ sil]@,l.

"X2R

Lorsque R —> oo, les premier et dernier termes tendent vers zéro, tandis
que le deuxiéme reste inférieur & 2¢ C, Donc

lim sup
R> o

R“f log| B(Re®) | do 'ézsC,
0

et la démonstration s’achéve en faisant ¢ — o.

5. L’existence d’une densité pour les zéros. — Maintenant, nous posons
n(r) = nombre total des zéros de F'(z) de module inférieur a r, et

R
/V(R):f r=tn(r)dr.

Si F(z) est de type exponentiel exact A, nous allons démontrer que

n(r) —>g quand 7 — 0.
r T
Montrons d’abord que N;ER)%%, (R-—> ). On commence par la

formule de Jensen ([12], p. 126; [8], p. 459-460) :

T = ﬁfoﬂloglf“(m) l d‘P+°,<%f>'

(Ici on suppose que F(0) % o, ce qui n’est pas une restriction.) Or, selon
le paragraphe 2,

, ol Bl ey L7 ydp(e) ol B(r , )
AvsloglF()j= Ay + L [ ZEGHD ol BE (>0

—Aylog|F(a)|=—Ay— - f #‘L +1log| B(z)

x— 1)+ (<o)

s=ax 41y
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Concernant les deuxiémes termes des expressions de droite, on a, par
exemple,
if’"f* Rsin 0d p.(t) a8
R)J__ (Rcosl—¢)+ Rsin*

L
— —1
—R[ t~tlog

Iinversion étant justifiée par la non-positivité de la quantité se trouvant
sous les signes d’intégration. Il est ensuite évident que

1
R f tlog
0

Quant au reste, soit

R
fr| (dp(e) - dp(—0),

R+t
R—1t¢

‘(d}l(t)+dp.(——l))——>0 (R—>o0).

AM(t)y=dp(t) +dp(—t)+dp(t)+dp(—1).

L’intégrale f t=>d M(t) étant, d’aprés le paragraphe 2, convergente, on
1

peut appliquer le lemme du paragraphe 3. C’est-a-dire, que pour n’importe
quel 1 > o il existe une suite croissante { R,! telle que

Rn»Hé(l +37))Rn,
H’;‘\/‘ tlog
1

Puisque p et & sont non positives, ceci reste valable avec d M (¢) remplacée
soit par d (.(¢) + d p-(—¢), soit par d & () + d g (—t), la suite { R, } restant
la méme dans chaque cas. Donc

O G R,sin 0 d p.(t)
[T"jo ,/__x(ﬁnc df—o (n—>w),

et
R,+t
R,—1t

ldM(t)—>0 (n—>x).

0s 0 — ¢)>+ Risin*0

et la méme formule subsiste avec [ au lieu de p.
D’autre part, nous avons d’aprés le paragraphe &;

;T/ log| B(Ree®)|dY >0 (n—>=),
noy
et de méme :

27
—l—f log | B(Rne®) | db—o (n— o).
R, ).

En tenant compte des formules pour log| F(z) |, nous avons enfin :

1
2R,

27 22T
f log | F(Rye®) | db — #/ AR |sind|d0 >0  (n->o),
0 O]
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donc

N_(R}%—)%T (n— o).

Or, /V(R) étant croissante,

N(Rn) <N(R)<N(Rn+1) POUI' Rn<R<Rn+i,
d’ou

N(Rn+l),

B Gk P

R,<R<R,.,,

puisque R, = (1 + 37) R,. En faisant tendre n vers l'infini, on trouve

2 A N(R) N(R) 2A
+30)t == ~liminf —" ~lim (14 37q) 22
(I n) II{n_}lil R R}m "R _([ n) o ?
o , N(R) 24
et, comme v, >0 est arbitraire, nous avons montré que R —>7

quand R — .

. . n(r .
A partir de la, on montre que —%—>?, (r— ), en suivant un
3

procédé simple, dd & Landau (voir [1], p. 58). En effet, quand R — oo,

_/V(R n(z)
s

donc la méme formule subsiste si 'on remplace R par AR, A étant un nombre
quelconque inférieur & I'unité, que nous supposerons, pour le moment, fixé.
Donc

R
A
}?fm@dr~>27(1—)) (R— ),

et, n(r) étant non décroissante, ceci entraine

liming 28 (TAr 24y,
R>» I wr " T
C’est-d-dire que
lim inf n(f) > 24 (1 _l k),
e T logi
et, en faisant tendre A vers 1,
.. (R) 24
1 £ =
o R T
De la méme facon,
R 24
lim sup ——+ < ——
P TR =%
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donc

n(R 24

C. Q. F. D.

6. Deux remarques sur le numéro précédent. — Les raisonnements du
paragraphe 5 montrent en fait que

f‘ | B=log| F(Re) | — A|sing||dg >0 (R w),
0

N(R)
R

aAl|sing]|.
D’ailleurs, si @ > o et si 71, (r) représente le nombre des zéros de F'(z) de

module inférieur a 7 qui se trouvent en dehors des deux secteurs |argz | < a,

Rig (1)
r

puisque — 2—;—1 (R— ), et R—'log| F (R ¢€?) | reste toujours inférieur

|m—argz|La, on a —o0 (r—>w), d’aprés les remarques du para-

graphe k. Donc, en posant ng (r) =n(r) — f,(r), on a

ng(r 24
na(r) —- — (r— o),
r i
pour n'importe quel & > o.
7. Le théoréme de Levinson. — Soient n,(r) et n_(r) respecti-

vement le nombre des zéros de F'(z) dans les demi-plans ouverts droit et
gauche, dont les modules sont inférieurs a r.
Montrons que
n,(r) n_(r)
.

-0 (r—o0).

(Comparer avec [1], p. 139-140.)
Soit { z,== r, €%} la suite des zéros de F(z), et posons

-
S(r) :Z ryt cos0,.
TpLT

On va prouver que quand 7 — o, S(r) converge vers une limite.
Désignons par I' un cercle de rayon r centré a l'origine, et posons
sur T, z =2 + iy =red. On a

» 1 dlogF(z) dz I dlogF(z)
N o= L [l de 1 fdlosP() g
2Tl ) dz 5 27 Jp dz

lznl<r
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d’out
S(ry—a® Z e
lz2nl<r
[l FG)]
a7 Jp ox
2% i0 o i0
_ L dlog| F(rel)| cosfadf . L "dlog| F(red)| sinf "
2T or 2T 29 r

s A2T
1 a . ol o . i S
== dr£ log| F(re")| cos0db + ')'7”']0 log| F(re?)|coshdb,

aprés une intégration par parties.
Ainsi,

R 27
1 . i6
R./u‘ S(r)d,_meo log| F(Re) | coshdf

R 27
L _
- 21erc: r/(: log| F(ret)|cosfdbdr.

Or, on sait d’aprés le paragraphe 6 que r—'log| F'(re?)| converge suivant
la norme de £, lorsque r—; partant, la derniére expression de droite
tend vers une limite finie, soit ¢, quand R —. (En fait, on voit facilement
que ¢ = o0.) Il en résulte que

R
]{*‘[ S(rydr-—c (R—x).
o

Par la méme méthode que celle de la fin du paragraphe 3, il s’ensuit que,
pour n'importe quel 2 <1,

R
1
U——“——)TRILRS(I)(ZY"—,*(: (R'%Z?).

D’ou
R
lim sup | S(R) — - / S(r)dr éhmsup f | S(R) — S(r)|dr.
Ry R, Ry» )1{

Mais pour AR < r Z R,

R
| S(R) — S(r)] - f ran(e) = 2 nR) +f> (0 de
Rr

_n(R) n(AR) I n(t)
f:R_AR"’TRf —
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la fonction n(¢) étant celle définie dans le paragraphe 5. Comme, d’aprés le

paragraphe 5, n(t) (t-—>oo), la derniére expression est inférieure
4 ! ; )\. é pour R assez grand. Donc

R
lim sup S(R)—;?f S(r)dr
R> o
. 4A(I )
éll;p::lp( )\)Rf | S(R)— S(r)|dr 4——)———,

et en faisant A —1,

R
S(R)_‘}I}f S(rydr—o (R— ).

lci, nous avons adopté un procédé utilisé par ZvGMUuND pour démontrer le

théoréme taubérien O <%> sur la sommabilité (C, 1); voir [13], p. 47.—|

Alors,
L RS(r)dr—E )1—-@ cos b,
R ), - < R ™
ra<R

ce qui, avec la formule définissant S(r), montre que

R
1 O 1 . )
i 2 cosf)n_S(R)——E ) S(rydr—o (R—x).
ral I !
Cependant, | cos0, — sgn cos0, | =2 |sinb, | tandis que Nt sinf, | < «©
P 2 q n

(§ 2), dou R—! 2 |sin@, | —o0 (R—>w). Ceci, rapproché de ce qui précéde,

ra<R
donne R—' 2 sgn cos0,—> 0, c’est-a-dire
1y <R
n.(R)—n_(R)

7 —o0 quand R—,

C. Q. F.D.

Avec ce résultat et les observations faites a la fin du paragraphe 1, nous
avons achevé la démonstration du théoréme de Levinson. Nous I’énoncerons
maintenant sous la forme suivante :

TukorEME. — Soit F'(z) une fonction de type exponentiel exact A.
Etant donné n’importe quel secteur fermé S avec son sommet a Uorigine,
soit ny(R) le nombre de zéros de F(z) contenus dans S dont les modules
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sont inférieurs a R. Alors,

(1) 11{1;’[1 -'%ﬁ) = o, si laxe réel se trouve en dehors de S;

oy 1o ng(R A . . s o . . ,
(11) }gn Ll(q—) = s S contient a son intérieur soit le demi-axe réel
@
positif, soit le négatif;
ooy 1. ns(R 24 . . L .
(1) Il{l;n % =8 S contient tout I’axe réel a son intérieur.
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