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SUR L'ÉQUIVALENCE DES THÉORIES DE L'INTÉGRATION
SELON N. BOURBAKI ET SELON M. H. STONE.

PAR

HEINZ BAUER (1).

INTRODUCTION.

On sait qu'on fait une distinction entre les mesures de Radon elles mesures
abstraites. Une mesure de Radon positive sur un espace localement compact
E est par définition une forme linéaire positive sur l'espace vectoriel JC(-Z^)
des fonctions numériques continues dans E et à support compact. Par contre,
une mesure abstraite est définie comme suit : Soient E un ensemble quel-
conque, (5{. un espace vectoriel de fonctions numériques définies dans E tel
que, pour toute fonction/de ^l, la fonction |/| appartienne à (S^\ on appelle
mesure abstraite toute forme linéaire positive p. sur (J{. satisfaisant à la condi-
tion suivante : si l'enveloppe supérieure d'une suite croissante (/„) de fonc-
tions positives de ôi appartient à <R, on a l'égalité p-(s\ip fn) == sup y-(fn)'
Toute mesure de Radon positive est, en ce sens, une mesure abstraite parti-
culière. Tandis que la notion de mesure de Radon est essentiellement liée à
l'existence d'une topologie sur E^ la notion de mesure abstraite ne se réfère
à aucune topologie. N. BOURBAKI [4j ( 2) et M. H. STONE [9] ont développé
presque simultanément une théorie de l'intégration, l'un principalement
pour les mesures de Radon, l'autre pour les mesures abstraites. Les méthodes
utilisées et les résultats obtenus dans ces deux théories sont, en principe, les
mêmes. On est donc amené à penser que la seconde théorie est beaucoup
plus générale que la première.

En fait, on sait démontrer que les deux théories sont équivalentes au sens

( 1 ) Travail effectué avec le concours du Centre National de la Recherche Scientifique.
J'exprime ici ma profonde gratitude à MM. G. CHOQUET et M. BRELOT pour l'intérêt qu'ils
ont porté à mes recherches, et pour les entretiens stimulants que j'ai eus avec eux.

( 2 ) Voir la bibliographie à la fin du Mémoire.
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suivant (3) : Soit p. une mesure abstraite, donc une forme linéaire positive
sur un espace vectoriel ̂  de fonctions, définies dans un ensemble^, avec les
propriétés citées. D'après S. KAKUTANI [6], il existe toujours une mesure de
Radon positive p. sur un espace localement compact Ë telle que les espaces
de Riesz ^(p.) et L^p.) définis respectivement au sens de la théorie de
Stone et de Bourbaki soient isomorphes avec conservation de la norme, donc
aussi isomorphes en tant qu'espaces de Banach. On appelle Ë l'espace de
représentation de Kakutani.

Rappelons brièvement la construction de Ê dans un cas particulier. Soient F
une algèbre booléenne de sous-ensembles d'un ensemble E (avec EeF),
(^ l'espace vectoriel E(T) des combinaisons linéaires de fonctions caracté-
ristiques d'ensembles de F, p. une mesure abstraite sur ^l. [On peut consi-
dérer une mesure abstraite sur (f^ comme une fonction numérique (finie)
positive o-additive sur F, et réciproquement.] Soit W l'algèbre booléenne
achevée dessous-ensembles jm-intégrables de^modulo les ensembles ^-négli-
geables. D'après STONE, il existe un espace compact totalement discontinu Ë
et un isomorphisme ^ de W sur l'algèbre booléenne ^ des sous-ensembles
de /?, à la fois ouverts et fermés. Pour un élément ^ de ^ on pose
p.(yP)= p.(^T)^ où l'ensemble /ji-intégrable X est lin représentant de l'élé-

ment 4'(^) ^e ^ ' La fonction p. est définie sans ambiguïté dans ^F; il
n'existe sur Ê qu'une seule mesure de Radon positive donnant à chaque
ensemble X de W la mesure pi(^T). Nous désignerons'encore cette mesure
par pi. L'espace E ainsi obtenu est l'espace de représentation de Kakutani;
les espaces de Riesz L^Çp.) et Li(p.) sont isomorphes avec conservation de la
norme. Dans ce cas, même les espaces de Banach L^(p.) et L^p.) sont iso-
morphes quels que soient le nombre réel 7?(i^/?<+oo) et l'espace de
Banach F. Signalons aussi que E est un espace compact stonien, ce qui
signifie que l'adhérence d'un ensemble ouvert est un ensemble ouvert. Dans
le cas général, l'espace de Kakutani est somme d'espaces compacts stoniens.

Ces quelques remarques sur Ê et p. nous permettent de constater deux
inconvénients de la méthode de représentation de Kakutani.

1° L'espace de représentation de Kakulani dépend de la mesure abstraite
p., un changement de p. entraîne, en général, un changement de 2?, même si
l'ensemble E et l'espace de fonctions ôi restent fixes.

2° Si l'on applique la méthode de Kakulani au cas où E est un espace
localement compact et p. une mesure de Radon positive sur E, on n'obtient
pas généralement E comme espace de représentation ; l'espace /?, qui est

( 3 ) Voir BOURBAKI [4], p. 175, exercice 10.
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somme d'espaces compacts stoniens, possède une structure topologique
souvent plus compliquée que celle de E. Nous avons indiqué ailleurs [1] un
troisième inconvénient de la méthode de Kakutani : la méthode de Kakutani
ne fournit pas une représentation concrète de la théorie abstraite de l'inté-
grale de Riemann développée récemment par L. H. LOOMIS [7], à l'aide de la
théorie de l'intégrale de Riemann dans des espaces localement compacts
développée par 0. HAUPT et C. PAUC [5].

Il se pose donc une question : existe-t-il une méthode qui fournisse une
représentation de la théorie de l'intégration de Stone par celle de Bourbaki,
sans avoir les inconvénients de la méthode de Kakutani?

Nous allons montrer dans ce travail qu'une seule hypothèse supplémentaire
sur l'espace de fonctions (R. permet de répondre affirmativement à cette
question. Il s'agit de l'hypothèse suivante : étant donné une fonction quel-
conque/de ^R, la fonction inf ( i , /) appartient à (H. Cette hypothèse assure
l'existence d'un espace localement compact E1 tel qu'à chaque mesure
abstraite p. sur (K corresponde une mesure de Radon positive y1 sur E ' pour
laquelle l'espace de Banach L^^') est isomorphe à l'espace de Banach L^(p.)
quels que soient le nombre réel î^p <;+ oo et l'espace de Banach F, Si E
est un espace localement compact et (R. l'espace vectoriel ôC(E) des fonctions
continues dans E à support compact, E ' est identique à E\ la mesure p.1

correspondant à p. est identique à JUL. Dans un autre travail [2 j nous avons
montré que l'existence de l'espace E ' conduit aussi à une représentation
concrète de la théorie abstraite de l'intégrale de Riemann développée par
LOOMIS. La différence essentielle entre notre méthode de représentation et
celle de Kakutani peut s'énoncer comme suit : tandis qu'on retrouve, dans
l'ensemble des fonctions continues définies dans l'espace de Kakutani 2?,
seulement une image très vague de l'espace ^R., l'espace <R a une image fidèle
dans l'ensemble des fonctions continues définies dans notre espace de repré-
sentation E'\

Ce travail se divise en quatre paragraphes. Le paragraphe 1 contient
quelques conséquences importantes des propriétés de l'espace de fonctions (R,
Dans le paragraphe 2 nous définirons les espaces ^^(p.) et ^^(p.) pour une
mesure abstraite p. sur ̂ .. Ceci est nécessaire puisqu'on ne trouve dans la litté-
rature qu'une définition de ces espaces utilisant des hypothèses sur <R trop
restrictives pour nous. En fait, nos hypothèses sur ^suffisent à définir ces
espaces. Ceci n'est pas très surprenant puisque, d'après STONE [9], notre hypo-
thèse supplémentaire sur (^ entraîne la mesurabilité de la fonction constante i,
donc une assez grande richesse d'ensembles intégrables. Dans le paragraphe 3
nous définirons l'espace de représentation E ' dans le cas le plus important,
où <% sépare les points de l'ensemble E\ nous montrerons l'existence d'un
isomorphisme naturel de l'espace vectoriel des formes linéaires, relativement
bornées sur^l dans l'espace vectoriel des mesures de Radon sur E ' . Enfin, le
paragraphe ^ contient la démonstration de notre théorème de représentation.
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Paragraphe 1. — L'espace <% des fonctions élémentaires.

1.1. L'espace (K. — Soient E un ensemble quelconque, (^ un ensemble de
fonctions numériques finies définies dans E et satisfaisant aux trois conditions
suivantes :

( RI ) Etant données deux fonctions quelconques f^ g de (5^ et deux nombres
réels quelconques a, (3, la fonction a/4- Ç>g appartient à ô^.

( Ra ) Étant donnée une fonction quelconque f de ^%, la fonction \ f \ appar-
tient à ôi.

(Ra) Étant donnée une fonction quelconque f de ^R, la fonction inf(i, /)
appartient à ^l.

Les conditions (Ri) et (Rg) entraînent que (^ est un espace de Riesz. Pour
deux fonctions/, g de .̂, les fonctions sup(/, g) et inf(/, g) appartiennent
à ^l. Chaque fonction /e Cfi est la différence des deux fonctions positives
/+== sup(/, o), /-:=(-/)+ de ̂  : /==:/+-/-. La condition (Ra) est une
conséquence de (Ri) et (Ra) si ̂  contient la fonction constante i. Il résulte
des axiomes (Ri), (Ra) et (Rs) que la fonction inf(a,/) appartient à ô^
quels que soient le nombre a ̂  o et la fonction fç <%.

Nous désignerons par Cfl+ l'ensemble des fonctions positives appartenant à (R.

1.2. L'espace 01°. — Éludions maintenant un certain sous-espace de (K
qui jou^ un rôle particulier dans nos considérations.

DÉFINITION. — Nous désignerons par (R° l'ensemble des fonctions bornées
g de (^ ayant la propriété suivante : il existe une fonction h de ̂  {fonc-
tion dépendant de g) telle que h{x) < i entraîne g(x) =z o pour tout x e E.

Nous désignerons par (R^ Fensemble des fonctions positives appartenant
à (H0.

Il résulte immédiatement de la définition de ôi° que c'est un sous-espace
vectoriel de ôi vérifiant les axiomes de (R. Pour toute fonction bornée f^oi
et tout nombre réel a> o, la fonction /a =f— inf(a, /) appartient à W\ en
effet,/a est borné et /a(^)=o résulte de a-1/-^) <i. Si (K contient la
fonction constante i, 01° est simplement l'ensemble des fonctions bornées
de ^.

Démontrons maintenant que (fi° est une « base d'approximation » des fonc-
tions de (5{. au sens suivant :

LEMME. — Pour toute fonction f de <R._(_, // existe une suite croissante (gn)
de fonctions de (R.^. simplement convergente vers /. Pour toute fonction
bornée f de ̂ ., il existe une suite croissante {gn) de fonctions de ̂  qui
converge uniformément vers f dans E.
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DÉMONSTRATION. — Soit d'abord /une fonction bornée de <^+. Pour chaque
couple de nombres réels a, (3 tels que o < a < (3, les fonctions f^=:f— inf(a,/)

et À•== inf( i , ———/a ) appartiennent à ^°. On a O^Â'^I , la relation
\ r " /

/(•^O^a entraîne Â ( ^ ) = = O , et la relation /(^)^ (3 entraîne Â- (^ )==I .
D'après G. NÔBELING et l'auteur [8], p. 56, il existe donc une suite croissante
(gn) de fonctions de ̂  qui converge uniformément vers / dans E. Soit
maintenant/une fonction quelconque de ^l+. Les fonctions bornées positives
hn= inf(/î , /), n == i , 2, . . . forment une suite croissante qui converge
simplement vers /. En vertu de la première partie de la démonstration, on

peut associer à chaque hn une fonction g^ ç (K^ telle que g',, ̂  hn ̂ g,^ -h î- -

La suite croissante des fonctions ^==sup(^,, . . . ,^) de ̂  répond à la

question : on a gn^gn^^n^gn-^- - pour chaque / i = = i , 2 , . . . donc
\\mg^}'\mhn=--f.

En modifiant légèrement la démonstration du lemme nous obtenons le
corollaire suivant :

COROLLAIRE 1. — Pour toute suite croissante (fn) de fonctions de ^4., il
existe une suite croissante {gn ) de fonctions de ̂  telle que

< l ) SUp/^=SUp^ et gn^fn ( H == 1 , 2, . . . ).
n n

DÉMONSTRATION. — Soit /==sup/^ l'enveloppe supérieure de lasuite (/„).
Les fonctions bornées /„ =: inf(/i, /„) de .̂4. forment une suite croissante
dont l'enveloppe supérieure est encore /. Selon le lemme, il existe pour

chaque /„ une fonction ^€^ telle que gn^fn-=g'n+ -^- La suite des

fonctions gn= sup(^,, . . ., g^) répond à la question.

COROLLAIRE 2. — Pour tout ensemble H de fonctions de <^.+, filtrant pour
la relation ̂ , il existe un ensemble H° de fonctions de ̂ , filtrant pour ̂ ,
tel que sup/== sup^- et tel que toute fonction de H° soit majorée par au

moins une fonction de H.

DÉMONSTRATION. — Montrons que l'ensemble 7/° des fonctions ̂ -ç^, qui
sont majorées par au moins une fonction de ff, possède les propriétés en
question. Pour deux fonctions ^-i, g^ de ff°, la fonction sup(^i, g^) appar-
tient à H° ; l'ensemble H° est donc filtrant. De la définition de H° résulte
l'inégalité sup^-^sup/. On a même l'égalité. En effet, soit smf(x}=zoi

ére^0 ~ fW b f^y v /

pour un élément quelconque xç.E. Il existe alors une suite croissante (fn)
de fonctions de H telle que sup/^(^) •==. a. D'après le premier corollaire, il
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existe une suite croissante (gn) de fonctions de H° telle que sup/^==sup^.
On a donc sup^(.r) == a, d'où résulte l'énoncé.

REMARQUE. — II résulte de la définition de (5{° et du lemme que, pour toute
fonction gç. ̂ 1°, il existe une fonction h de ̂  (et pas seulement de ^4.) telle
que h{x) < i entraîne g{x) = o (^cçE). On a donc (cîl0)0^ .̂°.

Paragraphe 2. — L°s espaces ^î- et L^.

2.1. Définitions. — Considérons maintenant une mesure abstraite p. sur
<%. C'est une forme linéaire positive sur ^l satisfaisant à la condition suivante :

(M) Si une suite croissante {fn) de fonctions de (^ a pour enveloppe supé-
rieure une fonction de < .̂, on a pYsup/,A •==. sup p-(fn)'

\ H ) H

Partant de \i. on définit, d'après le premier procédé d'intégration de
Stone (4), une intégrale supérieure p.(f) pour toute fonction numérique
positive/, finie ou non, définie dans E : désignons par o-(/) l'ensemble des
suites croissantes (/„) de fonctions de (K^ telles que /^ sup /,^ ; on posera

Î

jui (/) = 4- oo, si o-(/) est vide ;
^ ) u(/)= inf ^sup p-(fn)\î si o-(/) n'est pas vide.

(/n)€<T(/)\ ' l )

Pour une fonction /e^-, on a ^(/) == ̂ (/).
Soient/? un nombre réel tel que i^/?<;4-oo, F un espace de Banach

sur le corps R des nombres réels; nous écrirons |z| pour la norme d'un
vecteur zçF, Pour toute application f de E dans Fy on posera

(3) N,(î)=-p.(\t\py.

Pour deux applications f, g de E dans F et tout nombre réel a 7^ o, on a

W+ g) ̂  ̂ (î) + ̂ (g), A^(af) = I a I ̂ (f).

On désignera par ^•(T7, ^R, ^.) [ou simplement ^(pL), ou ^^] l'ensemble
des applications f de E dans F telles que Np(i) <<4- oo. L'ensemble 5 .̂ est
un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel FE de toutes les applications de
E dans F\ et Np est une semi-norme sur 5 .̂ On dit que la topologie
sur ̂  définie par cette semi-norme est la topologie de la convergence en
moyenne d'ordre/?. Enfin, nous désignerons par ô^p (resp. ^•) l'ensemble
des fonctions içFE de la forme

n

^=2^'

( 4 ) Voir Pexposé de la théorie de Stone par BOURBAKI [4], p. i i 4 et suivantes, où (JL
est désigné par p.**.
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où les Sii sont des vecteurs de F et où les fi appartiennent à cK (resp. ^R.°)>
Dans,le casT^rrrR, nous écrirons ^ p au lieu de ̂ ; on a (1^==cîl et (^^•==ôi°.

PROPOSITION 1. — <^ est un sous-espace vectoriel de 3 '̂.

DÉMONSTRATION. — Pour toute fonction f==Na/ / ( de ôi^ on a

^(f)^^(a^)==2j|ad^(^).

Il suffit donc de démontrer que Np(f) <;-4-ûo pour toute fonction fç(R°^
La fonction/est bornée; il existe un hç(R^. tel que h(x) << i entraîne
/(.Z;) ==o. On a donc \f\P^K.h^ où K^> o est la borne supérieure de \f\p^
II en résulte p.(\f\P)^'p.(Kh) =.-. K ^(h) <-h oo, d'où la proposition.

Ce résultat nous conduit à la définition suivante :

DÉFINITION. — On désigne par ^{E^ cR-, p.) [ou simplement par ^(^y
ou J?^] V adhérence ̂  dans V espace vectoriel ^î-(E, ^"i y-) muni de la topo-
logie de la convergence en moyenne dî ordre /?, de l ) espace (^Jp. On 'désigne
par Z^(£1, .̂, p.) [ou Z^(^i), ou Z^j l'espace séparé norme associé à
^{E, ̂  ^i).

On appellera les fondions de £^ les fonctions de puissance p161»® inté-
grables au sens du premier procédé d'intégration de Stone. Nous écrirons
^P et LP au lieu de J^R et ZR.

2.2. Propriétés des espaces x*^.— BOURBAKI [&'J, p. 14 3, ne définit x°^que
dans le cas où ôi est un sous-espace de ̂ . De (Ji C ̂ p résulte (RpC ̂  pour tout
espace de Banach F, BOURBAKI définit donc £>fF comme l'adhérence de oip
dans ^^ En général, les axiomes de ôl n'entraînent pas la relation (^Ç.^P^
toutefois, nous ramènerons notre définition de J?^ à celle de BOURBAKI.

Soit pour cela p° la restriction de p. à (R°. La forme linéaire p.0 sur <R.° est
une mesure abstraite ; d'autre part ôi° vérifie les axiomes de ôl. On déduit de p.^
l'intégrale supérieure jm0, les semi-normes 7V0 et les espaces ^(^,°), .^^(p.0)^
Lî(^).

PROPOSITION 2. — Pour toute fonction numérique positive /, finie ou non^
on a ] j i ° ( f ) == ?•(/)• Les espaces ^(^°), ̂ (^°), Z^(^°) sont respectivement
iden tiques aux espaces ^'(^), ^(^), Lî'(p-).

DÉMONSTRATION. — L'égalité ~p.°(f) = ?-(/)'> pour une fonction numérique
y^ o, est une conséquence immédiate du corollaire 1 du lemme du para-
graphe 1 ; elle implique l'égalité ^V°(f) ==:Np(t) pour toute application f de
E dans F. Il y a donc identité des espaces ^5r(p°) et ^(p-). Le reste de la
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proposition résulte de la remarque de la fin du premier paragraphe d'après
laquelle (r0)^ (S° et par conséquent (^°)^== ̂ .

REMARQUE. — Puisqu'on a ^°C^(p.) et ^(p.°)= ̂ (^), l'espace des
applications de E dans F de puissance/^1110 ^o-intégrables, existe au sens de
BOURBAKI. A cause de (r0)0^^0, cet espace est identique à notre espace
X^(^.°), donc, d'après la propositions, identique à notre espace ^(fJL). Cette
remarque nous évite de faire toute la théorie des espaces -X°^(p.). Ainsi notre
espace -^(^) possède toutes les propriétés énoncées par BOURBAKI, même sans
la condition ^C^(p-). Par exemple, L^p.) est un espace de Banach.

Montrons maintenant que notre espace X^^JL) est identique à l'espace
correspondant de BOURBAKI s'il est défini, donc si ^.C^(^).

PROPOSITION 3. — Si ô{. est un sous-espace vectoriel de ^(^), l'espace
J^(p.) est l'adhérence de d^p dans ^(^).

DÉMONSTRATION. — Remarquons d'abord que^lc^(^) entraîne ̂ C^(^).
Il suffit de démontrer que ^CX°^({JL). Traitons d'abord le cas F==T{. Soit/
une fonction de ̂ . D'après le lemme du paragraphe 1, il existe une suite
croissante {g\) de fonctions de ^ simplement convergente vers /.
De ^C^(^) résulte ^(./>) <+oo ; notre définition de ^P(^) entraîne
^e^(p-). Le théorème de Lebesgue (°), qui est applicable à ^(^) d'après
la remarque ci-dessus, montre donc que / appartient à ^(f^). Puisque chaque
fonction de (R est la différence de deux fonctions de (R+, nous avons démontré
que ôic ^ p ( p • ) ' Supposons maintenant que F soit un espace de Banach quel-

conque, et considérons une fonction f==Na;/f de ^(a,e^, fiÇcK). De la

première partie de notre démonstration résulte qu'il existe, pour tout e > o
et tout î=:i, . . ., n, une fonctionner0 telle que A^( /—n)^£. La fonc-

tion g ==V a/n appartient à ̂ , et l'on a

W~s)^^pWi-gi)}^^\^

ce qui montre que f appartient à ^(p.). Nous avons donc démontré que
^C-^(^).

Le théorème suivant est bien connu pour les mesures de Radon ; pour les
mesures abstraites, BOURBAKI [^], p. i43, ne le démontre que sous des hypo-
thèses restrictives sur ôlp.

THÉORÈME 1. — Soient p et q deux nombres réels tels que \^p <+ oo,

( 5 ) Voir BOURBAKI [4], p. i4o et i43.
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i^<7<-l-oo. Pour qu'une application f de E dans F appartienne à
P-)

-̂ , il faut et il suffit que l'application \ f \i f appartienne à ^p.

DÉMONSTRATION. — Rappelons que, pour tout nombre a > o, l'application
z-^lz]0 '-1 z est définie et continue dans le complémentaire de 0 dans F\
elle se prolonge par continuité au point Oen lui donnant la valeur zéro.

Nous démontrerons d'abord ceci : soient <î> une application continue de F
dans F qui laisse le point 0 invariant [par exemple 0(z) == | Z j01-1 z pour un
a > o], f une fonction de ̂ ; alors g== < î > o f appartient à ̂ . La fonction f

n

est de la forme f=Va^ (a,€^ /e^l°). La remarque de la fin du para-
i == 1

graphe 1 montre qu'il existe une fonction AoC^ telle que, pour tout xç.E^
la relation À o ( ^ ) < i entraîne /i(.^) == . . . ==fn(x) == o, donc f( .r)==o.
L'ensemble ^.°(Ao) des fonctions de ^°, qui s'annulent sur l'ensemble des
xç^E tels que ho(x) <i , est un sous-espace vectoriel de <^° vérifiant les
axiomes de .̂. Les fonctions/i, . . ., /n appartiennent à ^l°(Ao). Sur chaque
sous-ensemble relativement compact de l'espace euclidien R'1 à n dimensions,

l'application (^i, . . ., ̂ ) -^<Ï> ( ^.a^ ) est uniformément continue. Puisque

les fonctions /i, .. ., fn sont bornées, il existe donc, pour tout £ > o, un
nombre S >» o, tel que

^P \fi(y) —fiW 1 < ^ entraîne | g(j) — g ( z ) \ < £,
l^i^n

sup | / f (* r ) |<ô entraîne | g (^) |<£
l^Z^M

quels que soient x^ y, zçE. D'après un critère d'approximation de NÔBELING
et de l'auteur [8], p. 61, la fonction g peut être approchée uniformément
par des combinaisons linéaires de fonctions de di°(ho) à coefficients dans F.
Pour tout-nombre £ > o, il existe donc une fonction g'€^ telle que
\g— S' l^e^o- On a par conséquent Np (g — g^^^^Ao)*» puisque ho est
indépendant de s, il en résulte que g€^.

Pour le reste de la démonstration nous nous inspirerons de BOURBAKI [^],
p. i4'2. Soit £ une fonction de J?:̂ . D'après la remarque précédant la propo-
sition 3, il existe une suite (in) de fonctions de ôij? telle que

oo oo

^^(f»)<+°o et S(x)=^in(x)
n == 1 n = 1

presque partout dans E (par rapport à p.). La première partie de notre
r ^-i "Idémonstration [avec ^(z) == | z [^ zj montre que la fonction

^-ig,^|fi+...-h.^[y (^+...4-f,j
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appartient à ̂ . On a

| g, |-/= | f, + . . . + tn VA ̂ J 1 f" lY" ̂

\n=i /
P

/ oo v y

où h est la fonction numérique positive (pas nécessairement finie) ( ^1 tn [ ^ ;
\n =. l /

elle vérifie l'inégalité

A,(/»)^=(^/^itj)y^(^A^)y<+co,
d'où résulte Nfj(h) <-(-oo. D'autre part, g/i(^) tend presque partout vers

p-^fS(x)•^=:\t{x)\cl f(^). Le théorème de Lebesgue montre donc que g appar-
p-^

tient à J? .̂ La réciproque est immédiate puisque g-=z\î[f t entraîne

f^lerF"1?-
REMARQUE. — II résulte du théorème 1 que £P est l'ensemble des fonctions

numériques / telles que \f\p~~if appartient à J?1. C'est la définition de l'espace
CP à l'aide de J?1 donné par STONE [9]. Cependant STONE, dans sa théorie de l'inté-
gration, considère comme éléments de J?1 non seulement des fonctions définies
dans E tout entier mais aussi des fonctions définies presque partout dans E.
Nous avons laissé de côté cette possibilité de généralisation des espaces ̂ ;
ce ne sont que les espaces L^ qui jouent un rôle dans notre théorème de
représentation.

2.3. Les espaces ^Ç. — Considérons une forme linéaire positive ^ sur^l
satisfaisant à la condition suivante, plus restrictive que (M) :

( M*) Si H est un ensemble de fonctions de ôl filtrant pour la relation ̂
ayant pour enveloppe supérieure une fonction de ^R., on a

W^y^-
p. est donc une mesure abstraite particulière. On sait que toute mesure de

Radon positive sur un espace localement compact, considérée comme forme
linéaire sur l'espace vectoriel des fonctions continues à support compact,
vérifie la condition (M*).

Dans le reste du paragraphe nous supposerons que ^ vérifie (M*). On
définit, d'après le second procédé d'intégration de STONE [9] (6), une
deuxième intégrale supérieure p*(/) pour toute fonction numérique positive

( 6 ) Voir aussi BOURBAKI [4], p. n4 et suivantes.
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/, finie ou non, définie dans E : désignons par o-*(/) l'ensemble des sous-
ensembles H de ̂  filtrant par ̂  tels que/^supÀ ; on posera

( ^(/) = + °° ' si ̂ ^ est vide î

j ^(/) =^^ Cy^))' si ̂ œ n'est p^videt

Pour toute fonction /€^4-, on a p*(f)==y.(f),
Pour i^/?<-+-oo et toute application f de E dans un espace de

Banach F^ on posera

(°) ^(î)=(^(|fW

En remplaçant, dans la définition des espaces ̂ , ̂ , Z ,̂, la semi-norme ̂
par N^ on obtient la définition des espaces ̂ \ j^*, L^ . Nous écrirons ̂ *
au lieu de 5^*, etc. On appellera les fonctions de J?^*, les fonctions de puis-
sance/?^^ intégrable au sens du second procédé d'intégration de STONE.

Etudions maintenant les relations entre les espaces ^ et ^ ; mais
remarquons d'abord que, pour toute application f de E dans F, on a

(6) ^;(î)^^(î).

PROPOSITION 4. — L'espace ̂  est un sous-espace vectoriel de X^\ Pour
toute fonction f de -G^ on a

(7) 7V;(f)=^(f).

DÉMONSTRATION. — Soit f une fonction de .̂ II existe une suite (gn) de
fonctions de d^p telle que lim A^(f~g^)=o; de (6) résulte d'une part :

n>« r

l im^V;(f~g^)==o, d'autre part : N^(t)^Np{i) <+ oo. Donc f appar-
tient à J?§*, ce qui prouve que -^ est un sous-espace vectoriel de ^y D'après
le théorème 1, on a \î\P-itç^ la fonction I f ^ ^ j l f ^ - i f l appartient
ainsi (7) à ^1. Il suffit donc de montrer l'égalité (7) pour p == î et F=B.
Soient / une fonction de JÇ\ (^) une suite de fonctions de (R.0 telle
que lim^(/--^)=o. De l'inégalité \N,(f) - A^) \^N, (/-^),
résulte N, (/)=limM (gn) =lim^ ( |^| ). D'après (6) on a aussi
\\mN\ (f—gn) = o, d'où résulte N\(f) == limTVÎ (^) = lim ^* ( |^|).
Puisque [ gn \ appartient à (R° :

^(l^|)=/ï([^|)=^(|^|),

doncA^(/)--^(/).

( 7 ) Voir BOURBAKI, [4], p. i35 et i43,,
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PROPOSITION 5. — Pour toute fonction f* de -X?^*, il existe une fonction f
de ^P, ^?//<? (̂? A^(f*— f) ==o. POMF ^oî é? fonction positive f* o^î ̂ , i7
existe une fonction positive f de ^P telle que N*p(f*—/) == o.

DÉMONSTRATION. — Pour f*€ ̂ *, il existe une suite (gn) de fonctions de ôl}
telle que lim y y * ( f * — g ^ ) = = o . I l en résulte : lim A^(g^—gm) == o, donc,

/( ->- ao /«,/<>- 30

diaprés la proposition ^, lim ^p(gn—gwî^o. Puisque l'espace ̂  est
m,n-^- »

complet, la suite (g^) possède une limite f dans ^p qui répond à la question.
En effet, on a

^;(f'-f)^^;(^-g.)+^;(î-g.)==^^-g.)+^(f-g.),
doncyy;(f*-f)=:o.

Soient maintenant /*^o une fonction de £'?* et {gn) une suite de fonctions
de ^ telle que lim TV; (f — gn) ==o. De |/*- |^| | ̂ |/*—^ | résulte
N*p(f*— \g-n\ ) ^=.N*p (/*— g n ) ' On peut donc supposer que toute fonction^
est positive. Comme ci-dessus on montre l'existence d'une fonction /€ ^p telle
que lim Np(f—^n)==o' De | l / l — ^ ^=\f—§n\ résulte alors qu'on peut
supposer /^o. La démonstration générale montre que N*p (/*—/) ==o.

Désignons par fft^ l'adhérence de 0 dans J^, par 91^ l'adhérence de 0
dans ^y ; alors Sn^ est l'ensemble des îç.^ tels que Np(î) == o, et 91^ est
l'ensemble des f*ç cy tels que TV* (f*) == o. Les propositions 4 et 5 entraînent
que chaque classe d'équivalence de JG^ module fft^ est contenue dans une
et une seule classe d'équivalence de ^p module <9iî*, et qu'inversement
chaque classe d'équivalence de j^Ç* modulo ffL^F contient une classe d'équi-
valence de J^* modulo QlÇ:. Cette correspondance biunivoque entre les
classes d'équivalences de J?^ et de ^p établit un isomorphisme canonique
entre l'espace vectoriel L^ == J^-/<9^ et l'espace vectoriel ZÇ* == ^y/fft^ qui
conserve la norme. Dans le cas ^==R, les espaces LP et LP* sont des espaces
de Riesz complètement réticulés pour la structure d'ordre déduite de la struc-
ture d'ordre naturelle de £P et £'P* ( 8) . La deuxième partie de la proposi-
tion 5 montre que l'isomorphisme canonique de LP sur LP* est aussi un
isomorphisme de l'espace de Riesz LP sur l'espace de Riesz LP*. Or, nous
avons démontré :

THÉORÈME 2. — Soit ^ une mesure abstraite avec la propriété (M*). Il
existe un isomorphisme de V espace de Banach L^ sur Vespace de
Banach L^ ; pour jF===R, cet isomorphisme est aussi un isomorphisme
de LP sur LP* considérés comme espaces de Riesz (9 ).

( 8 ) Voir BOURBAKI, [4], p. i38 et i43.
( 9 ) Pour p = i, F == R, ce théorème est connu; voir BOURBAKI [4], p. i43.
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REMARQUES. — i° Comme nous l'avons déjà remarqué, chaque mesure de
Radon positive sur un espace localement compact j6\ considérée comme forme
linéaire sur ^C(E) (espace des fonctions continues à support compact) possède
la propriété ^ M*). Pour une mesure de Radon positive sur jÉ7, les espaces ^p
et Ly existent donc toujours. Une application f de E dans l'espace de
Banach F est de puissance ̂ icme intégrable au sens de la théorie de Bourbaki
si f appartient à £'1? . Pour une mesure de Radon poskive, les espaces ^p
et L^ définis dans le livre de BOURBAKI sont donc, dans notre terminologie,
les espaces ̂  et L^ (10).

2° Pour une mesure abstraite p. sur ôi avec la propriété (M*), les
espaces 5^*, -^*, etc. possèdent les mêmes propriétés que, celles démontrées
pour 5 ,̂ J^, etc. dans les propositions 2 et 3, et dans le théorème 1. Les
démonstrations sont presque les mêmes; il faut simplement remplacer jm,
Np^ etc. par |JL*, TV*, etc. et, dans la démonstration de la proposition 2, le
corollaire 1 du lemme du paragraphe 1 par le corollaire 2 de ce lemme.

Paragraphe 3. — L'espace E'^.

3.1. Propriétés topologiques. — Rappelons quelques résultats que nous
avons obtenus dans [2] et qui nous permettront de démontrer le théorème de
représentation du prochain paragraphe.

Nous supposerons, dans le reste de ce paragraphe, que ô{. vérifie,
outre (Ri), (Rs) et (Ra), les axiomes suivants :

(Si) Étant donné un élément quelconque x de E) il existe une fonction j
de CR. telle que f{x) -^ o.

(8.2) Étant donné un couple quelconque d^ éléments différents x^ y de E^
il existe une fonction f de ôi telle que f{x) ̂ /(j).

Il résulte du lemme du paragraphe 1 que (H° vérifie aussi les axiomes (Si)
et (S,) de a [ainsi que (Ri) , (RQ, et (Ry)].

THÉORÈME 3. — Si (R. vérifie les axiomes (Ri), (Rs)» (^3) et (Si), (S2), il
existe un espace topologique E'^ ayant les propriétés suivantes :

1° JE'^ est localement compact et contient E comme sous-ensemble dense;

2° toute fonction f de dl peut se prolonger en une fonction continue f
définie dans E'(^ ^annulant à Vin fini (u) ;

( 1 0 ) Voir BOURBAKI [4], p. i35, proposition 10.
( n ) Cela signifie que, pour tout <x> o, l'ensemble des x' ç.E'^ tels que \ f ' { x ' ) |^a,

est compact. Donc, pour un espace compact E'^ toute fonction continue dans E'^
s'annule à l'infini.
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3° pour chaque point x' de E'^ il existe une fonction f de ôi dont If-
prolongement f ne s'annule pas au point x' ;

4° pour chaque couple de points différents x\ y' de E'^ il existe une foi
tion f de (R. telle qu^on ait f(x1) •^f1(y') pour le prolongement f de f.

Ces propriétés déterminent l'espace E'(^ à une homéomorphie près lais-
sant E ponctuellement invariant.

DÉMONSTRATION. — Remarquons d'abord que le prolongement /' d'une
fonction /ç^ est fini, si et seulement si f est bornée. Pour une fonc-
tion /€ ̂  non bornée, l'ensemble des points x1 € E^ tels que | /' ( x ' ) \ ==: -+- oo,
est compact et disjoint de E^ donc est un ensemble rare.

Nous avons démontré le théorème 3 dans [2], p .471» dans le cas particulier
où toute fonction de (R. est bornée. Montrons maintenant qu'il n'est pas néces-
saire de faire cette hypothèse.

Soit CR* l'ensemble des fonctions bornées de (5^\ c'est un sous-espace vecto-
riel de ^vér i f ian t les axiomes (Ri) , (Ra) , (Rs) et (Si), (Sa) de (H.
L'espace E'^* existe donc d'après [2]. Nous démontrerons que E'^ est aussi un
espace E(^. Pour cela il suffit de montrer que chaque fonction fç.d^ peut se
prolonger en une fonction continuer, définie dans -Ê^*) s'annulant à l'infini.
Les fonctions //i== inf(^, /), ^==1, 2, ... appartiennent à (5^\ chacune
d'elles possède donc un prolongement continu /^ sur E'^*. Les fonctions /„
sont positives, s'annulent à l'infini, et forment une suite croissante. La fonc-
tion /'^sup/^ répond à la question. En effet, la fonction //, étant l'enve-
loppe supérieure d'une suite de fonctions continues, est semi-continue
intérieurement, donc continue en chaque point d ' ç E ' ^ * où f ' (a 1 ) ==4-00.
Soit a ç.E'(y* tel que / ' { a ' ) = a <-hoo. Puisque, pour un nombre naturel
fixe /4> a, on a /^(a') ̂ a < ^o, il existe un voisinage V de a' tel
^ A ( x ' ) < ^o pour tout x' e V. Il s'ensuit que /„„ (x) = inf (no, f(x)) < 74»
donc/(.2?) ==/,^(.a?) =zfn(x) <. ÎÎQ pour tout n'^?io et tout xç, V = V C\E\
d'où résulte/,^^7) =zf^(x')^ pour tout n ̂ ^o et tout x ' ç . V\ puisque V
est dense dans l'espace V. Par conséquent on a f ' ( x ' ) =zf^(x') pour
tout x ' ç V. Donc, // est continu en a'. Nous avons ainsi démontré que // est
un prolongement continu de /. Notre démonstration de cette propriété
montre que, pour tout a> o, l'ensemble des x ' ^ E ' ^ * ^ tels que f ( x ' ) ̂ .g,
est égal à l'ensemble des x ' tels que /,^(^)^a, pourvu que fio'> a. Ce
dernier ensemble étant compact, /' s'annule à l'infini.

Nous avons démontré l'unicité de E'^ dans le cas ôi == <^*. A cause de
l'axiome (Ra), on voit immédiatement qu'un espace E'(^ est aussi un espace E'(^*.
L'unicité de E'^ est donc prouvée aussi dans le cas général.

D'après le lemme du paragraphe 1, toute fonction de ôl* peut être approchée
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uniformément par des fonctions de ^1°. Il en résulte que chaque espace E^o
est aussi un espace E[^*. Nous avons ainsi démontré :

COROLL 'RE. — Les trois espaces E'^ Ë'a*i K'a^ sont égaux^ à des homéo-
morphies près laissant E ponctuellement invariant.

Rappelons encore deux résultats démontrés dans [2], p. ^3 et 4^2, sous
l'hypothèse que chaque fonction de ôi est bornée. Le corollaire du théorème ^
nous permet d'abandonner cette hypothèse ou de remplacer Cfi par .̂°.

PROPOSITION 6. — Pour qu'une fonction f de ô^ appartienne à ̂ °, il faut
et il suffit que le prolongement continu de f sur E'^ soit fini et à support
compact.

PROPOSITION 7. — Soitf^o une fonction numérique finie continue dans E'^
qui s'annule à Vin fini. Il existe une suite croissante (gn) de fonctions de dl̂
telle que la suite {g'^} des prolongements continus des fonctions ga sur EV{
converge uniformément vers f dans E'^,

3.2. Représentation de formes linéaires sur cR par des mesures de
Radon sur E'(^. — Désignons, dans ce qui suit, par // le prolongement
continu sur E'^ d'une fonction /€^, et par (^ (resp. c^01) l'ensemble des
prolongements continus y de toutes les fonctions f de Cfi (resp. ôi°). D'après
la proposition 6, (il07 est un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel !!C(E'^
des fonctions numériques finies continues dans E'^ et à support compact.

THÉORÈME 4. — Soit [ï- une forme linéaire positive sur dl. Z/û^p/î'ca-
tion g'—^^(g)) où g' est une fonction de ôi0', g sa restriction à E^ est une
forme linéaire positive p!o sur <^of' Elle peut se prolonger d^une manière et
d^une seule en une forme linéaire positive \s1 sur SC(E'^\ donc en une
mesure de Radon positive sur E'^ (1 2 ) .

DÉMONSTRATION. — Montrons d'abord que, pour toute fonction k'çôCÇjE^
et tout nombre £ > o, il existe deux fonctions g\ h'çô^01 telles que
îf1 ̂ - k1 ̂ _ h1 et y-'o (h'— ̂ ') ̂  £. Comme la partie positive et la partie négative.
de À'' appartiennent à JC(jË^), on peut supposer que k'^o. Il existe une
fonction Ay continue dans E'^ telle que o^/ io^i , h ' Q ( œ ' ) = = ï pour tout
point x ' du support compact de À'. La proposition 7 et la propriété (Rg) de 1̂°
montrent qu'il existe même une telle fonction dans ôi°'. La proposition 7
assure de plus l'existence d'une fonction g ' ç ô^' telle que o ̂ g' •^:k1 ̂ g' -{- £ ;

( l 2 ) Ce théorème se trouve en principe déjà dans [2], p. 4^4- E" ce qui nous concerne,
une démonstration indépendante des résultais de [2] est nécessaire.
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de ceci et de la définition de /ly résulte l'inégalité o ̂ g' ̂ k' ̂ g' -}- eh'y. Les
fonctions g ' et h'=g'^-s.h'Q appartiennent à ^0/ ; en outre g ' ^ k ' ^ h ' , et
enfin p!o(h1'— g ' ) = e^o ( À o ) î d'011 notre proposition, puisque h'o ne dépend
pas du choix de e. Pour toute fonction ^eJC^^), on a donc l'égalité

sup ^o(^)= inf ^oW.
S'^k',f}'çôi01 k'^h',h'ç(^'

Si l'on désigne par f^^) le nombre réel défini par cette égalité, on constate
immédiatement que la fonction ^ ainsi définie est une forme linéaire positive
sur JC(7^) qui prolonge p.'o. L'égalité montre en outre que ^ est la seule
forme linéaire positive sur JC(^%) ayant cette propriété (13).

Etudions maintenant quelques conséquences du théorème h. Par le procédé
de l'énoncé de ce théorème, on fait correspondre à chaque forme linéaire
positive p. sur (R. une certaine mesure de Radon positive u! sur E'^\ dési-
gnons p/ par ^ ( p - ) ' 11 est immédiat, en vertu du théorème ^, qu'on a, pour
chaque couple de formes linéaires positives ^i, .̂2 sur cK et de nombres
positifs ai, a.2. l'égalité

0(aip.i+ a , jL i2 )=a i€>(^ i ) 4- a,<Ï»(/jL,).

Il en résulte que €> se prolonge d'une seule manière en une application
linéaire de ^(<^-) dans l'espace vectoriel 3\i(E'(^) des mesures de Radon
sur E'^ où ^SK^) désigne l'espace vectoriel des formes linéaires sur (K telles
que chacune d'elles soit la différence de deux formes linéaires positives
nous désignerons aussi ce prolongement par 0. Les éléments de ^(^)
sont précisément les formes linéaires relativement bornées sur (R, on a
:m(£^)=^(^(2^)) (u). Le cône des formes positives de ^((H) définit
une structure d'ordre par rapport à laquelle 3-(cfi) est un espace de Riesz
complètement réticulé; en particulier, OViÇE'^} est un espace de Riesz
complètement réticulé. L'application C> est positive, c'est-à-dire que la relation
/ji^o(^6^(^l)) entraîne ^(p-)^o'

PROPOSITION 8. — i° Le sous-espace ^(o) de 3-((^) est F ensemble des
formes linéaires p. de ^(CH) telles qu^on ait

(8) ^(/)==^(inf(i,/))

pour toute fonction bornée f de ^R..

( 1 3 ) En appliquant une notion introduite dans LOOMIS [7], p. 170, on peut dire que la
mesure de Radon p.' est la restriction à 3C{E^\ de la complétion bilatérale de la
forme linéaire p/g.

( H ) Voir BOURBAKI [4], p. 34 et 54.
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2° ^(o) est une bande dans ̂  (^R.). La bande complémentaire [ des formes

étrangères à toutes les formes de 0(0)] se compose de toutes les formes /JL
de ̂  ((H) qui vérifient, pour toute fonction positive f de (R, les deux condi-
tions suivantes :

(9) lim ^(inn^m^o;
n>^ \ \n ] 1

(10) l im^(inf(^/))^(/) (1&).
7<-^°o

DÉMON STRATio?s7. — Désignons par cR* l'ensemble des fonctions bornées de ^%,
par (^o l'ensemble des ^€^(^) vérifiant la condition (8) pour tout/€^*,
par d3i l'ensemble des ^e^(^l) vérifiant les conditions (9) et (10) pour
tout /e^l-i-. Les ensembles ôïo et oîi sont deux sous-espaces vectoriels
de 5^(^). Signalons encore une conséquence immédiate de (8) : si |UL est
une forme de ^o» alors p.(f) == ^i( inf(a, /)) pour tout /€^* et tout a > o.

La deuxième partie de la proposition sera démontrée si l'on sait que ^W
est somme directe ordonnée de OÎ>Q et d?i (1 6) . Montrons d'abord que toute
forme positive J^€^(^) admet une décomposition en somme d'une forme
positive P.QÇOÏQ et d'une forme positive p.^çdïi. Pour toute fonction posi-

tive/€^*, nous posons ^o(f)== inf p . ( i n f ( I^/))- Onao^p/o(/)^(y).
/i=l,2,... \ \ïï / /

Pour deux fonctions positives/, ^e<R*, il résulte des inégalités

inf(^^)+inf(^^)^inf(^^^^iDf(^^)+inf(^^
que ^.o (/4- S) = P-'o (/) + P-'o (ér)• Ainsi il existe une forme linéaire positive
sur (R* et une seule qui prolonge p.'o ; nous la désignerons aussi par ^o. Consi-
dérons la forme linéaire positive ^4 sur (R* définie par p-\(f)=p•(f)—^(f)
pour tout/e^l*. En répétant la conclusion ci-dessus, on montre l'existence
d'une forme linéaire positive p.^ sur ôi vérifiant y-i(f) = sup p.\ (inf(/i,/))

71=1,2,...

pour tout /€ ^l-t-. On voit immédiatement que ^i prolonge y.\ et
que o ̂  y.i (f) ̂  p. (f) pour tout/e^.+. Donc p.oz=:^i.—pLi est une forme
linéaire positive sur <R telle que j jL==^o+^r Montrons que p.o et fJ.i
répondent à la question. Pour une fonction /^o de <^l*, on a

^W^^oœ^in^finff1,/))^^^^1,^!,/))
\ \n / / \/^ /

=^(inf(i,/))=^o(inf(i,/))î

(1 5) Pour la définition (Tune bande, voir BOURBAKI [4], p. 23 et suivantes. Comme
dans chaque espace de Riesz, on pose | p. | = sup((JL, — pi), ^+= sup (pi, o), IJL-=(—(J.)+;
il en résulte j p. | = (r^^- y~ et p. == ^+— y~. Deux formes linéaires p., v de ^(^) sont
dites étrangères si inf( [ p. |, | v | ) = o.

(16) Voir BOURBAKI [4], p. 28, exercice 6.
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pour une fonction quelconque /ç a\ on a inf( i, /) == inf( i, /+) —/-, d'où
résulte l'égalité (8) pour ^o. La forme positive p.o appartient donc à ̂  Soit
maintenant/une fonction de ̂ .. Pour une telle fonction, la forme p., satisfait

à (10) par sa définition. Il résulte de l'identité inf('1-,/) ^nff-^infCi,/))

que, pour la démonstration de (9), nous pouvons supposer la fonction fçôl^
bornée. On a alors l'égalité

,,(,nf(;,/))=,,(,n,(;,/))=,(,n ,̂,))_,.(,,̂ ,̂

^/.(inf(^/))-^(y)

qui, avec la définition de ̂ o(A entraîne lim^Yinf[ ^ï/V) = o. Par consé-

quent, y.i appartient à d?i. Une forme linéaire quelconque ^€^(^.) peut
aussi se décomposer en somme d'une forme ^o€^o et d'une forme fJ4€d^,
puisqu'elle est la différence de deux formes positives de^(^l). Pour montrer
l'unicité de cette décomposition, il suffît de prouver que l'égalité o == u.o -+- a,
(^o'€^oï P-i€^i) entraîne p.o=^ i^^ o. Pour toute fonction positive fçôl*
et tout 71=1, 2, . . . on a

o-"^(inf(i^))+^(inf(^/))=.ao(/)+^(inf(^/))

de (9) résulte donc p.o(f) == ^i(/)== o.

Ainsi les formes p.o et p.i sont nulles sur dl*. La condition (10) montre alors
que p.i est identiquement nulle sur<%, donc que p.o^=p.i^zo. L'espace ^(^)
est ainsi somme directe ordonnée de d3o et d?i.

La démonstration de la première partie de notre proposition est maintenant

facile. Soit p. une forme linéaire de ^(^). Si y. appartient à 0(o), le
théorème 4 affirme que ̂ {g) == o pour tout^€ ̂ °. Pour une fonction /ç (R.\
^= : : :/— inf( I» /) appartient à (K°, par conséquent l'égalité (8) est vraie.
Supposons inversement que (8) soit valable pour tout/e ̂ l*. Comme d3o est une
bande, la forme ̂ + appartient ainsi que p. à ôïo ; on a donc.^/^^in^a,/'))
pour tout/ç^* et a > o. Soit en particulier/une fonction de ̂ ; il existe
alors une fonction Ae^- telle que /i(^)<i entraîne f(^) ==o (a;çE).
Par suite on a inf(a, /)^aÀ, donco^jui+(/) = ̂ +(mf(a,/))^a^-h(/?)
pour tout a > o. Ainsi p^Çf) s'annule pour tout/C ̂ , donc pour tout/€ ̂ 0.
D'après la définition de ^(^4-) ceci équivaut à ^(jm4-) == o. En appliquant ce
résultat à — p., on obtient l'égalité ^(^") = o. Enfin, l'égalité

<D(^)=<I>(^)-^(^-)

montre que [j. appartient à ^D(o).
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COROLLAIRE 1. — La restriction de l'application <D à V ensemble dés
mesures abstraites dans 3^(cK) est biunivoque.

DÉMONSTRATION. — D'après la deuxième partie de la proposition 8, toute

mesure abstraite de ^-(cH.) appartient à la bande complémentaire de<D(o) .
La restriction de 0 à cette bande est biunivoque.

Il résulte du lemme du paragraphe 1 et du théorème de Lebesgue que toute
fonction ^ç^ appartient à X°i(<D(p.)) pour tout jm^ode ^(^l). Une
mesure de Radon non bornée n 'appartient donc pas en général à l'image
^0(^))àe^(cR).\]n cas particulier, çù^estune application sur DU (E^),
est le suivant :

COROLLAIRE 2. — Dans le cas cK := dl°, l'application ̂  est un isomorphisme
de l'espace de Biesz ^ (ôi) sur l'espace de fiiesz ^ît(^).

DÉMONSTRATION. — ^ est un isomorphisme, puisque ^ ( ( JL)==O entraîne
p.(g)=o pour tout ^€^°, donc p.=o. 0 est un isomorphisme de ^(^)
sur ^R(2^), puisque, d'après la proposition 6, le prolongement continu g '
sur E'^ de toute fonction gçCK appartient à JC(j5^). Toute mesure de
Radon p.1 sur E'^ définit donc une forme linéaire g - > ^ ( g ' ) sur (^ qui
appartient à 5^(^) car ^L'est différence de deux mesures de Radon positives;
on voit immédiatement que <I^(pO == p.1 et que ^.^o entraîne ^(JUL)^O.

REMARQUES. — 1° La deuxième partie de la proposition 8 peut être considérée
comme cas particulier d'un théorème général de décomposition de [3],
p. 116, si l'on donne à la notion de continuité introduite dans [3] le sens
exprimé par les égalités (9) et (10).

-2° Dans le cas particulier où toute fonction de cR. est bornée, l'égalité (10)
dégénère en une identité et. peut être supprimée. Dans ce cas-là on peut
démontrer la deuxième partie de la proposition 8 en partant de résultats
de [2] : Les espaces S-(^) et ^(^-/) sont canoniquement isomorphes puisque
toute forme linéaire sur ôi peut être considérée comme forme linéaire sur^R/,
et inversement. D'après [2], p. 468, cet isomorphisme fait correspondre

à ^(o) la bande des formes linéaires purement discontinues de ^(^/) et à la
— i

bande complémentaire de 0(o) la bande des formes linéaires continues
de3f(^).

Paragraphe 4- — Le théorème de représentation.

Comme dans le premier paragraphe, nous supposons que JE est un ensemble
quelconque, (R un ensemble de fonctions numériques finies définies dans E^
vérifiant les axiomes (R|) , ( R ^ ) et (Rs), mais pas nécessairement (Si) et (Sg).
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Nous nous proposons de démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME 5. — // existe un espace localement compact E' et une appli-
cation linéaire positive T de l } espace de Riesz ^(<^) des formes linéaires
relativement bornées sur (R. dans l i espace de Riesz OXi^E') des mesures de
Radon sur E' avec les propriétés suivantes : Pour toute mesure abstraite ^
sur <R-, tout nombre réel i ̂ /?<<4-oo et tout espace de Banach F^ les
espaces L^ÇE, .̂, p.) et L^ÇE'^ ^(Z^), T(y-)) sont isomorphes en tant
qu'espaces de Banach et^ dans le cas T^mR, le même isomorphisme
s'applique aussi à leur structure d } espaces de Riesz. La restriction de T à
^ensemble des mesures abstraites sur (R est biunivoque.

DÉMONSTRATION. — La démonstration se fait en trois étapes dont la dernière
est la plus importante.

I. Soient EQ l'ensemble des éléments XÇ.E tels que /(.a?)==o pour
tout/e^, EY-=. Q EQ le complémentaire de Eo^ et^li l'ensemble des restric-
tions des fonctions de (K à E^. Si E=EQ^ ôl ne contient que la fonction o
et le théorème est trivial : il suffît de prendre pour E ' l'espace formé d'un
seul point. Nous supposons donc E^-^.0. Il est clair que <^.i vérifie les
axiomes (Ri) , (Rs)i (Ps) et (Si) (en remplaçant (R par ^i et E par E^ dans
ces axiomes). A chaque forme linéaire p.ç^((H.) correspond canoniquement
une forme linéaire ^ i€^(^i) définie de la manière suivante : toute fonction
/iç^i est la restriction d'une fonction unique /€<^î on a p-i(/i) == f^(/)*
L'application p.—^- ^4 est un isomorphisme Ti de l'espace de Riesz ^T(^) sur
l^ espace de Riesz ^ (^i ) ; ^ est une mesure abstraite sur ^, si et seulement
si Ti(^) est une mesure abstraite sur ^lj. Soient maintenant y. une mesure
abstraite fixée sur<^, et y.i=Ti(p.) son image. Pour une fonction numérique
positive définie dans E telle que p-(f) <; 4-00, il existe une suite croissante
(/„) de fonctions de cK^. telle que /^sup/^; on a donc/(^)==o pour
tout XÇ.EQ. Il est immédiat qu'on a juii (/i) == ]ï(f) pour la restriction/i de/
à 7^. Inversement toute fonction numérique positive/i définie dans Ei telle
que ^i(/i)<^4-oo ne possède qu'un prolongement /^o sur E tel que
p.(f)<^ +00 : cet/doit être nul en chaque XÇ.EQ. Enfin, remarquons que
le sous-espace (^i)° de ^.i est l'ensemble des restrictions des fonctions
de d0 à Ei. Il résulte de toutes ces remarques que, pour tout nombre réel
i ^Lp < 4- oo et tout espace de Banach F, la rectriction à E\ des fonctions
de ^(p0 définit un isomorphisme de l'espace vectoriel ^(^) sur l'espace
vectoriel ^(juii), qui conserve les semi-normes Np définies sur ces espaces.
Pour deux fonctions numériques /, g définies dans E^ on a /^^ si et
seulement si ses restrictions /i, g^ à Ë\ vérifient f\^g\. Nous avons donc
montré que : Pour toute mesure abstraite p. sur ô^^ il existe un isomorphisme
de l} espace de Banach L^(E, ̂ %, |JL) sur F espace de Banach L^E^, ̂ .i, Ti (^ui));
au cas où /^==R, les deux espaces sont^ par le même isomorphisme.
isomorphes en tant qu'espaces de Riesz.
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II. Soit Q la relation d'équivalence suivante dans E\ : deux éléments .r,
y ^ E ^ seront dits équivalents module Ç, si et seulement si/i(.r) ==/j (j)
pour toute fonction/i e dli. Désignons par E^_ l'ensemble quotient -£\/Ç, par cp
l'application canonique de E^ sur E^, par ^2 l'ensemble des fonctions
numériques f^_ définies sur E^_ telles que f^_ o cp appartienne à (Ri. Il est clair
que <^2 vérifie les axiomes (Ri) , (^2)5 ( PS ) et (Si), (S.^) ( en remplaçant <R,
par .̂2 et E par 2^>). A toute forme linéaire ^ i€^(^i) correspond canoni-
quement une forme linéaire ^2 €^(^2) définie comme suit : ̂ (./iO^p-iC^0^)
pour tout/2€^2- L'application p.i-> (Jt.2 est un isomorphisme Ts â?e /''espace
de Riesz ^(^i) sur F espace de Riesz ^(^2); (JL! est une mesure abstraite
sur ^.i, 5? ^ seulement si T^Ç^i) est une mesure abstraite sur ôi^. Soient
maintenant fJi-i une mesure abstraite fixée sur ^.i et ^2==T2(^ j ) son image.
On voit immédiatement que ^(.A) =z iuLl(/20 9) pour toute fonction numé-
rique positive /2 définie dans E^. Remarquons encore qu'une fonction f^
définie dans E^ appartient à (c^)0? si et seulement sij^0 c? appartient à (^-i)0.
Nous obtenons donc le résultat suivant : pour tout nombre i^j? <^ +00. et
tout espace de Banach Fy une application f^ de E^_ dans F appartient
à ^(^2)5 si et seulement si f 2 o c p appartient à X°^(p.i); les semi-normes
correspondantes de £2 et Î2ocp sont égales. L'application iî-^î^o^ est donc
un isomorphisme de l'espace vectoriel ^(^2) dans l'espace vectoriel ^(^i)
conservant les semi-normes. En particulier l'image inverse 9(^2) d'un
ensemble ^-négligeable Z^ de E^ est ^i-négligeable. Inversement, l'image
directe <p(^ i ) d'un ensemble p.i -négligeable Zi de Ei est ^-négligeable. En
effet, soit (fn) une suite croissante de fonctions positives de ^.i, telle
que y^y. ̂ supfm où % est la fonction caractéristique de Zi dans Ey Si Z\
désigne le plus petit ensemble contenant Z\ et saturé relativement à Ç, on a
aussi ^,^supfn. On a donc p - ( ' ) C z ' ) = ^^Xz ) ==: °5 ^'ou ^^ssertion. Ceci
montre que, pour deux fonctions numériques f.^ g^ définies dans E^ on a,
^-presque partout dans E^ la relation f^(œ)^ g^ (^), si et seulement si,
|jt.i-presque partout dans E^ on a la relation (/^ ° 9) (•r) ̂  (^2 ° cp) («a7)*

Montrons maintenant que, pour toute fonction fi€^(^i), il existe une
fonction îi€^^'(p-i) constante dans chaque classe d'équivalence, telle
que A^(fi — î\ ) == o, où 7y1 désigne la semi-norme de ^(p-i). Il existe (1 7)
une suite (gn) de fonctions de (^i)^, une fonction numérique ̂ ^o définie
dans E^ avec une semi-norme N^g) finie et un ensemble ^-négligeable Zy
de Et tels qu'on aitfi(oc) == lim gn(^) et | gnW \ ̂ gW pour tout xç. Q Zi.
Mais nous savons que le plus petit ensemble Z\^ contenant Z^ et saturé
relativement à Ç, est aussi p.i-négligeable. La fonction î\ égale à fi dans P Z\,
et à o dans Z\ est alors constante dans chaque classe d'équivalence; d'après
le théorème de Lebesgue, elle appartient à -^•(^i) et l'on a A^,(fi —1\ ) ==: o.

(11') Voir la remarque qui suit la proposition 2, et BOUBBAKI [4], p. i33-i43.
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De notre isomorphisme de-^(pio) dans .^(juii) on déduit ainsi un isomor-
phisme de ^(^2) sur Z^(^i). Il résulte des remarques précédentes que :
Pour toute mesure abstraite p.i sur î, il existe un isomorphisme de
l'espace de Banach L^Ei, ̂ i, ̂ i ) sur l'espace de Banach L^E^, ̂ , Ta ( î)) ;
dans le cas où .F==R, les deux espaces sont, par le même isomorphisme^
isomorphes en tant qu'espaces de Riesz.

IIL Le théorème 3 assure l'existence de l'espace (E^)'^ que nous dési-
gnerons par E ' . Montrons que-TT' possède les propriétés énoncées dans le
théorème à. Soit <& Inapplication linéaire positive de ^-(^2) dans yn(E1)
établie au n° 3.2 et posons T=:€»oTioTi. Les deux premières parties de
notre démonstration et le corollaire 1 de la proposition 8 montrent que T
est une application linéaire positive de 3-(^) dans ^(E') dont la restriction
à l'ensemble des mesures abstraites sur (fi est biunivoque. Le théorème 2
assure, pour toute mesure de Radon positive p.' sur E ' , Fisomorphie des
espaces de Banach L^ÇE'^ ^/ ) et LÇ ( E ' , p f ) , si J^rrR, l'isomorphie
détend aussi à leur structure d^espace de Riesz. Il reste donc à démontrer
que, pour toute mesure abstraite p.^ sur ^g» les espaces de Banach /^(ju^)
et Z^( ̂  ( p.î ) ) sont isomorphes et que, dans le cas où F == B, les deux espaces
sont, par le même isomorphisme, isomorphes en tant qu'espaces de Riesz.
Mais ceci est une conséquence immédiate du théorème suivant :

THÉORÈME 6. — Soient CK. un ensemble de fonctions numériques finies
définies sur un ensemble E^ vérifiant les axiomes (Ri), (R2)» (^3) ̂  (Si),
(82), y- une mesure abstraite définie sur <X, p un nombre réel tel que
\^p < +00, F un espace de Banach. Toute fonction t de ^{..(E, ôl, y.)
peut être prolongée en une fonction f de ^5r(E^ ^C(E^\ <Ï>(u)); inver-
sement^ la restriction t de toute fonction f de ^îCE'^ ÔC(E1^, ̂ (/Jl)) àE^
appartient à ̂ (E, ̂ l, p.). On a

(il) Np{i)^.N,{S)

si Np et Np désignent les semi-normes déduites de y. et ^( p.) respectivement
(au sens du premier procédé dintégration de Stone). Si F=^ toute
fonction positive f de ^(E^ .̂, p.) peut être prolongée en une fonction
positive f de^PÇE^ ^C(^), ̂ (^)).

DÉMONSTRATION. — Nous désignerons par^ le prolongement continu d'une
fonction gçôi° surE^ par^l^rensemble des fonctions^', oùgparcourt cK°,
Soit p.'o la forme linéaire positive sur d^' définie par ^•'o(g1) ==fJ.(^) pour
tout gç.d^» La mesure de Radon pf==^(p.) est, d'après le théorème 4, le
seul prolongement possible de p.o en une forme linéaire positivesurjeCZ^)^
^tfAo^fJL ' sont des mesures abstraites [même avec la propriété (M*)]. Nous
allons montrer que /jLo définit la même semi-norme N^ que \^' et que
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C'pÇE^ W, ^o)= -^(E'^ ^C(^), PL'). Delà même façon que nous avons
déduit le corollaire 1 du lemme du paragraphe 1, nous déduisons de la
proposition 7 que, pour toute suite croissante (/„) de fonctions positives
de JC(' 2^), il existe une suite croissante (g'n) de fonctions de ^0/ telles
que O^^^/^TÎ ==i, 2, . . . ) et sup/^ == sup ^. De cela et du fait
que <:?l°'C^C(^), il résulte que jïo(/ /) ^ P - ' i f) pour toute fonction
numérique f'^,0 dans E'^ Donc, lu mesure ^ définit là même semi-
norme A7,, que p/. L'égalitéx°^(^.o) :=:-^(p/)est une conséquence immédiate

du fait que toute combinaison linéaire f'm:^ 3.1 f[ de fonctions positives

de JC(/^) à coefficients dans F appartient à ^(p-o)- Soit, en effet, /l'y une
fonction de X(Z^) telle que o ̂ h'y^i et h^(^1) ==i pour tout pointue du
support compact de f. La proposition 7 assure, pour un £ > o quelconque,
l'existence d'une fonction g\ çCfl0' telle que o^^/^^^^ 4-s-, d'où

résulte \f[ — g\ l^eAoO^ 1 ! • • • » n)f ̂  fonction g/=:^ â . de ^/

vérifie donc ^(f-g^^^^/io) ̂  ja/|=£Ç, où Ç=NW)^\^\

ne dépend que de f. Par conséquent, t appartient à ^^(p-'o)' Ces résultats
nous permettent de démontrer le théorème en question sous la forme modifiée
suivante : on remplace ^==0(p!.) par la mesure abstraite pfo définie sur ^.0/,
et l'on considère N'^ comme la semi-norme déduite de p.'o.

Nous étudierons d'abord les relations entre Np et TV.,. Soient f'^o une
fonction numérique définie dans E'^ et/la restriction de// à E. Si (^) est
une suite croissante de fonctions positives de cK°' telle que/'^sup^, les
restrictions gn. à E forment une suite croissante de fonctions de <R.̂  telle
que/^sup^. On en déduit ^(/)^iïu(/ /)• Inversement, si/' s'annule en
-tous les points de E'^r\ ç^Ê', toute suite croissante {gn} de fonctions de ̂
donne naissance il la suite croissante (^) de fonctions positives de (K0'
vérifiant l'inégalité /^sup^. D'après la proposition 2, il en résulte que
p.(f) ==• ^o(/ /)• Nous obtenons donc le résultat suivant : pour toute appli-
cation f de E'^ dans F et sa restriction f à E, on a Np (f) ̂  Np (f) ; si f ( x ' ) = o

pour tout^ç^n Ç£\ on a même Np(î) ==A^(f).
Soit maintenant f €^(^0) et f ia restriction defà A7. Nous démontrerons

quef€^p) etqueyVp(f)=:^(f). On a^(f)^A^(t)<4-oo, doncÎ€^(^).
Il existe une suite (g^) de fonctions de Jl^ (combinaisons linéaires de
fonctions de c^07 à coefficients dans F) telle que l imA^( f—g^)==o . La
restriction g,, de chaque g'^ à ̂ appartient à ̂ ; on a A^(f—g^)^A^(f— g,i),
doncl imA^(f—g^)==o, d'où résulte que fé^(^). Comme dans la démons-
tration de la proposition 4-, on montre qu'il suffit de prouver l'égalité
A^(f) == A^(t) seulement pour p == i et J^== R. Soient donc /'€ ^ j ( ^ o ) »
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/ la restriction de // à E, (^) une suite de fonctions de ̂  telle que
lim N[ ( f ' — g ^ = o, (gn) la suite des restrictions des g\ à E. On a

N\ (f ) = lim 7V; (^ ) et ^ (/) = lim ̂  (^ ) ;

de l^je^ résulte ^(^)=^(|^ ) = ̂ ( |̂  | ) = .V, ( ̂ ), cToù
MO^^Cn.

Inversement, soit f une fonction de -^(p-)î "ous montrerons l'existence
d'un prolongement f de f appartenant à ^(P-o)- II existe une suite (gn) de
fonctions de ̂  telle que lim 7V^(f—g^)=:o, donc telle que lim N.(gn—gm)==o.

/^->-^0 m,n^-x

Le prolongement continu g^ de g^ sur E'^ appartient à ̂ /, donc à ^(^o)-
Nous avons ainsi 7V/, (g,,-- gm) == ̂ p(Sn - g, J d'après la partie du théorème
déjà démontrée. L'espace ^(^o) étant complet, il existe un f*e^(^J tel
que l im7V^(f*—g^==o. Nous posons f (^) :=f( . r ) pour tout xç.E,
Ï{^)=i\x1) pour tout ^€^n Ç^; nous allons montrer que ce
prolongement f de f répond à la question. Soit ÎE la restriction de F à E\
ona^(f - f^)==7y;( f - r ) puisque f -f* s'annule sur ̂ n Ç E. Nous
savons en outre que, pour tout n\ ^(K—gn) ̂ ^ ' ( f — gn) ^ d'où
lim^(f^-g,)=o. L'inégalité Np{i - f^) ̂ N,(î - g,) + N^- g,)
entraîne alors 7V^(f - f^) =: ̂ ( f_f*) =: o. La fonction f appartient donc,
comme f\ à Z^(p/J. Si /^^R, si/ est une fonction positive de -^(jui), et
si/' est une fonction de X^(^) prolongeant/, la fonction positive/'^ sup(/, o)
appartient à ^P(p.'o ) et prolonge /.

Ceci achève la démonstration du théorème 6 et celle du théorème 5.

REMARQUES. — i° C'est une conséquence immédiate des théorèmes 2 et 5 que,
pour toute mesure abstraite JUL sur <H ayant la propriété (M*), les espaces de
Banach Ly (E, a, ^) et LP;(E1\ ^ { E ' ) , T(p.)) sont isomorphes. En
supposant que la mesure abstraite ^JL du théorème 6 vérifie l'axiome (M*), on
peut aussi montrer que toute fonction î ç ^ y ( E , ^l, p.) peut être prolongée
en une fonction tç^yÇE'^ JC(^), <I>(^)), qu'inversement la restriction f
à Ede toute fonction f e ̂  {E'^ JC(.^)), 0>(^) appartient à ̂  (E, ̂ , ^L),
et que 7V;(f) == 7V;; (f), où 7V^ et7V^ désignent les semi-normes déduites de p.
et €>(?.) respectivement d'après le second procédé d'intégration de Stone.
La démonstration reste en principe la même que pour le cas traité dans le
théorème 6. Il faut seulement remplacer les suites croissantes de fonctions
positives de ^0/ ou de JC(2^) par des ensembles filtrants de fonctions
positives de ôi°' ou de JC(^). Dans la première partie de la démonstration,
on utilise la remarque suivante : Pour tout ensemble filtrant // (pour ̂ ) de
fonctions positives de JC(£^), il existe un ensemble filtrant ff° de fonctions
positives de d{01 tel que toute fonction de ff° soit majorée par au moins une
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fonction de H, et que sup /''== sup t^. On déduit cette remarque de la
feu S'en0

proposition 7 comme on a déduit le corollaire 2 du lemme du paragraphe 1.

2° Soit r une algèbre booléenne de sous-ensembles de l'ensemble E. Nous
supposons que E appartient à F et que, pour tout couple .r, y d'éléments
de E, il existe un ensemble AçY tel que xç.A e tye C^* L'ensemble (À.
des combinaisons linéaires de fonctions caractéristiques d'ensembles de T
vérifie alors les axiomes (Ri) , (R^)} (Rs) et (Si), (S;?) : l'espace E'^ existe et
est identique à l'espace E ' du théorème 5. Nous avons démontré dans [2],
p. 48o, que E'(^ est un espace compact contenant E comme sous-ensemble
dense, et que l'application A -> A ., où A est l'adhérence de A çF dans E'^y
est un isomorphisme de T sur l'algèbre booléenne des sous-ensembles de E^y
à la fois ouverts et fermés (18).
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