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UNE THEORIE ALGEBRIQUE DES EQUATIONS APPROCHEES:

Par Pavr Debecker,

Institut de Mathématique de I'Université de Liége, Belgique.

Introduction. — Dans un grand nombre de cas, les équations qui régissent un
phénomene physique sont d’une complication qui exclut toute possibilité de les
résoudre effectivement sans procéder a un certain’ nombre de simplifications ou
approximations. Cette difficulté se présente notamment en Météorologie dyna-
mique dans la théorie du mouvement de lair et de la prévision du temps par
intégration des équations du mouvement.

Malheureusement, quiconque a quelque peu étudié des « ¢quations approchées »
n’a pas manqué d’observer qu’elles ne peuvent étre manipulées conformément aux
régles usuelles de calcul algébrique. 11 serait donc fort souhaitable de construire
un appareil algébrique adéquat basé sur quelques principes élémentaires maniables
rendant possible un calcul rigoureux des « équations approchées ». En Pabsence
de ce formalisme algébrique, le « physicien théoricien » se livre & des calculs qui
n’entrainent pas toujours la conviction du « mathématicien pur » ni méme celle
du « physicien mathématicien ».

ILes simplifications usuelles de calcul se fondent sur la considération de ce que
le physicien appelle I’ « ordre de grandeur » des quantités intervenant dans le
probleme étudié. Hélas cette notion ne posséde la plupart du temps aucune
définition satisfaisante; il s’agit d’unc espéce de norme, mais l'algébriste remar-
quera toutefois qu’on lui attribue — c’est du moins ce qui se passe en Météoro-
logic dynamique — les propriétés essentielles d’une filtration, a savoir
1° Pordre de grandeur d’'une somme ne dépasse pas lordre de grandeur du plus
grand des termes; 2° I'ordre de grandeur d’un produit ne dépasse pas le produit
des ordres de grandeur des facteurs. 1l nous a dés lors paru utile d’expliciter en
langage algébrique un calcul rigoureux des « équations approchées » fondé sur ces
hypotheses : il s'agit essentiellement d’associer a une relation additive dans un
anneau A un certain nombre de relations « approchées » lorsque 'anneau A est
muni d’une filtration; nous indiquons également des régles de calcul de dérivation.
des « équations approchées ». Disons tout de suite que le probleéme de forma-
lisation du « calcul approché » n’en est pas pour cela résolu. Nous avons dit en
effet que I' « ordre de grandeur » ou filtration n’est pas défini avec précision et se
rapproche d’une norme. S’il est possible de définir des filtrations sur un anneau
tel que celui des fonctions indéfiniment différentiables sur I'espace euclidien, le
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probléme reste ouvert d'en définir qui puissent étre utilisées avec fruit en Phy-
sique théorique, par exemple en Météorologie dynamique. Indépendamment de
cela, nos résultats appartiennent a la théorie mathématique des anneaux filtrés.

Comme on va le voir, les relations que nous appelons « approchées » sont
parfaitement exactes mais elles sont définies dans un anneau @ distinct de
Panneau initial A ct n’en reflétant qu’imparfaitement les propriétés, en ce sens
(que si toul ¢lément @ de A posséde une « image » ¢(a) dans @, plusieurs
¢éléments de A peuvent avoir méme « image » dans A. En d’autres termes, nos
« équations approchées » sont des équations exactes dans un « anneau
approché » A, alors que dans la conception habituelle, il sagit de relations
« approximativement exactes » dans 'anneau « exzact » A. Toute méthode
mathématiquement correcte et maniable de « calcul approché » doit nécessai-
rement, pensons-nous, s'inscrire dans une perspective analogue.

Le premier paragraphe de ce travail expose 'origine intuitive des notions uti-
lisées. La technique algébrique proprement dite est développée a partir du para-
graphe 2; on y définit les notions d’anneau filtré et d’ anneau gradué associé &
un anneau filtré. Nos définitions généralisent celles qui ont été introduites en
Topologie algébrique par J. Leray [10] et J. L. Koszul [9]; nous les avons
choisies de maniére a placer nos théorémes dans un cadre aussi général que
possible; cette généralité ne peut que faciliter d’éventuelles applications a la
Physique. Le calcul approché utilise essenticllement une application «canonique» ¢
d’un anneau filtré A dans Panneau gradué associé @ ; cette application n’a prati-
quement guére éLé utilisée jusqu’ici, probablement parce qu’elle ne respecte ni la
multiplication, ni méme I'addition; son étude conduit aux régles fondamentales
du calcul approché (théorémes I, I et II). Le paragraphe 3 étudie les regles de
dérivation des ¢quations approchées : @ une dérivation d’un anneau filtré on fait
correspondre une dérivation d’un anneau gradué dans un autre anneau gradué.
Le paragraphe 4 utilise des filtrations plus générales que celles définies au para-
graphe 2; la principale modification réside dans les démonstrations un peu plus
compliquées ¢t dans I'énoncé du théoréme Il qui devient le théoréme III bis, en
outre le théoréme IV cesse d’étre valable et n’admet pas de généralisation sans
hypothése supplémentaire. Enfin le paragraphe 5 donne quelques exemples
d’anneaux filtrés. .

La question des approximations dans les anneaux de fonctions est li¢e aux fon-
dements du calcul différentiel mais celui-ci est de naturé essentiellement locale et
conduit a la notion d’anneau local comme I'amontré A. Weil [12]. Au contraire
le probléme que nous traitons est de nature globale; la dérivation des « équations
approchées » se situe donc au carrefour du local et du global et ceci conduit a des
anneaux locaux filtrés, comme nous l’ésquissons briévement en annexe. On
. apercoit dés lors une possibilité de généralisation aux dérivations d’ordre
supérieur (points proches de hauteur et largeur quelconques dans la terminologie
d’A. Weil).

Nous n’avons pas étudié les filtrations d'un anneau A en liaison avec une topo-
" logie éventuelle @ sur cet anneau. Indiquons simplement que toute filtration f
induit sur A une topologie @, dont les sous-groupes A” constituent un systéme
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fondamental A de voisinages de I'élément nul. Cette Lopologie a ceci de parti-
culier qu’elle posseéde (par définition) des sous-groupes arbitrairement petits ; s'il
n’en est pas de méme de la topologie @, une quantit¢ variable dans A dont I'ordre
de grandeur tend vers zéro (ou dont la filtration tend vers I'infini) n’a donc pas
nécessairement pour limite zéro au sens de la topologie €. En langage plus
précis : le filtre de base A ne converge pas vers zéro au sens de la topologie T.

Afin de faciliter la lecture ¢ventuelle de ce travail par des physiciens, nous
avons reproduit brievement quelques définitions ¢lémenlaires d’algébre moderne.

1. Considérations heuristiques. — L’origine des difficuliés qui s’introduisent
dans les calculs approchés sont en ordre principal des trois types suivants :

a. La dérivée d’unc fonclion considérée comme négligeable peut tres bien ne
as étre négligeable. En d’autres termes, si des équations peuvent — moyennant
P g J { P 3

certaines conventions — étre considérées comme approchées. les dérivées de ces

équations peuvent cesscr d’étre approchdes.

b. Si la différence de deux quantités a ¢t b est négligeable par rapport a
chacune d’elles (par exemple, si @ — U est 1000 fois plus petit que « et b), on
peut convenir que celte différence est approximativement nulle et écrire

a—bhn~o ou an~ b,
Si 'on a de méme

e ~d,

on ne pourra pas en déduire que
—c~b—d.

(Exemple : @ et ¢ =1000, b=1001, d=999). Le signe ~ ne jouit donc pas,
vis-a-vis de I’addition et de la soustraction des propriéiés d’une égalité. Méme si
la relation « @ ~ b » est une relation d’équivalence (1), celle-ci n’est pas compa-
tible avec l'addition ni la soustraction. Admettons toutefois la propriété P
suivante :

P. Si ¢ est une quantité négligeable devant «, alors tout produit e.d est négli-
geable devant @. :

a~a+e entraine a.b~ «a.b+¢.b;
dans ces conditions l'équivalence ~ est compatible avec la multiplication.

On pourrait définir abstraitement un « élément approché » comme un
ensemble {a, b, ...} d’éléments tels que deux quelconques d’entre eux ont une
différence approximativement nulle. Toutefois, en vertu de (@), ces éléments ne
peuvent plus étre dérivés; en vertu de (b), ils ne peuvent étre additionnés ni

(') Cest-d-dire si elle est réflexive (i.e. pour tout a, a~ a), symétrique (i.e. ar~b
entraine b ~ a) et transitive (i.e. a ~ b et b ~ c entrainent a ~ c). Une relation d’équivalence ~
est dite compatible avec une opération, par exemple l'addition +, si a~vb et cnv d entrainent
a+c~b+d. '
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soustraits; en vertu de P, ils peuvent cependant étre multipliés. La dlfﬁculté du
calcul approché n’est pas ailleurs que la.

On va voir que les difficultés (@) et (b) ne s'opposent cependant pas a la cons-
truction d’un mécanisme algébrique approprié pourvu que P'on ait défini d'une
maniere cohérente quand un élément ¢ peut étre « négligé » devant un autre a. Dans
cette notion de cohérence, on exigera que la somme de deux éléments
« négligeables » ou leur différence soit elle-méme « négligeable », sans quoi, la
relation ~ ne peut étre une Ielatlon d’équivalence. Ceci introduit une troisiéme
difficulté :

(¢) Silon exige que la somme de deux quantités négligeables devant un ¢lé-
ment a soit elle-méme négligeable, cela doit aussi étre vrai pour loute somme
finie. Si nous écrivons symboliquement

e<{a ou ape
pour exprimer que ¢ est négligeable devant a, cette relation impliquera donc
neg<a

pour tout entier n. Autrement dit, la relation =< ne vérifie pas l'aziome
d’Archiméde d’apréslequel « étant donné deux quantités ¢, @ telles que o e < a,
il existe un entier n tel que n.e> a ».

Comme on va le voir, si les équations considérées comme exactes sont des
relations entre éléments d’un systéme algébrique A (en I'occurrence un anneau),
nous interpréterons les équations approchées comme des relations entre éléments
d’un autre anneau X construit a partir de A; si 'on veut dériver, il faudra consi-
dérer en outre un anneau analogue G et 'on passera de -relations dans €U a des
relations « dérivées » dans . Avant d’en arriver la, étudions avec plus de détails
la situation des équations approchées de la Météorologie dynamique.

Rapportons -I'atmosphére au systéme d’axes rectangulaires Oz z,z, donl
laxe Oz, est tangent a l'origine O au parallele passant par ce point, dont
l'axe Oz, est tangent au méridien passant par O et dont 'axe Oz, est divigé
suivant la verticale ascendante; on suppose ce systéme dexirogyre et l'axe Oz,
dirigé d’Ouest en Est. En 'absence de frottement et de turbulence, les équations
du mouvement de l'air s’écrivent

- dv,y A et O ‘)P
@ 2 20 sing oo CO = 0y T 0y
dy, _ ) dp

(2) T e sind ’ S |
a . dvg o . Je ‘)P
(3) I 2w cosY = Frota dz,

Dans ces équafions ¢1, 2, ¢3 sont les composantes de la vitesse de I'air, w et ¢ la
vitesse de rotation de la Terre et la latitude de l'origine; ¢, ¢ et p désignent le
géopotentiel, le volume spécifique et la pression.

Ces équanons sont souvent remplacées par les suivantes (ou par des équations
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analogues) connues sous le nom d'égquations approchées de la dynamique
atmosphérique :

, ) dp, o d9 ap
I ), : 73 lzwv,snm{a_—d—% v‘—,z—iy

) . dvy —_9% _ o,
(") @ +2wv, sin¢ == dx,

, =% 9P,
(3 ) o= dz's vdz;,

Dans la premiére équation, on néglige le terme 2wy, cosy parce que la vjtesse
verticale del'air est « trés petite » devantles composantes de la vitesse horizontale ().
Dans la troisiéme, on néglige 2w ¢4 cos¢ qui est 10 000 fois plus petit que chacun des
termes du second membre (3); quant au terme %‘;3, il est de 100 000 & 10 millions
de fois plus petit.

Fixons particuliérement notre attention sur le passage de (3) a (3'). On
conclut généralement que les accélérations verticales sont négligeables et que 'on

peut utiliser avec confiance l’équauon de la statique suivant la verticale
[ équation (3')]. En fait il vaudrait mieux remplacer (3') par
7

Jde op
(4) oz T
[, . .. de JIp
car si I'on pouvait mesurer avec une précision suffisante 5=, ¢ et. ==, on trou-
dxs” dzs
verait que
_ 9% Jp
(5) K= oz, + 0 oz;

est une quantité approximativement égale 4 2wy, cosy. Compte tenu de la peti-

tesse de on pourrait écrire une nouvelle équation approchée,
a savoir
(6) ) K~ 2wp0; cos.

Ensuite, en calculant avec suffisamment de précision tous les termes de la somme

L=2wv,cos@—£ﬁ—- :;;

celle-ci serait nécessairement égale (donc approximativement égale) ad 7 et nous

aurions une derniére équation approchée
dy.
(7) d: ~L (%)

Ceci montre que les accélérations verticales ne sont guére négligeables et que
Péquation (3') seule ne donne pas tous les renseignements. Malheureusement, il

() Ce qui n’est certainement pas vrai si ¢, = o.
(3) Dans le systéeme M. T. S., ils sont voisins de ro.
(*) Ges remarques sont esquissées a la fin de |4].
BULL. SOC. MATH. — T. 83, FASC. IV. 22
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serait fort difficile de retrouver ceux-ci dans I'état actuel des méthodes de mesure,
puisque c’est précisément & partir de I'équation (3') que I'on détermine ¢ et p
grice a la technique des ballons sondes. D’autre part une mesure plus précise
de ¢ et p par d’autres méthodes semble actuellement hors de portée. Cela s’exprime
parfois en déclarant que les quantités K et L sont des « inobservables ».

Pour déterminer si une quantité est négligeable devant une autre, on se sert
habituellement de la notion vague d’ « ordre de grandeur », notion dont on ne
peut trouver nulle part une définition satisfaisant le mathématicien. Habituelle-
ment, ordre de grandeur d’une quantité s’exprime au moyen d’une puissance

(positive ou négative) de 10 [8]. Clest ainsi que lon dit que — dans le
systtme M. T. S. — la quantité dg} est de lordre de 10, que I'ordre de 2w¢, cosy
varie entre 107% et 107 et que 'ordre de %‘;—’ varie entre 107 et 107¢ [7], [3].

L’usage qui est fait de cet « ordre de grandeur » réveéle qu’on lui attribue implici-
tement les propriétés suivantes :

1° L’ordre de grandeur d’une somme ne dépasse pas 'ordre de grandeur du
plus grand des termes [il peut étre strictement plus petit'si les deux termes de
signes contraires ont le méme ordre de grandeur; exemple, la somme K (5)].

2° L’ordre de grandeur d’un produit ne dépasse pas le produit des ordres de
grandeur des facteurs (on pourrait aussi admettre qu’il lui est égal, sans que
cela géne les calculs).

Dans ces conditions, une quantité ¢ est considérée comme négligeable devant
une autre @ si 'ordre de grandeur de e est strictement inférieur a celui de a. La
propriété 1° est alors équivalente a celle qui dit qu'une somme de quantités négli-
geables devant a est elle-méme négligeable. La propriété 2° équivaut a la pro-
priété P ci-dessus.

Désignons par A l'ensemble des « quantités » en considération, et par &
Iensemble des puissances de 10. L'ordre de grandeur est une fonction 0 définie
sur A et prenant ses valeurs dans & :

[ 28 A—>2.

Dans les énoncés 1° et 2° interviennent le fait que deux éléments de & peuvent
étre comparés et le fait qu’ils peuvent étre multipliés. Au lieu de €, on peut
utiliser I'ensemble Z des entiers (positifs négatifs ou nuls), und puissance 10="
étant caractérisée par l'entier n. Au lieu de la fonction 0, on utilise alors la
fonction
' [ A->2Z

définie par

f(a)=—1logis(a), a€A.

Les énoncés 1° et 2° ont alors la traduction suivante :

f(a=£b)> min(f(a), £(b)), _
fta.b)> f(a)+f(b); : -
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nous les résumerons c¢n disant que f est une filtration (si dans la deuxiéme
ligne > est remplacé par =, on dira valuation).
Nous pouvons maintenant passer a la formalisation.

2. La théorie abstraite. — Rappelons d’abord les notions algébriques fonda-
mentales dont nous ferons usage (1).

A. Un groupe abélien G est un ensemble d’éléments «, b, ¢, ... entre lesquels on a
défini une opération notée -+, appelée addition (somme) et satisfaisant aux conditions sui-
vantes : 1° @ +b = b + a (commutativité); 2° (a + b) + ¢ = a + (b + c) (associativité);
30 il existe un élément o (zéro) (nécessairement unique) tel que o + a = a; 4° A tout élé-
ment a en correspond un autre — a (nécessairement unique) tel que a@ + (— a)=o0. On
pose conventionnellement ¢ —b=a+(—b),a+b+c=a~+(b+c).Ona—(—a)=a.

G et G’ étant deux groupes abéliens, une application 2:G > G’ est dite linéaire (ou
homomnrphe) si ’

a(a+ b)=a(a)+ a(d);
de la résulte
2(0)=o, a(—a)=—a(a).

Si H est un sous-groupe de G les classes « mod H formées des éléments de la forme a + &,
h e H constituent un groupe G/H appelé groupe quotient si 'on pose

(@amodH) + (@’ modH) = (a + a’) mod H

(ce qui est légitime); en outre lapplication dite canonique 7:G—> G/H définie par
v(a) = a mod H est linéaire ().

B. Un anneau est un ensemble A d’éléments entre lesquels on a défini deux opérations,
une addition notée -+ et une multiplication notée ., satisfaisant aux conditions suivantes :
1° A est un groupe abélien pour 'opération +: 20 a.(b.c)=(a.d).c;3°a.(b+c)=a.b+a.c
et (b—+ c).a=b.a+ c.a(double distributivité de la multiplication par rapport a 'addition).
De 1i on déduit : 0.a=o0 et (— «).b =— (@.b). On dit que A posséde une unité s’il existe

"un élément 1 (nécessairement unique) tel que @.1=1.a2 = @ pour tout a€ A. Un idéal
dans A est un sous-ensemble I qui constitue un sous-groupe pour l'addition et tel que pour
tout a€ A et tout i€l on ait a.iel et i.ael. Le groupe quotient A/I se munit d’une mul-
tiplication . qui en fait un anneau (dit anneau quotient) si I'on pose

(amodI).(a’ modl) = (a.a’)modl,

ce qui cst légitime. Une application « d’'un anneau A dans un anneau A’ est un Lomomor-
phisme lorsque 19 elle est lincaire pour les structures de groupes additifs et lorsque 20 on
aa(a.b)=2a(a).2(b). (Dans un homomorphisme, I'ensemble des éléments envoyés sur le
zéro de A’ est un exemple d’idéal) (5).

C. Un monoide M est un ensemble d’éléments a, b, ¢, ... entre fcsquelles on
a défini une opération % appelée composition et satisfaisant a la condition sui-
vante : (akb)kc=ax (bkc). On ne suppose pas la commutativité
a % b=>0% a: sielle est remplie, on dit que M est un monoide commutatif.

Au licu de monoide, on dit aussi demi-groupe [3].

(*) Pour plus de détails voir les traités classiques [1], [5], [11].



D. Un ensemble E d’¢léments a, b, ¢, ... est dit totalement ordonné si I'on
a défini pour les couples (a, b) d’éléments de E une relation notée = et satisfai-
sant aux conditions suivantes :

Or1 : quels que soient @ et b dans E, on a
a<b (ainférieurd b) ou b=a;

Or2:silonaa <Xbetb=c,onaaussia=c;
Or3:sia<betb<a,onaa==h.

Remarquons que du 1° résulte que a =< a pour tout @ € E. On convient d’écrire :
a < b {a strictement inférieur 3 b) st a Z b et a Xb;

a?> b (a supérieura b) si b <a;

a > b (a strictement supérieur a b) si b < a.

E. Un monoide totalement ordonné est un ensemble M muni & la fois d’une
structure de monoide et d’une structure d’ensemble totalement ordonné, ces deux
structures étant en outre liées par les conditions suivantes, a, b, ¢ et d étant des
éléments quelconques de M :

MO : a<bentraineakc<bkcelcka<ckb.

Cette condition est équivalente a la suivante :

MO, :a<betc=<dentrainentakc<bkdetcka<dxb

et elle implique la suivante, plus faible :
MO::a<bentraineakc<bhkceteka<ekb.

M étant un monoide totalement ordonné, on désignera par M et on appellera
complété de M I'ensemble obtenu par adjonction 8 M d’un élément co. On fait de
ce nouvel ensemble un ensemble totalement ordonné en convenant que pour

toutaeM :
a=<w;

on en fait un monoide en canvenant que
ako=w0k a&=0w0kx=0o0.
La condition MO n’est pas vérifiée si c = et M n’est donc pas un monoide tola-
lement ordonné; cet ensemble vérifie cependant la condition :
MO':a<betc—<w entrainentakc<bkcetcka<ckb.
F. Soit M un monoide (*). Un anneau M-gradué (quand aucune confusion
n’est & craindre, on dira anneau gradué) est un anneanu A dans lequel on

a défini des sous-groupes additifs A, affectés d’un indice variant dans M, les
conditions suivantes étant satisfaites :

(%) Dans [2], p. 7, C. Chevalley se limite au cas ot M est un groupe abélien.
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AGr1 : pour tout p €M, il existe un A, et un seul;
AGr2 : le seul élément commun a deux A, est le zéro de A;
AGr3 : le produit d’un élément de A, par un élément de A, est dans A, -

a,eA, et aq €A, impliquent «,.«,€A,,, (p.geM,

(de la résulte que si A est commutatif et A, A2 o, pkg=q*kp);

AGr4 : tout ¢lément a € A s’écrit d’une et d’une seule maniere sous la forme
d’une somme d’un nombre fini d’éléments @, < o, chacun de ceux-ci appartenant
aun A,; chacun de ces a, est appelé composante homogéne de degré p de a; si
I'indice ¢ € M n’est pas représenté dans cette décomposition, on dit que la compo-
sante homogene de degré ¢ de a est nulle. Tout élément de A, est dit homogene,
de degré p.

F'. Lorsque A est un groupe ahélien et que sont vérifiées les conditions AGr 1,
2 et 4, on dit qu'il s’agit d’un groupe M-gradué.

G. Soit M un monoide totalement ordonné. Un anneaw M-filtré (en abrége,
un anneaw filtré) est un anncau A sur lequel on a défini une fonction f(a),

a € A a valeurs dans le complété M de M et satisfaisant aux conditions suivantes :
AF 1 f(a—b) = min(f(a), /(D)); |
AF2: f(a.b)r f(a)%x f(b);

AF3: f(0) =o;

auxquelles on ajoute habituellement la suivante :

Al'4 : f(a) = entraine a =o;
si elle est vérifice, la filtration est dite séparée. La plupart des résultats qui suivent
sont indépendants de AF 4.

Lorsqu’on voudra expliciter la filtration, I'anneau filtré sera noté (A. f); ceci
devient nécessaire lorsqu’on considére plusieurs anncaux filtrés ou plusieurs
filtrations sur un méme anncau.

On désignera par A?(p €M) I'ensemble des a€ A tels que f(a)> p, par B»
I'ensemble des a € A tels que f(a) > p. Pour p g, on a

BrcAvcBrcAr.
En vertu de A1, et AF 3, ona f(a)= f(—a); il s’ensuit que les A” et B” sont
des sous-groupes additifs de A. De plus en vertu du 2° :

€ et ale entrainent a’.al€ .
8 areAr et aleAd trainent aP.a7e€ AP*7
(9) are Ar et bieBv entrainent a’.b7e€BP*, b7.ar e B/*r,

Enfin si la filtration est séparée, les A” ont en commun un ct un seul élément, le
zéro de A. La fonction f: A — M est appelée M-filtration (en abrégs, filtration).
A tout anneau M-filtr¢ A, on associe comme suit un anneau M-gradué @.
Soit G(A) I'ensemble des familles ((’”)pezu (7) ot al’e_—\l’ et on il n’y a qu’un

(") On suppose qu’il y a un et un seul ¢lément pour chaque p€ M; noter qu'il v’y 4 pas d’élément Ga.,
De méme, il n’y a pas de groupe A™.
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nombre fini de valeurs p telles que a” £ o. Pour deux telles familles (a”) et (bP),
on pose

(10) (aP) +(br) = (ar+ br),

ce qui fait de G-(A)un groupe abélien. On notera A, le sous-groupe formé des
familles (a?) pour lesquelles tous les a’ sont nuls pour ¢ 5 p et §, la fonction qm
associe a Lar € A7 la famille (a?),ey définie par

al=o si q=#p, a? = ar si qg=p.

L'application ¢, définie pour tout p € M est manifestement un isomorphisme de A”
sur A, et tout élément de G (A) s’écrit d’unc et d’une seule maniere comme
somme d’un nombre fini d’éléments appartenant aux A,; on exprime cetle
propriété en disant que G- (A) est la somme directe des A, ce qu’on éerit

G(A)= EA,,. ’
pem
Le groupe Gr(A) satisfait donc aux conditions AGrl, 2 et 4, et constitue donc
un groupe gradué.

Nous allons maintenant définir sur G (A) une structure multiplicative en faisant
un anneau gradué. A cet effet, soient &, et b, deux ¢léments homogenes de G (A)
de degrés respectifs p et ¢; il existe donc un élément @ € A” et un ¢lément be \7
tels que

a,=4Y,(a) et b, = ¥, ().

Comme «.b appartient & AP*7, il est légitime de définir un produit a.b en posant
ap.0b; = Vpuq(a.b),

en vertu de AGr4, ceci permet de définir le produit de deux éléments quel-
conques de G (A); si
. s
a=Zyu(a) et b=Xd(a)), apen
i=1 jooa

on pOSCI‘Zl

(1) ab =N[4 (). by ()]
ij

cette formule prolonge par linéarité la multiplication déja définie entre ¢éléments
homogenes. Il est clair que cette multiplication vérific AGr3 ¢t que les A,
définissent sur G-(A) une structure d’anneau M-gradu¢.

On désignera par H(A) le sous-ensemble de G-(A) oblenu en se limitant aux
familles (@”),ey pour lesquelles @” € B” et 'on poscra

B,=4¢,(BP)cH(A).
H(A) est un sous-groupe de G (A) et on constate en vertu de (9) que le produil

d’un ¢lément de G(A) par un élément de H(A) appartient @ H (A) : autrement
dit, H(A) est un idéal de G-(A) ct nous noterons (X 'anncau quotient :

@ = G(A)H(A).
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- L'idéal H(A) est de plus homogene, c’est-a-dire que toute composante homogene
d’un élément de H(A) appartient clle-méme a H(A). Déslors toute classe a, € €L
conlenant un élément a,={,(@”), a” € A7, conticnt une sous-classe d’éléments
homogenes de dégré p : a savoir la classe de a, dans A,,/B,,. Tout élément a, € AL de
ce type sera dit homogéne de degré p; 'ensemble de ces éléments constitue un
sous-groupe X, et 'on voit que tout élément de & s’écrit d’une et d’une seule
maniere sous la forme d’une somme finie d’éléments appartenant aux différents
@,. De plus le produit £, d'un élément @, de @, par un é¢lément by de
@, estdans A : si ces éléments proviennent respectivement de «” et b7 dans A”

“pril
etAv, ¢ provient du produit a”. b7 € A”*7; autrement dit,

Py
a,=1%,(a’)modH(A) et b, ="b,(a7)mod H(A)

entrainent
0.0, ="1,,,(a’.b7)modH(A).

Les sous-groupes &, définissent donc sur (U une structure d’anneau M-gradué;
on dit que QL est I’ anneau M—gradué associé A 'anneau M-filtré A.

Tout élément a de @ s’identifie naturellement a une famille (a,),ey,
a,€A,/B, (®); par cette identification, la somme de deux éléments de (X se
définit par une formule analogue a (10) et le produit par une formule analogue
a (11) compte tenu de

(Lfa,,(a)modB,,)..('{a,,(b) modB;) = Y ,,,(a.b)modB,,, ot ae€A’, beAsg.
On va maintenant définir une ap];lication
A . A->A.
Pour ccla notons y Iapplication canonique Gr(A)— @, c’est-a-dire 'application
qui associe 4 un élément de G-(A) sa classe dans €U
v(a)=amodH(A), aeG(A);

convenons en outre de désigner par ¥, P'application composée de y et 4. On a
donc

¥p(ar)=y(yp(ar)), - areAr,
U, (AP) = @p;

cette application définie pour tout p € M est un homomorphisme de A? sur €l,.
On notera cn oulre que pour a € A” et be A7, on a

(12) ¥, (@) Wy (b) = Wpuy(a.b).
Dxrinimion. — L'application ¢ est alors définie par les relations suivantes :
10si f(a)=wo, o(a)=o0ed;

20si f(a)=p #Zo, e(a)=W¥y(a).

Si la filtration f est séparée, le zéro de A est donc le seul élément ayant pour

(*) Si a’'est la classe modulo H(A) de la famille (ar)pen, on identifie a & la famille (a,)pex telle
que «,= ¢, (ar) modB,.
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image I'élément nul de & ; dans le cas général ¢ (a) = o est équivalent & f(a) = co.
Pour sumplifier, nous écrirons souvent (a) au lieu de ¢(a) :

(a)=¢(a).
On appellera ¢ application canonique de A dans &.

Comme on va voir, le calcul approché revient a remplacer chaque glément a
de A par son image (a) dans Q. Les difficultés proviennent de ce qu'il ne s’agit
pas la d’'un homomorphisme, c’est-a-dire que 'on a en général

(a+0b)5#(a)+(b) et (a.b)#(a)(b) (*)
En ce qui concerne le produit, on a le

Tutorime I. — Soct A un anneau M-filtré, M étant un monoide totalement
ordonné. Quels que solent les éléments a, b de A, on a dans A :

(a).(b)=(a.b) ou (a).(b)=o0.
suivant que

Sla.b)y=f(a)k f(&) ou [f(a.b)pj(a)k[f(b).
En effet, soient p = f(a), g =f(b). Ona
(@).(6) =W puy(a.b);
si f(a.b)=p%kq,ona
(a.5) =W, (a.b), sinon W,,,(a.b)=o.

Nous allons maintenant étudier les conditions de validité de la relation
(a-+b) = (a)+ (b). '
Lemse I. — Pour tout a€A, on a 9(—a) =—g¢(a).

En effet, nous avons vu que f(a) = f(— a), soit = p; d’autre part la relation
a—a = o dans A” donne

V,(a)+Wy(—a)=o:
d’ou la propriété puisque
9(a)=¥p(a),  9(—a)="W,(—a)=—"1,(a).

Lemme II. — Solent ay, as, ..., a; des éléments de méme filtration :
f(a,) :f(ag):. . .—_—f(ak) =p tels que
(I3) ay+Qy~+...+ A= 0

dans A ; on a dans ces conditions

(14) (a1)+(as)+...+(ar)=o0
dans 4. ‘

(°) Le théoréme I montre que ’on a toujours (a, b) = (a),(b) dans le cas d’un anneau valud.



— 343 —

En effet, tous les termes de la somme (13) sont dans A? et la relation (1 4) s'en
déduit par 'homomorphisme ¥, puisque 'on a pour tout e =1, 2, ..., k:

(ar) = ¥p(a).

On ne peut plus écrire cette derniere égalité si tous les «; ne sont pas de filtra-
| tion p; la relation (14) est alors en général fausse.
1

\ . . 214 s
, Lemme UI. — Soit a4, a, ..., a, unesuite d’éléments de A rangés par ordre
de filtration croissante :

fla) =X f(a) R 2 f(ax).
Silona a;+ ay+. ..+ ar=o, il en résulte nécessairement
Sla)=f(a:) et (a1)+(az)=o.
Démonstration. — Posons b = a;+ ...+ a;. On a donc
fla)=Rf(a)Xf(b) et a+ar+b=o,

dou f(ar)=f(as+b)> f(as), ce qui démontre la premieére assertion. La
seconde en découle compte tenu de la définition de I'application <.

Tueorexe II. — Soient M un monoide totalement ordonné et A un anneauw
M-filtré. Pour qu'une relation a + b + ¢ = o dans A entraine (a)+ (b) +(c)=o
dans Q, il faut et il suffit que U'une des conditions suivantes soit remplie : ou
bien f(a) = f(b)=f(c) ou bien l’'un au moins des trois éléments a, b, ¢ est de
Sfiltration infinie. Pour que U'on ait (a+ b) = (a)+ (b), il faut et il suffit
que f(a+b)=f(a)=f(b) ou que l'un des éléments a—+ b, a, b soit de fil-
tration infinie.

Démonstration. — Les deux assertions de 'énoncé sont équivalentes en vertu
du lemme I; nous nous bornerons donc a établir la premiere. Supposons que I'on
ait a la fois a + b+ c=o0, (a) + (b) + (c)=o0 et f(c)» fla)=p; il résulte
alors du lemme III que f(b)=p.OronaW¥,(«)+¥,(b)+¥,(c)=0 ou
(@) + (b) + W, (¢c) = o; comme ¥, (¢) = o, il en résulte (¢) = o, d'on f(c)=rwo.
La condition est donc nécessaire et on vérifiera de méme qu’elle est suffisante
compte tenu des lemmes II et III.

Tueoreme III (Décomposition spectrale). —— Soit dans lanneau A :

S=a+b+...+1l=0

une relation additive. Désignons par p, {p:...<p, U'ensemble des filtra-
tions des termes de cette relation et par

@, .., @k (i=1,2, ..., n)

Uensemble des termes de filtration p; rangés dans un ordre quelconque.
Soient en outre s; la somme partielle des termes de Siltration strictement
inférieure a p; dans S :
i=1
s1=o0 et, pour i=2,...n: §= Zeja;

j=1
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ets, Délément de A défini par
si=—si st f(s)=p, si=o0 si f(s)#p:

La relation S entraine dans ces conditions les n relations suivantes dans
Uanneau @ :

Si=(ay) +(an) +...+ (ary) = o,
D

Sy =(a12) + (@) +...+ (ak2) = (53),

Zp=(ain)+ (@) +. ..+ (@) = (Sh)-

Nous dirons que ces 7 relations constituent les équations approchées déduites
de S ou encore le spectre de S.

Démonstration. — Soit r; la somme des termes de filtration strictement
supérieure a p; dans S :

n
ri= Y Syan; (=0
J=i+1
On a donc pour chaque ¢ :

(15) Si~+ Q... Qi+ Ti= 0.

En vertu du lemme III, la filtration de s; ne peut étre sirictement inférieure a p;;
tous les termes de la somme (15) apparticnnent donc a A” et nous pouvons leur
appliquer I'application linéaire W, , ce qui donne lieu a la relation 3; puisque

(1) =—Wpi(si), wpi(r1>=oa

(an) =¥y, (au), CRR) (@) = ¥p(a@r)-

Tous les termes de la somme 3; sont dans @, et comme dans un anneau gradué
une somme de termes homogenes ne peut étre nulle sans que les sommes par-
tielles des termes de chaque degré soient elles-mémes nulles, les » relations 2;
sont équivalentes a I'unique relation

(a)+(b)+...+(k)é(s’2)+(s’3)+...+(sj,).

Si 'on multiplie les termes de S par un méme facteur z € A, on obtient une
nouvelle relation; dans le cas d’'un anneau filtré quelconque il n’y a pas de rela-
tion simple entre les spectres des deux relations. Toutefois, dans le cas d’un
anneau valué, on a toujours (z.a)=/(z).(a) et le spectre de la nouvelle
relation s’obtient simplement en multipliant par (z) les relations du spectre initial.

Remarque. — Le « calcul approché » usuel consiste a écrire des relations

a+b+...+k~d+b+.. ..+ R

si la différence ¢ + b+ ...+ k—a'—b'—...— &' est de filtration supérieure
au minimum des filtrations des éléments en présence (le signe ~ se lisant « appro-
ximativement égal a »). De telles « approximations » ne peuvent ¢tre manipulées
suivant les régles habituelles du calcul algébrique : par exemple on ne peut
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remplacer une somme partielle par sa valeur, deux quantités approximativement
égales A une troisi¢éme ne sont pas nécessaircment approximativement égales, ete.
Notre méthode au contraire consiste a écrire dans 'anncau gradué QL des ¢quations
qui obéissent a toutes les régles classiques de calcul; ces équations sont parfai-
tement « exactes » mais elles donnent moins d’informations que les équations dites
exactes de l'anncau A. C’est en quelque sorte Panncau €U qui constitue une
approximation de anneau initial A; la graduation empéche tout mélange subversif
de termes de filtrations différentes.

3. Dérivation des équations approchées. — Nous allons maintenant étudier le
cas ol les équations exacles peuvent étres dérivées, c’est-a-dire ont Panneau A est
muni d’une dérivation D. '

Rappclons qu’une dérvation dans un anneau A est une application linéaire D
de A en lui-méme telle que

Diw.b)y=(Da).b+ «ibb)

[ on ¢crira Da pour D («)]. Plus généralement. soient A et A’ deux anneaux. 7 un
homomorphisme de A dans A'. On appellera y-dérication de A dans A’ une
application linéaire D : A — \' telle que

D(a.0)=Du.yb+ 70u.Db (1) [7a=yia)].

La notion classique correspond évidemment au cas A = A’ et = l'application
identique A — A. Lorsque les anncaux A et A’ sont M-gradués (M ¢tant un
monoide quelconque), on distingue (@) les dérications neutres et (b) les déri-
cations homogenes de degré peM. Pour les premiéres, on suppose que 7 et D
conservent les degrés, c’est-a-dire transforment un élément homogiéne en un
¢lément homogene de méme degré. Pour les secondes, on suppose que le monoide
M est commutatif, que y conserve les degrés et que D transforme un ¢lément
homogene de degré ¢ en un ¢lément homogene de degré g% p. Lorsque le
monoide M est commutatif et lorsque son opération % posséde un élément
neutre o (tel que p % 0 = p pour tout p € M), une dérivation neutre est aussi une
dérivation homogene de degré o.

Si A est muni d’une M-filtration — M désignant pour le moment un monoide
totalement ordonné — nous allons voir que la donnée d’une dérivation D
dans A permet de définir sur A une nouvelle M-filtration. Pour cela, il savérera
commode de considérer la fonction min (p, ¢) comme définissant une loi de

composition interne que nous nolerons U dans M: autrement dit. nous poserons
PUg=minp, g

Ainsi M est muni des deux lois de composition (opérations) % et U.
Lopération U (lire réunion) jouit entre autres des proprictés suivantes :
1° . puUg=qup (commutativité):

20 (pyqlu=puiqur) (associativité);

(') Voir une géncéralisation de la notion de dérivation en annexe.
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on peut dés lors poser pUuqur=(pugq)ur.

30 “a<a,b=<b  entrainent avub<a'ub'.

4 @U@V ... apqVag R Uasu ... Uai— quels que soient ay, as,. .., ai—1, ak.
Les opérations % et U sont en outre liées par la propriété :

5e (PYg) Kk (rus)=(ph r)u(pks)u(g %k r)v(q *s)
(distributivité de ¥ par rapport & v ).

Tutoreme IV. — Soient f: A — M une M-filtration sur Uanncau A et D une
dérivation de cet anneau. La fonction [ : A — M définie par
fla)y=f(ayuf(Da)
est une M-filtration sur A.
Démonstration. — L’axiome AF 3 est manifestement vérifié de méme que AL 4
si f est séparéce; reste donc & vérifier AF1 et AF2. On a
fla—a')=/f(a—a)uf(Da— Da’)‘;
or
fla—a)»r fla)uf(a) et  f(Da—Da')p f(Da)v /(D).
Il en résulte en tenant compte des trois premiéres propriétés ci-dessus :
Fla—a)= (fl@)uf(@)u(f(DayufDa’))=(fia)uf(Da)u(fi@)ufDan=fla)yu/(a),
ce qui établit AF 1. Pour démontrer AF 2, on observe que
fla)yk f(a)y=(f(ajuf(Da)) Kk (f(a)uf(Da")),
ce qui en vertu du 5° n’est autre que

(f(@k f(a)Nu(fla)k f(Da))u(fiDa)k [(a))u(f(Da)k [(Da’)).

Ensuite,
f(a.a)=/f(a.a)uf(Da.a' + a.Da'),
S (a.a”) = fla) Kk f(),
f(Da.a" +a.Da') f(Da.a')uf(a.Dd),
f(Da.a')p= f(Da) Kk f(a),
fla.Da')>= f(a) % f(Da').

D’ou -

Fla.a)s= (f(a) % f(a)u(f(a)k f(Da’))u(f(Da)k[())>=T(a) %k [(a),

ce qui acheve la démonstration.
La filtration f sera appelée la _filtration dérioée de f par rapport a la dérivation D.

Soient A, et A, deux anneaux munis de M-filtrations f : A; — M et fa:As— M.
Une application linéaire & : Ay— A, est dite permise si pour tout @, €A, on a

Silar) R fa(az), ol ar=ua(ay);



— 847 —

on a dans ce cas
«(Af)c A8,  «(BR)cBp (1)

Il en résulte que 'on peut former le diagramme commutatif suivant :

Wi,p
0—> B —> A —> &y p—>0
), [

"l PN ow,,
0—>B —> A} —> Ay p—>0

Dans ce diagramme, les fleches o — B?, B> — A7 représentent I'application iden-
tique d’un groupe dans un groupe plus grand et &, — o indique une application
sur un groupe réduit a son seul zéro (par abus de notation, le groupe réduit au
seul ¢lément o esl représenté par o); a, et a, représentent les restrictions de «
a B7 et A%. Dans chaque ligne horizontale I'image d’un groupe par une fleche est
exactement I'ensemble des ¢léments envoyés sur zéro par la fleche suivante, ce
que l'on exprime en disant que ces lignes sont des suites exactes. Un tel
diagramme peut étre complété d’une maniére unique par une application
linéaire a), : A4 ,— A, p; explicitement, I'application «, se définit comme suit :
si a; €A} a pour image a; =W, ,(a;) € Ay, on pose a (&) =W, ,(2(a1));
cette définition est légitime car si Wy ,(a)) =W, ,(a1),

ay—ay, = by eB’ et a(by)e By, d’ou Y p(a(ay)) =W, p(2(ay)).

On dit que «) s’obtient par passage au quotient et I'on obtient le diagramme
commutatif :
lI.1;[)
0—>B} —> A} —> Ay ) —>o0
n I Cal
ap¢ 1/’¢ q‘.‘L]r ¢1p
o0o—> B —> A —> QA p —>0

Les a, se prolongent par linéarité en une application linéaire unique a* conser-
vant les degrés de 'anneau gradué A, associé a 'anneau filtré (A4, f1) dans I'an-
neau gradué .A, associé a (Aa, f2). Cette application est appelée Papplication
linéaire neutre (*) associée a I'application linéaire permise a.

Deux cas particuliers importants se présentent : 1° I'application permise « est
un homorphisme d’anneaux; on dit alors que « est un homomorphisme permis
de (A4, f1) dans (A,, f>). 2° on a deux applications linéaires permises y et D, la
premiére étant un homomorphisme et la seconde une y-dérivation, on dit alors
que D est une y-dérivation permise de (A4, fi) dans (A., f2) (12). Dans le
premier cas, «* est un homomorphisme de Panneau @, dans 'anneau (X,. En

(1) Tous les groupes, anneaux, applications, etc. définis au paragraphe 2 dans le cas d’un seul
aaneau seront représentés par le méme symbole affecté d’un indice supplémentaire 1 ou 2 suivant
qu’ils se rapportent A (A,, f,) ou (A,, f;).

(1*) « Neutre », c’est-2-dire conservant les degrés.

(%) Dire que «D est une y-dérivation permise » implique donc que « x est un homomorphisme
permis ».
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effet, sia,; €Ay, ethye @44, ona

@ (aiB1) = " (¥1,p(@1). W1,0(61)) = &* (Wipag (a1:51)) /
=W pug(a(@r).a(by)) =Wy p(a(ar)). W j(a(b1)) =a*(as).a*(by).

Dans le deuxiéme cas, on aura d’abord un homomorphisme 3" : @, — @, associé
ay etl'on vamontrer que 'application linéaire D* associée a D est une y*-dérivation.
Pour cela, soient a, € 4 5, by € A4,4; il y a lieu d’établir que

D*(a:.by) = D*as.*by + x*a;.D*b,.
En effet, sia, =Y, ,(a), b=, 4(b), on a

a;.by =W u4(a.b), D*(a1.b,) = Wy pag(D(a.b)),
X'ar=¥ap(ya),  x'bi=Waq(xd),
D*a, =¥, (Da), D*b,=¥, ,(Db);
d’ott '
D*a;.x*bi+ 1*a1.D*by=W, ,(Da). W (10) + W2 p(yxa). W, q(Db)
‘ =W, pug(Da.xb + x@.Db) = Wy pug(D(a.b)) = D*(a,.b,).

Nous avons démontré le

Tueorene V. — Soient (Ay, f1) et (As, f2) deux anneauz M-filtrés, A, et €L,
leurs anneaux gradués associés. A toute application linéaire permise a . A;—> A,
correspond une application linéaire neutre unique «* : Uy - A, telle que l'on
ait W p(a(ar)) = a" (¥ p(ar)) quel que soit a; € Aj. De plus st a est un homor-
phisme permis d’anneauz, a* est un homomorphisme neutre; si y : A — A,
est un homomorphisme permis et D : Ay — A une y-dérivation permise, D* est
une y'-dérivation neutre de Q, dans €L,.

On appellera D la y*-dérivation neutre associée & la y-dérivation D.
On a encore le

TuneoriMe VI. — Sodent (A4, f1), (As, fo) deux anneaux M-filtrés et a une
application linéaire permise a : Ay— A,. Désignons par oy, 9, les applications
canoniques de Ay, Ay dans les anneauz gradués associés respectifs. Dans ces
conditions, on a toujours pour tout a, € Ay,

a*(p1(@)) =92(a(ar)) ou  2*(s1(ar))=o0
suivant que

Si(a) = fo(a(ar))  ou  fi(as) < fa(a(ar)).

Cela résulte des diagrammes précédents et des définitions de ¢, et g,.

Placons-nous dans les hypothéses du théoréme VI. Toute relation additive S,
dans A, donne lieu par a 4 une relation Sy=a(S;) dans A,. Chacune de ces
relations posseéde un spectre : 2, dans @, et Xy dans @Ql,, mais ces spectres ne
sont pas liés enlre eux par I'application «* comme le montre le théoréme VI.
Transformées par a*, les relations de 2, donnent lieu A des relations «* 2, dans A,.
Si l’on s’est donné une y-dérivation D, on pourra former y*2; et D* 2.

Supposons les anneaux A, et A, confondus avec un anneau unique A, Pappli-
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_ cation identique de A en lui-méme (que nous noterons ) étant une application
permise de (A, fiy) dans (A, f,). Nous dirons alors que la filtration f, est plus
fine que la filtration f,. Par exemple, la filtration f du théoréme IV est plus fine
que la filtration initiale f. Il existe dans ces conditions un anneau gradué @
associé a (A,?) et un anneau gradué A associé a (A, f); les théoremes V et VI
donnent dans ces conditions :

Corovrratre I. — Soient (A, f) un anneauw M-filtré, D une dérivation de A,
[ la filtration dérivée, @, @ les anneauz gradués assocics a (A, f). (A, f),
i* Phomomorphisme neutre de A dans A associé & Papplication identique de A

en lui-méme. Il existe une i*-dérivation D* : A& attachée naturellement &
la dérivation D. ’

Cororuaire II. — Sous les hypothéses du corollaire 1, désignons par s et o
les applications canoniques de A dans @ et Q et convenons en outre de
poser [a]=7¢(a), (a) =9 (a) pour a€A. On a dans ces conditions

r'lal=(a) ou y'la]=o

suivant que f(a) X f(Da) ou f(Da) L f(a) et
; D*[a]=(Da) ou D*[a]=o
sutvant que f(Da) < f(a) ou f(a) < f(Da).
La dérivation D* permet de dériver les « équations approchées » suivant la
méthode suivante. (On se place dans les hypotheéses des deux corollaires.) D’une
relation S dans A on déduit un spectre = dans €C et la dérivation D* transforme

les relations de 2 en des relations D*2 dans €L; on peut appeler D* X spectre
dérivé. Bien entendu, S posséde un spectre X dans (L; en outre, en dérivant S
on obtient dans A unc nouvelle relation S;— DS dans A qui donne lieu a son

tour & des spectres 3 et X dans A et @ ; on peut notamment encore considérer

dans & les spectres Z'f, X'fl etD*3,.

Rer~apque. — Notons ¢ I'application identique de A en lui-méme et soit £
.'ensemble des filtrations ] A > M telles que D soit une i~dérivation permise
de (A,f) dans (A, f). La filtration f du théoréme IV appartient a £ et est
molins fine que toute autre filtration appartenant @ £.

4. Généralisation. — Les filtrations considérées jusqu’ici prenaient leurs valeurs
dans le complété M d’un monoide totalement ordonné M, cas déja un peu plus
général que celui considéré en Topologie algébrique ot M est habituellement le
groupe additif des entiers ou des réels (14). On notera que la plupart des propriétés

(**) Depuis la rédaction du présent article, des filtrations & valeurs dans un ensemble totalement
ordonné quelconque ont été considérées par R. DEHEUVELS, Tapologie d*une fonctionnelle, Annals
of Math., t. 61, n® 1, janv. 1953), Cet auteur ne considére pas d’opération analogue & % ni de
filtration & valeurs dans un ensemblc partiellement ordonné.



— 850 —

qui interviennent dans les démonstrations des théorémes II, III, IV utilisent
Phypothese que M est muni d’une relation d’ordre ¢otal. Nous allons néanmoins
essayer de nous passer de cette restriction et considérer le cas oi M est muni d’'une .
structure d’ordre quelconque (suivant I'ancienne terminologie, d'une structure

d’ordre partiel). Ceci nous conduit a utiliser certaines notions de la théorie des
treillis [5] [ encore appelés lattices (Birkhofl) ou ensembles réticulés (Bourbaki)].

Une relation d’ordre quelconque sur un ensemble E est une relation que nous
noterons encore = définic pour les couples (@, b) d’éléments de E, qui vérifie les
axiomes Or2 et Or3, I'axiome Or1 étant remplacé par le suivant :

Ort': pour certains couples d’éléments a et b de E, en particulier si b= a,
ona:a=b.

Si pour le couple (a, &) on n’a ni @ <b, ni b <a, les éléments a et b sont dits
non comparables. Comme pour les ensembles totalement ordonnés, on utilise les
notations >, =<, .

Un ensemole ordonné est appelé demi-treillis s'1l vérifie la propriété suivante :

TrA : pbur tout couple (a, b) d'éléments de E, il existe un élément c tel que :
1° ¢ Raetc=<b; 2 pour tout élément d tel que d Xa et d <b,on a d <c.

En particulier, un ensemble totalement ordonné vérifie cette condition, ¢ étant
le plus petit des éléments a et b; dans le cas général, cet élément nécessairement
unique sera encore noté @ U b. Tout demi-treillis se trouve de la sorte muni d’une
opération U et I'on vérifie sans peine qu’elle vérifie toutes les propriétés 1°, 2°,
3°, 4° indiquées au paragraphe 3.

Un ensemble M muni i la fois d’une structure de monoide (dont nous continuons
a noter % lopération) et d’une structure de demi-treillis sera appelé monoide
demi-réticulé s'il satisfaita la condition MO ci-dessus ( p. 338). Un monoide demi-
réticulé peut également étre complété par adjonction d’un élément oo ; les
structures d’ordre et de demi-treillis s’étendent a ce complété mais 'axiome MO
n’est plus vérifié que sous la forme affaiblie MO’ (#%), Dans un monoide demi-
réticulé, la propriété 5° du paragraphe 3 n'est plus vérifiée; on a cependant la
propriété plus faible suivante :

(16) (aub) %k (cud) <X(ak c)u(ak d)U(bk c)u(b k d).
En effet, siz —=aub, y=cud,ona '
A z=<a, z <, y=Xe, y Xd,
d’ou :
zkyRake, ashky=akd, zky=<bkc, zky=bxd,
ce qui est équivalent & (16) (“‘}.

(13) La notion de monoide demi-réticulé est voisine de celle de groupoide ordonné définie par
MM. L. Dubreil-Jacotin, Lesieur et Croisot [5]. Ces auteurs n’imposent pas la condition MO qui
s’avérera essentielle ici, mais seulement la condition MO, (voir [5], p. 128).

(%) On vérifie aisément que si a, b, ¢ sont des éléments quelconques d’un demi-treillis, leur
réunion aubuc est un élément d tel que d 3 a,d 3.5, d < cet tel que pour tout éiément d’ tel
qued' g a,d b d<c, onad | d Meme . propriété pour r la réunion d’un nombre fini d’éléments
du demi-treillis.



— 331 —

Ensuite, M étant un monoide demi-réticulé, nous appellerons M-filtration sur
un anneau A, une fonction f définie sur A, a valeurs dans le complété M de M et
satisfaisant aux conditions suivantes :

AF 1, : pour deux éléments quelconques «, o’ € A, on a toujours
fla—a)r fla)uf(a);

AF 1, : de plus si f(a) et f(a') sont non comparables,
Sla—a)y f(a)vf(a);

AF2: f(a.d) - f(a) x f(a);
AF3: f(o)=w;

cette filtration sera dite en outre séparée si elle vérifie
AF4 : f(a) = entraine a = o.

Comme pour les filtrations considérées au début, on a f(— a) = f(a) quel que
soit a€A. Comme au paragraphe 2, on définit des sous-ensembles A? et B»
contenus dans A pour tout peM (par exemple A” est I'ensemble des a de
filtration > p). Les A” sont des groupes en vertu de AF 1, et il en est de méme
des B” en vertu de AF 1, et AF 1,. Pour p <¢, on a encore

B7cA7cBrcAr,

de méme les relations (8) et (9) sont également valables (17). Il n’y a deés lors
rien a changer & la définition de 'anneau M-gradué & associé a ’anneau M-filtré A,
ni a celle de 'application canonique

e A->C

Le théoréme 1 et les lemmes 1 et 11 restent valables sans modification. Quant
au théoréme II, bien qu’encore exact, sa démonstration appelle quelques remarques
complémentaires.

Lewme IV. — Soient M un monoide demi-réticulé, (A, f) un anneau
M-filtré, a, b, c¢ trois éléments de A satisfaisant aux conditions suivantes :

1°a+b+c=o0;2° f(a) Xf(b). Sous ces hypothéses, on a f(a) = f(b)u f(c).

Démonstration. — Ona f(c) =f(a+b) > f(a)u f(b)=f(a), dou f(a) X f(c)
et f(a)<f(b)uf(c). Dautre part, f(a)=f(b+c)>=f(b)uf(c), don la
these.

Leung V. — Soient M un monoide demi-réticulé, (A, f) un anncau
M-filtré a, b, c trois éléments de A sastifaisant aux conditions suivantes:
1°a+ b+ c=0; 2° f(a) <f(b). Sous ces hypotheses, on a f(a) = f(c).

('7) Noter que la relation (g) fait essentiellement intervenir la condition MO.

BULL. S0C. MATII. — T, 83, FASC. IV: a3
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Démonstration. — En vertu du lemme précédent, f(a) <f(c). Si f(a) <f(c)
etsif(c)etf(b)sontcomparables,ona f(b)uf(c)> f(a), ce qui est en contra-
diction avec ce méme lemme. Si f(a) <f(c) et si f(b) et f(c) sont non
comparables, on a f(a) = f(b + ¢) > f(b) U f(c), ce qui est également impossible.
On ne peut donc avoir que f(a) = f(c).

De la résulte le

Tueoreme VII. — Soit un M monoide demi-réticulé. St a, b, ¢ sont trois
éléments de somme nulle dans un anneau M- filtré, ou bien les filtrations de
ces éléments sont toutes comparables entre elles, ou bien aucune filtration
d'un de ces éléments n'est comparable a celle d'un autre. De plus si les

Siltrations sont comparables, il y en a au moins deux qui sont égales a la
plus petite.

Les lemmes I, II, IV et V entrainent la validité du théoréme II lorsque M est
un monoide demi-réticulé.

Tueoreme Il bis. — Soient M un monoide demi-réticulé et A un anneau
M-filtré. Le théoréme 1l reste valable sous ces hypothéses.
Afin de généraliser le théoréme III, considérons une relation additive

(17) a+b+...+1l=o0

dans un anneau M-filtré, M désignant toujours un monoide demi-réticulé.
Soient a4, as, ..., a; les termes de filtration p intervenant dans (17); désignons
par s la somme des termes de filtration < p, par rla somme des termes de filtration
> p, par u la somme des termes de filtration non comparable a p et par « la
somme o = a;+. ..+ a;. Onatoujours p < f(r), p <Xf(a),

(18) S+a;+...+~ar+1r—+u=o, S+ A4+ 1r—+u=o0,
Nous distinguerons les quatre cas (a), (b), (¢), (d) ci-dessous :

(a) St f(s)=<p, on a f(s)<f(x+r), dou f(u)=/[(s); d’autre part,
fw—+r—+s)>p. En posant — u/=u + r + s ou o suivant que f(u +r —+ s)=p
ou > p, tous les termes de la relation

A+ Qs+ ...+ A+ (U+Tr+5s)=0
sont dans A” et Vapplication hinéaire ¥, donne

(ay)+(a)+...+ (ar)=(u');

on a en outre
(s)y+(u)=o.

(b) Si f(s)=p, posons s'=—s. On aura f(u)=p ou f(u)> p; suivant le
cas posons u'=—u ou #'= 0. Tous les termes de la relation (18) sont dans A?
¢t 'on en déduit par W), :

(@) +(a)+...4+ (ar)=(u')+(s).
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(¢) Si f(s)> p, posons s'=0. On aura de nouveau f(u) =p ou f(u)% p et
suivant le cas nous poserons u'=— u ou w'= 0. Tous les termes de la relation (18)
étant dans A7, on en déduit par ¥, :

(ar)+ (@) +...+(ar) = (') + (5).

(d) Enfin, si f(s) n’est pas comparable a p, on a f(u+r—+s)=/(2)> p.
On posera s'=o0, —u'=u—+r+s ou w'=o suivant que f(u—+r-+s)=p
ou »~ p, Tous les termes de la relation

A+ a+...+ap+(U+r—+s)=o
sont dans A” et 'on en déduit
(ar) +(as)+...+(ar)=(u')+(s).

En résumé, nous avons le

Tukoreme Il bis. — M étant un monoide demi-réticulé et A un anneau
M-filtré, considérons une relation additive

S=a+b+...+l=0

dans Uanneau A et désignons par py, ..., pa les filtrations distinctes des
termes de cette relation. Pour chaque i =1, 2, ..., n, sofent :

si la somme des termes de filtration < p;;

ri la somme des termes de filtration »- p;;

u; la somme des termes de filtration non comparable ¢ p;;
g, Qsi, - - ., Gy, les termes de filtration p;.

Désignons enfin par s, et u, les quantités définies par le tableau ci-dessous :

si f(si) < piy si f(s)=pi, st fis)>~ pi, si f(s;) non comparable a p;,
alors : s;=o, alors : s;j=—s;, alors : s;= o, alors : s;=o,
— U= Ui+ T+ S wp=—u; wp=— u; — U= Ui ri 8
si f(ui+ ri+ s;) = pa, si f(ui)=pi, si f(u)=p;, si f(ui+ ri+ s;) = py,
—uj=o0 uj=o0 ui=o —u;j=o0

si fui+ ri+ s;)p pi si f(u)p pi. st [ (ug) > pi. si f(ui+ ri+ s;) > pi.
Larelation S entraine alors les n relations
5= (au) + (@) +. ..+ (arg) = (s;) + ();
en outre, pour toute valeur de i telle que f(si) <pi, on a
o == (81) + (1) = 0.

On dira encore que les relations X; constituent les équations approchées
déduites de S ou le spectre de S; on dira que les o; constituent le spectre auzi-
liaire de S.

Ex ce qui concerne la généralisation du paragraphe 3, les définitions s’étendent
sans difficulté et les théorémes V et VI restent valables comme on le vérifie
aisément.
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Tukorkmes V bis et VI bis. — Les conclusions des.théoremes V et VI restent
valables lorsque M est un monoide demi-réticulé.

Il n’en est toutefois pas de méme du théoreme IV. Soit £ : A — M une filtration
relative & un monoide demi-réticulé M ; il n’est pas certain que la fonction £ définie

par -
f(a)=f(a)uf(Da)

soit une filtration; si les conditions AF 1,, AF 2 et AF 3 sont encore vérifiées, il
n’en est pas de méme de AF 1, si Ion ne fait pas d’hypothése supplémentaire
sur M. En reprenant les notations de la remarque terminant le paragraphe 3, il
est donc probable que 'ensemble # ne contient pas une filtration moins fine que
toutes les autres.

5. Recherche de filtrations, exemples. — L’application des propriétés précé-
dentes a la Physique est subordonnée a la détermination des filtrations dont peut
étre muni 'anneau des quantités intervenant dans un probléme déterminé. Par
exemple, en Météorologie dynamique se pose le probleme de la recherche des
filtrations de I'anneau des fonctions indéfiniment différentiables de I'espace numé-
rique (ou euclidien) R». Il nous est malheureusement impossible de résoudre
complétement ce probléme, aussi devons-nous nous limiter a quelques indications.

A toute M-filtration d’un anneau A, nous avons associé une famille N = (A”),,ey
de sous-groupes que nous pouvons compléter par 'ensemble A” des éléments de
filtration infinie; cet ensemble contenu dans l'intersection des A” est d’ailleurs un
idéal et se réduit a zéro si la filtration est séparée. Nous allons essayer de recons-

truire la filtration a Paide de cette famille complétée ﬁ:(A/‘) dont les

el
éléments correspondent biunivoquement a ceux de M. La famille J1U se munit
d’une structure de monoide demi-réticulé isomorphe & M en posant

AP =< A7  sietseulementsi p <gqg (18,
AP S A7= Art7 (19,
On notera que les B” peuvent se définir a partir des A” par

Br = UA'/-.

Xe=p
xEN

Nous introduirons encore les notations : A?(p € M) pour désigner I'ensemble des

(1*) Ces notations sont abusives et risquent de préter & confusion. Il se peut en effet que les
groupes AP et A7 soient identiques pour deux valeurs distinctes de p et ¢ (Ar= A4, p # q);
si p 4 ¢, on aura cependant d’aprés cette convention AP =< A7. Il ne faut donc pas perdre de vue
que ce n’est pas 'ensemble des groupes AP qui est en considération, mais la famille (A?)pen.
c’est--dire une partie de I'ensemble des couples formés d’un sous-groupe additif de A et d’un
élément de M (C/. N. Bourbaki, Eléments de mathématiques, Livre I, Théorie des ensembles,
chap. 11, p. 77, Paris, Hermann, 1954). Au lieu de AP 2 A7 ou Ar< Ay, il serait préférable d’écrire
(AP, p) 3 (A1, g) ou (AP, p) 3 (A4, g) afin d’éviter tout risque de confusion.

(') De méme, il faudrait écrire (AP, p) x (A9, ¢) = (AP*1, p % q).
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éléments de filtration exactement égale a p (cet ensemble pouvant éventuellement
dtre vide) et A" = A",
On a les propriétés suivantes :
1° La relation d’ordre < dans la famille (A”),cy est plus stricte que la relation
d’ordre opposée a l'inclusion ensembliste :

Ar < A7 entraine A7 >A7;

2° Les B sont des groupes;
3¢ Les A™(meM) constituent une décomposition de A en classes disjointes,
tout élément appartenant a une et une seule classe. De plus pour chaque peM,

A/'nK'/¢¢ entraine A7CA’ et Aﬂi Ar;
4o AP.A7c A” H A7
Réciproquement, donnons-nous un ensemble quelconque M ¢t une famille

IM = (A?),ey de sous-groupes additifs de 'anneau A et un idéal @ = A~ contenu
dans lintersection des A”; supposons I munie d’une structure de monoide

demi-réticulé (<, %) telle qu'en définissant les B” et A (peMu | x| = M) par

(19) pr=\Jar Br=s,

AT AP
ZEeAr si et seulement si z€A? et xgBr,

les propridtés 1 2v, 3° et 4° soient vérifides. La propriété 1° implique

Aﬁ:UAZ, Brc AR

AL A=
el par suite
A= BT-UA:, BrnAT=o.

La propriété 3° entraine la suivante : pour tout y € M, les A7 tels que ATp-A%
constituent une décomposition de A% en classes disjointes. Supposons qu'il existe
un A¢ contenu dans un A’ au sens ensembliste :

(20) ATcAr

el que A? et AY ne soient pas comparables pour la relation dordre <; il en

résulte nécessairement que A7 = o; par suite (20) entraine

Ar < Av ou Al =g.

A fortiort, si A? et A% sont identiques en tant que groupes et si A7 et A7 sont non
vides, c’est (ue A” et A¢ sont identiques en tant qu’dléments de la famille J1T
(donc p = ¢). On voit que le 3° entraine une réciproque faible du 1°, a savoir

ArTcAr et AlZg entrainent A7y~ Ar.

La propriété 3° permet en outre de définir une application f: A — I en posant
pour z € A :
S@)=A" si zed®=A", S(x)y=Ar si xeAr.
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Turoniws VII. — Avec les notations précédentes, la fonction f: A — IR est
une M-filtration et les groupes A» et B» qui lui correspondent sont ceuzx de la
Jamille M et ceux définis par (19).

a. Equivalence de J(z) = A7 et € AP. — Soit f(x) = A7 ou = € A?; en vertu
du 1, si A7> A7, on a AYcA? dot z€ AP puisque z € f(z). Réciproquement,
xeAr el [ (z) = A7 impliquent A7n A7 3£ 6, d’ou par 3° A75- Ar.

b. Equivalence de f(z) > A7 et z € B’. — Soit A= f(z). Si f(x)> A?, on
a z€B en vertu de (1g) et de z€f(x). Réciproquement, si z&B? il existe
un A?' > A7 tel que z € A7; onadonc AV NAYE g, dod f(z) > Ad et f(z) > Ar.

c. Vérification de AF 1,. — Sotent deux éléments z, y dans A, f(z)= A7,
fy)=A% f(2)uf(y)=A" Oma As <A, As <A, d’ott AsDA” et AsD>AY;
par suite z et y apparliennent a A* et comme c’est un groupe, z —y € A*; dés
lors en vertu de (a), f(x—y) = A

d. Vérification de AF 1,. — Supposons en outrc A? et A7 non comparables,
ce qui entraine A < A” et A* <X A9, c’est-a-dire que z et y appartiennent a B;
cet ensemble étant un groupe en vertu de 2°, on a z—yeBs, clest-a-

dire en vertu de (&), f(z—y) > As
e. Vérification de AF 2. — C’est une conséquence de (a) et 4°.
S Vérification de AF 3. — Immédiat.

La filtration est de plus séparée ou non suivant que O se réduit a zéro ou non.

La recherche de filtrations basée sur la recherche de familles I est rendue
compliquée du fait que deux des sous-groupes A? et A4 peuvent étre identiques
méme si p £ ¢. On pourrait se limiter aux cas ol cetle circonstance ne se produit
pas. Le probléeme se ramene alors au suivant : dans U'ensemble G (A) des sous-
groupes additifs de A, trouver les parties M c G (A) susceptibles d’étre munies
d’une structure de monoide demi-réticulé satisfaisant aux conditions 1°, 2°, 3° el 4°.

Nous ne développerons pas davanlage ces considérations qui devraienl étre
approfondies et nous terminerons par quelques exemples d’anneaux filtrés (seul
le quatrieme est réellement nouveau).

10 Filtration triviale. — Toul anneau A admet évidemment la filtration
suivante : M contient un scul élément a tel que & <o, a k a =a : il s’agit bien
d’un monoide totalement ordonné. Pour tout z€ A, on pese f(z) =a st x £ 0
et f(x) = o si z=o0; ceci est une filtration que nous dirons triviale pour
laquelle A=A, B== {0}, A= A" (ensemble des ¢léments non nuls). L’'anneau
gradué associé s’identifie & A par l'application canonique ¢; cette filtration
corres;ond d un caleul « approché » dans lequel la seule quantité « négligeable »
est o. Plus généralement, a tout idéal © dans A correspond la filtration f telle
que f(z) =asizgO et f(z) = » si z€O; 'anneau gradué associé n’est alors
autre que 'anneau quotient A/O.
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2° Anneaux de polynomes. — Soit K{z,, xs, ..., z,] 'anneau des polynomes
a n variables & coefficients dans un corps K. Pour filtrer cet anneau prenons
pour M I'ensemble (noté habituellement N) des enticrs nalurels (> o) muni de sa
structure d’ordre usuclle, 'opération % étant I'addition. Il s’agit d’'un monoide
totalement ordonné et M s’obtient en lui ajoutant un élément . Choisissons en
outre p variables z;, ..., xi, que nous déclarerons distinguées. Tout polynome
PdeK|zy, 2, ..., Za | peut étre considéré comme un polynome en les variables
distinguées a coefficients dans I'anneau des polynomes cn les autres variables; en
outre P se décompose d’une maniére unique en une somme de polynomes

P=Py+Py+...+ Py,

ou P; est homogene de degré ¢ en les variables distinguées. Pour filtrer
K[z1, @2, ...,2.] on définit f(P) comme le plus grand entier p tel
que Po=P;=...=P,_y=0 si Pz£o0 et en posant f(P)== < si P=o0. Le
groupe A” est celui des polynomes pour lesquels

l’“z P1=...= Pp—1=0;

dans cc groupe A? est lensemble caractérisé par la condition supplé-
mentaire P, >£ 0. On a B>—= A7+t. L'anneau gradudé associé s’identifie a 'anneau A
lui-méme; par cette identification P'application canonique o de A dans P'anneau
gradué associ¢ consiste a remplacer le polynome P,4 P, ,+4...+ P, de
filtration p (c’est-a-dire tel que P, £ o) par le polynome P,,.

3* Anneaux de fonctions différentiables. — Soit A I'anneau des fonctions
indéfiniment différentiables sur P'espace numérique (euclidien) R”. On prend
comme dans 'exemple précédent M =N pour les mémes structures d’ordre et de
monoide et si u = u(zy, &3, ..., Zn) est un élément de A on pose f(u)=p
si p est le plus grand entier p tel que la fonction et ses dérivées partielles jusqu'a
lordre p—1 soient nulles en un point z, fixe mais choisi arbitrairement (par
exemple l'origine). Ceci est bien une filtration; elle n’est pas séparée et I'idéal
des fonctions de filtration infinie est celui des fonctions qui sont nulles en x,
ainsi que toutes leurs dérivées. Au lieu de choisir un seul point, on peut choisir
un sous-ensemble E dans R et remplacer dans la définition de f «en un point x¢»
par «en tout point de E». Dans le cas d’un seul point zy, 'anneau gradué associé
s’identifie 2 'anneau des polynémes a n variables et a coefficients réels ; 'appli-
cation ¢ consiste  remplacer la fonction u par le premier terme non nul de son
développement taylorien.

Toutes les filtrations précédentes sont relatives a un monoide totalement
ordonné; les exemples ou M n’est que partiellement ordonné sont plus difficiles a
obtenir. Il n’est certes pas difficile de construire des monoides demi-réticulés mais
lorsqu’on cherche une fonction dont on voudrait faire une M-filtration, on
s'apercoit que la condition AF 1, est malheureusement fort draconienne. Il n’est
d’autre part pas possible de ¢ en passer puisque c’est grice a elle que les B» sont
des groupes. On peut espérer pouvoir construire des filtrations de ce type sur
l'anneau des fonctions indéfiniment différentiables, mais il ne nous a pas ¢
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possible d’en construire une seule. Voici cependant un exemple relatif 4 un autre
anneau.

.
4° Filtration a monoide non totalement ordonné. — L’anneau A considéré
est celui des symboles

A+ €1y + €3 s,

olt @o, a4, as sont réels et ¢, €5 des symboles hypercomplexes admettant comme
table de multiplication (& )2= (e3)?==¢,.¢a=o0. Autrement dit les opérations
dans A sont définies par

(@4 e1ar1+eras) + (bo+ €101+ €aby) = (@o+ bo) + &1(ay + by) + e2(a@r+ b2),
(ao+ 1@+ ests).(by+ &1 by 4+ e2Dy) = aybo+ &, (g by + ayby) + es( @by + az by).

Soit P la droite projective numérique réelle (2¢) et désignons par M le monoide
commutatif N®, c¢’est-a-dire I’ensemble des mondmes commutatifs de degré fini
en les ¢léments de P. Tout élément de ce monoide peut encore étre considéré
comme une fonction qui associe a tout point de P un entier naturel nul sauf au
plus un nombre fini de fois; la somme des valeurs de cette fonction est le degré
du monéme. Tout point peP définit une fonction égale a un en p ct a zéro
ailleurs; le monome de degré un correspondant sera identifi¢ a p. Le monome
correspondant a la fonction identiquement nulle sera noté 1. Si les monémes o
et 3 sont définis par des fonctions f, et f3, on notera a% 3 le mondme associc a
la fonction (fy + f3); en particulier on aura pour tout monome x : 1 %k a=2. On
conviendra que =<3 s’il existe un monéme 7y tel que aky=3; donc pour tout
o, 1 <a. Ces conventions font de M = N® un monoide demi-réticulé. Deux
mondmes de degré un sont non comparables ou identiques.

Soit ensuite f: A — M la fonction définie comme suit :

Slay+e a;+ea) =1 si ag#o
J(era1+esas) = p(a;, as)  si ay ou ai 0,(2),

f(o)= .

Cette fonction est une filtration séparée du type défini au paragraphe 4; Alest
I’anneau A entier; pour tout point p = p(a,, as), A7 est le groupe des éléments
de la forme

& (a.ar) + e2(a.az) ou «a est réel;

on peut lidentifier a la droite numérique R par Papplication biunivoque
wp,: A”—R, telle que

wp(erai+ g as)=a;  si p#p(o,1),
op(E1a1+ e2a3) = az si. p=p(o,r1).

(2°) C'est-a-dire que P, est 'ensemble obtenu 2 partir de I'espace numérique R? 2 deux dimensions
dont on a retiré le point (0,0) en passant au quotient par la relation d’équivalence

(z, )~ (z'y ¥') ¢'il existe un nombre réel a o tel que ' = a.z et y' = a.y.
z, ¥ ou z' y’ sont des coordonnées homogénes du point correspondant que nous noterons
Pz, y)[=p(, ¥)]
(*') On pose 0 + ¢, a,+ &,@,= &,a,+ £,a,y 0+ €0+ €,.0 =0,
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L’anneau gradué associé¢ (L est la somme directe de la droite numérique R que nous
noterons Ry et de la famille des groupes (A”),er, chacun d’eux s’identifiant par w,
a une droite numérique notée R,. L’application canonique 9 : A — & consiste a
remplacer (ao + €1a1 + €2a,) par ao € Ry si cette quantité est non nulle par ¢, € R,
si ap=o0 et a;520, par a:€R, si ap—=a;—=o0 et a0, enfin par o
si ap=a;—as=o. Au point de vue muluplicatif, @ se comporte de la
maniére suivante; le produit de deux éléments de Ry est leur produit dans R iden-
tifi¢ ARy ; le produit d’un élément de Ry par un élément de R,(p €P;) est leur
produit dans R identifi¢ 4 Ry et R, ce produit étant considéré comme appartenant
a4 R,; enfin le produit de deux éléments appartenanta R, et R, ( p et p' quelconques
dans P) est toujours nul.

ANNEXE.

DERIVATIONS ET HOMOMORPHISMES.

Soit y un homomorphisme d’un anneau A; dans un anneau \,. Toute y-déri-
vation de A; dans A, admet encore l'interprétation suivante. Désignons par
L(Ay, As, 7) 'ensemble des symboles

a,+ za, (a1€eN;y. areA)y).
On fait de cet ensemble un anneau en convenant que

(ay+cas)+ (by+ b)) ={a,+ b))+ z(as+ by),
(r+eay)(by+zby) = ar.by~+ (7 (y).ba+ ar.7 (b)),

(Cette multiplication est associative parce que 7 est un homomorphisme). Les
¢léments 0 + e, que nous noterons encore e sont en correspondance biunivoque
avec les ¢éléments de A, et constituent un idéal I dans L(A, As, %). Cet idéal est
isomorphe additivement.a A, mais non multiplicativement, puisque la multipli-
cation de deux éléments de I donne toujours zéro (I2=o0). On appellera
L(A4, As, x) Valgébre locale associée au triple (Ay, As, %).

Soit D unc y-dérivation de A4 dans A, et posons pour tout « € Ay,

hp(a) = a+e.Da.
En vertu de la définition d’une dérivation, Iapplication 7, : A;— L{A,, Ay, #)
est un homomorphisme d’anneaux. Réciproquement, soit £ un homomorphisme

de A, dans LAy, A,, x) que I'on peut toujours décomposer en deux applications
linéaires /iy : Ay— Ay et hy 1 Ay — A, telles que

h(a)=hy(a)+cha(a).
En exprimant que 4 est un homomorphisme on obtient
hia.b)y=h(a).h(b),

Or, on a d’une part
h(a.b)= h(a.b)+ hy(a.b),
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h(a).h(b) = (hi(a)+chs(a)).(hi(b) + chy(b)),
= h1(@). 2y (b) + e[x(h1(a)). ko (b) + ha(a).x (he(0))]-
Par suite,
hi(a.b) = hy(a).h(b),
ha(@.b) =y [hi(a)]-ha(b) + ho(a).7 [hs(B)].

On voit que 4, est un homomorphisme de A, en lui-méme et que si c’est 'homo-
morphisme identique, &5 est une y-dérivation de A, dans A,. Les homomorphismes
h 2 Ay—L(A4, As, y)pour lesquels Ay est I'identité seront appelés homomor-
phismes locaux. On a le

Tusorkme VIII. — Les y-dérivations de Ay dans Ay correspondent biunivo-
quement aux homomorphismes locaux de Ay dans U anneau local L(Ay, Ay, x) (*?).

Soit M un monoide quelconque et supposons que les anneaux A, et A, soient
munis de M-graduations définies par des sous-groupes Ay,, el Ay, ,(peM), Si
I'homomorphisme y et la y-dérivation D sont neutres, on peul se borner a consi-
dérer dans L(A,, As, y) le sous-anncau La(A;, A,, x) engendré par les
sous-groupes Ay,, +¢.As,p, (2%); Pimage de A; par A, est en effet contenue

(**) La notion de dérivation admet la généralisation suivante. Soit A un anneau et E un groupe
abélien noté additivement. Supposons que I'on ait défini deux lois de composition externes sur E
admettant I'anneau A comme domaine d’opérateurs et supposens que pour I'une de ces lois, E soit
un A-module & gauche et pour l'autre, un A-module & droite (BourBaki, Algébre, chap. Il). Nous
dirons alors que E est un A-bimodule; le composé d’un élément a€ A et d’'un élément €l pour
la premiére (resp. la seconde) de ces lois sera noté a | z(resp. z | a). Par exemple, si E est lui-
méme un anncau et si ¢ et ¢ sont des homomorphismes de A dans E, on définit Sur E une
structure de A-bimodule en posant

alx=9(a), z| a==x.4(a) (ae€A, z€k).

Ceci étant on peut appeler dérivation de A dans le A-bimodule E une application D de A
dans I telle que (a, beA)
1° D(a—+ b) = Da + Db,
20 D(a.b)=Da | b+ a_| Db.

Lorsque I/ est un anneau et que la structure de A-bimodule sur E est définie par des homomor-
phismes ¢ et ¢, D est appelée une dérivation gauche de type (9, ¢) de A dans E (C. Chevalley,
2], p. 14).

Lorsque I est un A-bimodule quelconque, 'ensemble L(A, E)= A +¢.E se munit d’une
structure d’anneau analogue & celle des anneaux locaux du texte et & une dérivation D : A>E
correspond un homomorphisme « local » Ap : A > L(A, E) et réciproquement.

On a en outre la notion suivante de M-filtration sur un A-bimodule I lorsque A est un anneau
muni d’un M-filtration f (M étant un monoide demi-réticulé) : ce sera une fonction £ : E->M
vérifiant AF1 , AF1,, AF3; AF 2 étant remplacé par

AFY: f(a']lz)® fla)kx f(z), f(z| a)® f(z)xfla)

On peut étendre les résultats du texte a ces types de dérivation et de filtration.

(**) G, et G, étant des sous-groupes de A, et A,, nous noterons G,+ ¢.G, le sous-groupe des
éléments de la forme g, +c¢.g, ou g,€G,, £,€6,.

Si ¢ et ¢ sont égaux & un méme homomorphisme y, on a la notion de x-dérivation introduite
ci-dessus.
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dans La (A4, Aj, g). Ce sous-anneau est M-gradué par les groupes A,,,-+ €. As,p;
nous Pappellerons la diagonale de Panneau local L(A,, A., x), d'ou le

Tukorkme VIII bis. — Lorsque les anneaux A, et A, sont M-gradués et que
I’homomorphisme x est neutre, les y-dérivations neutres de Ay dans A, corres-
pondent biunwoquement aux homomorphismes neutres locaux de A, dans la
diagonale La(Ay, Az, x) de Uanneau local associé au triple-(Ay, As, 3).

Supposons maintenant que M soit un monoide demi-réticulé et que les
anneaux A, et A, soient munis de filtrations fy: Ay — M et fo: Ap—> M telles que 7
soit un homomorphisme permis de A; dans As. Nous dirons qu’une M-filtration /
sur 'anneau local L(A4, A,, %) est compatible avec f; et f, lorsque les conditions
suivantes se trouvent remplies :

1° 'application a;— a,+ ¢.0 de A, dans L(Ay, A,, y) conserve les filtrations :
flar+e.0) = fi(a);

2° 'application linéaire as— ¢.a, de A, dans L(A,, A,, %) est une application
permise : fa(a.) X f(eas);

3° st fi(as) X fa(az), ona f(ar+c.a2) = fi(ay).

Si f est une filtration de L(A,, A,, x) compatible avec f; et f>, on a nécessai-
rement

flar+c.a) = fi(a)u fa(a).
De plus f () et f2(aa) sont non comparables, on 2
flar+eas)> fi(a)u fulas).

En effet, soient ¢ = fy(a1), r = fo(@2), p=qur(p <q, p<r),x = flai+¢e.0),
p = f(0 + e.aa)> r; si y et p sont comparables, par exemple p <y, xyUp=p> p
d’ou f(a;+eas) > p;siyetpsont non comparables, f(a)+eas) = yup> p.
De méme, si fiy(as) > p, fa(as) > p, f(ay4-¢22) > p.

On remarquera d’autre part que les conditions 1° et 2° impliquent la suivante
moins forte que la condition 3° : si fi(ay) Xfa(as), f(ar+c.as)y fi(as) et
si fi(ay) <fa(az), f(ar+c.a:) = fi(a;) (lemmes IV et V).

Lorsque M est totalement ordonné, la fonction £ : L(A4, Aa x) — M telle que

(21) flai+ear) = fi(a)v fa(as)

est une filtration compatible avec f; et f, et c’est méme la plus fine des filtrations
compatibles. Dans le cas général, cette fonction vérifie AF1,, AF2, AF 3 mais
pas AF 1;; elle n’est donc pas une filtration.

Soient (A4, f1), (As. fa) des anneaux M-filirés, ¥ et D un homomorphisme
permis et une y-dérivation permise de (A4, fi) dans (A, f3); on supposera qu'il
existe sur 'anneau local L(A,, A,, x) une filtration f compatible avec fi et fa.
On désignera par Ay, Qa, £ = L£7(A4, Ay, y) les anneaux M-gradués assocics
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a (A, f1), (Asy f2), (L, f) et par o4 : Ay— Ay, g2t As—> Qa, ¢: L > £ les
applications canoniques correspondantes. Aux applications y et D correspondent
respectivement un homomorphisme neutre y* : @;— @, et une y*-dérivation
neutre D*: &, —~ @,; a D on associe d’autre part I'homomorphisme local
hpt Av—>L(A4, As, y) et & D* ’homomorphisme local neutre %, de @, dans
la diagonale L;.A (A, A4, ") de Panneau local L(A4, @, ). Du caractére permis
de la dérivation D et de la compatibilité de la filtration f avec fi et fi il résulte
que Ay estun homomorphisme permis et qu’il lui correspond un homomorphisme
neutre Ay 1 QL — £,(Ay, As, ).

Tutorime IX. — Avec les notations ci-dessus introduites, on a les diagrammes
commutatifs suivants :

hy
Aa, A——>L (A, Ay, 7)
(2) e N l o (>3)
IR wo
LAa(&y, A, 1) > L (AL A, 1) Ay )3"/'(1\1, As. /-)

ou " désigne un homomorphisme naturel de La(QLy, Qy, ") dans 120 (Ay, Ay, y).

Démonstration. — Dans Ay, As, A;, A, nous utiliserons les notations des
paragraphes2 et3 (A, ,, Bi ,, As ,, etc.) Dans L(Ay, As, ), nous noterons [ le
sous-groupe des éléments de filtration > p ct K celui des ¢léments de filtration - p.
La graduation de £7(A,, A, i) sera définie par des sous-groupes £, isomorphes
aux L7/K? ¢t 'on notera W), 'application canonique W),: 17— £y,

En raison de la compatibilité de f avec fi et fi, les sous-groupes A} +e. A/
et B7 +¢.B] de L(Ay, A, ) sont aussi des sous-groupes de I” et K#. D’autre part,
La(@y, As, ") somme directe des groupes Ay p+e. Qs ,=A, /By ,+c. A, /B, ),
s'identifie naturellement ala somme directe des quotients (A% + . A%)/(B? +¢.B%);
soit Q, Papplication canonique qui résulte de cette identification :

Q0 AL+ 2 AL >y, + .0 ).

L’homomorphisme A, envoi¢ tout élément de A} dans A} +¢. A7 c17; de méme,
il envoie tout élément de B/ dans Bf +¢.B; c K7, Il en résulte que la restriction
hfde by, a A? se compose de I'application identique 7, de A? +¢. A, dans I” et d’une
application Af : A7 - A7+ ¢ A7 [telle que pour aeAf, kf (a) = hf(a) (*)];
on notera par un-accent les restrictions de Af), kf et i, respectivement & By, B}
et B/ 4-¢.B”%. La situation se résume alors pour chaque valeur de p € M dans les

»*

diagrammes suivants ou les applications A7, Af. et t';, sont obtenues par passage

(**) On distingue ici une application / d'un ensemble A dans un ensemble B d’une appli-
cation / de A dans un ensemble C contenant B méme si pour tout a€A, f(a)=f(a). Sans
cette distinction on risqueraitde confondre Af}* (qui est égal & hf.) et A" (qui est en général
différent ).
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au quotient (§ 3) et oil les lignes horizontales sont exactes :

: v,
o——> B? - A7 — &, —>o
J 4 l a
N L
o—>B/,’-|I,e.B'2’—>A/,’+e.AI.2’ —=> @ p+e.Ay >0
., | . | e
12
(24) AR $or v, AR
o—> Kr —— Lr — £y, —>0
T f Thp " T i
i Lp
\o--—> BY —— A} — A, —>o
B/ AR a
N N AN
NG N N\
(25) Yy >B/;+ <.BY R >A/{ VIR Yo >a1:,, @,
v v i v
Kr¥ Lre fl’ /

Le diagramme (24) est commulatif ainsi que les deux premiers triangles
de (25); il en résulte que le troisieme l'est aussi, c’est-a-dire que I'on a

= /l;, o hf}-.

Les applications linéaires A5, kf., i, se prolongent par linéarité en des appli-
cations neutres /.y, A, i qui donnent lien au diagramme (22) et on sait que
.les deux premiéres sont des homomorphismes (théoremes V, VIII et VIII bis);
il est facile de vérifier qu’il en est de méme de ¢*. Enfin, en vertu de la compati-
bilité de la filtration f avec fi et fa, 'homomorphisme %, conserve les filtrations

et pour tout ¢lément a, € A, de filtration f,(a,) = p, on a donc
e1(as) =Wy, (ay) et sl (ar)) =", (ho(ar));

le diagramme (23) se déduit alors de cette propriété et du diagramme (24); ce
qui acheve la démonstration du théoréme IX. '

Dans le cas ott M est totalement ordonné et ou la filtration f est la fonction
définie par (21), on a

Lr=Af+c¢e. A%, Kr=B}+¢.B%:
la troisidme ligne dn diagramme (24) est alors identique a la précédente et 7, est
Pisomorphisme identique; le diagramme (22) se réduit alors a la propriété
/Lnu = hl,;
Remarque. — Lorsque f et'g sont deux filtrations sur L(A;, As, ) compatibles
avec fy el fa ¢t que fest plus fine que g, Papplication identique de LAy, As, )

induit un homomorphisme neutre 0.1 £r( Ay, Ay, 7) = £2(Ay, Ay, 7). On
peut prendre la limite projective (2*) £ des £, par rapport aux Ogf et vérifier

(*) Ce qui conserve un sens méme si les f ne forment pas un ensemble filtrant.
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que £ satisfait & des diagrammes analogues a (22) et (23). Bien entendu si

parmi les filtrations compatibles il en existe une f plus fine que toutes les autres,
£ est isomorphes a £4.
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