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Bull. Soc. Math. France^
83, 195.5, p. 331 à 364.

UNE THÉORIE ALGÉBRIQUE DES ÉQUATIONS APPROCHÉES;

PAR PAUL DEDECKKR,
Institut de Mathématique de l'Université de Liège, Belgique.

Introduction. — Dans un grand nombre de cas, les équations qui régissent un
phénomène physique sont d'une complication qui exclut toute possibilité de les
résoudre effectivement sans procéder à un certain' nombre de simplifications ou
approximations. Cette difficulté se présente notamment en Météorologie dyna-
mique dans la théorie du mouvement de l'air et de la prévision du temps par
intégration des équations du mouvement.

Malheureusement, quiconque a quelque peu étudié des « équations approchées »
n'a pas manqué d'observer qu'elles ne peuvent être manipulées conformément aux
règles usuelles de calcul algébrique. Il serait donc fort souhaitable de construire
un appareil algébrique adéquat basé sur quelques principes élémentaires maniables
rendant possible un calcul rigoureux des « équations approchées ». En l'absence
de ce formalisme algébrique, le « physicien théoricien » se livre a des calculs qui
n'entraînent pas toujours la conviction du « mathématicien pur » ni môme celh1

du « physicien mathématicien ».
Les simplifications usuelles de calcul se fondent sur la considération de ce que

le physicien appelle 1' « ordre de grandeur » des quantités intervenant dans le
problème étudié. Hélas cette notion ne possède la plupart du temps aucune
définition satisfaisante ; il s'agit d'une espèce de norme, mais l'algébriste remar-
quera toutefois qu'on lui attribue —- c'est du moins ce qui se passe en Météoro-
logie dynamique — les propriétés essentielles d'une filtration^ à savoir :
i° l'ordre de grandeur d'une somme ne dépasse pas l'ordre de grandeur du plus
grand des termes; 2° l'ordre de grandeur d'un produit ne dépasse pas le produit
des ordres de grandeur des facteurs. 11 nous a dès lors paru utile d'expliciter en
langage algébrique un calcul rigoureux des « équations approchées » tonde sur ces
hypothèses : il s'agit essentiellement d'associer à une relation additive dans un
anneau A un certain nombre de relations « approchées » lorsque l'anneau A est
muni d'une filtration; nous indiquons également des règles de calcul de dérivation.
des « équations approchées ». Disons tout de suite que le problème de forma-
lisation du « calcul approché » n'en est pas pour cela résolu. Nous avons dit en
effet que 1' « ordre de grandeur » ou filtration n'est pas défini avec précision et se
rapproche d'une norme. S'il est possible de définir des filtrations sur un anneau
tel que celui des fonctions indéfiniment différentiables sur l'espace euclidien, le
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problème reste ouverl d'en définir qui puissent être utilisées avec fruit en Phy-
sique théorique, par exemple en Météorologie dynamique. Indépendamment de
cela, nos résultats appartiennent à la théorie mathématique des anneaux filtrés.

Gomme on va le voir, les relations que nous appelons « approchées » sont
parfaitement exactes mais elles sont définies dans un anneau (ft distinct de
l'anneau initial A et n'en reflétant qu'imparfaitement les propriétés, en ce sens
que si tout élément a de A possède une « image » 9(^) dans (X, plusieurs
éléments de A peuvent avoir même « image » dans €L. En d'autres termes, nos
<.( équations approchées » sont des équations exactes dans un « anneau
approché » (X, alors que dans la conception habituelle^ il s1 agit de relations
« approximativement exactes » dans l } anneau « exact » A. Toute méthode
mathématiquement correcte et maniable de « calcul approché » doit nécessai-
rement, pensons-nous, s'inscrire dans une perspective analogue.

Le premier paragraphe de ce travail expose l'origine intuitive des notions uti-
lisées. La technique algébrique proprement dite est développée à partir du para-
graphe 2; on y définit les notions d'anneau filtré et d' anneau gradué associé à
un anneau filtré. Nos définitions généralisent celles qui ont été introduites en
Topologie algébrique par J. Leray [10] et J. L. Koszul [9]; nous les avons
choisies de manière à placer nos théorèmes dans un cadre aussi général que
possible; cette généralité ne peut que faciliter d'éventuelles applications à la
Physique. Le calcul approché utilise essentiellement une application «canonique» <p
d'un anneau filtré A dans l'anneau gradué associé (ft; cette application n'a prati-
quement guère été utilisée jusqu'ici, probablement parce qu'elle ne respecte ni la
multiplication, ni même l'addition; son étude conduit aux règles fondamentales
du calcul approché (théorèmes I, Iï et III). Le paragraphe 3 étudie les règles de
dérivation des équations approchées : à une dérivation d'un anneau filtré on fait
correspondre une dérivation d'un anneau gradué dans un autre anneau gradué.
Le paragraphe -4 utilise des filtrations plus générales que celles définies au para-
graphe à; la principale modification réside dans les démonstrations un peu plus
compliquées et dans l'énoncé du théorème III qui devient le théorème III bis, en
outre le théorème IV cesse d'être valable et n'admet pas de généralisation sans
hypothèse supplémentaire. Enfin le paragraphe 5 donne quelques exemples
d'anneaux filtrés.

La question des approximations dans les anneaux de fonctions est liée aux fon-
dements du calcul différentiel mais celui-ci est de nature essentiellement locale et
conduit à la notion Panneau local comme l'a montré A. Weil [12]. Au contraire
le problème que nous traitons est de nature globale ; la dérivation des « équations
approchées » se situe donc au carrefour du local et du global et ceci conduite des
anneaux locaux filtrés, comme nous l'esquissons brièvement en annexe. On
aperçoit dès lors une possibilité de généralisation aux dérivations d^ordre
supérieur (points proches de hauteur et largeur quelconques dans la terminologie
d'A.Weil).

Nous n'avons pas étudié les filtrations d'un anneau A en liaison avec une topo-
logie éventuelle SU sur cet anneau. Indiquons simplement que toute filtration /
induit sur A une topologie 3l/ dont les sous-groupes A7' constituent un système
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fondamental 3^ de voisinages de l'élément nul. Cette lopologie a ceci de parti-
culier qu'elle possède (par définition) des sous-groupes arbitrairement petits ; s'il
n'en est pas de même de la topologie %, une quantité variable dans A dont l'ordre
de grandeur tend vers zéro (ou dont la filtration tend vers l'infini) n'a donc pas
nécessairement pour limite zéro au sens de la topologie î. En langage plus
précis : le filtre de base 51 ne converge pas vers zéro au sens de la topologie î..

Afin de faciliter la lecture éventuelle de ce travail par des physiciens, nous
avons reproduit brièvement quelques définitions élémentaires d'algèbre moderne.

1. Considérations heuristiques. — L'origine des difficultés qui s'introduisent
dans les calculs approchés sont en ordre principal des trois types suivants :

a. La dérivée d'une fonction considérée comme négligeable peut très bien ne
pas être négligeable. En d'autres termes, si des équations pouvcnl — moyennant
certaines conventions — cire considérées comme approchées, les dérivées do ces
équations peuvent cesser d'être approchées.

b. Si la différence de deux quantités a cl b est négligeable par rapport a
chacune d'elles (par exemple, si a—b est 1000 fois plus petit que a ot b), on
peut convenir que cette différence est approximati^ement nulle et écrire

a — h ~ o ou (i ~ />.

Si l'on a de même
f ~ <7,

on ne pourra pas en déduire que
// —— ( ' r^j 1) —— fl.

(Exemple : a et c == i ooo, b == i ooi, d == 999). Le signe ^ ne jouit donc pas,
vis-à-vis de l'addition et de la soustraction des propriétés d'une égalité. Même si
la relation « a ̂  b » est une relation ^équivalence (1), celle-ci n'est pas compa-
tible avec l'addition ni la soustraction. Admettons toutefois la propriété P
suivante :

P. Si e est une quantité négligeable devant a, alors tout produit e.b est négli-
geable devant a. b :

a ̂  a -4- £ entraîne a.b ̂  <?.&-+- £.6;

dans ces conditions l'équivalence ̂  est compatible avec la multiplication.

On pourrait définir abstraitement un « élément approché » comme un
ensemble { a , b, . . . } d'éléments tels que deux quelconques d'entre eux ont une
différence approximativement nulle. Toutefois, en vertu de (a), ces éléments ne
peuvent plus être dérivés; en vertu de (6), ils ne peuvent être additionnés ni

(^C'est-à-dire si elle est réflexive (i .e. pour tout a, a /^a) , symétrique ( i . e . a ^ b
entraîne b ̂  a) et transitive ( i . e . a ^ 6 e t 6 ^ c entraînent a ̂  c). Une relation d'équivalence ^
est dite compatible avec une opération, par exemple l'addition -+-, si a ~ b et c rs/ d entraînent
a -+- c ̂  b -+- d.
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soustraits; en vertu de P, ils peuvent cependant être multipliés. La difficulté du
calcul approché n'est pas ailleurs que là.

On va voir que les difficultés (a) et (6) ne s'opposent cependant pas à la cons-
truction d'un mécanisme algébrique approprié pourvu que l'on ait défini d'une
manière cohérente quand un élément e peut être « négligé » devant un autre a. Dans
celle notion de cohérence, on exigera que la somme de deux éléments
« négligeables » ou leur différence soit elle-même « négligeable », sans quoi, la
relation r^ ne peut être une relation d'équivalence. Ceci introduit une troisième
difficulté :

(c) Si l'on exige que la somme de deux quantités négligeables devant un élé-
ment a soit elle-même négligeable, cela doit aussi être vrai pour toute somme
finie. Si nous écrivons symboliquement

£ -^ a on a)- £

pour exprimer que e est négligeable devant a, cette relation impliquera donc

n £ -̂  a

pour tout entier n. Autrement dit, la relation -^ ne vérifie pas Vaxiome
d^Archi'mède d'après lequel « étant donné deux quantités E , a telles queo -<e -<a,
il existe un entier // tel que ?i.e)^ a ».

Comme on va le voir, si les équations considérées comme exactes sont des
relations entre éléments d'un système algébrique A (en l'occurrence un anneau),
nous interpréterons les équations approchées comme des relations entre éléments
d'un autre anneau €L construit à partir de A; si l'on veut dériver, il faudra consi-
dérer en outre un anneau analogue CX et l'on passera de -relations dans d à des
relations « dérivées » dans (!X. Avant d'en arriver là, étudions avec plus de détails
la situation des équations approchées de la Météorologie dynamique.

Rapportons l'atmosphère au système d'axes rectangulaires Ox^x^x.^ dont
l'axe Oxi est tangent à l'origine 0 au parallèle passant par ce point, dont
l'axe 0^2 est tangent au méridien passant par 0 et dont l'axe O^es t dirigé
suivant la verticale ascendante; on suppose ce système dextrogyre et l'axe Ox^
dirigé d'Ouest en Est. En l'absence de frottement et de turbulence, les équations
du mouvement de Pair s'écrivent

( ï )

(9 )

(3)

dv^ . ()<Q ()n
—— — îffî ?2 si n o» -+- 9. o) p-j cos (L = — —!- — p —*-.dt T • . ^ ^

dv^ ' . à<9 àp—j- -+- 2topi sin^ ^ — — L . — ^ ^ ,
ut 1 f)Xî àx.i

dv^ û^ àp
—.— — 2 a) ('i cos w . = — —î- — v —t— '
<it • ' àXf, àx?,

Dans ces équations, pi, pa, ^:, sont les composantes de la vitesse de l'air, co et <L la
vitesse de rotation de la Terre et la latitude de l'origine; cp, c et p désignent le
géopotentiel, le volume spécifique et la pression. '

Ces équations sont souvent remplacées par les suivantes (ou par des équations
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analogues) connues sous le nom ^équations approchées de la dynamique
atmosphérique :
, ,. dv\ . , àv> àp(«') , -s -2wvtsla^=-^-v^'

dvï . , à^ àp
< 2 ) ^-+2œp,sm<l/ =-^-p^,

(3-) o=--îi--p-^v / àxs àxs

Dans la première équation, on néglige le termç acopacos^ parce que la vitesse
verticale de l'air est « très petite » devant les composantes de la vitesse horizontale (2).
Dans la troisième, on néglige 2 &) Vi cos^i qui est 10000 fois plus petit que chacun des

termes du second membre (3); quant au terme —» il est de 100 ooo à 10 millions
de fois plus petit.

Fixons particulièrement notre attention sur le passage de (3) à (3'). On
conclut généralement que les accélérations verticales sont négligeables et que Pon
peut utiliser avec confiance l'équation de la statique suivant la verticale
[équation (3')]. En fait il vaudrait mieux remplacer (3') par

09 àp
(4) T— -+-^3— ~°»' / àxs àx-s, î

car si Pon pouvait mesurer avec une précision suffisante —» v et —5 on trou-r r àx-s, àx^
verait que

(5) K = ^ + . ^àx-^ 0x3

est une quantité approximativement égale à 2(»>^i cos^. Compte tenu de la peti-

tesse de — devant r î&jpi cosi^, on pourrait écrire une nouvelle équation approchée,

à savoir
(6) K ~ 20)^1 cos'^.

Ensuite, en calculant avec suffisamment de précision tous les termes de la somme

, , à<ç àp
L = 2 h) PI C O S ^ — — — — V — — — f

ox^ dx^

celle-ci serait nécessairement égale (donc approximativement égale) à — et nous
aurions une dernière équation approchée

(7) $~L (*).

Ceci montre que les accélérations verticales ne sont guère négligeables et que
Péquation ( 3 ' ) seule ne donne pas tous les renseignements. Malheureusement, il

(2 ) Ce qui n'est certainement pas vrai si p, == o.
( 3 ) Dans le système M. T. S., ils sont voisins de 10.
( 4 ) Ces remarques sont esquissées à la fin de j 4 ].

BULL. SOC. MATH. — T. 83, FASC. IV. 32
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serait fort difficile de retrouver ceux-ci dans l'état actuel des méthodes démesure,
puisque c'est précisément à partir de l'équation (3') que l'on détermine p et p
grâce à la technique des ballons sondes. D'autre part une mesure plus précise
de P et p par d'autres méthodes semble actuellement hors de portée. Cela s'exprime
parfois en déclarant que les quantités K et L sont des « inobservables ».

Pour déterminer si une quantité est négligeable devant une autre, on se sert
habituellement de la notion vague d' « ordre de grandeur », notion dont on ne
peut trouver nulle part une définition satisfaisant le mathématicien. Habituelle-
ment, l'ordre de grandeur d'une quantité s'exprime au moyen d'une puissance
(positive ou négative) de 10 [8J. C'est ainsi que l'on dit que — dans le

système M. T. S. — la quantité —^- est de l'ordre de 10, que l'ordre de 2&)^i cos^p

varie entre lo"4 et io~3 et que l'ordre de — varie entre io~5 et io~6 [7], [3].

L'usage qui est fait de cet « ordre de grandeur » révèle qu'on lui attribue implici-
tement les propriétés suivantes :

i° L'ordre de grandeur d'une somme ne dépasse pas l'ordre de grandeur du
plus grand des termes [il peut être strictement plus petit'si les deux termes de
signes contraires ont le même ordre de grandeur; exemple, la somme K.(5)].

2° L'ordre de grandeur d'un produit ne dépasse pas le produit des ordres de
grandeur des facteurs (on pourrait aussi admettre qu'il lui est égal, sans que
cela gêne les calculs).

Dans ces conditions, une quantité e est considérée comme négligeable devant
une autre a si l'ordre de grandeur de e est strictement inférieur à celui de a. La
propriété i° est alors équivalente à celle qui dit qu'une somme de quantités négli-
geables devant a est elle-même négligeable. La propriété 2° équivaut à la pro-
priété P ci-dessus.

Désignons par A l'ensemble des « quantités » en considération, et par <^
l'ensemble des puissances de 10. L'ordre de grandeur est une fonction 0 définie
sur A et prenant ses valeurs dans ^ :

o: A->ï.

Dans les énoncés i° et 2° interviennent le fait que deux éléments de ^C peuvent
être comparés et le fait qu'ils peuvent être multipliés. Au lieu de ^?, on peut
utiliser l'ensemble Z des entiers (positifs négatifs ou nuls), une puissance lo~H

étant caractérisée par l'entier n. Au lieu de la fonction (X, on utilise alors la
fonction

/: A->Z

définie par
/ (a)=—logio0(a) , aeA.

Les énoncés i° et 2° ont alors la traduction suivante :

/(a±&)^mm(/(a), /(&)),

/(a. b)^f(a) +/(&)-,
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nous les résumerons en disant que / est une filtration (si dans la deuxième
ligne ̂  est remplacé par ==, on dira valuation).

Nous pouvons maintenant passer à la formalisation.

2. La théorie abstraite. — Rappelons d'abord les notions algébriques fonda-
mentales dont nous ferons usage ( i) .

A. Un groupe abélien G est un ensemble d'éléments a, b, c, ... entre lesquels on a
défini une opération notée -+-, appelée addition (somme) et satisfaisant aux conditions sui-
vantes : i° a -+- 6 == b -h a (commutait vite); 2° ( a - + - 6 ) - l - c = = a - h ( & - h c ) {associativité);
3° il existe un élément o (zéro) (nécessairement unique) tel que o -h a == a', 4° à tout élé-
ment a eii correspond un autre — a (nécessairement unique) tel que a -+- ( — a ) == o. On
pose couventionnellement a — 6 = a -(- (— 6) , a - t -6 -+-c==a-+- (6 -+- c). On a — (— a) == a.

G et G' étant deux groupes abéliens, une application 'x'.G->G' est dite linéaire (ou
homomnrphe} si

a(a-l-6)=a(<2)-(-a(6);

de là résulte
a(o)=o, a ( — C T ) = — a ( a ) .

Si H est un sous-groupe de G les classes a modïl formées des éléments de la forme a -+- A,
h € H constituent un groupe G/H appelé groupe quotient si Pon pose

( a mod H ) -h ( a' rnod H ) = = ( Œ - ^ - < 2 / ) mod H

(ce qui est légitime); en outre l'application dite canonique 7: G—»-G/H définie par
7(0) == a mod H est linéaire (•"').

B. Un anneau est un ensemble A d'éléments entre lesquels on a défini deux opérations,
une addition notée -+- et une multiplication notée ., satisfaisant aux conditions suivantes :
i° A est un groupe abélien pour Fopération -+- ; 2° a.{b.c')= (a .b ' ) . c ; 3° a.(b-\-c') == a.b-r- a. c
et {b -+- c). a == b. a -+- c. a (double distribut ivité de la multiplication par rapport à l'addition).
De là ou déduit : o.<z == o et (— a), b = — (a.6). On dit que A possède une unité s'il existe
un élément i (nécessairement unique) tel que a.i=i.a=a pour tout Œ € A . Un idéal
dans A est un sous-ensemble I qui constitue un sous-groupe pour l'addition et tel que pour
tout aeA et tout ici on ait a. ici et t.ael. Le groupe quotient A/I se munit d'une mul-
tiplication . qui en fait un anneau (dit anneau quotient) si l'on pose

(a modl).^7 modl) == Ça. a ' ) modl,

ce qui est légitime. Une application a d'un anneau A dans un anneau A7 est un honiomor-
phisme lorsque 1° elle est linéaire pour les structures de groupes additifs et lorsque 2° on
a a(a .6)= a(a) .a (&) . (Dans un homomorphisme, l'ensemble des éléments envoyés sur le
zéro de A^ est un exemple d'idéal) (5).

G. Un monoïde M est un ensemble d'éléments a, by c, . . . entre lesquelles on
a défini une opération * appelée composition et satisfaisant à la condition sui-
vante : (a* b) *c==a* (6*c). On ne suppose pas la commutativité
a-k b=biç a : si elle est remplie, on dit que M est un monoïde commutatif.

Au lieu de monoïde, on dit aussi demi-groupe [5].

( 5 ) Pour plus de détails voir les traités classiques [l], [5], [11].



D. UBL ensemble E d'éléments a, 6, c, . . . est dit totalement ordonné si L'on
a défini pour les couples (a, b) d'éléments de E une relation notée ^ et satisfai-
sant aux conditions suivantes :

Orl : quels que soient a et b dans E,'on a

a-^6 (a inférieur à 6) ou b^a\

Or 2 : si l'on a a -^ b et 6 ̂  c, on a aussi a ̂  c ;

Or 3 : si a -^ 6 et 6 -^ a, on a Œ == b.

Remarquons que du i° résulte que a ̂  a pour tout a eE. On convient d'écrire :

a -^ b (a strictement inférieur à &) si Œ 7^ b et a ̂  &;
a^ b [a supérieur à b ) si b ̂  a ;
a ̂  b (a strictement supérieur à b) si b -^ a.

E. Un monoïde totalement ordonné est un ensemble M muni à la fois d'une
structure de monoïde et d'une structure d'ensemble totalement ordonné, ces deux
structures étant en outre liées par les conditions suivantes, ff, 6, c et d étant des
éléments quelconques de M :

MO : a -^ b entraîne a - k c ^ b - k c e i c - k a - ^ c - k b .

Cette condition est équivalente à la suivante :

MOi : a -<< b et c -^ d entraînent a - k c ^ b ^ d e t c i ^ a - ^ d i ^ b

et elle implique la suivante, plus faible :

MOa : a ̂  b entraîne « * c ̂ b-k c et c * a ̂ c* b.

M étant un monoïde totalement ordonné, on désignera par M et on appellera
complété de M Pensemble obtenu par adjonction à M d'un élément oo. On fait de
ce nouvel ensemble un ensemble totalement ordonné en convenant que pour
tout a € M :

a •^00;

on en fait un monoïde en convenant que

a ^-00=00^ a ==00^00 ==oo.

La condition MO n'est pas vérifiée si c == oo et M n'est donc pas un monoïde tota-
lement ordonné ; cet ensemble vérifie cependant la condition :

MO' : a -^ b et c -^ oo entraînent a*c-<^*ce tc*a-<c*&.

F. Soit M un monoïde (6). Un anneau ^-gradué (quand aucune confusion
n'est à craindre, on dira anneau gradué) est un anneau A dans lequel on
a défini des sous-groupes additifs Ap affectés d'un indice variant dans M, les
conditions suivantes étant satisfaites :

( c ) Dans [2 ], p. 7, C. Chevalley se liante an cas où M e&t un groupe abélien.
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AGrI : pour toul/?eM, il existe un Ap et un seul;
AGr2 : le seul élément commun à deux Ap est le zéro de A;
AGr3 : le produit d'un élément de Ap par un élément de V., est dans A^^ •

a?ç. A.? et dq e A^ imp l iquen t a?, a^ ç. ^ p^q ( p: </€ M »

(de là résulte que si A est commutatif et Ap.Ar/7^ o, p -^ q == q ir p ) ;
AGr4 : tout élément aç.\ s'écrit d'une et d'une seule manière sous la forme

d'une somme d'un nombre fini d'éléments Op-y^ o, chacun de ceux-ci appar tenant
à un Ap; chacun de ces dp est appelé composante homogène de degré p de a\ si
l'indice q € M n'est pas représenté dans cette décomposition, on dit que la compo-
sante homogène de degré q de a est nulle. Tout élément de \, est dit homogène^
de degré p .

F' '. Lorsque A est un groupe abélien et que sont vérifiées les conditions AGr 1 ;
2 et i, on dit qu'il s'agit d'un groupe M-^radué.

G. Soit M un monoïde totalement ordonné. Ln anneau M-filtré (en abrégé,
un anneau filtré) est un anneau A sur lequel on a défini une fonction y (a),
açA à valeurs dans le complété M de M et satisfaisant aux conditions suivantes :

AFi : / (a—6)^mm(/(a) , f ( b ) ) ;
AF2:/(a.^/(a)*/^);
AF3: / (o )=oo ;

auxquelles on ajoute habituellement la suivante :

AF 4 : f(a)==ao entraîne a == o ;
si elle est vérifiée, la fillration est dite séparée. La plupart des résultats qui suivent
sont indépendants de AF 4.

Lorsqu'on voudra expliciter la filtration, l'anneau filtré sera noté (A. / ) ; ceci
devient nécessaire lorsqu'on considère plusieurs anneaux filtrés ou plusieurs
filtrations sur un même anneau.

On désignera par A^(/^eM) l'ensemble des aeA tels que f(a) >^p, par B^
l'ensemble des aeA tels quc/(a)>-/^. Pour^? -<<7, on a

B^cA'/c B/*cA/\

En vertu de AF i, et AF3, on a/(a) ==/(—a); il s^ensuit que les A/' et B/' sont
des sons-groupes additifs de A. De plus en vertu du 2e :

(8) a J ' e . P ^ P et a'/eA'7 entraînent aP . a l ^ P ^ P * ' ! ' .
(9) aP e A.P et ^eB'/ entraînent af'.b^eBP*'^ bv.af1 €B'/*/\

Enfin si la filtration est séparée, les AP ont en commun un et un seul élément, le
zéro de A. La fonction f\ A -> M est appelée M-filtration (en abrégé, filtration).

A tout anneau M-filtré A, on associe comme suit un anneau M-gradué dl.
Soit G-(A) l'ensemble des familles (^)^M ( 7 ) où a^ç-^ et où il n'y a qu'un

( 7 ) On suppose qu'il y a un et un seul clément pour chaque pç, M ; noter qu'il n'y a pas d'élément a««,
De même, il n'y a pas de groupe A30.
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nombre fini de valeurs/? telles que a^-^. o. Pour deux lelles familles (a/') et (^),
on pose
(10) (CT/ /)-+-(^>/7)==(a/?-^^»/ î) ,

ce qui fait de G (A) un groupe abélien. On notera Ap le sous-groupe formé des
familles (a?) pour lesquelles tous les a9! sont nuls pour q ^/-. p et^ la fonction qui
associe à a^ ç.A.'1 la famille (û^yeM définie par

a'7=o si q -^ p, a'T = a/^ si </ = y?.

L'application ^p définie pour tout/? € M est manifestement un isomorphismo de A7'
sur Ap et tout élément de G(A) s'écrit d'une et d'une seule manière comme
somme d'un nombre fini d'éléments appartenant aux Ap; on exprime cotte
propriété en disant que G-(A) est la somme directe des Ay,, ce qu'on écrit

G(A)=^A/ , . '
P e M

Le groupe G(A) satisfait donc aux conditions AGr 1, 2 et 4, et constitue donc
un groupe gradué.

Nous allons maintenant définir sur G(A) une structure multiplicative en faisant
un anneau gradué. A cet eflet, soient Si? et b^y deux éléments homogènes de G (A)
de degrés respectifs/? et q', il existe donc un élément açA^ et un élément b € V'/
tels que

a/ ,=d^(a) et by='^(^) .

Comme a. b appartient à A.p*(l, il est légitime de définir un produit a.b en posant

3ip.\Sq == 'b^^{a.b),

en vertu de AGr 4, ceci permet de définir le produit de deux éléments quel-
conques de G (A); si

r .f

a =]^«-) et b ==^^.(^), <€Â^

on posera
(n) a,b==^[^,(^).-^.(^)-|;

i j

cette formule prolonge par linéarité la multiplication déjà définie entre éléments
homogènes. Il est clair que cette multiplication vériHe AGr 3 et que les Ay,
définissent sur G (A) une structure d'anneau M-gradué.

On désignera par H(A) le sous-ensemble de G(A) obtenu en se limitant aux
familles (^)/,çM pour lesquelles ap € B^ et l'on posera

B^=^(B^)cH(A) .

H(A) est un sous-groupe de G(A) et l'on constate en vertu de (9) que le produit
d'un élément de G (A) par un élément de H (A) appartient a H (A) : autrement
dit, H (A) est un idéal de G (A) et nous noterons (ft l'anneau quotient :

a=G(A) /H(A) .
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L'idéal H(A) est de plus homogène, c'est-à-dire que toute composante homogène
d'un élément de H(A) appartient elle-même à H(A). Dès lors toute classe dp e €L
contenant un élément a^==^y,(o^), c^eA^, contient une sous-classe d'éléments
homogènes de degré p : à savoir la classe de 8ip dans ApfBp. Tout élément ûp e €L de
ce type sera dit homogène de degré p\ l'ensemble de ces éléments constitue un
sous-groupe €Lp et l'on voit que tout élément de d s'écrit d'une et d'une seule
manière sous la forme d'une somme finie d'éléments appartenant aux différents
€Lp. De plus le produit C^y d'un élément ûp de €ip. par un élément by de
(flç est dans €L^,, : si ces éléments proviennent respectivement de c^ et 6^ dans A/'
etA^, C^y provient du produit a ' ' .b'i çA^^', autrement dit,

a? === -^ ( a? ) mod H ( A ) et t>,/ = '\,, ( afJ ) mod H ( A )
entraînent

rt/,. ûc, -=- '\^ ( a? . b7 ) mod H ( A ).

Les sous-groupes dp définissent donc sur CX une structure d'anneau M-gradué;
on dit que (fl est 1' anneau M-g-raclué associé à l'anneau M-filtré A.

Tout élément a de €L s'identifie naturellement à une famille (a/?),,çM?
dp € A.pl'Bp ( 8 ) ; par cette identification, la somme de deux éléments de CX se
définit par une formule analogue à (10) et le produit par une formule analogue
à ( 11) compte tenu de

(•^,(a)modB^).( '^(6)rnodBy)= '^,^(«.6) modB^y, où aeA?, bçM.

On va maintenant définir une application

;: A-^a.

Pour cela notons y l'application canonique G(A)->dl, c'est-à-dire l'application
qui associe à un élément de G-(A) sa classe dans CX :

7(0) = amodH(A) , aeG(A) ;

convenons en outre de désigner par Wp l'application composée de v et ^p. On a
donc

^(a/Q=y(^(^)), . aPçAP,
^(A^)==C^;

cette application définie pour tout pçM est un homomorphisme de A^ sur dn.
On notera en outre que pour a € A7' et bçA^, on a

(I2) ^pW^W^^^a.b).

DrîFiMTiON. — L'application 9 est alors définie par les relations suivantes :

i° si /(a)=oo, 3?(a)=oeel;
20 s i / ( a ) ==7^00, o(a)=^(a).

Si la fîltration/ est séparée, le zéro de A est donc le seul élément ayant pour

( 8 ) Si a est la classe modulo H(A) de la famille (aP)pçïi, on identifie a à la famille (a^^M telle
que 0^,= ^(CT/')modBp.
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image l'élément nul de €i ; dans le cas général 9 (a) == o est équivalent à/(a) = oo.
Pour simplifier, nous écrirons souvent (a) au lieu de y (a) :

( a ) = = < p ( a ) .

On appellera <jp l'application canonique de A dans <ft.
Comme on va voir, le calcul approché revient à remplacer chaque élément a

de A par son image (a) dans (9L. Les difficultés proviennent de ce qu'il ne s'agit
pas là d'un homomorphisme, c'est-à-dire que l'on a en général

( a + 6 ) ^ ( a ) - h ( 6 ) et (a.6) ̂  (a).(6) (9) .

En ce qui concerne le produit, on a le

THÉORÈME I. — Soit A un anneau M-filtré, M étant un monoïde totalement
ordonné. Quels que soient les éléments a, b de A, on a dans €L :

(a).(è)=(a.6) ou (a).(6)=o.
suivant que

/(a.^)==/(a)*/(&) ou /(d.è)^/(a) */(&).

En effet, soient 7?=/(a), q==:f(b). On a

(a).(&)=^(a.6);
sif(a.b)=:pi^q, on a

(a.è)==ïT^y(a.ô), sinon y^y(a.^)=o.

Nous allons maintenant étudier les conditions de validité de la relation
(a 4- 6)= (a) +(6).

LEMME I. — Pour tout a eA, o/i a ©(— a) ==— <p(^) .

En effet, nous avons vu que f(a) ==f(—a), soit ==/?; d'autre part la relation
a — a == o dans AP donne

^(^)+^(-^)=o:
d'où la propriété puisque

<p(a)=^(a), y(-^)=^(-a)=-y/,(a).

LEMME II. — Soient ai, 02, . . . , OA û?^ éléments de même filtration :
./'(^O^./X^)^.. .==f(ak)==p tels que

(13) ai-h 02-4-.. .-+-a^= o

â?<2/i5 A ; on a dans ces conditions

(14) (<2i)-+-(a2)4-...-h(aA)== o
dans CL.

( f l ) Le théorème 1 montre que l'on a toujours (a, 6) = (a), (6) dans le cas d'un anneau value.
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En effet, tous les termes de la somme (i3) sont dans AP et la relation (i4) sî^11

déduit par l'homomorphisme Wp puisque l'on a pour tout i == i, a, . . ., k :

(a,)=^(^).

On ne peut plus écrire cette dernière égalité si tous les a-i ne sont pas de fîltra-
tion/?; la relation ( i4) est alors en général fausse.

i LEMME III. — Soit <2i, 02, . . ., a/, une suite d''éléments de ^.rangés par ordre
de filtration croissante :

/(^l)^/(^2)^...^/(^).

Si Von a ai -}- 03 4- . . . + <ï/f== o, il en résulte nécessairement

/(^i)=/(«2) et (â?i)-+-(a2)==o.

Démonstration. — Posons b = a-j, + . . . + a^ On a donc

/(«i)^/^)^/^) et 01-4-02-4-6 =o,

d'où f(cii),==f(ciî-}-b)^_f(aî)y ce qui démontre la première assertion. La
seconde en découle compte tenu de la définition de l'application ^.

THÉORÈME II. — Soient M un monoïde totalement ordonné et A un anneau
M-filtré. Pour qu^une relation a + b + c = o dans A entraîne (a) + (6) + (c) === o
dans (ft, il/dut et il suffit que l^une des conditions suivantes soit remplie : ou
bien f^a) =f(b)==f(c) ou bien l^un au moins des trois éléments a, b, c est de
filtration infinie. Pour que l'on ait (a -|-b) == (a) 4- (b), il faut et il suffit
que f(a 4- b) =:f(a) =f(b) ou que l^un des éléments a 4- 6, a, b soit de fil-
tration infinie.

Démonstration. — Les deux assertions de Renoncé sont équivalentes en vertu
du lemme I; nous nous bornerons donc à établir la première. Supposons que l'on
ait à la fois a+ b 4- c = o, (a) + (b) + (c) = o et/(c)>- f(a) ==/>; il résulte
alors du lemme III que f(b) =p- Or on a Wp (a) 4- WpÇb) 4- ^¥p (c) ==- o ou
(a) + (b) -+-Wp(c)==o, comme ^¥p (c) = o, il en résulte (<?)== o, d'où/(c) = oo.
La condition est donc nécessaire et on vérifiera de même qu'elle est suffisante
compte tenu des lemmes II et III.

THÉORÈME III (Décomposition spectrale). — Soit dans Vanneau A :

S===a-(-6-i- . . .-+-^=o

une relation additive. Désignons par p^ "^p's -<. . . -^pn l'ensemble des filtra-
fions des termes de cette relation et par

ait, ..., ak,i (î==i, 2, ..., i)

r ensemble des termes de filtration pi rangés dans un ordre quelconque.
Soient en outre s, la somme partielle des termes de filtration strictement
inférieureà pi dans S :

f = i
S). =0 et, pour i= 2,..; n : ^==^2^a^/
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et s\ V élément de P^ dé fini par

s'i=—Si si fÇsi)=pi, s'i = o si f(si)^pi.

La relation S entraîne dans ces conditions les n relations suivantes dans
I'1 anneau Cl :

Si == ( <2n ) -h ( 02l ) -+- . . . -4- ( 0^1 ) = 0,

^2=(a i2) -+-(«22) -»-•• •-+-(0^2) == (4)5

S,î =( a^ )-+-(.%..>„)-h...+(a^,) ==(.^).

Nous dirons que ces n relations constituent les équations approchées déduites
de S ou encore le spectre de S.

Démonstration. — Soit r/ la somme des termes de fîltration strictement
supérieure à pi dans S :

n

f-i= ̂  S^.a/^.y (/•/,= o).
;=i+i

On a donc pour chaque / :
(l 5 ) Si -+- Cl\ i -+- . . . -4- Cikii •+- ri = 0.

En vertu du lemme III, la fîltration de Si ne peut être strictement inférieure à/?,;
tous les termes de la somme (10) appartiennent donc à AP1 et nous pouvons leur
appliquer l'application linéaire ^¥p^ ce qui donne lieu à la relation ^/ puisque

(^.)=-y^), IF^(^)==O,

(^•)=^.(^.), • • • , (^.0=^(^0.

Tous les termes de la somme ^< sont dans (fl^ et comme dans un anneau gradué
une somme de termes homogènes ne peut être nulle sans que les sommes par-
tielles des termes de chaque degré soient elles-mêmes nulles, les n relations .2,
sont équivalentes à l'unique relation

(a)-h(&)-h...+(Â:)==(4)-+-(53)-1-.. .-+-(5;,).

Si l'on multiplie les termes de S par un même facteur xçA, on obtient une
nouvelle relation; dans le cas d'un anneau filtré quelconque il n'y a pas de rela-
tion simple entre les spectres des deux relations. Toutefois, dans le cas d'un
anneau value, on a toujours (x.a) == (ûs).(a) et le spectre de la nouvelle
relation s'obtient simplement en multipliant par (a?) les relations du spectre initial.

Remarque. — Le « calcul approché » usuel consiste à écrire des relations

a -+- b -+-... •+- k r^ a' -+- b' -h... 4- h'

si la différence a+6+ . . . + / : — a ' — b ' — . . .—h ' est de filtration supérieure
au minimum des filtrations des éléments en présence (le signe ̂  se lisant « appro-
ximativement égal à »). De telles « approximations » ne peuvent être manipulées
suivant les règles habituelles du calcul algébrique : par exemple on ne peut
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remplacer une somme partielle par sa valeur, deux quantités approxirnativcrnent
égales à une troisième ne sont pas nécessairement approximativement égales, etc.
Notre méthode au contraire consiste à écrire dans l'anneau gradué Ctdes équations
qui obéissent à toutes les règles classiques de calcul; ces équations sont parfai-
tement « exactes » mais elles donnent moins d'informations que les équations dites
exactes de l'anneau A. C'est en quelque sorte l'anneau Ct qui constitue une
approximation de l'anneau initial A; la graduation empoche tout mélange subversif
de termes de fîltrations différentes.

3. Dérivation des équations approchées. — Nous allons maintenant étudier le
cas où les équations exactes peuvent êtres dérivées, c'est-à-dire où l 'anneau A est
muni d'une dérivation D.

Rappelons qu'une dérivation dans un anneau A est une application linéaire D
de A en lui-même telle que

l ) i < 7 . ^ = = i J . ) / / i . 6 - ^ < / i D 6 )

[ on écrira Da pour D(a)]. Plus généralement, soient A et A' deux anneaux. •/ un
liomomorphisme de A dans A'. On appellera '/-dérivation de A dans A' une
application linéaire D : A -> A' telle que

\)Ça.b) = D</./ b -+• •/ ff.\)b ( 1 1 ^ [/ a = //^)j.

La notion classique correspond évidemment au cas A == A' et / = l'application
identique A->A. Lorsque les anneaux A et A' sont M-gradués (M étant un
monoïde quelconque), on distingue (rt) les dérivations neutres et (6) les déri-
vations îlomogéiies de degré y^eM. Pour les premières, on suppose que / et D
conservent les degrés, c'est-à-dire transforment un élément homogène en un
élément homogène de môme degré. Pour les secondes, on suppose que le monoïde
M est commutatif , que / conserve les degrés et que D transforme un élément
liomogène de degré q en un élément homogène de degré q i ç p ' Lorsque le
monoïde M est commuta lit et lorsque son opération ^ possède un élément
neutre o (tel que p * o = p pour tout/> € M), une dérivation neutre est aussi une
dérivation homogène de degré o.

Si A est muni d'une M-filtralion—M désignant pour le moment un monoïde
lotalemcnt ordonné — nous allons voir que la donnée d'une dérivation D
dans A permet de définir sur A une nouvelle M-filtration. Pour cela. il s'avérera
commode de considérer la fonction min (y>, <y) comme définissant une loi de
composition interne que nous noierons U dans M: ^autrement di t . nous poserons

p \j q == m i i n y > . q > .

Ainsi M est muni des deux lois de composition (opérations) iAr et u .
L'opération u (lire réunioji) jouit enire autres des propriétés suivantes :

i° p u y = y u p ( c o m m u l a t i v i t e ) ;
•2° (^U <7)u • =-p u(<7 u r } ^assoc ia t iv i tc ) ;

(1(1) Voir une généralisation de la notion de dérivation en annexe.
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on peut dès lors poser p \j q u r ===(/? U q) U r.

3° a'^a'yb'-^b' entraînent aub^aub'.

4° CT iUCT2U .. .CTÂ:-! uo^: ̂ ai u^aU .. . ua^-i quels que soient â?i, ^2,. . ., ak-i, ak.

Les opérations * et u sont en outre liées par la propriété :

50 (^^)*(^U5)=(7?*/•)u(^*5)u(^*r)u(ç r*^)
(distributivité de ̂  par rapport a u ) .

THÉORÈME IV. — Soient f : A—^ M une M-filtration sur Vanneau A et D une

dérivation de cet anneau. La fonction f '. A —^ M définie par

/(^)=/(^)u/(Da)

est une M-filtration sur A.

Démonstration. — L'axiome AF3 est manifestement vérifié de même queAF i

si f est séparée ; reste donc à vérifier AF 1 et AF 2. On a

7(a—^') =f{a—a')uf(Da—Da):

or

/(a-^)^/(a)u/(a> et /( Du - Da)^/( Da)u/( Da).

Il en résulte en tenant compte des trois premières propriétés ci-dessus :

f(a - a') >- (/(a) U/(a)) u (/(Da) uftDa)') = (f(ci) U/(Da)) u (/(a) u/(IW» =7(a) U/(«'),

ce qui établit AF 1. Pour démontrer AF 2, on observe que

7(a)*7(a)=(7<a)uAD^)»*r/^ /)u/(Da /)).

ce qui en vertu du 5° n'est autre que

(/(^)*/(<2/))^(/(/a)*/(Da))u^/(Da^*/(^))ur/<Da)*/(Da/))•

Ensuite,
f {a. a } ==y(<z.a')u/(D«.a'-4- a. t ) a ' ) ,
/ (a. a") h/(a) */(</),

f ÇDa.a -+- a.Da^^^Da.a^u/Ca.D^,

/(Da.a')^/(Da)*/(a),

/(Œ.D^)^/(<ï)^/(r>a').

D'où

7(^.a')^(/(a)*/(a))u(/(a)*/(Da//))ur/(Da)*/(a))^7(a)*7(a/},

ce qui achève la démonstration.

La filtrationysera appelée Infiltration dérivée dey par rapport à la dérivation D.

Soient Ai et As deux anneaux munis de M-filtra lions fi '. Ai -> M et fî '. Aa-^ M.

Une application linéaire a : Ai—^ Aa est dite permise si pour tout ai €Ai , on a

/i(ai)^</,(«2), où <22=a(a i ) ;
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on a dans ce cas
a(Aî)cA^, a(B^)cB^ (ii).

Il en résulte que Von peut former le diagramme commutatif suivant :

^\P
o —->• B^ ——> A-? ——> €L^,p ——> o

""i "4 f,,,
o ——> B^? ——> AÇ ——> €iz,p —> o

Dans ce diagramme, les flèches Q-^B^, B/'-^A^ représentent l'application iden-
tique d'un groupe dans un groupe plus grand et €ip->Q indique une application
sur un groupe réduit à son seul zéro (par abus de notation, le groupe réduit au
seul élément o est représenté par o); a'p et a.p représentent les restrictions de a
à B^ et A^. Dans chaque ligne horizontale l'image d'un groupe par une flèche est
exactement l'ensemble des éléments envoyés sur zéro par la flèche suivante, ce
que l'on exprime en disant que ces lignes sont des suites exactes. Un tel
diagramme peut être complété d'une manière unique par une application
linéaire a* : Cti^—^ ^2,p; explicitement, l'application a^ se définit comme suit :
si a^eA^ a pour image Sil=XV^,p(al) e€ii,p, on pose a^(ai) = ̂ 2^(^(01));
celle définition est légitime car si W^^p{a\) == ^Vi.pÇa^,

ai-a,==6ieBî et a(^)<=B^ d'où Ts./,(a(ai)) = ̂ \^{^a\ )).

On dit que a_ s'obtient par passage au quotient et l'on obtient le diagramme
commutatif :

^
o —->- B^ —-> AÏ —-> Cli.,, —-> o

^[ ^i ̂  ̂
o ——> Bq —-> M —-> €Lî,p —-> o

Les a^, Se prolongent par linéarité en une application linéaire unique a* conser-
vant les degrés de l'anneau gradué (fli associé à l'anneau filtré (Ai, /i) dans l'an-
neau gradué .(fia associé à (Aa, /2). Cette application est appelée V application
li ficaire neutre^'1) associée à l'application linéaire permise a.

Deux cas particuliers importants se présentent : i° l'application permise a est
un homorphisme d'anneaux; on dit alors que a est un homomorphisme permis
de (Ai, fi) dans (Aa, /2). 2° on a deux applications linéaires permises % et D, la
première étant un homomorphisme et la seconde une ^-dérivation, on dit alors
que D est une ^-dérivation permise de (Ai, /i) dans (As, /s) (13). Dans le
premier cas, a* est un homomorpbisme de l'anneau ($ti dans l'anneau CXa. En

(n) Tous les groupes, anneaux, applications, etc. définis au paragraphe 2 dans le cas d'un seul
anneau seront représentés par le même symbole affecte d'un indice supplémentaire i ou a suivant
qu'ils se rapportent à (A,, /,) ou (A», /,).

(") «Neutre», c'est-à-dire conservant les degrés.
(13) Dire que «D est une /-dérivation permise » implique donc que « / est un homomorphisme

permis ».
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effet,si ai €Ai,/, et bi'eCXi,ç, on a ,

a*(aibi) == a*(Wi,^(ai) .¥i ,y(6i)) = ̂ ^,,p^(a,.b^)
== y-2,^y(a(a,).a(6i)) = y2^(a(ai)).^.,,,(a(6i))=ûc*(ai).a*(bi).

Dans le deuxième cas, on aura d'abord un homomorphisme %* : ̂ Li->€i^ associé
à ^ et l'on v amontrer que l'application linéaire D* associée à D est une ̂ -dérivation.
Pour cela, soient ai e Oi,p, bi e ($li,,,; il y a lieu d'établir que

D*(ai.bi) = D*ai.^bi-+-/,*ai.D*bi.

En effet, siai=^(a), bi=<F^(6), on a

ai.bi==^y(a.6), D*(ai.bO=^,^(D(a.&)),
X*ai=^,(5ca), X*bi=¥^(x6),
D*ai=^,/,(Da), D*bi= ^,.^(06);

d'où

D*a,.7^bl+7,*al.D*bl=y.2,/,(Da).y2,y(x^)-^- ll^2^(x^)• lI^2.y(D&)
= y.2,^(Da.^-+- îca.Dé) = ̂ ,^(D(a.6)) = D*(a,.bi).

Nous avons démontré le

THÉORÈME V. — Soient (Ai, /i) et (Ao, /o) deux anneaux M-filtrés, CXi ̂  (^2
/e;/7^ anneaux gradués associés. A toute application linéaire permise a : Ai -> As
correspond une application linéaire neutre unique a* : CXi —>- dis ̂ ^ que Von
ait ^^(«(ai)) == a* (^¥1,? (ai)) quel que soit a^ eA^. De plus sien est un homor-
phisme permis d^anneaux^ a* est un homomorphisme neutre', si ^ : Ai—-As
est un homomorphisme permis et D : Ai-^Ao une '/-dérivation permise^ D* est
une •y*-dérivât ion neutre de Cti dans 0X2.

On appellera D* la ^-dérivation neutre associée à la ^-dérivation D.
On a encore le

THÉORÈME VI. — Soient (Ai,/i), (Ao./o) deux anneaux W-filtrés et a une
application linéaire permise a : Ai -> As. Désignons par ©i, cps ̂  applications
canoniques de Ai, As â?<%/̂  /^ anneaux gradués associés respectifs. Dans ces
conditions^ on a toujours pour tout ai eAi,

suivant que
a* (©i (a i ) )== ç2(a(ai)) ou a*(o i (<a( i ) ) =o

/i(ai)=/2(a(ai)) ou /i(ai)-</2(a(ai)).

Cela résulte des diagrammes précédents et des définitions de <pi et ©2-
Plaçons-nous dans les hypothèses du théorème VI. Toute relation additive Si

dans Ai donne lieu par a à une relation S 2== a (Si) dans As. Chacune de ces
relations possède un spectre : l<i dans (fli et 2s dans (Xa, mais ces spectres ne
sont pas liés entre eux par l'application a* comme le montre le théorème VI.
Transformées par a*, les relations de îi donnent lieu à des relations a*^i dans (fia.
Si l'on s'est donné une ^-dérivation D, on pourra former y 2 i et D*2i.

Supposons les anneaux Ai et Aa confondus avec un anneau unique A, Pappli-
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cation identique de A en lui-même (que nous noterons /) étant une application
permise de (A,/i) dans (A, /a). Nous dirons alors que la filtration/i est plus
fine que la filtration /a. Par exemple, la fîltration/du théorème IV est plus fine
que la filtration initiale f. Il existe dans ces conditions un anneau gradué d
associé à (A,y) et un anneau gradué €L associé à (A, f); les théorèmes V et VI
donnent dans ces conditions :

COROLLAIRE I. — Soient (A, f) un anneau M-filtré, D une dérivation de A,
fla filtration dérivée^ CX, CX les anneaux gradués associés à (A,f). (A, f),
i* V homomorphisme neutre de A. dans A associé à Inapplication identique de A
en lui-même. Il existe une i* -dérivation D* : (iX->CX attachée naturellement à
la dérivation D.

COROLLAIRE II. — Sous les hypothèses du corollaire I, désignons par ^ et o
les applications canoniques de A dans €L et d et convenons en outre de
poser [a]==<p(a), (a) == cp (a) pour a€A. On a dans ces conditions

;C*M=(a) ou ;<;*M=°

suivant gué f(a) ̂ f(Da) ou f(Da) -^f(a) et
D*[a]=(Da) ou D*[a]=o

suivant que /(Da) ̂ f(a) ouf(a) -<</(Da).

La dérivation D* permet de dériver les « équations approchées » suivant la
méthode suivante. (On se place dans les hypothèses des deux corollaires.) D'une
relation S dans A on déduit un spectre Z dans CX et la dérivation D* transforme
les relations de 2 en des relations D*2 dans CX; on peut appeler D*I< spectre
dérivé. Bien entendu, S possède un spectre 2 dans ($t; en outre, en dérivant S
on obtient dans A une nouvelle relation Si==DS dans A qui donne lieu à son
tour à des spectres Ï^ et ^i dans CX et (^t; on peut notamment encore considérer
dans €L les spectres -y*^, %*I-i et D*Zi.

Pe^c^que. — Notons / l'application identique de A en lui-même et soit £
^ensemble des fi lira lions /: A -> M telles que D soit une /-dérivation permise
de (A, y) dans (A, f). La filtration f du théorème IV appartient à f et est
moins fine que toute autre filtration appartenant à î .

4. Généralisation. — Les filtrations considérées jusqu'ici prenaient leurs valeurs
dans le complété M d'un monoïde totalement ordonné M, cas déjà un peu plus
général que celui considéré en Topologie algébrique où M est habituellement le
groupe additif des entiers ou des réels (14). On notera que la plupart des propriétés

( 1 4 ) Depuis la rédaction du présent article, des filtrations à valeurs dans un ensemble totalement
ordonné quelconque ont été considérées par R. DEHEUVELS, Tapologie dhine fonctionnelle^ Annals »
of Math^ t. 61, n° 1, janv. IQOJ). Cet auteur ne considère pas d'opération analogue à -^ ni ^e
filtration à valeurs dans un ensemblepartiellement ordonné.
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qui interviennent dans les démonstrations des théorèmes II, III, IV utilisent
l'hypothèse que M est muni d'une relation d'ordre total. Nous allons néanmoins
essayer de nous passer de cette restriction et considérer le cas où M est muni d'une
structure d'ordre quelconque ( suivant l'ancienne terminologie, d'une structure
d'ordre partiel). Ceci nous conduit à utiliser certaines notions de la théorie des
treillis [5] [encore appelés lattices (Birkhoff) ou ensembles réticulés (Bourbaki)].

Une relation d'ordre quelconque sur un ensemble E est une relation que nous
noterons encore ^ définie pour les couples (a, b) d'éléments de E, qui vérifie les
axiomes Or 2 et Or 3, l'axiome Orl étant remplacé par le suivant :

Ori1 : pour certains couples d'éléments a et b de E, en particulier si b === a,
on a : a-^b.

Si pour le couple (a, b) on n'a ni a -^b, ni b ̂ a, les éléments a et b sont dits
non comparables. Comme pour les ensembles totalement ordonnés, on utilise les
notations >^, -<<,>-.

Un ensemble ordonné est appelé demi-treillis s'il vérifie la propriété suivante :

ïr 4 : pour tout couple Ça, b) déléments de E, il existe un élément c tel que :
1° c -^a et c ~^b; 2° pour tout élément d tel que d ̂ a et d ^by on a d ̂ c.

En particulier, un ensemble totalement ordonné vérifie cette condition, c étant
le plus petit des éléments a et b; dans le cas général, cet élément nécessairement
unique sera encore noté au b. Tout demi-treillis se trouve de la sorte muni d'une
opération u et l'on vérifie sans peine qu'elle vérifie toutes les propriétés i°, 2°,
3°, 4° indiquées au paragraphe 3.

Un ensemble M muni à la fois d'une structure de monoïde (dont nous continuons
à noter ^ l'opération) et d'une structure de demi-treillis sera appelé monoïde
demi-réticulé s'il satisfait à la condition MO ci-dessus ( p. 338). Un monoïde demi-
réticulé peut également être complété par adjonction d'un élément oo ; les
structures d'ordre et de demi-treillis s'étendent à ce complété mais l'axiome MO
n'est plus vérifié que sous la forme affaiblie MO^15), Dans un monoïde demi-
réticulé, la propriété 5° du paragraphe 3 n'est plus vérifiée; on a cependant la
propriété plus faible suivante :
( 16 ) (^u6)*(cuû?)^(a*c)u(a*û?)u(6*c)u(6*^).

En effet, s i r c = = a u 6 , y = c u â ? , on a
x "^ a, x -^b, y^c, y ^ d ,

d'où
^*7^^*<^ xiçy-<,aiçd, x i ç y - ^ b i ç c , x^y-<biçd,

ce qui est équivalent à (16) (lt}).

(15) La notion de monoïde demi-réticulé est voisine de celle de groupoïde ordonné définie par
MM. L. Dubreil-Jaçotin, Lesieur et Croisot [5]. Ces auteurs n'imposent pas la condition MO qui
s'avérera essentielle ici, mais seulement la condition MOa (voir [5], p. 128).

(16) On vérifie aisément que si a, 6, c sont des éléments quelconques d'un demi-treillis, leur
réunion aub\jc est un élément d tel que d -î a, d -i 6, d -< c et tel que pour tout élément d' tel
que d' »î ot, d' -i 6, d' -i c, on a d' -< d.Méme propriété pour la réunion d'un nombre fini d'éléments
du demi-treillis.
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Ensuite, M étant un monoïde demi-réticulé, nous appellerons M-filtratton sur
un anneau A, une fonction/définie sur A, à valeurs dans le complété M de M et
satisfaisant aux conditions suivantes :

AFIa : pour deux éléments quelconques a, a'eA, on a toujours

/(a-a)^/(a)u/(a');

AF1& : de plus sif(a) et f(a') sont non comparables,

/(a-a^y^uAa7);

AF2:/(a.a')h/(^)*/(^);
AF3 :/(o)=oo;

cette filtra tion sera dite en outre séparée si elle vérifie

AF4 : /(a) == oo entraîne a = o.

Comme pour les fîltrations considérées au début, on a/(—a) ==/(a) quel que
soit aeA. Comme au paragraphe 2, on définit des sous-ensembles A.P et BP
contenus dans A pour tout p eM (par exemple AP est l'ensemble des a de
filtration >^/?). Les A/' sont des groupes en vertu de AF ia et il en est de même
des B/' en vertu de AF ia et AF 1&. Pour/? -^^r, on a encore

B ^ c A ^ c B ^ c A / » ,

de même les relations (8) et (9) sont également valables ( i 7) . Il n'y a dès lors
rien à changer à la définition de l'anneau M-gradué CX associé à l'anneau M-fîltré A,
ni à celle de l'application canonique

ç : A -> CX.

Le théorème I et les lemmes I et II restent valables sans modification. Quant
au théorème II, bien qu'encore exact, sa démonstration appelle quelques remarques
complémentaires.

LEMME IV. — Soient M un monoïde demi-réticulée (A, f) un anneau
M-filtré, a, 6, c trois éléments de A satisfaisant aux conditions suivantes :
i° a-[-b+c==:o,2° /(a) ^/(6). Sous ces hypothèses, on a f(a) =f(b) U/(c).

Démonstration.— On a /(c) ='f(a +b)>_ f(a} U/(6) =/((?), d'où f(a) ̂ f(c)
et/(a)^</(6)u/(c). D'autre part, f(a) ==f(b -^c)>^f(b)uf(c), d'où la
thèse.

LEMME V. — Soient M un monoïde demi-réticulé, (A, /) un anneau
M-filtré a, 6, c trois éléments de A sastifaisant aux conditions suivantes :
i ° a-}-b+c==o; 2°/(a) -</'(6). Sous ces hypothèses, on af(a) =/(c).

(") Noter que la relation (9) fait essentiellement intervenir la condition MO.

BULL. SOC. MATII. — T. 83, FASC. IV: 23
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Démonstration. — En vertu du lemme précédent, f(a) ̂ f(c). Si f(a) ̂ f(c)
etsi/(c) et/(6) sont comparables, on a/(6) U/(c)^/(a), ce qui est en contra-
diction avec ce même lemme. Si f(a) ̂ f(c) et si f(b) et f(c) sont non
comparables, on a f(a) -== f(b + c) ̂  f(b) U/(c), ce qui est également impossible.
On ne peut donc avoir que f(a) =f(c).

De là résulte le

THÉORÈME VII. — Sou un M monoïde demi-réticulé. Si a, b, c sont trois
éléments de somme nulle dans un anneau M-filtré, ou bien les fdtrations de
ces éléments so?U toutes comparables entre elles, ou bien aucune fillration
d'un de ces éléments n'est comparable à celle d'un autre. De plus si les
fdtrations sont comparables, il y en a au moins deux qui sont égales à la
plus petite.

Les lemmes I, II, IV et V entraînent la validité du théorème II lorsque M est
un monoïde demi-réticule.

THÉORÈME II bis. — Soient M un monoïde demi-réticulé et A un anneau
M-filtré. Le théorème II reste valable sous ces fivpothèses.

Afin de généraliser le théorème III, considérons une relation addilive

( I ? ) a-h &-+-.. . .4- ^ = o

dans un anneau M-filtré, M désignant toujours un monoïde demi-réticulé.
Soient ai, â?2, . . ., ai, les termes de filtration^ intervenant dans (17); désignons
par s la somme des termes de filtration -<^, par r la somme des termes de filtra tion
>- 7?, par u la somme des termes de filtration non comparable à p et par a la
somme a = = < 7 i + . . .+ a,,. On a toujours p -^f(r'}, p -<f(v.),

( 18 ) .s' -+- ai -i-. .. -i- ak -+- r -+- if = o; s -+- y. -+- / • -+- /( == o.

Nous distinguerons les quatre cas (a), (b), ( c ) , (d) ci-dessous :

(a) Si / ( . s )^p, on a f(s) -</(a + r), d'où f(u)=f(s); d'autre part,
f(u + r + s) >^p. En posant — u'== u + r 4- s ou o suivant que f(u + r + s) =p
ou ̂  pi tous les termes de la relation

a, -+- a-t -+-... -h ak. •+- ( u -+- /* •+- s ) = o

sont dans A^ et l'application linéaire Wp donne

( a, ; -+- ( a, ) +... -h ( a.k ) = ( u ) ;

on a en outre
( f{ }-h(V)= 0.

(b)Sif(s)=p, posons s'==—s. On aura f(u) =p ouf(u)^ p ; suivant le
cas posons u'==— u ou u'== o. Tous les termes de la relation ( 18) sont dans KP
et l'on en déduit par Wp :

(ai) -+- (02) -l-...-+- (a^ = (u') -4- (/).
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(c) Si f(s)^p, posons ^==0. On aura de nouveau f(u) =/? oa/(^)>-/?et
suivant le cas nous poserons ^==— u ou u'=^o. Tous les termes de la relation <i 8)
étant dans A^, on en déduit par ^¥p :

(a,)-+-(a,)-h.. .-h (ai) == (^/)-+-(^/).

(d) Enfin, si f(s) n'est pas comparable à /?, on a y(^ + r - { - s ) = / ' ( y.)^- p .
On posera 5'=== o, — u'== u + r 4- ^ ou a'== o suivant que /(^ + /• — s) =p
ou >-/^, Tous les termes de la relation

ai -4- Oa -+-. . . -+- CT .̂ -+- ( « -4- F -+- 5 ) = 0

sont dans A^ et Pon en déduit
( a i )+ (a2) -+- . . . -4 - (a<- )= ( / / ' ) — (.s-').

En résumé, nous avons le

THÉORÈME III bis. — M étant un monoïde demi-réticulé et A un anneau
M-filtré, considérons une relation additive

S==( ï - t -À-+- . . . -4-^==<)

dans l f anneau A et désignons par 7-^1, . .., pu les fdtrations distinctes des
termes de cette relation. Pour chaque i = i , 2, . . ., n, soient :

Si la somme des termes de filtration -^pi ;
7\ la somme des termes de filtration >- pi ;
Ui la somme des termes de filtration non comparable à pi ;
an, 02/, . . ., a^^ les termes de filtration pi.

Désignons enfin par s\ et u\ les quantités définies par le tableau ci-dessous :
si f^i ) -< Ph si /( s^ = pi, si f\[ si ;> >- pi, si /( si ) non comparable, à /?/,

alors : s[= o, alors : s',-=—si, alors : ̂ '= o, alors : ̂ '= o;
— u'i = Ui -+- ri -t- si u\: = — /// u't = — Ui — u\ = f/, -(- /', -4- .ŝ

si f{ui-^-ri-^Si)=pi^ si /(«/)=^,, si /(^()==JD,, si /(//,-h/-,-4-^)=^,
— ̂  = o '̂ = o //^ =o — ^7 = o

si /(«,-+- /•,-»- Si)^-pi. si f{Hi}^ pi. si f{ni}^-pi. si /((/y -h r,--i- A'f) >-/?,.

Z<a relation S entraîne alors les n relations

S,== (a^) -h (a,,) -(-...+ (ax-./) = (5;.) -l- (/z0;

^/i outre, /?o^7' <OM^ valeur de i telle que f{si) -</)/, o/i a

<T,L-=(^)4-(//f) = 0.

On dira encore que les relations 2, constituent les équations approchées
déduites de S ou le spectre de S, on dira que les 07 constituent le spectre auxi-
liaire de S.

En ce qui concerne la généralisation du paragraphe 3, les définitions s'étendent
sans difficulté et les théorèmes V et VI restent valables comme on le vérifie
aisément.
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THÉORÈMES V bis et VI bis. — Les conclusions des. théorèmes V et VI restent
valables lorsque M est un monoïde demi-réticulé.

Il n'en est toutefois pas de même du théorème IV. Soit/: A -> M une fîltration
relative à un monoïde demi-réticulé M; il n'est pas certain que la fonction/définie
par

/(a)=/(a)u/(Da)

soit une fîltration; si les conditions AFI^, AF2etAF3 sont encore vérifiées, il
n'en est pas de même de AF1& si l'on ne fait pas d'hypothèse supplémentaire
sur M. En reprenant les notations de la remarque terminant le paragraphe 3, il
est donc probable que l'ensemble £ ne contient pas une fîltration moins fine que
toutes les autres.

5. Recherche de filtrations, exemples. — L'application des propriétés précé-
dentes à la Physique est subordonnée à la détermination des filtrations dont peut
être muni l'anneau des quantités intervenant dans un problème déterminé. Par
exemple, en Météorologie dynamique se pose le problème de la recherche des
filtrations de l'anneau des fonctions indéfiniment différentiables de l'espace numé-
rique (ou euclidien) R/1. Il nous est malheureusement impossible de résoudre
complètement ce problème, aussi devons-nous nous limiter à quelques indications.

A toute M-filtration d'un anneau A, nous avons associé une famille JTt == (A^).,ç,i
de sous-groupes que nous pouvons compléter par l'ensemble A" des éléments de
fîltration infinie; cet ensemble contenu dans l'intersection des AP est d'ailleurs un
idéal et se réduit à zéro si la filtration est séparée. Nous allons essayer de recons-
truire la filtration à l'aide de celle famille complétée .jn=(A/') „ dont les
éléments correspondent biunivoquement à ceux de M. La famille JTl se munit
d'une structure de monoïde demi-réticulé isomorphe à M en posant

AP-^M si et seulement si p "^q (18),

A/^ iv M= AP^ (l9}.

On notera que les B^ peuvent se définir à partir des A/' par

B/^=l lA'-<.

ï>-p
Î(€M

Nous introduirons encore les notations : AP(pçM) pour désigner l'ensemble des

(1 8 ) Ces notations sont abusives et risquent de prêter à confusion. Il se peut en effet que les
groupes AP et Ai soient identiques pour deux valeurs distinctes de p et q (AP= A'i^ p ^ q ) ;
si p -ï q-, on aura cependant d'après cette convention AP-< Ai. Il ne faut donc pas perdre de vue
que ce n'est pas ^ensemble des groupes AP qui est en considération, mais la famille (A/')/,ÇM.
c'est-à-dire une partie de l'ensemble des couples formés d'un sous-groupe additif de A et d'un
élément de M ( Cf. N. BouRBAKr, Éléments de mathématiques. Livre I, Théorie des ensembles^
chap. II, p. 77, Paris, Hermann, 1954). Au lieu de AP ̂  Ai ou Ar-^ A?, il serait préférable d'écrire
( AP, p ) -^_(Ai, q) ou (AP, p) -{ (A?, q.) afin d'éviter tout risque de confusion.

( 1 9 ) De même, il faudrait écrire (AP, p) -k (A?, q} = (A/^, p •̂  q),
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éléments de filtration exactement égale à/? (cet ensemble pouvant éventuellement
être vide) et A00 == A00.

On a les propriétés suivantes :

i° La relation d'ordre ^< dans la famille (A^)^ç^ est plus stricte que la relation
d'ordre opposée à l'inclusion cnsemblisie :

A/^ A y entraîne A^ 3 A^/ ;

2° Les B^ sont des groupes ;
3° Les A^TrçM) constituent une décomposition de A en classes disjointes,

tout élément apparlenant à une et une seule classe. De plus pour chaque oçM,

A./)^\M^0 entraîne MÇ.AP et A^A/^;

4° A^.A^/cA/^Ay.

Réciproquement, donnons-nous un ensemble quelconque M et une famille
JTl == (A^,çM de sous-groupes additifs de l'anneau A et un idéal 0 = A" contenu
dans l'intersection des A^; supposons JTl munie d'une structure de monoide
demi-réticulé (-< *) telle qu'en définissant les B/' et A/' (pçMu i 3c ; == M) par

(K)) ï ï f ' = { l M , B"=0,
À'/ î- \P

.t •e A/' si et seulement si xçP^P et .c^B/',

les propriétés 1°, "»", 3° et 4° soient vérifiées. La propriété i° implique

\ ~ = \ J A y , B ^ c A ^
\7.^\-

et par suite
A^^B^uA^ B^nA^=o.

La propriété 3° entraîne la suivante : pour tout X ^ M , les A^ tels que A^^A7

constituent une décomposition de A7 en classes disjointes. Supposons qu'il existe
un A^ contenu dans un A/' au sens ensembliste :

(20) A^cA/ '

et que A^ et A'/ ne soient pas comparables pour la relation d'ordre ^; il en
résulte nécessairement que -^ === o; par suite (20) entraîne

A/^A'/ ou Av = ,o'.

A fortiori, si A.'' et A'/ sont identiques en tant que groupes et si A/' et A*/ sont non
vides, c'est que A/' et A^ sont identiques en tant qu'éléments de la famille «Tîl
(donc/? =^ q). On voit que le 3° entraîne une réciproque faible du i°. à savoir

A^/cA/ ' et A'/7^0 entraînent A'/^A^.

La propriété 3° permet en outre de définir une application/: A -^ 5îl en posant
pour x € A :

/(^)=A3 6 si .yeC^Â00, /(a-)=A/' si ./-€A/\
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TttÉOftÈMB VII. — Avec les natations précédentes, la fonction f '. A-> Jït est
une 3\t-filtratioîz et les groupes AP et BP qui lui correspondent sont ceux de la
famille JTZ et ceux dé finis par (19) .

a. Équivalence de j\x)^hP et xç.hP. — SoU/(a-)==A^ oii^eAî; en vertu
du 1°, si A^A^, on a A^cA^ d'où XÇ.KP puisque xç:f(x). Réciproquement,
XÇ.AP etf(x) --= A*? impliquent A^nA^ c(, d'où par 3° A^A^.

^. Équivalence de /(^)>- A^ <?/ .z-eB^. — Soit A^ ==:/.( rc). Si/(;r)>- A/\ on
a ^ e B^ en vertu de (19) et de xç.J\x). Réciproquement, si ;rçB^ il existe
unA^>- A^ telqae .» eA^; on a donc A^rvA^^, d'où/(a;) >-^A^et/(;r)>- A^.

c. Vérification de AF 1^. — Soient deux éléments a*, y dans A, f{x) == A/',
/ (y)=A^,/(^)u/(y) ==A\ OnaA^A^, A^Ay, d'où A^A^ etA^A^;
par suite ^ et y appartiennejit à A' et comme c'est un groupe, x—yeA^; dès
lors en vertu de (a), f^x—y) )*- A-^'.

à?. Vérification de AF 4/,. — Supposons en outre A^ et A^ non comparables,
ce qui entraîne h.5 -^A.^ et A^ -^A^, c'est-à-dire que x et y appartiennent à B^;
cet ensemble étant un groupe en vertu de 2°, on a x—yeB-^, c'est-à-
dire en vertu de (6), f{x—y) ?>- A1.

e. Vérification de AF2. — C'est une conséquence de (a) et 4°.

f. Vérification de AF3. — Immédiat.

La fillration est de plus séparée ou non suivant que Ô se réduit à zéro ou non.
La recherche de filtrations basée sur la recherche de familles iTTL est rendue

compliquée du fait que deux des sous-groupes AP et A^ peuvent être identiques
même si p ^- q. On pourrait se limiter aux cas où cette circonstance ne se produit
pas. Le problème se ramène alors au suivant : dans l'ensemble ^(A) des sous-
rroupes additifs de A, trouver les parties c}Ttc^(A) susceptibles d'être munies
d'une structure de monoïde demi-réticulé satisfaisant aux conditions i°, 2°, 3° et 4°-

Nous ne développerons pas davantage ces considérations qui devraient être
approfondies et nous terminerons par quelques exemples d'anneaux filtrés (seul
ie quatrième est réellement nouveau).

i" Filtration triviale. — Tout anneau A admet évidemment la filtration
suivante : M contient un seul élément a tel que a ^ a , a * a = = a : i l s'agit bien
d'un monoïde totalement ordonné. Pour tout «cçA, on pose f(x) == a si x yé o
et f{x} ==oo si d?==o; ceci est une filtration que nous dirons triviale pour
laquelle A01 == Ay 8^== jo j , A^^A* (ensemble des éléments non nuls). L'anneau
gradué associé s'identifie à A par l'application canonique 9 ; cette filtration
corre?^ ond ù 1111 calcul « approché )> dans lequel la seule quantité « négligeable »
est o. Plus généralement, à tout idéal 0 dans A correspond la filtration / telle
que f(x) ==- a si x^ç. 0 etf(x) == oo si xç. (9; l'anneau gradué associé n'est alors
autre que l'anneau quotient AfO.
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a° Anneaux de polynômes. — Soit R[*Ti, ^2, • • • , Xn\ l'anneau des polynômes
à n variables à coefficients dans un corps K. Pour filtrer cet anneau prenons
pour M l'ensemble (noté habituellement N) des entiers naturels (^ o) muni de sa
structure d'ordre usuelle, l'opération ^ étant l'addition. Il s'agit d'un monoïdc
totalement ordonné et M s'obtient en lui ajoutant un élément oo. Choisissons en
outrer variables x,^ . . ., x,p que nous déclarerons distinguées. Tout polynôme
P de K[;Ti, ;ro, . . ., Xn\ peut être considéré comme un polynôme en les variables
distinguées à coefficients dans l'anneau des polynômes en les autres variables; en
outre P se décompose d'une manière unique en une somme de polynômes

P = P o - 4 - P i - h . . . - 4 - P A ,

où P/ est homogène de degré / en les variables dislinguées. Pour filtrer
K.[^i, ^2; ...^Xn\ on définit /(P) comme le plus grand entier p tel
que Pô === Pi = = . . . = = Pp_i= o si P^o et en posant/(P)-= x si P == o. Le
groupe A^ est celui des polynômes pour lesquels

P , = = P i = . . .=P^ ,_ i=o ;

dans ce groupe -V est l'ensemble caractérisé par la condition supplé-
mentaire P/^T^ o. On a B^r^ A7^1. L'anneau gradué associé s'identifie à l'anneau A
lui-même; par cette identification l'application canonique © de A dans l'anneau
gradué associé consiste à remplacer le polynôme P/,+ P/^i +. . . + PA de
fîltration/) (c'est-à-dire tel que Pp^ o) par le polynôme Pp.

3" Anneaux de fonctions dijfférentiables. — Soit A l'anneau des fonctions
indéfiniment difFércnliables sur l'espace numérique (euclidien) R". On prend
comme dans l'exemple précédent M == N pour les mêmes structures d'ordre et de
monoïde et si u=u(Xi, a?2, - ' - i X n ) est un élément de A on pose f(n)=p
si p est le plus grand entière tel que la fonction et ses dérivées partielles jusqu'à
l'ordre p—i soient nulles en un point XQ fixe mais choisi arbitrairement (par
exemple l'origine). Ceci est bien une filtra tion; elle n'est pas séparée et l'idéal
des fonctions de filtration infinie est celui des fonctions qui sont nulles en j"o
ainsi que toutes leurs dérivées. Au lieu de choisir un seul point, on peut choisir
un sous-ensemble E dans R" et remplacer dans la définition dey^cn un point XQ »
par « en tout point de E)>. Dans le cas d'un seul point XQ, l'anneau gradué associé
s'identifie à l'anneau des polynômes à n variables et à coefficients réels ; l'appli-
cation cp consiste à remplacer la fonction u par le premier terme non nul de son
développement taylorien.

Toutes les fîltrations précédentes sont relatives à un monoïde totalement
ordonné; les exemples où M n'est que partiellement ordonné sont plus difficiles à
obtenir. Il n'est certes pas difficile de construire des monoïdes demi-réticulés mais
lorsqu'on cherche une fonction dont on voudrait faire une M-filtration, on
s'aperçoit que la condition AF l/, est malheureusement fort draconienne. Il n'est
d'autre part pas possible de S en passer puisque c'est grâce à elle que les B^ sont
des groupes. On peut espérer pouvoir construire des fîltrations de ce type sur
l'anneau des fonctions indéfiniment différcntiables, mais il ne nous a pas été
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possible d'en construire une seule. Voici cependant un exemple relatif à un autre
anneau.

4° Filtration à monoïde non totalement ordonné. — L'anneau A considéré
est celui des symboles

<2o-+- &\a\ •+- £3 oq,

où ao, ai, as sont réels et £1; £2 des symboles hypercomplexes admettant comme
table de multiplication ^^= ̂ a)2^: £1 .£3 == o. Autrement dit les opérations
dans A sont définies par

( OQ -4- £1 rti -+- £2 <22 ) — ( ̂ 0 -+- £l ^1 -+- £2 b-ï ) = ( «O -1- bo ) -+- £l ( Oi -4- &i ) -1- £.2 ( Os -h &2 ),

( «o -4- £1 Oi -4- £2 <72 ) . ( bo -4- £l ^1 -+- £-2 ^2 ) = Oo &0 -4- £l ( ̂ 0 ̂ l -+- â?l ^0 ) -+- £2 ( «O ^2 -+- <^2 ^0 )•

Soit P la droite projective numérique réelle ( 2 0 ) et désignons par M le monoïde
commutatif N^, c'est-à-dire l'ensemble des monômes commutatifs de degré fini
en les éléments de P. Tout élément de ce monoïde peut encore être considéré
comme une fonction qui associe à tout point de P un entier naturel nul sauf au
plus un nombre fini de fois ; la somme des valeurs de cette fonction est le degré
du monôme. Tout point p e P définit une fonction égale à un en p et à zéro
ailleurs; le monôme de degré un correspondant sera identifié à p . Le monôme
correspondant à la fonction identiquement nulle sera noté 1. Si les monômes a
et P sont définis par des fonctions /a et A, on notera a^p le monôme associé à
la fonction (/oc +/?)?' en particulier on aura pour tout monôme a : l^a=a. On
conviendra que aj^3 s'il existe un monôme y tel que a ^ y = = P ; donc pour tout
a, 1 j^a. Ces conventions font de M == ' N ( Î ) un monoïde demi-réticulé. Deux
monômes de degré un sont non comparables ou identiques.

Soit ensuite f \ A -> M la fonction définie comme suit :
y(<2o-l- £1 CTI •+- £2^2) = 1 si û?o 7^ o
/(£i<2i-h £2<a?2) =7?(<7i, a») si ai ou a'^-^. o,( '2 1 ),
/(o)= ^.

Cette fonction est une filtration séparée du type défini au paragraphe 4; A1 est
l'anneau A entier; pour tout pointa =p ( û ^ i ? ^2), A/7 est le groupe des éléments
de la forme

£.1 (<2.ai ) -+-£2(0.^2) où a est réel;

on peut l'identifier à la droite numérique R par l'application biunivoquc
ûùy, : A^—^R, telle que

(j^(£iai-+- £2^2) = <^i si p ^ p { o , i ) ,
^p ( £1 «i + £2 ^2) = ^2 si p = p { o , î ) .

( 2 0 ) C'est-à-dire que P, est l'ensemble obtenu à partir de l'espace numérique R2 à deux dimensions
dont on a retiré le point (0,0) en passant au quotient par la relation d'équivalence

(.r, y ) ̂  (x\ y ' ) s'il existe un nombre réel a -^ o tel que x ' = a.x et y ' = a.y.

.r, y ou x ' y ' sont des coordonnées homogènes du point correspondant que nous noierons
^(^.^(^^(^y)]-

( 3 1 ) On pose o -^ i^a^-}-s.^a^-=: Siû^-f- £2^2» o -+• £i0 -+- e,.o == o.
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L'anneau gradué associé €L est la somme directe de la droite numérique R que nous
noterons Ri et de la famille des groupes (A^)/,çp, chacun d'eux s'identifiant par w?
à une droite numérique notée Rp. L'application canonique 9 : A—^ €L consiste à
remplacer (0,0 + £i <ïi + £2 a^) par ao € Ri si cette quantité est non nulle par ai e R^
si â?o==o et ai^o, par as€Ry, si ao==a i==o et a^^éo, enfin par o
si 0.0===-cii== ci'i^= o. Au point de vue multiplicatif, €L se comporte de la
manière suivante; le produit de deux éléments de Ri est leur produit dans Pi iden-
tifié à Ri; le produit d'un élément de Ri par un élément de Ry,(/?€Pi) est leur
produit dans R identifié à Ri et Ry,, ce produit étant considéré comme appartenant
à R^, ; enfin le produit de deux éléments appartenant à Ry, et R , ( p et// quelconques
dans P) est toujours nul.

ANNEXE.
DÉRIVATIONS ET HOMOMORPHISMES.

Soit % un homomorphisme d'un anneau Ai dans un anneau A.j. Toute /-déri-
vation de Ai dans As admet encore l'interprétation suivante. Désignons par
L(Ai , Ao, %) l'ensemble des symboles

<ïi -+- £ «a ( ai € A i . rt.2 e A i ).

On fait de cet ensemble un anneau en convenant que

( f/i -+- & ff; ) -+- ( bi -+- 3 b.^ ) = ( <7i -+- h i ) -h £ ( a.^ -+- b^ ).

(<7i -h £<7.j).(6i -i- zh . i ) = c/i .b^ -h £ ( /(</ i }.b-i-\- a».y ( b^ )).

(Cette multiplication est associative parce que / est un homomorphisme). Les
éléments o + £^2 que nous noterons encore £0:2 sont en correspondance biunivoque
avec les éléments de As et constituent un idéal 1 dans L(Ai, As, %). Cet idéal est
isomorphe additivement.à As mais non multiplicativement, puisque la multipli-
cation de deux éléments de 1 donne toujours zéro (P^ro). On appellera
L(Ai, As, %) V algèbre locale associée au triple (Ai, As, ^).

Soit D une ^-dérivation de Ai dans As et posons pour tout a € Ai ,

Ap (a) == a -f- s.Da.

En vertu de la définition d'une dérivation, l'application //n : A i — ^ L ^ A i , As. /)
est un homomorphisme d'anneaux. Réciproquement, soit h un homomorphisme
de Ai dans L(Ai, Ao, %) que l'on peut toujours décomposer en deux applications
linéaires hi : Ai-^Ai et As : Ai-^-As telles que

/ i ( ^ )=Ai (a ) -+ -eA , (^ ) .

En exprimant que h est un homomorphisme on obtient

h(a.b)=h(a).h(b),
Or, on a d'une part

A ( a . 6 ) = /< i (CT.6 ) - t - / t 2 (Œ.6) ,
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•d'autre part

Â(a).A(6)=(^(a)+£A,(a)) . (Ai(6)+£A2(6)) ,
=Ai(a).Ai(6)+£[^(Ai(a)).A2(6)+^(a).5c(/i i(6))].

Par suite,
h^a.b)=-h,{a).h,(b),

h,{a.b) = ̂ (^)].^(6) -h ^(a).^[A,(6)].

On voit que hi est un homomorphisme de Ai en lui-même et que si c'est l'homo-
morphisme identique, Àa est une ^-dérivation de Ai dans Aa. Les homomorphismes
h : AI--^L(AI, As, %)pour lesquels hi est l'identité seront appelés homomor-
phismes locaux. On a le

THÉORÈME VIII. — Les -^-dérivations de Ai dans Aa correspondent biunivo-
quement aux homomorphismes locaux de Ai dans Vanneau locale (Ai, Aa,^)(22).

Soit M un monoïde quelconque et supposons que les anneaux Ai et As soient
munis de M-graduations définies par des sous-groupes Ai,^ et A2,ya( /?€M)* Si
l'homomorphisme ^ et la ^-dérivation D sont neutres, on peut se borner à consi-
dérer dans L(Ai, As, ^) le sous-anneau L^(Ai, Â2, ^) engendré par les
sous-groupes Ai, p + s. A.j,p (23),' l'image de Ai par ho est en effet contenue

( 2 2 ) La notion de dérivation admet la généralisation suivante. Soit A un anneau et E un groupe
abélien noté additivement. Supposons que l'on ait défini deux lois de composition externes sur E
admettant l'anneau A comme domaine d'opérateurs et supposons que pour l'une de ces lois, E soit
un A-module à gauche et pour l'autre, un A-module à droite (BOURBAKI, Algèbre^ chap. I t) . Nous
dirons alors que E est un A.-bimodule', le composé d'un élément aeA et d'un élément ;r€=E po.ur
Sa première (resp. la seconde) de ces lois sera noté a j sc(resp. x |_«). Par exemple, si E est lui-
même un anneau et si ç et ^ sont des homomorphismes de A dans E, on défini t sur E une
structure de A-bimodule en posant

aj.r=ç(a).a7, x \_ a = x.<\/{a) (aç\,xçE).

Ceci ét.'mt on peut appeler dérivation de A dans le h.-bimoditle E une application D de A
dans E telle que (a, bçA.}

i° D(a -+- b) = Da -4- D6,
2° D(Œ.6)==Da l_&4-aJ Db.

Lorsque E est un anneau et que la structure de A-bimodule sur E est définie par des homomor-
phismes ç> et ^, D est appelée une dérivation gauche de type (y , ^) de A dans E (C. Chevalley,
[ 2 j , P . ^ 4 ) .

Lorsque E est un A-bimodule quelconque, l'ensemble L ( A , E ) = A - + - e . E se munit d'une
structure d'anneau analogue à celle des anneaux locaux du texte et à une dérivation D : A->-E
correspond un homomorphisme « local » AD : A -> L(A, E) et réciproquement.

On a en outre la notion suivante de M-filtration sur un A-bimodule E lorsque A est un anneau
muni d'un M-filtration / (M étant un monoïde demi-réticulé) : ce sera une fonction 1 : E -> M
vérif iant AF1,,, AF 1^, AF3; A F 2 étant remplacé par

AF2 7 : f(aj x ) ^ f { a ) i ç î { x ) , î{x |_ a) ^ î(x) */(a).

On peut étendre les résultats du texte à ces types de dérivation et de filtration.
( 2 3 ) G; et Os étant des sous-groupes de A^ et A;;, nous noterons G^-he.G; le sous-groupe des

•éléments de la forme g ^ ^ - g ^ où g'i^G^ g^çGy
Si ç et ^ sont égaux à un même homomorphisme %, on a la notion de /-dérivation introduite

ci-dessus.
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dans LA (Ai, Aa, ^). Ce sous-anneau est M-gradué par les groupes Ai,p-+- e.Aa^p;
nous l'appellerons la diagonale de l'anneau local L(Ai, As, ^), d'où le

THÉORÈME VIII bis. — Lorsque les anneaux Ai et As sont ^.-gradués et que
l^ homomorphisme ̂  est neutre^ les -^-dérivations neutres de Ai dans As corres-
pondent biunwoquement aux homomorphismes neutres locaux de Ai dans la
diagonale LA (Ai, As, %) de Vanneau local associé au t^iple^(A^^ As, ^).

Supposons maintenant que M soit un monoïde demi-réticulé et que les
anneaux Ai et Aa soient munis de fdtrations fi : Ai-> M e^fi '- Aa—^ M telles que y
soit un homomorphisme permis de Ai dans Aa. Nous dirons qu'une M-filtration^/
sur l'anneau local L(Ai, As, ^) est compatible avec fi et^ lorsque les conditions
suivantes se trouvent remplies :

i° l'application a^—> ai+ £.0 de Ai dans L(Ai, As, ' / ) conserve les filtrations :
/(ai-+-£.o)==/i(ai);

2° l'application linéaire a^—^ z.a^ de As dans L(Ai, Aa, ^) est une application
permise : f'î(a^)-<f(ea^);

3° si/i(ai)^/<i(a2), on a/(ai+£.02) =/i(ai).

Siy est une filtration de L(Ai, As, ^) compatible avecyi et /2, on a nécessai-
rement

/(cri-+-£.a2)>^/i(ai)u/2(o2).

De plusyi(^i) etf'î(a^) sont non comparables, on a

/(^+£a,)>-/i(<i,)u/,(a,).

En effet, soient q ==/i (ai), r ==f^ (aa), p == <7 U r{p -^ ^, /) ̂  r), ^ ==/(ai + £. o),
p ==/(o -4- £.CTa)>- r; si ^ et p sont comparables, par exemple p ^ ^ ^ ^ p ^ p ) " /^
d'où /(^i +£^2)^- /> ; si ^ et p sont non comparables, /(ai-h £«2) )"- ' / . ^ P ^ P -
De même, si/i(ai)>- ^, ^(a'j,) >-/?, /(ai -1- ? .-^)^/>.

On remarquera d'autre part que les conditions i° et 2° impliquent la suivante
moins forte que la condition 3° : si ^(ai) ^^2(^2), /(«i 4-£.02)^/1(01) et
si/ i(ai)^/2(a2),/(ai+£.a2)==/*(ai) (lemmes IV et V).

Lorsque M est totalement ordonné, la fonction y: L(Ai, Aa ^)-^M telle que

(21) /(ai+ea2)==/i(Œi)u/2(ûF2)

est une filtration compatible avecYi 01^2 et c'est même la plus fine des nitra tiens
compatibles. Dans le cas général, cette fonction vérifie AFIo, AF2, AF3 mais
pas AF 1&; elle n'est donc pas une filtration.

Soient (Ai, /i), (Aa. /a) des anneaux M-filtrés, ^ et D un homomorphisme
permis et une ^-dérivation permise de (Ai,yi) dans (Â2, /2 ) î on supposera qu'il
existe sur l'anneau local L(Ai, Aa, ^) une filtra tion f compatible avec j\ etf'^.
On désignera par ($ti, (fl2, G === ^?/(Ai, As, %) les anneaux M-gradués associés
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à (Ai,/i), (A,,/,), (L,/) et par 9, :A,->cXi, cp, : A,-^ cl,, <p :L-^ les
applications canoniques correspondantes. Aux applications ^ et D correspondent
respectivement un homomorphisme neutre ^ : (̂  (̂  et une ^-dérivation
neutre D :d^a,; à D on associe d'autre part Phomomorphisme local
;^-^-MAi, A,, ^) et à D* Phomomorphisme local neutre h^ de ̂  dans
la diagonale L,(a., CX,, ̂ ) de l'anneau local L(CX,, 0^). Du caractère permis
de la dérivation D et de la compatibilité de la filtration / avec f, et/, il résulte
qae h, est un homomorphisme permis et qu'il lui correspond un homomorphisme
neutre h,, : Cli->^(Ai, Ao, y). A

THÉORÈME IX. — Avec les notations ci-dessus introduites, on a les diagrammes
com-mutatifs suivants :

n hl)

^\ A,-->L(A, A,,/J
h^ / \ ^ | ?i ? (23)

^ ^ \ 4- A. 4-
^A(eii, a^ ̂ )-^.(A,, A,. ^) a.,- ->-^.(A,, A,, /j

o^ ̂  ̂ ^7^ un homomorphisme naturel de L^CXi, Cl,, y/) ̂ /^ X^ (Ai, A^, 7).

Démonstration. - Dans A,, A,, a,, a. nous utiliserons les notations des
paragraphes 2 et 3 (A,,,, B,,,, A,,,, etc.) Dans L(A,, A., y), nous noierons L. le
sous-groupe des éléments de filtration ̂ p et R/- celui des éléments de filtra tion >- /.
La graduation de ̂ (A,, A,, y) sera définie par des sous-groupes ̂ , isomorphes
aux LP/KP et l'on notera ̂  l'application canonique ̂  : L/--. X ,̂

En raison de la compatibilité de / avec f, et /„ les sous-groupes A^+ e.M;
e tB^+£ .B? de L(Ai, As,y) sont aussi des sous-groupes de T^ et K^. D'autre part'
LA(^I, ^2, ̂ ) somme directe des groupes ai,p+£.a^=A^/Bi ^+£.A., ,/Bo 1
s'identifie naturellement à la somme directe des quotients (A^+ e.A^B^+lBn^
soit ̂  l'application canonique qui résulte de cette identification : 2

L'homomorphisme /^ envoie tout élément de A^ dans A^+ £ A^c l^- de même
il envoie tout élément de B^ dans B^ + s. B? c K.. Il en résulte que h/restriction
h^de h^ àA^ se compose de l'application identique ̂  de Af+ g. A^ dans LP et d'une
application ^ : A^ A?+s.A^ [telle que pour açA^ k'^a) == h'^o) (-l-)1•
on notera par un accent les restrictions de h^ ^ et i, respectivement à B^, B^
et B^+e.B^. La situation se résume alors pour chaque valeur depçM dans les
diagrammes suivants où les applications h^\ h^ et /; sont obtenues par passage

( 2 3 ) On distingue ici une application / d'un ensemble A dans un ensemble B d'une appli-
cation/ de A dans un ensemble C contenant B même si pour tout O€A , f(a)=f(a) Sans
cette distinction on risqueraitde confondre k^ (qui est égal à Ag.) et h^ (qui est en général
différent).
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au quotient (§ 3) et où les lignes horizontales sont exactes :

\ ... .„ ^P

(24)

(25)

0 - —>-

\ M\ ca^
\A-,?

^B//-t-£.

< /^
^ L/^ ^ ^

^i.r,
0——->-

0-^B//

o——>

B^ -> A^

1^ ^4- ^
-Ke.B^-^Aî-i-Ê.AÇ

^ ̂  -1 ̂
KP --> LP

\hV fAg

BP —-> À^ —->

B/^ H

-^ /^ ^

\A-,/)
\\f^^\^

—->

Qp—> cXi

^

^ î

^1^ ——>0

\^
Y

,^H- s.els.^-^o

.,/ï
-e'c —^o

l̂./, ——>0

A?/

^'

^/D-

^ai.^-4-s.a,

Le diagramme (24) est commutatif ainsi que les deux premiers triangles
de ( a f ) ) ; il en résulte que le troisième l'est aussi, c'est-à-dire que l'on a

h',; == /^ o h^.

Les applications linéaires A^*, Ag«, /„ se prolongent par linéarité en des appli-
cations neutres /^, A,)*, i" qui donnent lieu au diagramme (22) et on sait que
les deux premières sont des homomorphismes (théorèmes V, VIII et VIII bis}',
il est facile de vérifier qu'il en est de même de i*. Enfin, en vertu de la compati-
bilité de la filtration f avec fi et ^2, Fhomomorphisme h^ conserve les filtrations
et pour tout élément 0,1 € Ai de filtration fi(a^) ==/>, on a donc

?i ( «î ) = ̂ Fi,/- ( ci\ ) et c ( AD ( «î ) ) = T/. ( AD ( <^i ) ) ;

le diagramme (2.3) se déduit alors de cette propriété et du diagramme (24 ). ce
qui achève la démonstration d.u théorème IX.

Dans le cas où M est totalement ordonné et où la filtration y est la fonction
définie par (21) , on a

L/^= A^-hS.A^, K^= B/ / -h&.B/ ; ;

la troisième ligne du diagramme (24) est alors identique à la précédente et /,, est
l'isomorphisme identique; le diagramme (22) se réduit alors à la propriété

AI)*=AD.

Remarque. — Lorsque f et ' g sont deux fîltrations surL(Ai, As, y) compatibles
avec fi et /2 et que/est plus fine que g. l'application identique de L(Ai. As, //)
induit un homomorphisme neutre 0^y:X°/(Ai . Aa. ' / ^ -> .C^Ai, A^, 7). On
peut prendre la limite projective ( 2 l ) G des €f par rapport aux ô^y et vérifier

( 2 i ) Ce qui conserve un sens même si les/ne forment pas un ensemble ultrant.
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que G satisfait à des diagrammes analogues à (22) et (a3). Bien entendu si
parmi les filtrations compatibles il en existe une f plus fine que toutes les autres y
S est isomorphes à ^f.
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