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Bull. Soc. Math. France,
83, ig55, p. 225 à 25o.

SUR QUELQUES PROBLÊMES AUX LIMITES RELATIFS
A DES OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS EtLIPTIQUES ;

PAR J. L. LIONS.

Introduction. — Le but de cet article est l'étude de quelques problèmes aux
limites relatifs à des opérateurs différentiels elliptiques.

Le paragraphe 1 donne un théorème général [généralisation de Schwartz [3] ou
Lions [ l](chap. I, § 1)].

On donne aux paragraphes 2 et 3 quelques applications de ce théorème.
Le paragraphe II résout, en utilisant des notions introduites dans Deny-Lions [1 ].

des problèmes aux limites relatifs à des opérateurs différentiels elliptiques du
n

deuxième ordre, du type A =— ̂  ,— (^gij•-.—)(alors que la théorie donnée dans

Schwartz [3] ou Lions [1] n'était applicable qu'à des opérateurs du type A — £.
6>0).

Dans le paragraphe III, on résout pour des ouverts bornés particuliers des
problèmes aux limites laissés en suspens dans Lions [1] (chap. I, § 2), relative-
ment à l'opérateur A2 + i.

Il y a évidemment d'autres applications possibles du théorème général du para-
graphe I; on ne les a pas traitées ici, pour essayer de mieux dégager l'essentiel.
On a aussi laissé de côté les questions de stabilité et les applications aux pro-
blèmes mixtes, questions que l'on peut traiter comme dans Lions [1].

Les résultats du paragraphe II ont été annoncés dans Lions [2].

I. — Un théorème préliminaire.

1. Notations. — On désigne par Q un ouvert quelconque de R" ( A ) , par (P(i2)
l'espace des fonctions indéfiniment différentiables sur îî, à support compact
dans û, muni de la topologie habituelle (cf. Schwartz [1 ]). On désigne par (P'(îî),
l'espace dual de C0(û), espace des distributions sur Î2.

On considère un espace V de distributions sur Î2; cet espace est muni d'une

(*) Tout ceci se généralise sans difficulté nouvelle, par la méthode de Schwartz-Lions [1] au cas
de certains espaces fibres, en particulier au cas d'espaces de Riemann, et pour de» systèmes
différentiels.
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structure préhilbertienne séparée ou non, c' est-à-dire, d'une forme sesquili-
néaire (2) M, P—^ ((^ P))i, qui vérifie

( 1 . 1 ) ((«, p))i== ((p, M))i pour tout M, ^6 V et ((M,M))i^o.

On suppose que <î)(û) est contenu dans V, avec une topologie plus fine que
celle induite par V [la topologie de V est définie par ((u, v))i]'y on suppose que
si T est dans V, la distribution complexe conjuguée T est aussi dans V.

On donne maintenant sur V x V une deuxième forme sesquilinéaire
^ ç-^^u^ P))a, que l'on suppose continue et hermitienne [c'est-à-dire que
((u, ^))2== (((^ u))î pour tout u, ^€V]. . • •

On pose
(1 .2 ) ((U, P))=((tt, P))l-+-t'((M, P))2.

La formé sesquilinéaire u, v->• ((u, ?)) est continue sur V x V, donc il existe
une constante G telle que

[((M, p))[^C((^ M))i((P, P))i pour tout « ,P€V.

On va maintenant introduire la structure pré-hilbertienne séparée associée à V
e t ( ( M , F ) ) i .

Pour cela, on introduit l'espace Z des éléments z de V tels que

(1.3) ((^, ^))i==o.

Posons

(1 .4) v = V / Z ;

si u, î^eV, et si u est quelconque dans u, v quelconque dans î^, on peut poser

(1.5) • ((S, ̂ l^^ p))!?

ce qui munit ^ d'une structure préhilbcriienne séparée. On fait maintenant
l'hypothèse fondamentale suivante :

(H) L'espace V est un espace de Hilbert pour ((S, ̂ i.

Comme ((^, ^))2== o, quel que soit z dans Z et v dans V, on peut poser

(1.6) ((S, ?'))=((«, P)), ^eS, peî?,

ce qui définit sur V x V une forme sesquilinéaire continue.
Voici un lemme immédiat qui nous sera utile :

LEMME l.i. — On suppose que (H) a lieu\ Soit î^-^X(^) une forme semi-

linéaire continue sur V. 77 existe dans ̂  un élément 'u et un seul tel que

(1.7) X(P') ==((%, F)) pour tout î? 'dans V.

( î ) C'est-à-dire ( (^ , ^) ) dépend linéairement de M, et semi-Jinéairement de v [dor"
((u, \v))=\((u, v))]. ,
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Démonstration. — Puisque 'V est un espace de Hilbert pour la structure
((%, îî))i il existe un élément I dans ^v", et un seul, tel que

X(îr)==((r, (?))i pour tout î ïeV

[ce qui montre le lemme si ((^, ?)) est hermitienne].
De même, il existe H ^ unique dans V tel que

((2, î?))2=((HS, î?))i pour tout i T e v ,

et ceci déunit H, opérateur linéaire continu de V dans lui-même, et hermitien
pour la structure ((S, ^))i.

L'équation (4 .7 ) équivaut alors à

( i - h ( H ) S = = ? ,

équation qui admet une solution unique

%=(!-+- îH)-1^.

C. Q. F. D.

2. Problèmes aux limites. — Soit Q un espace vectoriel topologique locale-
ment convexe, avec

(2.i) ^(Q)cQc^(Q) (3),

d[)(û) étant dense dans Q.
L'espace dual de Q, soit Q^, peut être identifié à un sous-espace de (jy(iï),

t0(î2) étant faiblement dense dans Q' :

(à.2) (©(Q^Q'c^Q).

On suppose que si T est dans Q (resp. Q') alors T est dans Q (resp. Q').
On donne un sous-espace vectoriel ^ de Q', de dimension finie, tel que

si Ç € ̂ , alors Ç est dans ^.
On désigne par Q^ (resp. C^) le sous-espace vectoriel fermé de Qjresp. c0(î2)1

formé des y tels que

(2.3) < / , ^>=o pour tout Çeg

(le crochet désigne la dualité entre Q et Q').
On donne maintenant deux opérateurs linéaires A et B, de la façon suivante :

(2.4) AeJ?(^;V) (^),

(2.5) B == opérateur linéaire de V dans Q<^, continu ou non.

(3) EcF signifie que E est contenu dans F avec une topologie plus fine.
(4) De façon générale, on désigne par -<?(E; F) l'espace des applications linéaires continues de E

dans F.
SULL. SOC. MATH. — T. 83. FA8C. III. 15



On suppose que, pour tout 9 e d^, on a

(^e) B A ç = < p .
On désigne par Q, l'espace des éléments/de Q' tels que

(^•7) \ffKz/==o pour tout zçZ.

Si/est donné dans Qp, on a

</,B(c--+-^)>=</,B7>,

donc </, Br> ne dépend que de ^. On fera alors l'hypothèse suivante :

( 2 •8 ) la forme î? -^ </, B7 >, /e Qo, est continue sur .̂

On donne maintenant un opérateur A (qui sera un opérateur différentiel dans
les applications) :

(^•O) A€J?(V; <JD'(Q)),

qui est supposé vérifier

(2-10) ((u, A Ç ) ) = = < À M , ç > pour tout çe^..

Remarque 2. i. — Si ^ == { o }, alors A est défini par la forme ((^, r)) et A;
en effet, o-^((^, A^)) est alors une forme semi-linéaire continue sur CD(Î.Ï),
donc du type < A M , <p>, ce qui c'éfînit Au e ̂ (î2), et A.

LEMME 2.i. — L'opérateur A c^ 'plique Z (^Œ/I^ ^.

Démonstration. — Soit .?€Z; alors ((^, A<p) )==o pour tout 9 e ̂ ,, donc
< A ^ , o > = : o pour tout 9 € ̂ , c'est-à-dire que AJZ est dans (^)-)°
ensemble polaire de % dans ^(^). Mais ^= ^° par définition, donc
A^e g00 == bipolaire de ^. Comme g est de dimension finie, il est fermé
donc ^°°=^, donc Azç^. c. Q. F. D.

Espace ^€. — On désigne par ^€ l'espace (peut-être réduit à { o } ) des éléments u
de Y tels que Au soit dans Q'. On le munit de la topologie la moins fine telle que
les applications u -> u et il->Au soient continues de tfC dans V et Q
respectivement.

Notons que Z est contenu dans ^C, car si z est dans Z, alors A;s est dans %
( lemme2. i ) e t^cQ'(8) . On a évidemment A e^(^C; Q').

Espace N. — On désigne par N le sous-espace de ^C, formé des éléments u
tels que

( ^ • i i ) <A^, B"̂  =((«, ?)) pour tout ve\.

Si ?^ est dans ^€, et si p est dans V du type v = Â9, 9 € ̂ , alors (2.11) a lieu.

(5) On voit déjà que if€ n'est pas réduit à { o } si Z n'est pas réduit à { o} .
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En cllet, BAo == <p, le premier membre vaut ^ A M , (p^. Le deuxième est (ÏM, Ao)).
Il y a égalité par définition [cf. (2. io)].

L'espace N est mani de la topologie induite par S€. On a le

LEMMK 2.2. — ^espace Z e^ contenu dans N.

Démonstration. — On a déjà vu que Z est dans ^C. Reste à montrer que si
u == z € Z, alors (2.11 ) a lieu. Or le deuxième membre est nul. Mais (lemme 2. i )
A^ç^ , et par (2.5), B^€Q^, donc^Az, B^)>==o, d'où le résultat.

Étudions l'image de N par A. On a

<^AM, B-z)> = ((«, -z)) == o pour tout ,zeZ,

donc par définition de Qo [c/. (2.7)] on voit que Au est dans Qy. Donc

(-2.12) À € ^ ( N ; Q o ) .

Espace JC. — On donne un espace JC de distributions sur i2 et un prolon-
gement de A, encore noté A, à l'espace JC, de sorte que

(-2.13) À€J?(JC; Q').

Problème aux limites. — On appellera « problème aux limites » le problème
suivant :

Problème 2. i. — Trouver U dans JC, solutior de

(-2.10 À U = F ,

où F est donné dans Q', avec les conditions aux limites (c)

(â.i'-)) A — U e N ,

où // ust donné dans c?C.
Ce problème sera résolu au numéro suivant.

3. Résolution des problèmes aux limites. — Le problème 2.i va être résolu
sous l'hypothèse (H) (p. 226)., et sous une deuxième hypothèse (H') que l'on va
préciser. Rassemblons ces deux hypothèses :

(H) L'espace V est un espace de Hilbert pour ((5, ^))i.
(IF) L'opérateur A applique Z sur ^.

THÉORÈME 3.i. — On suppose que les hypothèses (H) et (ïT) ont lieu. La
condition nécessaire et suffisante pour que le problème 2. i admette une solu-
tion est que

(:t.i) < À A — F , ï T 3 ^ = o pour tout zeZ.

Dans ces conditions, si Ui est une solution du problème^ toutes t^l^solutions
sont données par Ui + s, -s € Z, tel que Az == o.

( 6) Ceci est une définition, qui sera justifiée sur les exemples.
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Démonstration. — a. Posons u == h —U. Le problème 2. i équivaut alors à
trouver u dans N, solution de

(3.2) A^=/,

où /== A À — F est donné dans Q\
b. Comme A applique N dans Q^ [(2. 12)], il est nécessaire, pour que (3.2)

puisse avoir une solution, que/soit dans Q'^, donc que Pon ait (3. i).
c. Cherchons les u dans N tels que A M = = O . On doit avoir ((u, u)) == o,

donc ((;/, ï ^ ) ) i==o , donc u e Z, et comme Z est dans N, toutes les solutions
dans N de Au == o sont les z tels que Az ===: o. Ceci montre la dernière partie du
théorème.

d. Il reste à montrer ceci : si/est donné dans Q^, alors il existe u dans N
solution de (3.2).

Si u est une solution de (3.2), alors, pour v quelconque dans V, on a

((K, P))=<^/, B^)> pour tout P e V.

Comme/est dans Q'o, on a

</,B(P-^)>=</,BT>,
on peut donc poser

(3.3) </,FP>==X(Î?),

et l'on a supposé [c/. (2.8)] que X(?5) dépend continûment de î\ II en résulte,
d'après le lemme 1. i , qu'il existe un élément u et un seul dans V, tel que

(3.4) ( (%, 7))= X(î?) pour tout î^eV.

Par conséquent, si (3.2) admet une solution, la classe u de u dans V est /a
solution de (3.4).

Il reste à voir si l'on peut trouver dans u un représentant qui soit dans N et
vérifie (3.2). Pour cela, prenons Ui quelconque dans û\ donc z^eY, et vérifie

(3.5) ((î^., ?)) ==</, BT^> pour tout peV.

Donc (3.5) a en particulier lieu avec v ==A(p, 9 € (J^^. Alors B^ === 9, de sorte
que (3.5) donne

((^i, A<p))=<A^,o>=</ ,^>,

et ceci, pour tout 9 € < ,̂ donc

(3.6) A^-/==Ç€^.

Il en résulte que u^ est dans N. En effet, soit v quelconque dans V. Alors B c
est dans Q^, de sorte que

< ^ B 7 > = = o .
Donc (3.6) donne

< À ^ , B ^ > = = < / , B ^ > .
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Mais par (3.5), le deuxième membre vaut ((1^1, v)), donc

<^ A Mi , B P / .== ( ( Mi, P ) ),

ce qui montre que u^ est dans N.
Considérons maintenant deux cas :

Premier cas ; ̂  == { o }. — Alors (3.6) s'écrit A Ui =/, on peut prendre u = Mi,
ce qui montre le théorème dans ce cas.

Deuxième cas : ^7^ } o}. —Par l'hypothèse (H'), A applique Z sur ^, donc il
existe zç, Z avec

.: A^=;. . ; • , •

Mais Z c N, donc u^— ^ est dans N, et vérifie

A(^-^)=/,

on peut donc prendre u == M i — ^ , ce qui démontre le théorème.

Remarque 3. i. —Supposons que Z == { o }, ̂  = = i o j, A et B étant les injections.
Alors le théorème 3. i est déjà donné dans Schwartz [3], Lions [1].

Remarque 3.2. — On peut faire une théorie en tous points analogues en
supposant plus généralement que A est un espace fibre indéfiniment différen-
tiable, de fibre vectorielle de dimension finie/comme il est fait dans Schwartz-
Lions [1].

II.—Application (I).

1. Position du problème. — On donne sur îîcB/', l'opérateur différentiel

( • • • ) -^-^(^À A =-^ (^•r)^)' 0" ^^w (T)-

On suppose que l'opérateur A est elliptique au sens suivant : pour toutsystème
de n nombres complexes Ci , . . ., Ç«, on a

II H . . . , ' • • ' • . .

( 1.2) ^,(^/A.^) -t- y / i { 3 c ' ) ) t ^ i ̂  a^. | tf \'î (a > o). presque partout dan? Q.

Si, au lieu de A, on considère par exemple l'opérateur A -h s, ^ > o (8) . les
problèmes aux limites correspondants sont résolus dans Lions [1] (chap. I. § 2,
n° 1) (9). Le cas s == o que l'on étudie ici, est un peu plus délicat.

Rappelons le résultat suivant, donné dans Deny-Lions [1]. Supposons pour

('') On désigne par L*^) l'espace des fonctions mesurables sur fi. essentiellement bornées.
( 8 ) Plus généralement, on peut prendre s avec <.^(5) = partie réelle de A' > o.
( 9 ) Pour renvoyer à un article qui utilise une méthode fonctionnelle analogue à la méthode

actuelle.
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simplifier que n est ̂  3. On introduit le nombre q donné par

C^) I=I-i.
y 2 n

On désigne de façon générale par I^(û) l'espace des (classes de) fondions de
puissance ̂ lème sommable sur û; si/el>(û), on pose

\_

\\f\\Lp=(f\f{x)\Pdx\p.

On désigne par <^,(û) l'espace des i^eL^Û) telles que les dérivées (au sens
distribution) -^ u soient dans L2^) pour tout i. On pose

^ ""'^illÀCllî=^(ll^r"l
et

^•^ l!"ll4,,=l!^-HI"Ji-r

Pour cette norme, l'espace ê^(û) est M/I espace de BanacJt. On désigne
par ^,(a) Padhérence de d?(û) dans ^ ,(^) (i") et par ^ ' l . ( .Q) l'ospacc
dualde^^^). '

Ceci posé, sous la condition (1 .a), l'opérateur A ̂ /^ M^ isomorphisme
de 1^2(12) 5Mr ^)y\(a), ce qui résout le problème de Dirichlet {cf. Denv-
Lions [l], et, pour une méthode analogue, Gârding [l], Browder [1] ).

Voici maintenant ce qu'il est naturel d'appeler le problème de Neumann
relatif à A. On désigne par N l'espace des éléments u de ê/ , (Î2) tels que

l1^) AM€L7'(Q), i - ^ - i = i
y q

et que, pour tout v dans ê* a(^)» on ait

<1^.) < A ^ , p - > = ( ^ p ) ^

où l'on a posé

(..8) ("•(').=2^^)^^t(-)i>7(-)^•

Supposons a connexe. Le problème de JNeumann, avec conditions aux limites
nulles, consiste à trouver u dans N, solution de

(^Q) ^u=f [/donné dans L7'(Q)J.

Si ^ est de mesure finie, il est évidemment nécessaire que/soit dans L^(^),

(1 0) La condition nécessaire et suffisante pour que (B(Q) ne soit pas dense dans 6^, ( Q) est que fi2
ne soit pas de capacité nulle {cf. Deny-Lions [lj). '
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sous-espace de I/^ (Si), formé des fonctions / telles que

(l.io) ff(,x)dx=o.
JQ

Par la même méthode que dans Deny-Lions [11, on montre ceci (u).

Premier cas : Si est de mesure finie.
Si A applique N sur L^(Q), il existe une constante S(û), telle que pour tout u

dans ê>\ s(^)î on ait

(1. n) inf II u -+- c ||u^ S (û) II u ||i (c = const. ).

Deuxième cas : Si est de mesure infinie.
Si A applique N sur L^(û), il existe une constante S(Si) telle que pour tout u

dans ê1 ^(Si), on alt

(1 .12 ) |M|L^S(Q)||M|1,.

Or les inégalités (l.n)et(l.i2)ne sont pas automatiquement réalisées. On
est donc conduit (cf. Deny-Lions [1 ] à supposer que û est un ouvert de Sobolejff,
c^st-à-dire : sur û, connexe, introduisons Pespace BL(î2) des distributions

T € ôy(Si) telles que à T soit dans L'i(Si) pour tout /.
Si û est de mesure finie, on dira que Si est un ouvert de Soboleff, si toute dis-

tribution T de BL(Si) est dans L^(Si).
Si Si est de mesure infinie, on dira que Si est un ouvert de Soboleff, si, pour

tout T dans BL(î2), il existe une constante c(T), dépendant de T. telle
que T + c(T) soit dans L^(Si).

Si Si est un ouvert de Soboleff, les inégalités ( - 1 . 1 1 ) ou (1 .12 ) ont lieu. Tout
ouvert de frontière trouvée assez régulière est un ouvert de Soboleff (cf. Denv-
Lions[l]).

On va maintenant étudier les problèmes aux limites relatifs a \ sur un
ouvert de Sobolejff, en utilisant le théorème du paragraphe I.

Rappelons encore un résultat qui va nous être utile. Soit ï une portion de la
frontière de Si, bornée, variété de dimension n—i, une fois continûment diffé-
tiable par morceaux, Si étant d^un même côté que ^£. Alors il existe une appli-
cation linéaire continue et une seule, u->ïi(u) de ê1 ^(Si) dans L2^) (espace
des classes de fonctions de carré sommable sur ^ pour la mesure superficielle),
telle que v(u) coïncide (presque partout) avec les valeurs de u sur I si u est
donnée dans ê^ ̂ (Si) continue dans ûu^.

Si Si est non borné, on a un résultat analogue, en remplaçant L2^) par
Fespace 'L^(^) des fonctions localement de carré sommable sur ^ (12).

(ll) La démonstration est facile. Par exemple dans le deuxième cas : soit A l'ensemble des u de
^y,2<û) avec |j M Hi^x. Il suffit de montrer que A est borné dans LT(Q), donc faiblement borné.
Soit donc / donné dans LV ( û ). Il suffit de montrer que < M, / > est borné, ue A. Or si A applique N
sur Ly'(Û), il existe Mo dans N, avec AM,=/, d'où </, u)> = (i<o, u)y d'où le résultat.

( ls) On peut avoir des résultats de croissance globale sur au en faisant des hypothèses de nature
globale sur S.
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On a également des résultats analogues en remplaçant Fespace ê1 ,(û) par
l'espace êi«(û) des u € L^û) tels que -̂ - M soit.dans L^û), pour tout (, muni de
la norme dont le carré est donné par

(1-13) l l l ^ l l l î - l l ^ l l î . + l l ^ l l î . • •
Pour la norme [|[ u |||i, <^.(û) est un espace de Hilbert (13).

\2. Problèmes aux limite» sur un ouvert de Soboleff de mesure finie. .— On
désigne par V un sous-espace vectoriel fermé de^^(Si), contenant <^1 ,(Q);

\ç'est un espace de Banach pour la topologie induite par. ̂  , (û).
On prend sur V x V, la forme sesquilméaire

(2-1) ((M, P))=(M, P)^-4-5(<T^(rP)L.(E) (5>0),

2 étant un ^norceau borné de la frontière de û (1A), et 'i^r^g étant défini
par (1.8). îsa^artiejiermitienne de cette forme est .donnée par

(2.2) ((u7v)^=Tu,v)g,i-^s(7U, <TP)L«(2),

(2.3) (^^-^i^^^^^^-
<,7==l --

Ceci définit sur V une structure préhilbertienne. L'espace V est désormais
muni de la topologie correspondante. Cherchons l'espace Z (avec les notations du
paragraphe I) : on cherche u telle que ((u, u))i soit nul, donc (u, u)y^==o
et a-(u)=o si s-^éo. Or (u, M)^i==o entraîne u == const. On a donc les deux
cas suivants à distinguer :

(A) i ^V, ou bien S^> o. Alors Z = = { o (.
(B) i e V e t 5 = = o . Alors Z === C, ensemble des nombres complexes.

Il faut voir ensuite (et c'est le point fondamental) si (H) a lieu [hypothèse (H)
du paragraphe I]. On a la

PROPOSITION 2.i, — On suppose que i2 est un ouvert de Soboleff de mesure
finie. Alors : .

(A) si i ̂  V, ou si i e V et s > o, V est un espace de Hilbert pour ((^, p))i ;
(B) si i e V, s == o, alors ̂  = V/C est un espace de Hilbert pour ((S, îî))i.

Démonstration.—Grâce à (1.2 ), on a

(^-^O ((^, u))^a\\u\\î+s\\^u\\l^.

Cas (A), i ^V. — Soit Uk une suite de Cauchy dans V pour ^/((u, u))i.

(13) L'application u -><s (u) applique encore ^«(^dansL^S) ou Lîoc(S). Cette application n'est
pas sur. Pour des précisions, c/. Lions [3]. (L'article détaillé correspondant est .à paraître aux
Annals of Math.}

(u) Tel queFon puisse appliquer les résultats énoncés au n° 1, relativement à l'application c.
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Par (2.4) cïest une suite de Cauchy pour \\u\\t. Comme û est un ouvert de
Soboleff, il existe une suite de constantes Ck telles que

(2.5) Uk-^-ck-xv dans 6^2(0).

Comme i n'est pas dans V, il existe, diaprés le théorème de Hahn Banach, une
forme linéaire continue u->L(u) sur ê^,(î2), nulle sur V, égale à i sur la
fonction u == i. Alors L(uk-+- CA-) = Ck tend vers L(w) == c, donc

(2.6) uk->-u=w—c dans6^(û),

et comme V est fermé dans ê^g, Uk-> u dans V, ce qui montre que V est complet
pour ^/((^, M))i, ce qui montre la proposition dans ce cas.

Cas (A), i € V , s>o. — Soit encore ui, une suite de Cauchy dans V
pour V/((K, u))t. On a encore (2.5). Par (2.4), ff(u/.) est une suite de Cauchy
dans L2^), donc
(2.7) y(uk)-^f dansL'(S).

Mais de (2.5) résulte (o- étant continue)

(2.8) yuk-'i-Ck-^vvv dans 1.2(2),

ce qui en comparant avec (2.7) montre que c/; est une suite convergente; on
termine comme précédemment.

Cas (B), i € V, s = o. — Comme û est un ouvert de Soboleff, sur ê^ -^ (î^)/C
les normes \\ù\\i et mf[|| (u 4- c) |||i sont équivalentes, donc ê^,(î2)/C est un

c€C ^

espace de Hilbert pour ||S||i. Or sur Y, \/((u, S))i est une norme équivalente
à II U ||i, d^où le résultat. La proposition est complètement démontrée.

Appliquons maintenant la théorie du paragraphe I. On prend

Q = L 7 ( Q ) [donc Q'= 1^(0)].

On prend *̂  === { o }, donc d?^== dS)(û), et pour A on prend l'injection de <0(û)
dans V. On prend également .

B = injection de V dans Ly(Q).

Si Z = = { o } , cette injection est continue, donc (2.8) (§1) a lieu. Si Z==C,
vérifions que (2.8), (§1), a encore lieu (Finjection n'est plus continue). L'es-
pace Qo [défini par (2.7), § I] est l'espace LÎ'(Û) des / tels ̂ ^ f(x) dx == o.

Pour/dans LÎ'(Û),

<;/, v ;> ==</, v •+• c )> (constante quelconque)

et ^ ^-^- <'/, r )> est une forme semi-linéaire continue sur î\
On est donc dans les conditions d'application de la théorie du paragraphe I.

Voyons quels sont les problèmes aux limites que l'on a ainsi résolus.
On prend pour espace JC l'espace des u € BL (û) tels que Au soit dans L^û).
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Espace N. — C^est Fensemble des u e V tels que Au € L*7' (û) et que

(2.9) < ( A M , p^> = ((M, p)) pour tout P€V.

Énonçons de nouveau le problème 2. i (§1).

Problème^. i. — Trouver U dans e^Ç^solution de

(2.10) A U = F , [F donné dans L//'(Q)],

avec les conditions aux limites

(2.11) À — U e N (A étant donné dans JC).

On a, d'après'Ïe^héorème 3. î , (§ I), le

THÉORÈME 2.1. — On suppose que t2 ̂  MTI ouvert de Sobolejff de mesure
finie. Dans ces conditions^ F hypothèse (1.2) ayant lieu :

(A) si i ^V ou si s > o, le problème 2. î admet une solution unique;
(B) si i'eV, \y===o, la condition nécessaire et suffisante pour que le pro-

blème 2. î admette une solution est que

(2.12) Ç(^h—V)dx=o.
•̂ û

Alors la solution est déterminée à une constante additive près.
Donnons quelques exemples. Pour cela, nous notons la formule (15)

(2.13) <AI^,P>== Ç (v^)Prfto-i-(M,P)^,
^û

où
/ \ f TA^ = ^^nvee normale .de M par rapport à A (16), sur c?û, frontière de i2,

v ' - ( dw étant Félément superficiel de àQ.

Exemple 2.i : V===ê^2(û), ^==0. — Alors î est dans V, on est dans le
cas (B). Dire que u est dans N signifie que ^\u==-o sur <%2. Le problème 2. î
correspondantest le problème de Neumann. Pour que ce problème ait une
solution, il est nécessaire et suffisant que (2.12) ait lieu.

Exemple 2.2 : V==<^2(î2), s^>o. — Qn est dans le cas (A). La condition
(2.9) s'écrit

/ ^^Uvdtù =S{<SU, (TP)L»(E),
^àû

( l a ) Cette formule est formelle, ce qui suffit pour interpréter de façon intuitive les problèmes
aux limites. On peut donner un sens rigoureux à cette formule, cf Lions [3].

(16) On a
TA" =^ ̂ 7^;" cos(n, a;,), sur àQ,

i j î

où n = vecteur directeur de la normale intérieure à Q en un point de <?Q, et (/î, a?;) = angle de n
avec Paxe des x,.
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<lonc dire que H est dans N signifie que

7 ^ M = = o sur <)il—S, - ;^«==.Ç7a suri:.

Le problème aux limites correspondant revient donc à trouver L , vérifi . tnt
(2.10), avec

Y ^ U = 7 <^k sur f)Q — ï, -; » L ' — .çL donne sur 2..

Ce problème admet une solution unique (17).

/temple à. 3. — V == sons-espace de <ê^(f2) formé des u tels que 7^==o .
et .s- == o.

Alors i n'est pas dans V, on est encore dans les conditions ( X). Dire que u est
dans N signifie que

7 ^u'• •== o sur r)Q—2, u = o sur S.

Le problème 2. i correspondant est un problème clé type mélangé.
On peut varier les exemples précédents à l'infini ( I H ) .

3. Problèmes aux limites sur un ouvert de Nikodym. — On peut remplacer
dans le numéro précédent, la notion d'ouvert de Soboleff par une notion moins
restrictive et plus élémentaire : celle d'ouvert de Nikodym, L'n ouvert i2 connexe
de mesure finie est dit ouvert de Xi'koclym (la dimension n est quelconque ̂  2')
si toute distribution T de BL(Û) est dans L2^) ( l t l).

On a introduit à la fin du n° 1 l'espace ̂ (îî ). On montre (cf. Deny-Lions [1])
que, la condition nécessaire et suffisante pour qu'un ouvert Î2 soit un ouvert de
Nikodym est qu'il existe une constîinte P(^) telle que. pour tout u dans < ^ j î < Î2 » .
on ait

<:i•" ""^-T^wl^"^'^^1 '1"1 1"^ (")•

Prenons alors ^ , sons-espace vectoriel fermé de ê^^îî), contenant cî\'.(î2).
c0)'î(î2) élant l'adhérence dans êj'i(î2) de c0(î2) ( 2 l ) . Prenons pour forme

( n ) On peut plus généralement considérer une forme

((M, V))=(U. V)^ A-^)7(M)7("(~)^,

[<€^ , (U = mesure superficielle sur ï:, À ( / ) > o]. On a pris dans le texte : Â ( < ) = constante .<•
( 1 ( 1) II n'y a pas que le problème de Neumann qui corresponde au cas (B). Signalons en effet

l'exemple suivant : on prend pour V le sous-espace vectoriel fermé de <?1 .-, ( û), formé des n tels

que j -—H dx—- o. pour tout (", (plus généralement, pour une famille d'indices 0. Cet espace V

contient €0(Q) et contient i. Si s = o, on est donc dans le cas (B). De telles conditions aux limite?
peuvent être utiles (cf. Minakshisundaram [1]).

( 1 9) On a montré dans Deny-Lions [1], que tout ouvert borné de frontière assez régulière, est un
ouvert de Nikodyni. Un ouvert de R"(/i^3), peut être un ouvert de Nicodym sans être un ouvert
de Soboleff.

(:!0) mes( i2) = mesure de Û. L'inégalité (3 . i ) est l'inégalité de Poincaré. (''/. Courant-Hilbert !'
Deny-Lions [1].

( 2 1 ) La condition nécessaire et suffisante pour que iP(i2) ne soit pas dense dans ^ { ' ( l î )

est que j ^ ne soit pas de capacité nulle.
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scsquilinéaire la forme (2.. i ). On montre de façon analogue à la proposition 2. i la

PROPOSITION 3.i. — Soit SI un ouvert de Nikodym. Alors :

(a) sf T ^^ , ou si s > o, Y est un espace de Hilbert pour ((u, <'))i.
d '» si i eV, A'==O, V==Y/C est un espace de Hilbert ({u, ̂ ))i.

0*' est donc encore dans les conditions d'application de la théorie du para-
graphe I. Prenons Q == L2^), donc Q/== L2^), et pour A l'injection de c0(^)
dans V (on prend ^= o). Prenons pour B ^injection de Y dans L2^). Si l'on
est dans le cas (a) de la proposition 3. i, cette injection est continue. Sinon/pour
vérifier (2.8), (§1) on prend/dans Qo==L^(î2) , sous-espace de L2^) formé

des/ telles que j f(x)dx==o; il faut alors voir que ^->(fj v)u (lst ^c forme

semi-linéaire continue sur V, ce qui est vrai.
Voyons quels sont les problèmes aux limites résolus par le théorème 3. i , (§1).

L'espace JC est cette fois l'espace des u dans BL(Î2) tels que A^çL2^). L'es-
pace N est l'espace des ^eV, tels que A^cL2^) et que

(3.2) (AM, v)it -=((^, c)) pour tout ceV.

Le problème aux limites correspondant an problème 2. i , (§ I), est le

Problème 3. i. — Trouver U dans JC, solution de

(3.3) A U = F [F donné dans L2(Q)],

avec les conditions aux limites

(3.4) A _ U € N (A étant donné dans JC).

Le théorème 3.'i (§1), donne le

THÉORÈME 3.i. — On suppose que û est un ouvert de Nikodym et que ( 1 . a)
a lieu. Alors :

(a) si i ̂ V ou si s >> o, le problème 3. i admet une solution unique;
(b) si i eV et s= o, la condition nécessaire et suffisante pour que le pro-

blème 3. i admette une solution est que (2 .12) ait lieu.

La solution est alors déterminée à une constante additive près.

Les applications de ce théorème sont analogues aux applications du théo-
rème 2. i .

4. Problème aux limites sur un ouvert de Soboleff de mesure infinie. — Soit
toujours 2 une portion bornée de la frontière de î2, 2 étant supposée une variété
de dimension n—i une fois continûment difîerentiable par morceaux. On prend
encore V, sous espace vectoriel fermé de <^,(û), contenant d^W» et sur V,
la forme sesquilinéaire

( 4 - ï ) ((M, V})=\U, P)y-+-5((JM, <T^)L«'(S), (5>0).
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La structure préhilbertienne définie par ((^, v)) sur Vest toujours séparée, car i
n'est jamais dans V puisque 12 est de mesure infinie. L'espace ê^f î2> est,
l'ouvert Q. étant un ouvert de SobolefT, un espace de Hilbert pour la norme u [|i
et par (l.a), on a ((^, u))i ̂  a\\ u\\2^ donc :

PROPOSITION 4.i. — Si îî est un ouvert de Soboleff de mesure infinie^
V espace V est un espace de Hilbert pour ((u, v))i.

On introduit alors les espaces Q et Q' comme au n° 2. L'espace N est défini de
la même façon, ainsi que JC, et le problème 2. i est posé de façon identique.
Donc, d'après le théorème 3. i , (§1) ;

THÉORÈME i.i. — On suppose que Î2 est un ouvert de Soboleff de mesure
infinie^ et que (1 .2) a lieu. Alors le problème 2. i admet une solution unique.

Les applications sont analogues à celles du théorème 2. i. Donnons la variante
suivante :

Exemple 4. i. — Soit ï^ une portion supposée bornée ou non de la frontière
de î2, ^i étant une variété de dimension n — i , une fois continûment difFéren-
tiable par morceaux, ne rencontrant pas ^. Prenons pour Y le sous-espace
vectoriel fermé de d^(î2) des u tels que ai(u)==o dans L^(^i). Alors dire
que u est dans N signifie que

y . M == o sur ()î.î — S — Si, u = o sur Sj, 7 ^n. == su sur S.

o. Problème de Poisson. — On considère maintenant deux ouverts î2i. ^3.
connexes, nvec

(5 . i ) L )lnQ•.i= ensemble vide (Qi et Q.^ étant des ouverts de Soboleff) {?i ̂  3 );
{ ^ ) . ; > ) mes ( î?:;) =3o, ( Q j étant de mesure finie ou non),

! ()QI et 6>£>2 ont en commun une variété S, de dimension n—i, bornée ou non,
une fois continûment differentiable par morceaux.

On peut alors définir des applications « prolongement », u-i -> c ' < (^ / ) , de
<^,,(^/) dans L,2.,^) (/== i , 2). On pose

(^ . l ) û = Q i U Q . 2 .

Tout élément u de <ê^,(^) est du type

(;).:)) f< =("], "2), ^•^^(Qf).

On désigne par V le sous-espace vectoriel fermé de ê^ .j(î2) formé des éléments u
tels que

(5.6) CTI iti = À- (Ta «s? ^ € G, non nul,

l'égalité ayant lieu dans L^(l).
Sur V on prend la forme sesquilinéaire

(5.7) ((«, r))== ^o/i, n)i-+-£.,(^; (•^.,
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ou

(S.8, ^'^f^W11 <^1'2) (")'
1=1

et ou £i> o, £2>' o, sont des constantes dépendant du milieu Î2i ou Sî^C23).
On a ((^, ^)) == ((^, u)), on définit donc sur Vune structurepréhilbertienne;

cette structure est séparée. En effet, ((u, u.)) == o équivaut à || u^ ||i==o, || uz ||i===o.
Comnie i2a est de mesure infinie, il en résulte que Ma=== o, et Ut == Ci (constante).
Par (0.6) il en résulte que Ci=.0. c. Q. p. D.

L'Lypothùse (H) (§1), a lieu. En effet :

PROPOSITION 0 .1 . — L'espace V est un espace de IIilbert pour la forme
((u, r)).

Démonstration. — Soit u^ une suite de Cauchy dans V pour ^((u, u)). Alors,
si ^^a== (î^f, u^), u^ est une suite de Cauchy dans êy^(ûa) (puisque ^2 est un
ouvert de Soboleffde mesure infinie), donc u^->u^ dans ê^^ûs). Comme ûi
est un ouvert de Soboleff, il existe une suite de constantes c"- telles que u^ +ca->- r
dans <ê^ ,(^i) (si ûi est de mesure infinie, on peut prendre 0*=== o, et la propo-
sition est démontrée). Il en résulte que o-i (i^) 4- c" converge dans L^(^). Mais
0-2 (uî) converge dans le même espace. Comme on a (5.6), on en déduit que c^
converge, donc u^—>- Ui dans ê^,(ûi), d'où lo résultat.

On va alors appliquer la théorie du paragraphe I. On prend Q == L^(i2), donc
Q^I/7'^), puis ^==0; pour A on prend Finjection de d?(Û) dans V, pour B
l'injection de V dans U(û) (qui est continue). L'opérateur A est alors défini
par ((^, ^)) :

((", ? ) ) = < A z / , c - > , ?eû5(Q),
d'où

(.").9) AM=(—eiAi(i, —Sî^Uî), (A= laplacien).

Espace JC. — C'est ici l'espace des uçûy(Q) tels que Au soit dans I/7'̂ ),
c'est-à-dire

^UieL^'ÇQi) (t==i,2).

Espacer. —C'est l'espace.des ̂ €V, tels queAi^L^'^et^AM, ̂ ^>=((u, t'))
pour tout v € V, c'est-à-dire

(.'Î.IO) —6i<A^i, (?i>—62<AM,, P2>=£l(«i, Fl)l-4-£2(tt2, (•2)1.

Le problème 2. i (§!)? devient

Problème 5. i. — Trouver U dans JC, solution de AU == F, c'est-à-dire

(^ .n) — 6 i A U i = = F , , — £ 2 A U 2 = F 2 , Ff€L'7'(Df),

("-^On prend cette forme sesquilinéaire pour simplifier. Tout ceci se généralise au cas
((u, v ) ) —((Ut, ^i))u,-M(M2, P,))^ où ((M;, ^))Q^= forme sesquilinéaire sur û,(t=i, ->), comme
aux numéros précédents.

("-'•') Par exemple : e;= constante diélectrique de î ..
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avec les conditions aux limites

(?>. 12) h — UeN (A étant donné dans JC).

D'après le théorème 3. i, (§1), on a le

THÉORÈME S. i .—Sous les hypothèses (5.i), (5.2), (5.3), V espace \ étant
dé fini par (5. G), le problème 5. i admet une solution unique.

Interprétation. — Pour interpréter le problème 5. i , il suffit d'interpréter la
condition « M € N ». Or, le premier membre de (5. 10) vaut

£i<^i, ^i)i-+- £2(^2, Vî)i— £1 / 7— UiVi (̂..Ji — £2 1 — itïVî (î^ï.
^^vnl ^^fmî

OÙ

-— Ui-==. dérivée normale de ui sur àQ.^ clo)i= élément superficiel de ^Q(:

donc (5.10) équivaut à ( 2 l )

(.î). l3) £l / ——— U\V\dw\ -+-£•. ^ -—— KoT'-i </0->.< = 0.
^Q/7^1 ^Q/7^2

Mais o-i ('i==: Â'o'2('2, de sorte que (5. i3) donne

-— //i = o sur ^Qi — ^S, -— ;/•» = o sur à Q-i — S,i)iï\ <)iiî ~
ô ,)k &i -— 1 / 1 -+- £•> -— tf-> = o sur 2.

^/Z| " <)lïî ~

Cas particulier : k == i ; le problème correspondant est un problème de Poisson.

Variante. — Désignons par r/ diverses portions, distinctes de ^, de à^ïi
ou r^s ) on suppose toujours que les F/ sont des variétés de dimension // — i . une
fois continûment différentiables par morceaux; on désigne pary / («) le prolon-
gement (en moyenne) de u e ê1.^^) sur r/. On peut alors prendre pour espace V
l'espace (4ermé) des u tels que

<TI ( ni ) == k'Sî ( iii ) et Y/( if.) = o.

Toutes les considérations précédentes sont valables (2:i).

0. Généralisations. — Dans les numéros précédents, on a résolu de larges classes
de problèmes aux limites pour les opérateurs A du type (l.i), avec la condition» l.a\:
en particulier pour A==—A. Il est naturel de poser des problèmes analogues
pour les opérateurs différentiels du type A = (— î Y" A7". On va seulement donner
ici quelques indications sur le cas

( G . i ) A = A ^ .

( î 4 ) Formellement. Cf. note (15).
(25) Les problèmes aux limites correspond.ints interviennent en Electrostatique.
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On peut attacher à A2 un grand nombre de formes- sesquilinéaires (cf.
par exemple Aronszajn [l], Lions [1]). Prenons ici

n

<6-2) ^u'v^=^(^u'dâï•,ff)^
ce qui a un sens sur l'espace des distributions sur t2 dont toutes les dérivées
d'ordre 2 sont de carré sommable [espace noté BLa(î2) dans Deny-Lions [l],
chap. 3].

Pour simplifier on suppose que H est connexe.
Supposons d'abord que î2 soit un ouvert de Soboleff (/î^3). Si T est d is

BL(iî), alors T est dans L^û), ou bien, si i2 est de mesure infinie, il existe i '.e
constante c(T) telle que T 4-c(T) soit dans L^îî). Donc si T est dans BLa(» ),

alors à T [ou .— T + c,(T)| est dans L?(û). On est alors conduit à étudier 1 ;s

ouverts ayant en outre la propriété suivante : si T est dans ^(îî) telle que

j— TçL^^) pour tout ?, il existe une constante c(T) (quelconque si î2 est de

mesure finie) telle que

(6.3) T-+-c(T)eL^(Q), ^ = ^ - ̂ , (/i^5).

On montre par la même méthode que dans Deny-Lions (chap. I, n° 6) que tout
ouvert de frontière bornée assez régulière, dans R" avec n ̂  5, donne lieu à (6.3).

On peut éviter d'avoir à supposer n ̂  5 en opérant comme suit.
On suppose que Î2 est un ouvert de Nikodym (n^, 2). Désignons par <%(i2)

l'espace des fonctions uçL2^) telles que

à ^——MeL^Q), -—-—McL^Q), pour tout (', / = i, ..., n.àXi oXiôXj

On pose

(6.4) |M|,=V((^))

et

(6.5) IIMtlj:=IMIE.-+-ll^l^î--^-IMII•

Pour la norme |||^|||a, êj[.(^!) est un espace de Hilbert. On désigne par <%(îî)
l'adhérence de (D(û) dans ^.(îî) (26). On prend maintenant un sous-espace
vectoriel fermé V de ê^(û), contenant <%(û). Cherchons l'espace Z (avec les
notations du paragraphe I) : ((«, u))==o signifie que u est un polynôme du
premier degré, donc

(6.6) Z = sous-espace de V forme des polynômes du premier degré.

( 2 C ) La condition nécessaire et suffisante pour que <S(Q) .ne soit pas dense dans 6t î (û) [plus
généralement dans ^(Û)] est donnée dans un autre article.
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L'hypothèse (H) du paragraphe 1 a lieu. En effet

PROPOSITION 6.1. — On suppose que i2 est un ouvert de Nikodym. Alors
V espace V == V/Z est un espace de Hilbert pour ((S, ^)).

Démonstration. — Soit u une suite de Cauchy dans V pour |['^ !|2== S j t^k
u € u. Si Uk est quelconque dans u, alors y—— ui, converge dans L2 (Î2), pour

tout /, y; comme Sî est un ouvert de Nykodym, il existe des constantes c/,,, telles
que ,— M/.4-c/>-,, converge dans L2^). Posons

/i
^= Uk-^^CkiXi.

z=l

Alors ^ ^/. converge dans L2^), donc, toujours parce que û est un ouvert de

Nikodym, il existe des constantes eu telles que Vk+ci, converge dans L2^).
Finalement, il existe pk € P, P = espace de tous les polynômes du premier degré,
avec

(6.7) wk=Uk-^-pk converge dans ô^, (û).

Si Z == P, alors WA == u/,, d'où le résultat.
Supposons maintenant Z c P strictement. Décomposons P en somme directe :

P == ZQ^S, S de base o-i, 0 -2 , . . . , o-,^. On a donc la décomposition

Pk = Zk •+- Sk, Sk = S Çyfcz <yi, Wyfc == «A -1- -Z^- -+- ̂

Mais Z est contenu dans V, et SnV == { o }. D'après le théorème de Hahn
Banach, il existe, pour tout i, une forme linéaire L( continue sur ê^(^), avec :

Lf est nulle sur V; L f ( < r y ) = o si i^j, =i si i=j.

Il résulte de (6.7) que L,(^) == Ç^ converge, donc Sk converge, et par conséquent

(6.8) uk-^-Zk->u dans6£,(Q),

donc ûk->- u dans V, d'où le r.ésultat.
On peut alors appliquer la théorie du paragraphe I. Prenons Q == L^îî), donc

Q'== L^iî); ^= ( o j ; ̂ = <D(Î2); A =: injection de ^(Î2) dansV; B = injec-
tion de V dans L2^). Si Z = { o j , cette injection est continue.Si Z ̂  ; o ;, on
introduit l'espace Qo des/çL^^), tels que

(6.9) (/,.s)L»==o pour tout .zeZ (car B 5 == z}.

Si/€ Qo, on a (/, v)^ == (/» ^ + ^)L» et ^ ->• (/? ^^ e51 ûûe forme semi-linéaire
continue sur V.

On désigne par JC l'espace des distributions u dans d^(î2) telles que
A^çL2^). L'espace N est l'espace des uçV tels que A^eL2^) et que

(6.10) (A2^, P)L»= ((M, ?)) pourtoutPêV.
BULL. »OC. MATH. — T. 83. FASC. 111. 16
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Le problème 2. i (§1) devient ici

Problème 6.1. — Trouver U dans JC solution de

(6.11) A 2 U = = F [F donné dans L2(fî)],

avec les conditions aux limites

(6.12) A — U e N , (h étant donné dans JC).

D'après le théorème 3. i , (§ I) on a le

THÉORÈME 6 . 1 . — On suppose que Î2 est un ouvert de Nikodym. La condition
nécessaire et suffisante pour que le problème 6. i admette une solution est que
l'oit ait

(6 .13) Ç{\h—V}zdx=o pour tout z eZ,
JQ.

Z étant l'espace des polynômes du premier degré appartenant à V. La solution
est alors déterminée à un élément de Z près.

Exemple 6. i : V == <%(î2). — Alors Z == P, et (6. i3) équivaut à

(6.14) / \ A A — F ) ^ = = o , Ç{^h—V}Xidx= o, ( ; = i , . . . , ^ ) .
^Q ^Q

Pour l'interprétation du problème correspondant, c/". Lions [1] (chap. I, § 2, n°5,
point 10)'

Exemple 6.2. —Prenons pour V le sous-espace (fermé) de ê^i(îî) formé des u
tels que

CT(î / , )=0, 7^-^UJ==0 (27).

Alors Z == o, car si ^(^) == ^o+ ^aix^ on doit avoir ^ 6 V, donc a ( ,— ^ ) ==o,

soit ai ==- o. Alors z(x)=aQ^ et a(z)^=o entraîne ao===o. Il n'y a donc pas
de condition du type (6 . i3) ; le problème 6.1 admet toujours une solution
unique (2 7 / l i s ) .

(21!) On désigne toujours par (T Fapplication « prolongement » de 6[s(Q)da,ns L^S); siuç6^s(Q).

alors —u est dans ô{s(iî), de sorte que o f - — u } est défini.àx^ \àx, )
^11 bis^ Note ajoutée à la correction des épreuves. —• Voici une remarque suggérée par M. B. Mal-

grange. Soit Sî. un ouvert connexe quelconque de R'. On applique le paragraphe 1 avec V = BL(Î2) ;
Q == L ^ c ( Û ) ; Q' = L^, ( Q. ) == espace des fonctions de carré sommable sur Q. à support compact;

V = BL° ( Q. ) est un espace de Hilbert; Q'o = espace des / e Q' avec / fdx = o. On prend pour
JQ

A et B les injections. La théorie s'applique. On résout ainsi un problème de Neumann, pour A
avec Q. quelconque. Remarques analogues pour les autres problèmes au limites. Si /î^3, on peut
remplacer L^c ( ̂  ) par L^ ( Q ).
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III. — Applications (U).

1. Position du problème. — On considère un ouvert î2 connexe de R/1. Sur Si
on considère l'opérateur A2+•I (A == laplacien). Les problèmes aux limites leâ
plus importants relativement à cet opérateur (mais non les seuls, cf. Pleijel [i])
consistent à trouver U, solution de

( l . i ) A ° U - « - U = F ,

F étant une distribution donnée sur Î2, U et F ayant des propriétés à préciser, et
les couples de fonctions suivants ayant des valeurs données sur la frontière de i2 :

W u, ^u (-s);

(6) AU, ^AL;

(c) U, A U ;

W ^-L, ^-AL;v / an an,

(e) U, ^AL-;

(/) ^U, AU.

Les problèmes (a), . . . , (d) ( 2 9) sont résolus par exemple dans Lions [l],
(chap. I, § 2, n° 6).

Les problèmes (e) et (f) sont plus délicats. La raison en est essentiellement
que dans la formule de Green (formelle)

Ç(\vu)^dJC = F / - ^ A I ^ P ^ C O — F (AM)f^-^rf to-4- Ç \u\vd^
JQ ^àQ^ 1 ^û \^ / ^Q

les quantités j-A^, F et AM, -^-vi apparaissent dans la même intégrale de surface.

On va s'en tirer en intégrant par parties f A 2 I^AP dx et en utilisant le théorème
^Q.

du paragraphe I.
Pour cela, posons d'abord les problèmes de façon plus précise. On considère

encore comme au paragraphe II (n° 1) les espaces ^^(iî), dî)^»(i2) et l'on consi-
dère sous deux espaces vectoriels fermés, Wi et Ws de <ê^(î2), avec

(1.2) ^,(Q)CW,C6^(Q) ( < = I , 2 ) .

On désigne par N ( W ( , — A ) , l'espace des M€W, , tels que AM soit dans
L2^), et qui vérifient

(1.3) ( — A M , p )Lî==(^ , PI pour tout peWc

( 2 8 ) De façon générale, .-/== dérivée normale de / sur àQ..
( 2 9) Posés évidemment de façon plus précise.
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On le munit de la norme dont le carré est |]|^|||^+||A^[|^; pour cette norme,
N(W/, € A), est un espace de Hilbert.

On désigize alors par yi, l'espace dès u e N (Wi, —A), tels que AM e N(Ws, —A).
On munit 31 de la norme dont le carré est ||| u,\\[^ + ||| ^u |||^+ ||A2^ H^. Pour
cette norme, 31 est un espace de Hilbert.

Exemple 1 . 1 : Wi== <%(û), W^== <%(Î2). — Alors ^€^1 signifie

M==O sur<7Û, - . A M = = O sur <yQ.
(7&2

Exemple ^^ : Wi=êl.(û), W2=^.(Q). — Alors ^ e ̂ l signifie

— M = = O sur^î2, A^ === o sur <^Û.
(7/1

Exemple 1.3 : Wi== Wa= ̂ (^). — Alors uç3t signifie que u et au sont
nuls sur <?i2.

Exemple i. 4 : Wi== Wa= ê^(i2). — Alors ^€^1 signifie que-^ et-^
sont nuls sur <^2.

On pose maintenant le

Problème 1. i. — Trouver U dans ÛV(î2), solution de

(l.i) ^U-hl^F,

F étant donné dans L2 (î2), avec les conditions aux limites

(1.4) À — U € ^ t ,

h étant donné dans d^(îî), avec A2/^-}-À € L2^).
Les problèmes (e), (/), (c), (à?), correspondent respectivement aux exem-

ples l . i , 1 .2 , 1.3, 1.4. Les problèmes (c) et (o?) — de façon plus générale, le
problème 1. i lorsque Wi === W;» — ont été résolus de façon plus générale et plus
simple que ce qui suit dans Lions [1]; mais la méthode n'est pas valable si Wi est
différent de Wa. Les problèmes (a) et (b) (résolus dans Lions [1]) ne rentrent
pas dans le cadre du problème 1. i.

2. Bésolution du problème 1. i. — On va supposer que Î2 est un ouvert de
Nikodym (30). On suit les notations du paragraphe I. L'espace V du paragraphe ï
est ici l'espace des u dans N(Wi, — A ) tels que A^eWa. Posons

(2.1) {u, P )y=(^ , P)N(W,,-A)-+-(A^ Ap)w, (31);

l'espace V est alors un espace de Hilbert. On pose ensuite

(2.2) ((^, ^ ) ) = ( M , P) i+(A^Ap)i ,

ce qui est une forme sesquilinéaire hermitienne, qui définit sur V une structure

( 3 0 ) Sinon les problèmes aux limites,correspondants ne sont pas résolus.
( 3 1 ) De façon générale, si E est un espace de Hilbert, (M, v)^ == produit scalaire de M, vçE
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préhilbertienne (3 2). Cherchons Z : ((u, u))==o équivaut à u = const dans 9.,
et u e Wi ; donc

(2-3) Si i€Wi , Z = = C , si i<tWi, Z = ; o j .

L'hypothèse (H) du paragraphe 1 a lieu. En effet

PROPOSITION 2.i. — On suppose que ̂  est un ouvert de Nikodym. Alors :

(a) si' i ^Wi, V est un espace de Hilbert pour ((^, v)).
(b) si i € Wi, V= V/C est un espace de Hilbert pour ((ù, ̂ )).

Démonstration. — (a) Soit u/, une suite de Cauchy dans V pour \/{{u, u ) ) .
Donc u/, est une suite de Cauchy pour j j u |[i, et comme i ^Wi, il résulte de la
proposition 3. i [§II, (a)] que u/, ->- u dans Wi. Par ailleurs A^/, est une suite de
Cauchy pour || ^|[i, donc, Î2 étant un ouvert de Nikodym, il existe une suite de
constantes c/, telles que AM/,+ c/, -> w dans ê^(^). Mais comme uu -^ u dans Wi,
on a A^/.•-^ (jy (iî), donc c/, est une suite convergente, et par conséquent
\Uu -> w — c = AM dans êj1,^), donc dans Ws, et par conséquent u/,-^ u dans V,
d'où la proposition dans ce cas (a).

(b) Soit û/, une suite de Cauchy dans Y pour \/((u, ù)). D'après la proposi-
tion 3. i[§'II, (6)], û/,->ù dans Wi==Wi/C, et comme au (a), il existe une
suite de constantes c / , telles que Ai^+ cu-^ w dans ê^(^2). Mais comme précé-
demment, Aî^ converge dans d?'(t2), et l'on termine comme au ( a ) .

On prend maintenant Q== 1^(12), donc Q^L2^), puis ^ == Z (donc ; o ;
ou C). On prend A == Aa+ i ? donc A est un isomorphisme de Z sur ^ ( isomor-
phisme identique).

Notons que, d'après le paragraphe II, on a les résultats suivants (Q. étant un
ouvert de Nikodym);

a. Si i ^Wi, — A est un isomorphisme de N(Wi , — A ) sur L-'(Î2).
h. Si i çWi, on désigne par L^( Î2 ) l'espace des/eL2^) tels que

//(.r)^-=o [L5(Û)=Q^-]
^Q.

et l'on désigne par No(Wi, — A ) le sous-espace de N(Wi, — A ) formé des // tels

que f u(x)dx==o. Alors—A est un isomorphisme de No ( V \ i , — A ) s u r L ^ ( i ^ ) .

En effet, soitydans L^(I2); alors il existe M, déterminée à une constante additive

près, telle que — A ^ ==/. Donc si l'on impose la condition f n ( ^ x } < . / x = o ,

u existe et estuniquef donc — A M ===/,/€ L^ (Î2), admet une solution unique dans
No(Wi, —A) . Si//,-^o dans L^(Î2), et si u,, eNo(Wi, —A) , avec — A ?//,=//„
on a û/t-^o dans Wi/C; il existe donc une suite de constantes c / , telles que

clans E.
( 3 2 ) C'est cette structure que l'on considère désormais sur V.
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Uk 4- Ck -> o dans ê^(û). Il en résulte que

j ^ (^ )^+CA:mes(Q)= c^mes(Q)->o,MA(^)
^û

donc ^.-^o dans Wi, et—A^.-^o dans L2^), donc M/,-, o dans No (Wi, —A).
C. Q. F. D.

Désignons dans tous les cas par G l'inverse de cet isomorphisme ; G est donc un
isomorphisme de L^2) sur N(Wi, — A ) dans le cas a et de U, (Î2) sur
No(Wi, — A) dans le cas b. Pour tout 9 dans <% on prend

(^4) A < p = G y .

Vérifions que Pon a

(2-5) Ae^(%) V).

En effet, A<p est dans N(Wi, - A) ou No(W,, —A) , et -A(A<p) = ̂  donc est
dans <%cWa. Par conséquent A opère linéairement de % dans V, et il est
immédiat que A est continu, d'où le résultat (2.5).

On prend pour opérateur B :

(2.6) B==-A.

On a bien
BA ® = ç pour tout o € ûD%.

L'opérateur B est continu de V dans L2^), V étant muni de ((u, v)). En effet,
si Uk-^o dans V, et si i ̂  Wi, alors

(^^ uk->o d ansWj ,

et il existe une suite de constantes c / , telles que

(2-8) \Uk-^-Ck-^o dans ^(Q).

Mais on déduit de (2.7) que A^/,-> o dans ^(î2), ce qui en comparant avec (2.8)
montre que c/. -^o, donc Au/.-.o dans ê^(^), donc en particulier dans L2^).
Si maintenant i est dans Wi, il existe une suite de constantes d/, telles que

(^•Q) Uk-^dk-^o dans ^(Q),

d'où Pon déduit encore que A^/,-^o dans ^(û) et l'on termine comme
précédemment

Construisons maintenant l'espace N du paragraphe I. C'est Pespace des u ç. V,
tels que A2 u^-u soit dans L2^), c'est-à-dire que A2 u eL2^), et tels que

(2'10) (^u-hu, — A p ) L * = = ( ( ^ , ^)) pour tout PCV.

Mais dans (2.10) M et p sont dans V, donc, en particulier v est dans
N(Wi, — A) et u dans Wi ; donc, par définition de N(Wi, _A) on a

(M, —A^)L»=(M, P)i,
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de sorte que (2.10) se réduit à

(2.n) (A 2^,-—Ap)L»= (AM, Ap)i pour tout peV,

Montrons la

PROPOSITION 2. a. — L'espace^ coïncide avec l'espace ffi construit page 246.

Démonstration. — II est évident que ^tcN. Il reste à montrer que si u est
dans N, alors u est dans ^l, donc que A^ est dans N(Ws, — A ) , c'est-à-dire que

(2..12) (A2 u, w)L*=—(AM, w)i pour tout weWa.

Diaprés (2.11), ceci a lieu pour les w de la forme

(2.13) W = = — A P , ceV.

Si i ^Wi, quel que soit w dans Wg, il existe v dans N(Wi, — A ) solution de
(2. i3). Alors v est dans V, et donc (2.12) a lieu.

Si i € Wi, considérons une fonction cp € cî)(î2), telle que Ç ̂ {x) dx == i. ToutJQ
élément w de Wa s'écrit

(2.14) w == o / w{x)dx -+- WQ?
' ^Q

ce qui donne f Wo(x)dx=o; WQ est dans Wa. Il existe maintenant v dans
^Q

V(W2, —A) tel que Pon ait

(S.i5) — A P = W O ,

et comme WoeWs, ^ est dans V, donc (2.12) a lieu avec t^==(Vo. Comme (2.12)
a lieu avec w = <p, on a (2. 12) dans tous les cas, d'où la proposition.

Le théorème 3. i (§1) donne, alors

THÉORÈME 2.i. — Si V ouvert i2 est un ouvert de Nikodym^ le problème 1 . i
admet une solution unique^ dépendant continûment des données.

Ce théorème résout, en particulier, les problèmes (e) et (/).
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