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SUR QUELQUES PROBLEMES AUX.LIMITES RELATIFS
A DES OPERATEURS DIFFERENTIELS ELLIPTIQUES;

Par J. L. Lioxs.

Introduction. — Le but de cet article est étude de quelques problémés aux
limites relatifs a des opérateurs différentiels elliptiques. '

Le paragraphe I donne un théoréme général [ généralisation de Schwartz [3] ou
Lions [1] (chap. I, § 1)].

On donne aux paragraphes 2 et 3 quelques applications de ce théoreéme.

Le paragraphe Il résout, en utilisant des notions introduites dans Deny-Lions [1],
des problemes aux limites relatifs 4 des opérateurs différentiels ellipiiques du

deuxieme ordre, du type A =— 2 dix, (g,-j %) (alors que la théorie donnée dans
ih,j=1 .

Schwartz [3] ou Lions [1] n’était applicable qu’a des opérateurs du type \ -z,

£>0).

Dans le paragraphe III, on résout pour des ouverts bornés particuliers des
problémes aux limites laissés en suspens dans Lions [1] (chap. I, § 2). relative-
ment i I'opérateur A2+ 1.

Il y a évidemment d’autres applications possibles du théoréme général du para-
graphe I; on ne les a pas traitées ici, pour essayer de mieux dégager I'essentiel.
On a aussi laissé de c61é les questions de stabilité et les applications aux pro-
blémes mixtes, questions que I'on peut traiter comme dans Lions [ 1].

Les résultats du paragraphe II ont été annoncés dans Lions [2].

I. — Un théoréme préliminaire.

1. Notations. — On désigne par Q un ouvert quelconque de R" (), par ({2
Pespace des fonctions indéfiniment différentiables sur £, & support compact
dans , muni de la topologie habityelle (¢f. Schwartz [1]). On désigne par (¥ (),
P’espace dual de (), espace des distributions sur £2.

On considére un espace V de distributions sur Q; cet espace est muni d’une

(1) Tout ceci se généralise sans difficulté nouvelle, par la méthode de Schwartz-Lions [1] au cas
de certains espaces fibrés, en particulier au cas d’espaces de Riemann, et pour des systemes
difiérentiels.



— 236 —
structure préhilbertienne’ séparée ou non, c'est,—ﬁ-dire, d’une forme sesquili-
néaire (%) u, v — ((&, ¢))1, qui vérifie
(1.1) ((uy ¥))=((v, u})l pour tout u, veV et ((u, u)h>o0.

On suppose que D(R) est contenu dans V, avec une topologie plus fine que
celle induite par V [la topologie de V est définie par ((u, ¢))i]; on suppose que
si T est dans V, la distribution complexe conjuguée T est aussi dans V.

On donne maintenant sur V<V une deuxitme forme sesquilinéaire
u, v—>((u, ¢))a, que 'on suppose continue et hermitienne [c’est-a-dire que
((u, ¢))a=((v, u))a pour tout u, v€ V].

On pose . o .

(1.2) ((%, )) = ((# 9))1+ i((%; 9))2.

La forme sesquilinéaire u, ¢ - ((u, ¢)) est continue sur V < V, donc il existe
une constante C telle que
| ((u, 0))[2< C((%, w)1((v, ¥))1 pour tout u, veV.

On va maintenant introduire la structure pré-hilbertienne séparée associée a V

et ((u, #))i.

Pour cela, on introduit 'espace Z des éléments z de V tels que

(1.3) (3, 3)r=o0.
Posons
(1.4) V=viz;

siit,peV,etsiuest quelconque dans &, ¢ quelconque dans ¥, on peut poser
(L.5) - (%, &))1=((u, ¢,

ce qui munit V d’une structure préhilbertienne séparée. On fait maintenant
I’hypothese fondamentale suivante :

(H) Lespace V est un espace de Hilbert pour ((&, )):.

Comme ((z, v))a= o, quel que soit 5 dans Z et ¢ dans V, on peut poser
(1.6) (& 7)) =((u, ¢)), welk, vew,
ce qui définit sur V < V une forme sesquilinéaire continue.

Voici un lemme immédiat qui nous sera utile :

‘Lemye 1.1. — On suppose que (H) a lieu; Soit §—> X (%) une forme semi-
linéaire continue sur V. Il existe dans ¥ un élément i et un seul tel que

A,7) X(P)=((&, 7)) pour tout ¥ dans V.

(%) Cest-a-dire ((u, v)) 'dépend linéairement de u, et semi-linéairement de ¢ [ dor~
((u, A9)) = X((w, ¥))]. :
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Démonstration. — Puisque V est un espace de Hilbert pour la structure
((%, 7))4 il existe un élément £ dans V, et un seul, tel que
X(#)=((E, #)): pour tour $eV
[ce qui montre le lemme si ((%, ¢)) est hermitienne].
De méme, il existe H % unique dans V tel que
(&, ¥))e=((H%, 7)), pour tout F eV,
et ceci définit H, opérateur linéaire continu de V dans lui-méme, et hermitien

pour la structure ((i&, ©));.
L’équation (1.7) équivaut alors a

(+iH)E=%,
équation qui admet une solution unique
= (1+1{H) £.

C. Q. F. D.

2. Problemes aux limites. — Soit Q un espace vectoriel topologique locale-
ment convexe, avec

(2.1) @(2)cQe@(2) (%),

@ () étant dense dans Q.
L’espace dual de Q, soit Q', peut étre identifié & un sous-espace de @'(RQ),
@ (Q) étant faiblement dense dans Q' :

(2.2) D(Q)cQ cd' (2).

On suppose que si T est dans Q (resp. Q') alors T est dans Q (resp. Q').

On donne un sous-espace vectoriel 3 de Q', de dimension finie, tel que
si { €%, alors ¢ est dans 3.

On désigne par Qg (resp. My) le sous-espace vectoriel fermé de Q [resp. (D(2)]
formé des f tels que

(2.3) {f, 2> =0 pourtout ey

(le crochet désigne la dualité entre Q et Q).
On donne maintenant deux opérateurs linéaires A et B, de la fagon suivante :

(2.4) Ael(Myg; V) (%),

(2.9) B = opérateur linéaire de V dans Qﬁ’ continu ou non.

(®) ECF signifie que E est contenu dans F avec une topologie plus fine. '

(*) De fagon générale, on désigne par £(E; F) I'espace des applications linéaires continues de E
dans F. )

SULL. 80C. MATH. — T. 83. FASC. 1II. 15
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On suppose que, pour tout ¢ € (s, on a
(2.6) BAg=o.

On désigne par Q I'espace des éléments f de Q' tels que
(2.7) {f,Bz>=0 pour fout z&Z.

Si f est donné dans Q}, on a

fBlr+32))=<f,Bs),

donc { f, B ne dépend que de . On fera alors hypothése suivante :
(2.8) la forme & < f, Bv >, f€Q), est continue sur V.

On donne maintenant un opérateur A (qui sera un opérateur différentiel dans
Ies applications) :

(2.9) AeL(V; @'(2)),
ui est supposé vérifier
(2.10) ((u, Ag))=Au, 3> pour tout ?ew.“,-.

Remarque 2.1. — Si 3 ={o0}, alors A est défini par la forme ((x, ¢)) et A;
en effet, o — ((u, Ag)) est alors une forme semi-linéaire continue sur @(£2),

donc du type {Au, $>, ce qui Jéfinit Au e @ (), et A.
Lemne 2. 1. — L’opérateur A ¢ pliqgue Z dans 3.

Démonstration. — Soit sz €Z; alors ((3, Ap)) = o pour tout ¢ € M5, donc
{Az,9>=o0 pour tout ge€®s, clest-d-dire que Az est dans ((D5)°
ensemble polaire de @5 dans GY(Q). Mais Py=3° par définition, donc

Az € %% =bipolaire de 3. Comme % est de dimension finie, il est fermé,
donc 3°°= %, donc Az €. c. Q. F. D.

Espace #. — On désigne par J€ I'espace (peut-8tre réduita { o }) des éléments u
de V tels que Aw soitdans Q. On le munit de la topologie la moins fine telle que
les applications uw—>u et w—Au soient continues de JC dans V et Q
respectivement.

Notons que Z est contenu dans JC, car si z est dans Z, alors Az est dans
(lemme 2.1) et 3c Q' (). On a évidemment A € £(J¢; Q').

Espace N. — On désigne par N le sous-espace de €, formé des éléments u '
tels que

(2.11) <Au, ]-;;>=((u, v)) pour tout veV.

Si u est dans J¢, etsi v est dans V du type v = A ¢, ¢ € Wy, alors (2. 11)alieu.

(*) On voit déji que 4 n’est pas réduit & { o} si Z n’est pas réduit 2 {o}.
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En eflet, BAg = ¢, le premier membre vaut {Au, c—p> Le deuxie¢me cst ((u, Ao)).
Il y a égalité par définition [cf. (2.10)].
L’espace N est muni de la topologie induite par €. On a le

Lemue 2.2. — L’espace 7 est contenu dans N.

Démonstration. — On a déja vu que Z est dans J€. Reste a montrer que si
u=2z€1,alors (2.11) a lieu. Or le deuxiéme membre est nul. Mais (lemme2.1)

Az €D, et par (2.5), BeeQs, done {Az,Bo)>=o0, d’ou le résultat.
Etudions I'image de N par A. On a

{Au,Bzy=((u, z))=o0 pour tout z€Z,

donc par définition de Q) [¢f. (2.7)] on voit que Au est dans Q',. Donc

(2.12) Ae£(N; Q)

Espace J. — On donne un espace I de distributions sur 2 et un prolon-
gement de \, encore noté A\, a 'espace K, de sorte que
(2.13) LeL(X; Q).

Probléme auz linites. — On appellera « probléme aux limites » le probléme
suivant :

Probléme 2. 1. — Trouver U dans K, solutior de
(2.1%) AU=F,

ou I est donné dans Q', avec les conditions aux limites (°)
(2.15) h—UeN,

oi /i est donné dans JK.
Ce probléme sera résolu au numéro suivant.

3. Résolution des problémes aux limites. — Le probleéme 2.1 va étre résolu
sous ’hypothése (H) (p. 226), et sous une deuxiéme hypotheése (H') que I'on va
préciser. Rassemblons ces deux hypotheses :

(H) L’espace V est un espace de Hilbert pour ((&, 5))i-
(H') L’opérateur A applique Z sur .

Tutorine 3.1. — On suppose que les hypothéses (H) et (H') ont lieu. La
condition nécessaire et suffisante pour que le probléme 2.1 admette une solu-
tion est que

(3.1) <.\IL—F,E>=0 pour tout z€Z.

Dans ces conditions, si U, est une solution du probléme, toutes b solutions
sont données par Uy + z, s €L, tel que Az =o.

(%) Ceci est une définition, qui sera justifiée sur les exemples.
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Démonstration. — a. Posons u = h —U. Le probléme 2.1 équivaut alors a
trouver « dans N, solution de
(3.2) Au =f,

ou f= Ah—F est donné dans Q’.

b. Comme A applique N dans Q; [(2.12)], il est nécessaire, pour que (3.2)
puisse avoir une solution, que f soit dans Q), donc que P'on ait (3.1).

c. Cherchons les u dans N tels que Au=o0. On doit avoir ((u, u))=o,
donc ((u, u))1=o, donc u€Z, et comme Z est dans N, toutes les solutions
dans N de Au = o sont les z tels que Az = o. Ceci montre la derniére partie du
théoréme.

d. 1l reste 2 montrer ceci : si f est donné dans Q), alors il existe © dans N
solution de (3.2).

Si u est une solution de (3.2), alors, pour ¢ quelconque dans V, on a
((u, v)) =<f, T37> pour tout v€V.

Comme f est dans Q'}, on a

<f) B("+z)>=<fam>y

on peut donc poser
(3-3) {f,Be>=X(®),
et 'on a supposé [cf. (2.8)] que X (7) dépend continiment de ¥. Il en résulte,
d’apres le lemme 1.1, qu’il existe un élément % et un seul dans V, tel que
(3.4) ((%, %)) = X(¥) pour tout 7eV.

Par conséquent, si (3.2) admet une solution, la classe & de u dans V est la
solution de (3.4).

Il reste a voir si Pon peut trouver dans % un représentant qui soit dans N et
vérifie (3.2). Pour cela, prenons u; quelconque dans &; donc u; €V, et vérifie

(3.5) ((w, v))=<f,m> pour tout v€V.

Donc (3.5) a en particulier lieu avec v = A ¢, ¢ € (5. Alors By = ¢, de sorte
que (3.3) donne

(s, Ag)) =B, 30 =1, 22,
et ceci, pour tout ¢ € Mz, donc
(3.6) Au—f=L€%.
Il en résulte que uy est dans N. En effet, soit ¢ quelconque dans V. Alors B¢

est dans Qg, de sorte que
< 4 B > =o.

Donc (3.6) donne
<‘\u1> E?>= <f> m>
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Mais par (3.5), le deuxiéme membre vaut ((u4, ¢)), donc
<Aunm>=((,uh 9)), ‘

ce qui montre que u, est dans N.
Considérons maintenant deux cas :

Premdier cas : 3 ={o}. — Alors (3.6) s’écrit A uy = f, on peut prendre u = u,,
ce qui montre le théoréme dans ce cas.

Deuziéme cas : %5 # | o). —Par hypothese (H'), A applique Z sur 3, donc il

existe 5 € Z avec

Az = :

Mais Z c N, donc uy— 5 est dans N, et vérifie
A ( Uy — z) =f,
on peut donc prendre ¥ = u, — 3, ce qui démontre le théoréme.

Remarque 3. 1. —Supposons que Z = {0}, 5= {0}, AetB ¢tant les injections.
Alors le théoréme 3. 1 est déja donné dans Schwartz [3], Lions [1].

Remarque 3.2. — On peut faire une théorie en tous points analogues en
supposant plus géncralement que \ est un espace fibré indéfiniment différen-
tiable, de fibre vectorielle de dimension finie, comme il est fait dans Schwartz-

Lions [1].
II. — Application (I).

1. Position du probléme. — On donne sur Q ¢ R”, 'opérateur différentiel

(1.1) _\=—\‘i(g,~,—(.r)£/), ot g eL*(Q) (7).

sk )}
ij

On suppose que I'opérateur A est elliptique au sens suivant : pour tout systéme
de n nombres compleses £y, ..., {,, ona

n n R
(1.2) Z(g,-/(‘r‘) +ga@n Ll az %12 (a@>o0). presque partout dans Q.

ij=1 i=1

Si, au lieu de A, on considére par exemple l'opérateur A 45, s >0 (). les
problemes aux limites correspondants sont résolus dans Lions [1] (chap. 1. §2,
n° 1) (*). Le cas s = o que l'on étudie ici, est un peu plus délicat.

Rappelons le résultat suivant, donné dans Deny-Lions [1]. Supposons pour

(") On désigne par L>(Q) l'espace des fonctions mesurables sur Q. essentiellement bornées.

(®) Plus généralement. on peut prendre s avec (R(s) = partie réelle de s > o.

(?) Pour renvoyer & un article qui utilise une méthode fonctionnelle analogue a la méthode
actuelle.
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simplifier que 7 est X 3. On introduit le nombre ¢ donné par
(1.3) r_r_r,

On désigne de fagon générale par L7 (Q) I'espace des (classes de) fonctions de
puissance p'*™* sommable sur ; si f € L (L), on pose

IS = (Llf(x)[l'dx)?

On désigne par &, ,(2) 'espace des u €L?(Q) telles que les dérivées (au sens

distribution) 3%1 u soient dans L?(Q) pour tout . On pose

n
d 2
1.4 2 9
(1.9 Nult=3 |55
i=1
et
(1.5) ! u||s$'z= [l 2elLa—+ || @ ils.

Pour cette norme, l'espace & ,(RQ) est un espace de Banach. On désigne
par @, ,(2) I'adhérence de D (L) dans & , (L) (*°) et par @, ,(2) P'espace
dual de @} , (2).

Ceci posé, sous la condition (1.2), Uopérateur A définit un isomorphisme
de @, () sur &, (L), ce qui résout le probleme de Dirichlet (¢f. Deny-
Lions [1], et, pour une méthode analogue, Garding [1], Browder [1]).

Voici maintenant ce qu’il est naturel d’appeler le probléme de Neumann
relatif 2 A. On désigne par N I'espace des éléments u de &) , (L) tels que

(1.6) Auels'(Q), ‘;.._ ql, =1,
et que, pour tout ¢ dans & , (L), on ait
(17) <Au!a>=(u7 ")g:
ou l'on a posé
c PN
(1.8) (% )= jn‘g,i(.z')ﬂl_u(.z‘)()jiv(.z‘)dx.

1,j=1

Supposons & connexe. Le probléeme de Neumann, avec conditions aux limites
nulles, consiste a trouver u dans N, solution de

(1.9) Au=f [f donné dans L7'(Q)).

Si Q est de mesure finie, il est évidemment nécessaire que f soit dans Lj (L),

(1) La condition nécessaire et suffisante pour que @ ( Q) ne soit pas dense dans 8y,2(%) est que Csz
ne soit pas de capacité nulle (¢f. Deny-Lions [1]).
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sous-espace de L7’ (2), formé des fonctions f telles que
1. z)dz =o.
(1.10) S @dm=o

Par la méme méthode que dans Deny-Lions [1], on montre ceci (14).

Premier cas : Q est de mesure finie. v
Si A applique N sur LI’ (), il existe une constante S(Q), telle que pour tout u
dans & ,(R), on ait

“.11) infllu—+clla<S(Q)|[ulli  (c=const.).
c

Deuzieme cas : & est de mesure infinie.
Si A applique N sur L7’ (Q), il existe une constante S(£) telle que pour tout u
dans &; , (L), on ait

(1.12) e o< S(Q) || uls-

Or les inégalités (1.11) et (1.12) ne 'sont pas automatiquement réalisées. On
est donc conduit (¢f. Deny-Lions [1] a supposer que Q est un oucert de Sobolef,
c’est-a-dire : sur Q, connexe, introduisons l'espace BL(Q) des distributions

T € 0¥ (Q) telles que dia:, T soit dans L?(Q) pour tout &.

S Q est de mesure finie, on dira que Q est un ouvert de Soboleff, si toute dis-
tribution T de BL(Q) est dans L4(Q).

Si Q est de mesure infinie, on dira que Q est un ouvert de Sobolefl, si, pour
tout T dans BL(Q), il existe une constante ¢(T), dépendant de T. telle
que T + ¢(T) soit dans L1(L).

Si Q est un ouvert de Soboleff, les inégalités (1.11) ou (1.12) ont lieu. Tout
ouvert de frontiere trouvée assez régulidre est un ouvert de Soboleff (¢f. Deny-
Lions [1]).

On va maintenant étudier les probléemes aux limites relatifs & \ sur un
ouvert de Soboleff, en utilisant le théoréme du paragraphe I.

Rappelons encore un résultat qui va nous étre utile. Soit 2 une portion de la
frontiere de Q, bornée, variété de dimension »—1, une fois continiment diffé-
tiable par morceaux,  étant d’un méme coté que X. Alors il existe une appli-
cation linéaire continue et une seule, u o (u) de &, ,(R) dans L*(2) (espace
des classes de fonctions de carré sommable sur X pour la mesure superficielle),
telle que o(u) coincide (presque partout) avec les valeurs de w sur X si u est
donnée dans & , (2) continue dans Qu3.

Si Q est non borné, on a un résultat analogue, en remplagant L2(X) par

Pespace L;,.(2) des fonctions localement de carré sommable sur = (12).

(") La démonstration est facile. Par exemple dans le deuxiéme cas : soit A I'ensemble des w« de
84,2(2) avec || u ||, <1. 1l suffit de montrer que A est borné dans L(Q), donc faiblement borné.
Soit donc f donné dans L7’ (Q). Il suffit de montrer que  u, f >est borné, u€A. Orsi A applique N

sur Lg' (), il existe u, dans N, avec Au,= f, d'oa </, % = (o, ©), d’ou le résultat.
('?) On peut avair des résultats de croissance globale sur cu en faisant des hypothéses de nature
globale sur X.
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On a également des résultats analogues en remplaqant l’espace ,(9) parb
Pespace &;,(Q) des u e L*(Q) tels que o v sait dans L2(Q), pour tout Z, muni del
la norme dont le carré est donné par -

(1.13) ‘ I ulll = || ulln’,s-’- ez

Pour la norme ||| » 1”4, b._.(.Q) est un espace de Hnlbert (12).

. Problémes aux limites sur un ouvert de Soboleff de mesure finie. — -On
dési ne par V un sous-espace vectoriel fermé de & ,(Q), contenant @;‘,(Q),
“Clest un espace de Banach pour la topologie induite: par s 1 (R)-
On prend sur V < V, la forme sesquilinéaire o

(2.1) ‘ ((u, 0)) = (u, 0)g+s(ou, ocv)uayy  (s>o0)
2 6tant un morceau borné de-la frontitre de Q (*), et (u;¥), étant défini
par (1.8). ba\pame\hermmenne de cette forme est dentiée par
(2.2) (u) "))‘—_@, ")5 l+3(au, 0‘0)]_:(\"), X
(2.3) (u, v)“_— f(g,,+g,,)dx u—v dz.
. 1,j=1

Ceci définit sur V une structure préhilbertienne. L’espace V est désormais
muni de la topologie correspondante. Gherchons I'espace Z (avec les notations du
paragraphe I) : on cherche u telle que ((u, u)): soit nul, donc (u, u)g1=0o0
et o(u)=o0 si s2o0. Or (u, u)g1=o0 entraine v = const. On a donc les deux
cas suivants a distinguer :

(A) 1¢V, oubien s> o.Alors Z={o}. _
(B) 1€V éts=o. Alors Z=C, ensemble des nombres complexes.

11 faut voir ensuite (et c’est le point fondamental) si (H) a lieu [ hypothese (H)
du paragraphe I]. On a la

Prorosition 2.1, — On suppose que Q est un ouvert de Soboleff de mesure
Sinie. Alors : )

(A)si1¢V,ousi1€Vets>o,V est un espace de Hilbert pour ((u, ¢))1; -
(B)si 1€V, s=o, alors V =V/|C est un espace de Hilbert pour ((&, %))i.
Démonstration. — Gréice a (1.2), ona ‘

(2.4) ((u, w))> a|lufii+s|louliiyz,

Cas (A), 1¢V. — Soit u; une suite de Cauchy dans V pour /((u, u))i.

(13) L’application u ->c(u) applique encore 8}:(2)dans L}(E) ou Lf,,(Z). Cette application n’est
pas sur. Pour des précisions, cf. Lioas [3]. (L’article détaillé correspondant est .2 paraitre aux
Annals of Math.)

(%) Tel que I’'on puisse appliquer les résultats énoncés au n° i, relativement A l'apphuuon g.
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Par (2.4) clest ﬁqe’ suitev'de,Cat.lchy pour || 1. Coﬁ\mé Q est un ouvert de
Soboleff, il existe une suite de constantes c telles que :
(2.5) ur+cx>w dans 8} ,(Q).
Comme 1 n’est pas dans V, il exi-svte, d’apres le théoréme de Hahn Banach, une

forme linéaire continue u—L(u) sur &, ,(), nulle sur V, égale 4 1 sur la
fonction u = 1. Alors L(ux~+ ¢i) = ¢ tend vers L(w) = ¢, donc

'(‘2.6) : ur—>u=w—c dans &} ,(02),

et comme V est fermé dans &} ,, u;— u dans V, ce qui montre que V est complet
pour \/((u, 1))1, ce qui montre la proposition dans ce cas.

Cas (A), 1€V, s>o0. — Soit encore u; une suite de Cauchy dans V

pour /((, ©))1. On a encore (2.5). Par (2.4), o(u:) est une suite de Cauchy
dans L2(2), donc

(2.7) s(ur)—>f dans L2(2).
Mais de (2.5) résulte (o étant continue)
(2.8) ‘ sur+ cp—>asw dans L2(Z),

ce qui ‘en comparant avec (2.7) montre que c; est une suite convergente; on
termine comme précédemment.

Cas (B), 1€V, s=o0. — Comme Q est un ouvert de Soboleff, sur &; ,(Q)/C .

les normes ||, et inf|||(% +¢)|||. sont équivalentes, donc &, ,(R)/C est un
c€C

espace de Hilbert pour || &||s. Or sur ¥, \/((@, &)): est une norme équivalente
a || @], d’ot le résultat. La proposition est complétement démontrée.
Appliquons maintenant la théorie du paragraphe I. On prend

Q=Ls(@) [donc Q' = L7(Q)].

On prend 3 ={o}, donc A,= (L), et pour A on prend 'injection de A (Q) .
dans V. On prend également .

. B =injection de V dans L7(Q).

Si Z={o}, cette inj(_ecﬁon est continue, donc (2.8) (§I) a lieu. Si Z=C,
vérifions que (2.8), (§1I), a encore lieu (I'injection n’est plus continue). L'es-
pace Q, [défini par (2.7), §1] est 'espace LY () des f tels queff(x)dx_— o.
Pour f dans L7’ (SZ),

{fiv)={f,9+¢> (constante quelconque) v
et (¥ f, v est une forme semi-linéaire continue sur 7.
On est donc' dans les conditions d’application de la théorie du paragraphe I.

Voyons quels sont les problémes aux limites que 'on a ainsi résolus.
On prend pour espace I P'espace des u € BL (Q) tels que A u soit dans L7 (Q).
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Espace N. — Clest 'ensemble des u €V tels que Au € L7 (Q) et que

(2.9) " {Au,5>=((u, v)) pour tout veV.

Enongons de noubveau le probleme 2. 1‘ (§1). V

Probléme 2.1. — Trouver U dans X, solation de
{2.10) AU=F, [F donné dans L7*(Q)],
avec les conditions aux limites
@m h—UeN  (h étant donné dans X).

On a, d’aprés le théoreme 3.1, (§1), le-

Tatorkme 2. 1. — On suppose que Q est un ouvert de Soboleff de mesure
JSinie. Dans ces conditions, Ukypothése (1.2) ayant lieu :

(A)si 1€V ousis> o, le probléeme 2.1 admet une solution unique;
(B) s¢ eV, s=o, la condition nécessaire et suffisante pour que le pro-
bleme 2.1 admette uneé solution est que

(2.12) fQ(Ah—F)dx:o.

Alors la solution est déterminée & une constante additive pres.
Donnons quelques exemples. Pour cela, nous notons la formule (%)

(2.13) <Au,b'}:-/;n(yl\u)ﬁdw-q-(u,v),,

ou

2.14 YA % = dérivée normale de u par rapport & A (1¢), sur 92, frontiére de ©,
2.34) dw étant 'élément superficiel de dQ.

Ezemple 2.1 : V=6, ,(2), s=o0. — Alors 1 est dans V, on_est dans le
cas (B). Dire que u© est dans N signifie que yAu = o sur 0Q. Le probleme 2.1
correspondant est le probléme de Neumann. Pour que ce probldme ait une

solution, il est nécessaire et suffisant que (2.12) ait lieu.

Ezemple 2.2 : V= &5,(R), s> 0. — On est dans le cas (A). La condition
(2.9) s’écrit

f YAuEdw=s(o'u, 0’9)]_:();),
Q

('*) Cette formule est formelle, ce qui suffit pour interpréter de fagon intuitive les problemes
aux limites. On peut donner un sens rigoureux a cette formule, ¢f Lions [3].
(**) On a

9
AU :Z g_).;;iu cos(n, x;), sur 92,
i,j

ou n = vecteur directeur de la normale intérieure 2  en un point de 92, et (n, z;) =-angle de n
avec Paxe des z,.
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donc dire que % est dans N signific que

- -— N - - - ‘
A% =0 surdQ—2Z, (AU =s5u sur X.

Le probleme aux limites correspondant revient donc a trouver U, verifiant

(2.10), avee ) ) ) ) ‘ ]
TaU=7\k surgo—2, 7y U—sU rlopnc sur X.

Ce probleme admet une solution unique (7).

FEzemple 2.3. — V = sous-espace de &, ,(2) formé des u tels que su=o0,
el s=o.
Alors 1 n’est pas dans V, on est encore dans les conditions (A ). Dire que u est

dans N signific que
YA =0 surdQ—=%, ©w=o0 surX.

L.¢ probléme 2.1 correspondant est un probleme de type mélangé.
On peut varier les exemples précédents a Uinfini (1#).

3. Problémes aux limites sur un ouvert de Nikodym. — On peut remplacer
dans le numéro précédent, la notion d'ouvert de Soboleff par une notion moins
restrictive et plus élémentaire : celle d'ouvert de Nikodym, Un ouvert Q connexe
de mesure finie est dit oucert de Nikodym (la dimension n est quelconque > 2)
si toute distribution T de BL(2) est dans L2(Q) (1°).

On a introduit & la fin du n°® 1 U'espace &,:(2). On montre (¢f. Deny-Lions [1])
que, la condition nécessaire et suffisante pour qu'un ouvert & soit un ouvert de
Nikodym est qu’il existe une constante P(Q) telle que, pour tout u« dans &, Q).
on ait

. 1 X 2
3. G H— —— f (yde| = 1(Q) "wlil (20).
(3.1) IR l"es(Q)l.,Q"(‘ r) da | ZPeQ)y tuliy ()

Prenons alors V', sous-espace vectoriel fermé de &(.(R), contenant (@;.(Q),
@y (2) ¢tant 'adhérence dans &/.(Q) de () (*'). Prenons pour forme

('") On peut plus généralement considérer une forme
(1, 0)) = (u. v),+ [:k(l) s(u)s(v)de,

[teX, dt = mesure superficielle sur X, A(f)>>o0’. On a pris dans le texte : A(¢) = constante s.

('*) Il n’y a pas que le probléme de Neumann qui corresponde au cas (B). Signalons en effet
Pexemple suivant : on prend pour V le sous-espace vectoriel fermé de &1 5 (Q), formé des u tels
que -/O ’;—;iu dx = o, pour tout I, (plus généralement, pour une famille d'indices 7). Cet espace V
contient @(Q) et contient 1. Si s = o, on cst donc dans le cas (B). De telles conditions aux limites
peuvent détre utiles (¢f. Minakshisundaram [ 1]).

(') On a montré dans Deny-Lions 1], que tout ouvert borné de frontiére assez régulicre. est un
ouveri de Nikodym. Un ouvert de R"(n X 3), peut étre un ouvert de Nicodym sans étre un ouvert
de Sobolefr.

() mes(Q) = mesure de Q. L’inégalité (3.1) est l'inégalité de Poincaré. Cf. Courant-Hilbert '’
Deny-Lions [1].

(') La condition nécessaire et suffisante pour que (L) ne soit pas dense dans &1:(Q)

est que C&! ne soit pas de capacité nulle.
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sesquilinéaire la forme (2. 1). On montre de fagon analogue & la proposition 2. 1 la

Prorositiox 3. 1. — Soit  un ouvert de Nikodym. Alors :

(a)si 1 ¢V, ousis>o,V est un espace de Hilbert pour ((u, ¢)).

(ivsireV,s=o,V =V/C est un espace de Hilbert ((&, ¥)),.

O- est donc encore dans les conditions d’application de la théorie du para-
graphy I. Prenons Q = L2(), donc Q'= L‘-‘(SZ), et pour A l'injection de (D(Q)
dans V (on prend 3 = o). Prenons pour B l'injection de V dans L?(2). Si I'on

est dans le cas (a) de la proposition 3. 1, cette injection est continue. Sinon, pour
vérifier (2.8), (§1I) on prend f dans Q,=L}(Q), sous-espace de L?(L) formé

des f telles queff(.z-) dz = o; il faut alors voir que ¢ —(f, ) est une forme

semi-linéaire continue sur V, ce qui est vrai.
Voyons quels sont les problémes aux limites résolus par le théorbme 3.1, §I).
L’espace J est cette fois I'espace des v dans BL (Q) tels que AueL?(Q). L'es-
.pace N est I'espace des u €'V, tels que Au € L?(Q) et que

(3.2) (A, v)s =((u, v)) pourtout yeV.

Le probléme aux limites correspondant au probleme 2.1, (§1I), estle
Probleme 3.1. — Trouver U dans K, solution de

(3.3) AU=F  [F donné dans L2(2)],

avec les conditions aux limites

(3.4) h—UeN (/4 étant donné dans X).
Le théoreme 3.1 (§I), donne le

TueoreME 3. 1. — On suppose que Q est un ouvert de Nikodym et que (1.2)
a lieu. Alors :

(a)si 1 &V ou si s> o, le probléme 3.1 admet une solution unique;
(b)si 1€V et s=o, la condition nécessaire et suffisante pour que le pro-
bleme 3.1 admette une solution est que (2.12) ait lieu.

La solution est alors déterminée & une constante additive prés.

Les applications de ce théoréme sont analogues aux applications du théo-
réme 2.1.

4. Probléme aux limites sur un ouvert de Soboleff de mesure infinie. — Soit
toujours 2 une portion bornée de la frontiere de Q, 2 étant supposée une variété
de dimension 7 — 1 une fois continiment différentiable par morceaux. On prend
encore V, sous espace vectoriel fermé de &; ,(R), contenant @, , (L), et sur V,
la forme sesquilinéaire

(4.1) ((#, 0)) =(u, 0)g+ s(au, 50)iE), (s> 0).
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La structure préhilbertienne définie par ((u, ¢)) sur V est toujours séparée, car 1
n'est jamais dans V puisque 2 est de mesure infinie. L’espace &) ,(2) est,
Pouvert & étant un ouvert de Sobolefl, un espace de Hilbert pour la norme 'u |

et par (1.2), ona ((u, u))1 > a| u|}, donc :

ProrosiTioNn 4.1. — Si Q est un ouvert de Soboleff de mesure infinie,
lespace V est un espace de Hilbert pour ((u, ¢))i.

On introduit alors les espaces Q et Q' comme au n® 2. L’espace N est défini de
la méme facon, ainsi que XK, et le probleme 2.1 est posé de facon identique.
Donc, d’apres le théoreme 3.1, (§1) :

Turorene 4.1. — On suppose que Q@ est un ouvert de Soboleff de mesure
infinie, et que (1.2) a lieu. Alors le probléme 2.1 admet une solution unique.

Les applications sont analogues a celles du théoréme 2. 1. Donnons la variante
suivante :

Lzemple 4. 1. — Soit 2y une portion supposée bornée ou non de la frontiére
de Q, 2, étant une variété de dimension n— 1, une fois continiiment différen-
tiable par morceaux, ne rencontrant pas . Prenons pour V le sous-espace
vectoriel fermé de &; ,(2) des « tels que oy(u) =0 dans L7 (Z,). Alors dire
que u est dans N signifie que

vait=o0 surdQ@—X—%, w=o0 surX, Tyl =su surX.
3. Probleme de Poisson. — On considére maintenant deux ouverts ,, Q,.
connexes, avec

(3.1) Q;nQ,=ensemble vide (Q, et Q, étant des ouverts de Soboleff) (n>3),
(9.2) mes (Q:) =, (Q, étant de mesure finie ou non),

dQ; et JQ, ont en commun une variété I, de dimension n — 1, bornée ou non,

5.3 . . S
¢-3) une fois continament différentiable par morceaux.

On peut alors définir des applications « prolongement », u;—gi(u), de
8,..(2i) dans L, (3) (/=1, 2). On pose
3.9) Q=0,UQ,.
Tout ¢lément u de &, ,(R) est du type
(5.3) w=(u,, us), e ,(Q).

On désigne par V le sous-espace vectoriel fermé de &, ,(RQ) formé des éléments «
tels que

(5.6) o1y = K oy 1, ke C, non nul,

I'égalité ayant lieu dans L, (2).
Sur V on prend la forme sesquilinéaire

(5.7) ((u, )= ety e1)1+ 2a(ua, €2y,
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n
. a Jd _ .. an
(8.8) (uj, Vi)/=Z£ElleVid” J=m112) (**),
i=1

et oll ¢4 > 0, e2>> 0, sont des constantes dépendant du milieu ; ou Q4(23).

On a ((u, v)) = ((v, u)); on définit donc sur V une structuré préhilbertiennc;
cette structure est séparée. En'effet, ((u, u)) = o équivauta || uy ||1=o, || u: |y =o.
Comme 2, est de mesure infinie, il en résulte que ua=o, et uy=c, (constante).
Par (5.6) il en résulte que ¢y = o. C. Q. F. .

I’hypothese (H) (§1I), a lieu. En effet :

Prorositioy 5.1. — L’espace V est un espace de Ililbert pour la forme
((u, ¢)).
Démonstration. — Soit u® une suite de Cauchy dans V pour \/((u, «)). Alors,

si ur= (uf, u}), uf est une suite de Cauchy dans &;,(2.) (puisque &, est un
ouvert de Soboleff de mesure infinie), donc u3 — 1y dans & ,(Q.). Comme &,
est un ouvert de Soboleff, il existe une suite de constantes c* telles que u% +c*-> ¢
dans &, ,(L4) (si 4 est de mesure infinie, on peut prendre ¢c*>=o, et la propo-
sition est démontrée). Il en résulte que oy (uf) + c* converge dans L}, (X). Mais
o2 (u3) converge dans le méme espace. Comme on a (5.6), on en déduit que ¢*
converge, donc u$—> u, dans & ,(R,), d’ou le résultat.

On va alors appliquer la théorie du paragraphe I. On prend Q = Lv(), donc
Q'=L"(R), puis 3 =o0; pour A on prend Pinjection de B(R) dans V, pour B
linjection de V dans L#(R) (qui est continue). L’opératcur \ est alors défini
par ((u, v))

(u, 2))=<2u, 35, oed(Q),
d’ou
(3.9) Au=(—e1Auy, — A1), (A = laplacien).

Espace JC. — Clestici Pespace des u € 0¥ () tels que ‘Au soit dans L7 (L),
c’est-a-dire
A,u,eLfl’(Qi) (i= I, 2).

EspaceN. — Cestl’espacedes u €'V, tels que Au € L7 () et { \u, ¢ >=((u, v))
pour tout ¢ € V, c’est-a-dire

(5.10) — e By, 91> — e2{Auzy Vo) = &1 (s, 01 )1+ 22 (s, $2)1.
Le probleme 2.1 (§I), devient
Probléme 8. 1. — Trouver U dans I, solution de AU = F, c’est-a-dire

(5.11) —8AU;=F,, —&AU,=F, F,eL7(Q),

(**) On prend cette forme sesquilinéaire pour simplifier. Tout. ceci se généralise au cas
((u, 9)) = ((# 9))o,~+ ((Usy 9;))0, 00t ((%;, ¢;))0,= forme sesquilinéaire sur ,(i =1, 2), comme
aux numéros précédents.

(**) Par exemple : ¢, = constante diélectrique de Q.
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avec les conditions aux limites

(3.12) h—UeN (A étant donné dans IC).

D’apres le théoréme 3.1, (§1), on ale

Tutonime 3. 1. — Sous les hypothéses (5.1), (3.2), (3.3), Uespace \ étant
défini par (5.6), le probleme 5.1 admet une solution unique.

Interprétation. — Pour interpréter le probléeme 3.1, il suffit d’interpréter la
condition « €N ». Or, le premier membre de (3. 10) vaut

J J
g1(uy, 01)1+ ea(Usy v2)1— alf o w10y doy — 2 155 doss
Qo p

—} I
Q. Q,Illz

J . 12 .
o Y= dérivée normale de u; sur 99;, dw;= élément superficicl de 90;:
Jdn;

donc (3. 10) équivaut a ()

J Jd
3.13) B — 0, dw +52f us¢y dwy = o.
( ) “[‘:Q. Jn, 1 1‘ 0Q dn, ’

Mais oy ¢y = A 02¢,, de sorte que (3.13) donne

J . Jd
— uy =0 surdQ,— X, — Uy =0 surdQ,— X,
Jny dJans
J J
key —u;+ ¢ u,=o0 surZ.
an, an,

Cas particulier : A =1; le probléme correspondant est un probléme de Poisson.

I'ariante. — Désignons par T; diverses portions, distinctes de =, de 92,
ou 02, ; on suppose toujours que les I'; sont des variélés de dimension n — 1, une
fois continiment différentiables par morceaux; on désigne par vi(u) le prolon-
gement (cn moyenne) de u € &, ,(2) sur I';. On peut alors prendre pour espace V'
Pespace (fermé) des u tels que

o1(uy) = kas(u:) et vi(u)=o.

Toutes les considérations précédentes sont valables (2*).

6. Généralisations. — Dans les numdros précédents, on a résolu de larges classes
de probleémes aux limites pour les opérateurs-A du type (1.1), avec la condition (1.2);
en particulier pour A =—A. Il est naturel de poser des problemes analogues
pour les opérateurs différentiels du type A = (—1)”A”. On va sculement donner
ici quelques indications sur le cas

(6.1) A=A

(%) Formellement. Cf. note (!3).
() Les problémes aux limites correspondants intervicnnent en Elcctrostatique.



— 249 —

On peut attacher a A? un grand nombre de formes. sesquilinéaires (cf.
par exemple Aronszajn [1], Lions [1]). Prenons ici

(6.2) ((u, »)) —2 <dx,d:c, dx,;x, )L’,

hj=1

ce qui a un sens sur l'espace des distributions sur Q dont toutes les dérivées
d’ordre 2 sont de carré sommable [espace noté BL,(Q) dans Deny-Lions [1],
chap. 3].

Pour simplifier on suppose que L est conneze.

Supposons d’abord que 2 soit un ouvert de Soboleff (n>3). Si T est d s
BL (Q), alors T est dans L’I(Q), ou bien, si @ est de mesure infinie, il existe 1 e
constante ¢(T) telle que T 4 ¢(T) soit dans L7(2). Donc si T est dans BL,(:

alors % T [ou 5‘:7 T+ c,-(T)] est dans L7(Q). On est alors conduit & étudier i s
i i

ouverts ayant en outre la propriété suivante : si T est dans 0'(Q) telle que

dixi T e L4(R) pour tout Z, il existe une constante ¢(T) (quelconque si Q est de

mesure finie) telle que

(6.3) T + ¢(T)eLn(Q), qi=

I
—-—;) (néf»).

Q[

On montre par la méme méthode que dans Deny-Lions (chap. I, n° 6) que tout
ouvert de frontiére bornée assez réguliere, dans R* avec n > 5, donne lieu a (6.3).
On peut éviter d’avoir & supposer n > 5 en opérant comme suit.
On suppose que Q est un ouvert de Nikodym (n> 2). Désignons par &, (R)
Pespace des fonctions u € L2 () telles que

—d—ueL’(Q),

9z dx{g,:)x,- uel2(Q), pour tout &, j =1, ..., n.
On pose
(6.4) [lelle= v((%, u))
et
(6.5) M= Il wllgs+ [l w|lf =+ w3

Pour la norme |||.u||ja, &:(R) est un espace de Hilbert. On désigne par 09 (L)
Padhérence de @ () dans &7 (L2) (2%). On prend maintenant un sous-espace
vectoriel fermé V de &4(R), contenant M (R). Cherchons I'espace Z (avec les
notations du paragraphe I) : ((u, u))= o signifie que u est un polynome du
premier degré, donc

(6.6) Z = sous-espace de V formé des polynomes du premier degré.

(?°) La condition nécessaire et suffisante pour que ®(Q) pe soit pas dense dans 61:(2) [plus
généraleraent dans 6{3( Q)] est donnée dans un autre article.
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L’hypothese (H) du paragraphe I a lieu. En effet

Prorosition 6.1. — On suppose que Q est un ouvert de Nikodym. Alors
Uespace V =V/Z est un espace de Hilbert pour (&, ©)).
Démonstration. — Soit % une suite de Cauchy dans V pour [|@!ls=1 u/s,

u €. Si uy est quelconque dans %, alors uy converge dans L?(Q), pour

&
i dz1dx;
tout 7, j; comme Q est un ouvert de Nykodym, il existe des constantes c;; telles

que d% uj+ cx,i converge dans L2(Q). Posons
l

n
|l

Vik= U+ : CkiZi-
i=1

Jd . .
Alors oz, Uk converge dans L2(Q), done, toujours parce que & est un ouvert de

Nikodym, il existe des constantes ¢, telles que ¢+ c; converge dans L2 (Q).
Finalement, il existe p; € P, P = espace de tdus les polynomes du premier degré,
avec
(6.7) Wi = Uk —+ Pk converge dans &2,(Q).

Si1 Z = P, alors W= i, d’ou le résultat.

Supposons maintenant Z c P strictement. Décomposons P en somme directe :
P=7@S, S de base ¢, 03,. .., 7,. On a donc la décomposition

Pk= Zk~+ Sk, sk = ZExi0i, Wi = Uk~ Bk~ Sk,
Mais Z est contenu dans V, et SNV = {o}. D’aprés le théordme de Hahn
Banach, il existe, pour tout /, une forme linéaire L; continue sur &{,(Q), avec :

L; est nulle sur V; Li(ej)=0 -si i#], =1 sii=/.

Il résulte de (6.7) que L,(sx) =&, converge, donc s; converge, et par conséquent
(6.8) up—+ z;—>u dans 81.(Q),

donc &y — & dans ’\7, d’out le résultat.

On peut alors appliquer la théorie du paragraphe I. Prenons Q = L*(2), donc
Q=L*(Q); 3={o}; @, = AD(L); A= injection de V(L) dans V; B = injec-
tion de V dans L2(Q). Si Z={o}, cette injection est continue.Si Z3z£)o0}, on
introduit I'espace Q) des feL?(Q), tels que

(6.9) (f, 2)a=o0 pour tout z€Z (car Bz = 3).

SifeQ,, ona (f,v)=1(f, v+ ). et & = (f, ¢)- est une forme semi-linéaire
continue sur V.

On désigne par JC lespace des disiributions z dans (0'(R) telles que
Ay e L2 (). L’espace N est 'espace des u €V tels que A?u € L2(R) et que ‘
(6.10) (A%u, ¢)a= ((u, v)) pour tout veV.

BULL. 80C. MATH. — T, 83. FASC. HI. 16
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Le probleme 2.1 (§I) devient ici
Probléme 6. 1. — Trouver U dans &K solution de
(6.11) A2U=F  [F donné dans L2(Q)],
avec les conditions aux limites
(6.12) h—UeN, (k étant donné dans X).
D’apres le théoreme 3.1, (§I) on ale
Tukorime 6. 1. — On suppose que & est un ouvert de Nikodym. La condition

nécessaire et suffisante pour que le probléme 6.1 admette une solution est que
Uon ait

(6.13) f(A/z—-F)de:o pour tout z€L,
Q

Z étant Uespace des polynomes du premier degré appartenant a V. La solution
est alors déterminée & un élément de 7 pres.

Exemple 6.1 : V= &{.(Q). — Alors Z =P, et (6.13) équivaut &
6.14 Al —F)dzr =o, Ah—F)z;dz =o, i=1,...,n).
(6.14) [)( g Ydz =o jg;( . Yz dx = o ( I n)

Pour l'interprétation du probléme correspondant, cf. Lions [1](chap. I, §2, n°5,
point 10)-

Exemple 6.2. — Prenons pour V le sous-espace (fermé) de &7, (2) formé des u
tels que

s(u)=o, c(ﬁ;u):o (27).

Alors Z = o, car si z(x) = a,+ 2a;z;, on doit avoir z€ V, donc ¢ ((,%z) =o,
soit a; = o. Alors z(z) = a,, et o(z) = o entraine @,—o. Il n’y a donc pas
de condition du type (6.13); le probleme 6.1 admet toujours une solution

unique (é: bis),

(27) On désigne toujours par o ’application « prolongement » de 6}:(Q)dans L*(); si u €6j:(Q).
alors (%iu est dans &{1(Q), de sorte que o ((%u) est défini.
(27 bis) Note ajoutée a la correction des épreuves. — Voici une remarque suggérée par M. B. Mal-

grange. Soit Q un ouvert connexe quelconque de R'. On applique le paragraphe I avec V = BL(Q);
Q= L (2); Q =L} (Q)=espace des fonctions de carré sommable sur @ & support compact;

¥ = BL® (Q) est un espace de Hilbert; Q’y = espace des f € Q' avec ffdz = o. On prend pour
Q

A et B les injections. La théorie s’applique. On résout ainsi un probléme de Neumann pour A
avec Q quelconque. Remarques analogues pour les autres problémes au limites. Si n 3, on peut
remplacer L, (2) par L, ().
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ITI. — Applications (II).

1. Position du probléme. — On considére un ouvert & connezxe de Rr. Sur
on considére 'opérateur A*—+1 (A =laplacien). Les problémes aux limites les
plus importants relativement & cet opérateur (mais non les seuls, cf. Pleijel [1])
consistent a trouver U, solution de

(1.1) AU+U=F,

F étant une distribution donnée sur , U et F ayant des propriéiés a préciser, et
les couples de fonctions suivants ayant des valeurs données sur la frontiére de  :

Jd .-
(a) U, 5;U %)
., d .
() AU, —AU;
(e) U, AU;
Jd .. d .
(d) 52U, S-AU;
(e) U, ()%AU;
a . ;
) 5. U AU
Les problemes (a), ..., (d) (**) sont résolus par exemple dans Lions [1],

(chap. I, § 2, n° 6).
Les problemes (e) et (f) sont plus délicats. La raison en est essentiellement
que dans la formule de Green (formelle)

f(A‘-’u)rdt =f (g—Au)vdw——‘f (Au)(io)dw+fAuAvdz
Q 0 \I" 0Q Jn (o]

.9 P . e
les quantités on Au,vetAu, Jn"? apparaissent dans la méme intégrale de surface.
On va s’en tirer en intégrant par parties fA? uAv dz et en utilisant le théoréme
Q
du paragraphe L.
Pour cela, posons d’abord les problemes de fagon plus précise. On considere

encore comme au paragraphe I (n° 1) les espaces &/,(2), ®},(LQ) et 'on consi-
dere sous deux espaces vectoriels fermés, W, et W, de &[,(Q), avec

(1.2) @DL(L)cW;c6l.(Q) (=1, 2).

On désigne par N(W,, —A), I'espace des ue€ W, tels que Au soit dans
L2(L), et qui vérifient

(1.3) (— Au, v)a= (u, v, pour tout v W,.

(%) De fagon générale, £;f = dérivée normale de f sur 0Q.

(*°) Posés évidemment de fagon plus précise.
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On le munit de la norme dont le carré est |||« |||} + || Au|fs; pour cette norme,
N(W,, € A), est un espace de Hilbert.

Ondésignealor sparﬂl I'espacedes u € N(W,,—A), telsque Au € N(WQ, —A).
On munit IT de la norme dont le carré est ||| w||? + ||| Aw |||+ [|A2x [j. Pour
cette norme, I est un espace de Hilbert.

Ezemple 1.1 : Wy= MD,(R), Wo=&L(2). — Alors u € I signifie
u=o0 suroJQ, %Au:o sur 0Q.
Ezemple 1.2 : W, = 84L(2), Wy= WD} (Q). — Alors u € I signifie

iu_o sur dQ, Au=o0 surdQ.
on

Exemple 1.3 : Wy= Wy = BD{,(2). — Alors u € I signifie que u et Au sont
nuls sur 0Q.

Ezemple 1.4 : Wi=W,=61,(2). — Alors ue 9L signifie que - u ct 2u
sont nuls sur 9Q.

On pose maintenant le

Probléme1.1. — Trouver U dans () (L), solution de
(.1 AU+ U=F,

F étant donné dans L? (2), avec les conditions aux limites
1.4) h—Uedt,
h étant donné dans 0 (), avec A2k + h € L2(Q).

Les problemes (e), (f), (¢), (d), correspondent respectivement aux cxem-
ples1.1,1.2,1.3,1.4. Les problemes (c¢) et (d) — de facon plus générale, le
probleéme 1.1 lorsque W, = W, — ont été résolus de facon plus générale ct plus
simple que ce qui suit dans Lions [1]; mais la méthode n’est pas valable si W, est

différent de W,. Les problémes (a) et (b) (résolus dans Lions [1]) ne rentrent
pas dans le cadre du probléme 1. 1.

2. Résolution du probleme 1.1. — On va supposer que Q'est un ouvert de
Nikodym (3°). On suit les notations du paragraphe I. L’espace V du paragraphe I
est ici l'espace des « dans N(W,, — A) tels que Au € W,. Posons

(2.1) (%, »)y= (4, ¢)nw,,—A) =+ (A, Ap)w, (°1);
Pespace V est alors un espace de Hilbert. On pose ensuite
(2.2) ((u, ¢)) = (u, )1+ (Au, Av),,

ce qui est une forme sesquilinéaire hermitienne, qui définit sur V une structure

(3°) Sinon les probléemes aux limites correspondants ne sont pas résolus.
(3') De fagon générale, si E est un espace de Hilbert, (u, v)gz = produit scalaire de u, v€E
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préhilbertienne (*2). Cherchons Z : ((u, u)) = o équivaut & u = const dans 2,
etue W,; donc

(2.3) Si 1eW,, Z=C, si 1¢W, Z=lo}.
L’hypothese (H) du paragraphe [ a lieu. En effet

Prorositioy 2. 1. — On suppose que Q est un ouvert de Nikodym. Alors :

(@) st 1€ Wy, V est un espace de Hilbert pour ((u, v)).
(b) si 1€ Wy, V=V/C est un espace de Hilbert pour ((&, v)).

Démonstration. — (a) Soit u;, une suite de Cauchy dans V pour \/((u,—u))
Donc u; est une suite de Cauchy pour jju||;, et comme 1 ¢ Wy, il résulte de la
proposition 3.1 [§1I, (a)] que u; — u dans W,. Par ailleurs Au, est une suite de
Cauchy pour || u||s, donc, £ étant un ouvert de Nikodym, il existe une suite de
constantes ¢ telles que Au,+ ¢, —'w dans &/,(2). Mais comme u; — « dans Wy,
on a Au; — 0Y (L), donc ¢, est une suite convergente, et par conséquent
Ay — w—c¢ = Au dans &[,(R), donc dans W,, et par conséquent u;— u dans V,
d’ou la proposition dans ce cas (a).

(b) Soit #; une suite de Cauchy dans V pour /((@, %)). D'aprés la proposi-
tion 3.1[§II, (b)], &,— & dans Wiz\V,/C, et comme au («), il existe une
suite de constantes ¢/ telles que Au,—+ c,— w dans &}.(Q). Mais comme précé-
demment, Ay converge dans (' (2), et 'on termine comme au (a).

On prend maintenant Q = L?(Q), donc Q'= L2(L), puis 5=7 (donc ;o
ou C). On prend A =A;+1; donc \ est un isomorphisme de Z sur 5 (isomor-
phisme identique).

Notons que, d’apres le paragraphe II, on a les résultats suivants (Q étant un
ouvert de Nikodym);

a. Si t¢ Wy, —JA est un isomorphisme de N(W,, —A) sur L*(Q).
b. Si 1 € Wy, on désigne par L () espace des fe L*(L) tels que

Soroyde=o  [L3(2)=Q3]
Q

et 'on désigne par No(W,, — Q) le sous-espace de N(W,, — Q) formé des w tels

que fu () dz = o. Alors — A est unisomorphisme de No (W, — A) sur L: (2).
Q

En effet, soit f dans L2 (Q); alors il existe u, déterminée a une constante additive

pres, telle que —Au=f. Donc si I'on impose la condition /ﬂu(z) dr=o,
<'a

wexiste et estunique ! donc — Au = f, '€ L; (L), admet une solution unique dans

No(Wy, —A). Si fi, — o dans L2(Q), et si u,€No (W, —4A), avec — Auy= fi.

on a #;—o dans W,/C; il existe donc une suitec de constantes ¢, telles que

dans E.
(32) G’est cette structure que l'on considére désormais sur V.
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Ui+ ¢ — o dans &, (R). Il en résulte que

f ur(x)dr + ci ﬁles(Q) = ¢y mes(Q) > o,
Q

donc u; — o dans W,, et — Au — o dans L2(Q), donc u;, — o dans No (W, —A).
c. Q. F. D.
Désignons dans tous les cas par G I'inverse de cet isomorphisme; G est donc un
isomorphisme de L2(Q) sur N(W,, —A) dans le cas a et de Lj(Q) sur
No(W,, —A) dans le cas b. Pour tout ¢ dans (D on prend

(2.4) A¢=Go.
Vérifions 'que Pona

(2.5) Aeﬁ(wg} V).

En effet, A¢ est dans N(Wy, — A) ou No(W,, —A), et —A(Ag) =g, donc est
dans D5 c W,. Par conséquent A opere linéairement de (D3 dans V, et il est
immédiat que ‘A est continu, d’ou le résultat (2.5).

On prend pour opérateur B :

(2.6) B=—A.

On a bien
BAg= ¢ pour tout o € MDg.

L’opérateur B est continu de V dans L?(Q), V étant muni de ((u, ¢)). En effet,
si uy— o dans V, et si 1 ¢ W, alors

(2.7) ur->o dans Wy,
et il existe une suite de constantes ¢ telles que

(2.8) Aup+ cr—>o dans 6{,(Q).

Mais on déduit de (2.7) que Au; — o dans (' (Q), ce qui en comparant avec (2.8)
montre que ¢; — 0, donc Au; — o dans &[,(L), donc en particulier dans L2(Q).
Si maintenant 1 est dans Wy, il existe une suite de constantes d; telles que

(2.9) ur+ dk >o dans 6{,(Q),

d’od Yon déduit encore que Au;—>o dans @ (Q) et l'on termine comme
précédemment

Construisons maintenant Pespace N du paragraphe I. C'est I'espace des u €V,
tels que A?u + u soit dans L2(R), c’est-d-dire que A?u € L* (), et tels que

(2.10) (A%u + u, — Av)L2= ((u, v)) pour tout vcV.

Mais dans (2.10) u et ¢ sont dans V, donc, en particulier ¢ est dans
N(W,, —A) et u dans W, ; donc, par définition de N(W,, —A)on a

(u, —_ AV)L== (u, 0)1,



de sorte que (2.10) se réduit a
(2.11) (A?u, — Ap)2= (Au, Av), pour tout veV,

Montrons la

Prorosirion 2.2. — L'espace N coincide avec lespace IU construit page 246.

Démonstration. — 1l est évident que ILcN. 1l reste 4 montrer que si u est
dans N, alors u est dans IT, donc que Au est dans N(W., —A), c’est-a-dire que

(2.12) (A?u, w)s=—(Au, w); pour tout we W,.
D’apres (2. 11), ceci a lieu pour les w de la forme
(2.13) w=—Av, veV.
Si 1 ¢ Wy, quel que soit w dans W, il existe ¢ dans N(W,, —A) solution de
(2.13). Alors ¢ est dans V, et donc (2.12) a lieu.
Si 1 € Wy, considérons une fonction ¢ € (D (Q), telle que fq(z) dz = 1. Tout
o
élément w de W, s’écrit

(2.14) w=9fw(x)d.t+wn,
Q

ce qui donne fwo(x)dx:o; wo est dans W,. Il existe maintenant ¢ dans
Q

V(W,, —A) tel que 'on ait

(2.15) — Ao = w,,

et comme wo € W, ¢ est dans V, donc (2.12) a lieu avec w = vy. Comme (2.12)
a lieu avec w = ¢, on a (2. 12) dans tous les cas, d’ou la proposition.
Le théoreme 3.1 (§1) donne, alors

TueoreMe 2. 1. — Si¢ Pouvert Q est un ouvert de Nikodym, le probléme 1.1
admet une solution unique, dépendant continiiment des données.

Ce théoréme résout, en particulier, les problemes (e) et (f).
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