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PROBLEMES ARITHMETIQUES ET GEOMETRIQUES
RATTACHES A LA NOTION DE RANG D'UNE COURBE ALGEBRIQUE
DANS UN CORPS;

Par M. Anpré Neron.

Introduction. — Soit une courbe algébrique C sans point multiple; soit G le
groupe additif abélien des diviseurs de C, c’est-a-dire des combinaisons linéaires

formellesE)\;Aia\ coefficients entiers de points arbitraires de C. Soient G, le
i

groupe des éléments de degré zéro de G (tels queZl.-: o) et G le groupe des
i

éléments de G qui sont linéairement équivalents 4 zéro sur C. Le groupe G; est un
sous-groupe de Go et le groupe-quotient y = Go/G, est isomorphe au groupe des
points de la jacobienne J de C.

Soit maintenant K un corps de définition de C, que nous prenons pour domaine
de rationalité. Un élément de G est dit rationnel s’il est invariant par tout automor-
phisme de la fermeture algébrique K de K qui conserve les éléments de K,
L’ensemble des éléments rationnels de G est un sous-groupe G(K) de G. Soient
Go(K) et G;(K) les intersections respectives de G(K) avec les groupes G, et G,
et posons Y(K)=G;(K)/Go(K). Si g désigne le genre de C, et s'il existe sur C
un diviseur rationnel positif A, de degré g, téut élément de y(K) peut étre repré-
senté par une différence A — A,; ou A est aussi un diviseur positif de degré g
de C. Le rang r du groupe y(K) [c’est-a-dire le nombre minimum de générateurs
de y(K)] sur 'anneau des entiers est le rang de la courbe C dans le corps K (4).
Cette notion du rang a été introduite par Poincaré (?). Mordell a démontré
que y(K) est de type fini (c’est-a-dire que r est fini) pour g =1 et lorsque K est
le corps des nombres rationnels (*). Weil a étendu ce résultat pour toute valeur
de g, et lorsque K est un corps algébrique fini quelconque (*).

(1) Si la courbe C a des points multiples, on peut encore définir le rang de C dans K en partant
du groupe G des diviseurs de G composés de points simples de C. Dans ces conditions, le rang
n’est pas, en général, invariant par une transformation birationnelle arbitraire A coefficients dans K;
on peut affirmer cependant qu’il en est ainsi pour le rang réduit r, de C, ou rang des sous-groupes
libres maximaux de y(K).

(?) H. PoiNcArt, Sur les propriétés arithmétiques des courbes algébriques (Journal de
Liouville, 5° série, t. T, 1gor, p. 161).

(*) L. J. MoRDELL, On the rational solutions of the indeterminate equations of the third and
Jourth degrees (Proc. Cambridge, t. 21, 1922, p. 179).

(*) Cf. Note (') de la page 4, premier des Ouvrages cités.
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Nous allons étudier le cas plus général on, g étant quelconque, K est de carac-
téristique p quelconque et engendré sur son corps premier par un nombre fini
d’éléments. Nous montrerons que, dans ces conditions, le probléme se rattache
aux propriétés des diviseurs d’une certaine variété algébrique €. Plus précisément,
le groupe v(K) attaché a C est _isomorphe & un sous-groupe du produit direct des
deux groupes suivants : le groupe G/G, (*) des classes de diviseurs algébriquement
équivalents sur C, et le groupe des points d’une variété abélienne Q (voisine de la
variété de Picard de C) qui sont rationnels sur un certain corps de définition
algébrique de .

D’apres le théoreme Welil, le second de ces deux groupes est de type fini.
Lorsque la caractéristique est nulle, on sait qu’il en est de méme du premier,
d’aprés un théoréme de Severi (2); dans ce cas, ’application de ce théoréme
entraine donc I'extension annoncée.

- Mais il était naturel de chercher a retrouver ce résultat au moyen de la méthode
de « descente infinie », classique en Arithmétique et utilisée en particulier par
Mordell et par Weil dans la démonstration des théorémes cités plus haut. Le
prolongement de cette méthode au cas actuel est possible et conduit en fait a
une démonstration du théoréme de Severi par voie algébrique et a une extension
de ce théoréme au cas ou la caractéristique est quelconque (chap. I1).

La démonstration de Weil, qui repose en partie sur I’Analyse peut aussi étre
mise sous une forme purement algébrique (chap. III) De certaines. inégalités
intervenant dans cette démonstration, on peut déduire une approximation du
nombre des pomts de la jacobienne d’un courbe dont la « complexité » admet une
borne supérieure donnée. On peut tirer de 1A certains résultats arithmétiques et,
en particulier, retrouver un théoréme connu de Hilbert sur I'irréductibilité des
fonctions entidres (3), qui sera utilisé¢ au chapitre IV.

Ce dernier établit une relation entre le rang d’une courbe dans un corps K
transcendant et le rang de ses spécialisations dans les corps spécialisés corres-
pondants, permettant de démontrer l'existence de courbes de genre g et de
rang > r dans un corps k donné pour diverses valeurs. de g, r et k. Par exemple,
si k est le corps des nombres rationnels, I'existence de telles courbes est démontrée
pour g =1 et r =10, pour g quelconque et r =35 + 6 (*).

Dans P'ensemble, ce travail a été surtout inspiré par 'ceuvre de A. Weil puisque
nous utilisons notamment outre les résultats et méthodes de sa thése [A] ceux de

(1) Voir les définitions du paragraphe 2 du chapitre II.

() F. Severl, Sulla totalita delle curve algebriche tracciata sopra una superficie algebrica
(Math. Ann., Bd., 62, 1906, p. 194; Sui fondamenti della geometria numerativa e sulla teoria
delle caracteristiche (Atti del R. Inst. Veneto, vol., 15, 1916).

Voir aussi H. PoINCARE, Sur les courbes tracées sur les surfaces algébriques (Ann. Ec. Norm.,
t. 27, 1910, p. 55); S. LErscuETZ, On certain numerical invariants of algebraic variete with
applications to Abelian varieties (Trans. Amer. Math. Soc., t., 22, 1921, p. 327) et la commu-
nication F. SEveRrl au Collogue de Géométrie Algébrique de Liége, décembre 194g.

(3) D. Hieerr, Uber die Irredusibilitdt ganzen rationaler Funktionen mit ganizahligen
Koeffizienten (J. reine angew. Math., Bd. 110, 1892, p. '104-129).

(*) Voir A. NeroN, C. R. Acad. Sc.,t. 226, 1948, p. 1781 et t. 228, 1049, p. 1087 et communication
au Collogque d’'Algébre et théorie des nombres (Paris, septembre 1949).
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ses récents Quvrages de Géométrie algébrique [F, VA]. Il est a souligner d’autre
part que de nombreux résultats ont ét¢ empruntés a la these de P. Samuel [M].

Je ne saurais trop remercier A. Weil et P. Samuel de 'aide précieuse qu’ils
m’ont apportée dans la mise au point de ce travail. Plusieurs démonstrations,
surtout parmi celles du chapitre I ont été rédigées avec leur collaboration.

Je dois entierement & Samuel plusieurs des résultats du chapitre I (Corollaire
du lemme 2, lemmes 14 et 15) ainsi qu’une importante simplification dans la
démonstration du Théoréme | du chapitre II. Les recherches que nous avons
poursuivies ensemble sur ce dernier point ne sont pas ici entiérement exploitées
et ouvrent en fait la voie 4 une démonstration de l'existence de la variété de Picard
d’une variété normale quelconque définie sur un corps quelconque. Nous prépa-
rons a ce sujet un Mémoire commun.

Je tiens aussi & exprimer toute ma reconnaissance 3 M. A. Chételet pour la
haute compétence avec laquelle il n’a cessé de suivre et de guider mes recherches
et dont les conseils m’ont valu d’éviter bien des erreurs. :

CHAPITRE L.

NOTIONS ET RESULTATS PRELIMINAIRES.

1. Notations et terminglogie. — Les termes employés seront pour la plupart
empruntés aux Foundations of Algebraic Geometry [F] de Weil : domaine
universel, corps, corps linéairement disjoints, extensions réguliéres, spéciali-
sations, extensions des spécialisations, variétés, cycles, diviseurs, produits de
variétés, projections, transformations birationnelles.

Certaines des conventions de cet Ouvrage ont toutefois été modifiées, ou
nécessitent dés mainténant quelques iprécisions. Les variétés considérées seront
toujours des variétés projectives, ou équivalentes birationnellement et birégulie-
rement a des variétés projectives. Nous dirons parfois qu’un point P est générique
sur une variété U sans mentionner le corps de référence; cela signifiera qu’il existe
un corps de définition de U et de toutes les variétés déja introduites par rapport
auquel P est générique sur U.

Il importe de bien distinguer entre les notions de variété; de cycle, ou combi-
naison linéaire formelle de variétés; d’ensemble algébrigue (bunch of varieties)
ou réunion finie de variétés considérées comme ensembles de points. Sur une
variété U de dimension 7, un cycle est homogéne et de dimension p (résp. estun
diviseur) si toutes ses composantes sont de dimension p (resp. n—1). Mais nous
ne supposons pas que toutes les composantes d’un cycle quelconque soient néces-
sairement de méme dimension. L’ensemble algébrique réunion des composantes '
d’un cycle A est le support de ce cycle, noté | A |. La notation A B signifie que le
cycle A —B est positif, ¢’est-a-dire que toutes les composantes de ce cycle ont un
coefficient > o.

Il y a lieu de distinguer de méme : si A et B sont deux cycles sur une variété,
entre le produit d’intersection'A..B et Iensemble algébrique A nB; si A est un
cycle homogene de dimension p sur le produit U < V de deux variétés, entre la
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projection algébrigue de A sur U, notée pry(A) et I'ensemble algébrique
projection de |A| sur U, noté projy|A| Rappelons que, pour définir le
symbole pry(A), on peut commencer par supposer que A est une variété. On pose
alors pry(A) = gA’ lorsque la projection A’ de A sur U est de méme dimension
que A et en désignant par ¢ V'indice de projection [A:A'] de A suivant A'[F,
chap. VII, § B], et pry(A) =0 si dim (A') << dim(A). On passe au cas o A est
un cycle homogene quelconque par linéarité.

Nous adopterons pour les multiplicités d’intersection les définitions et notations
de Samuel [M, chap. V] qui sont valables pour les composantes excédentaires et
dans le cas de cycles quelconques. Etant donné une composante C de Dinter-
section de deux cycles A et B, la multiplicité de C dans cette intersection est
donc notée #(C; A.B). Si A est un cycle et B une variété contenue dans |A |, la
multiplicité de B sur A, égale 2 i(B; A.B) est notée m(A; B).

Le produit d’intersection de deux cycles A et B au sens de [M, chap. V], noté
par Samuel A.B, sera représenté par A | B. Ce symbole a toujours un sens quels
que soient A et B et ne dépend pas de la variété ambiante. Le cycle A _| Brest
distinct en général du produit d’intersection A.B des cycles A et B sur une
variété donnée U au sens de [F, chap. VI] que nous noterons comme Weil A.B,
dont toutes les composantes simples sur U sont supposées de plus propres sur U
(¢’est-a-dire de dimension u —a —b, en désignant par u, a, b les dimensions
respectives de U, A, B). Le symbole A.B n’est pas toujours défini et peut
dépendre de la variété U considérée. Lorsqu’il est défini, I'ensemble algé-
brique |A | B—A.B]| est contenu dans 'ensemble des spoints multiples de U.

La notion de spécialisation des cycles de dimension arbitraire sera également
considérée du point de vue de Samuel [M, chap. IV] qui I'a définie de maniére
a répondre aux conditions posées par Weil dans [F, chap. IX, § 6] en utilisant
la méthode des « projections génériques », voisine de celle de la « forme associée »
de Van der Waerden et Chow.

Les notions se rattachant aux variétés abéliennes et aux jacobiennes des courbes
seront empruntées aux variétés abéliennes et courbes algébrigues [VA] de
Weil. Si A est une variété abélienne, 'ensenible des points de A est, par défini-
tion, un groupe abélien, que nous noterons [A].

Les quelques résultats contenus dans ce chapitre ont pour but essentiel de
compléter les bases nécessaires a la rédaction des chapitres suivants, et surtout &
celle du chapitre II, plus spécialement consacré a la Géométrie algébrique.

2. Quelques propriétés des intersections. — Les lemmes démontrés dans ce
paragraphe sont indépendants entre eux. Dans chaque cas les variétés considérées
sont supposées plongées dans un méme espace projectif S*. Les dimensions
respectlves u et ¢ de deux variétés U et V seront dites complémentaires
si u+v¢=n. Si U est une variété, nous désignerons pas cylindre générique
passant par U un cylindres de base U ayant pour direction une variété linéaire
générique A (sous-entendu sur un oorps de définition, non précisé, de toutes les
variétés déja introduites), hyperplan a Vinfini de S» étant supposé ne contenir
aucune de ces variétés.
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Lemme 1. — Soient A et B deuz cycles, et P un point de multiplicité 1
dans A | B, c'est-a-dire un point simple d’une composante C de multiplicité 1
de A | B quin’est contenu dans aucune autre composante de A | B. Supposons
de plus que C soit une composante propre de A | B dans Uespace S. Alors P
est simple sur A (et sur B).

Soit en effet L une variété linéaire générique de S passant par P et de dimension
complémentaire a celle de C. Le point P est une composante propre de l'inter-
section AnB L dans S. Appliquons le théoréme d’associativité des intersections
[F, chap. VI, th. 3]. On a

i{[P; A.(B.L)] = i[P; (A.B).L]=i(P; C.L)=1,

ce qui montre que P est simple sur A.
q q P

Lemme 2. — Soient U et V deux variétés, L une composante de multiplicité 1
de leur intersection, Y une sous-variété de U contenant L. Alors on a

i(Z; V.Y)=m(Z; Y).

On peut, en coupant par une variété linéaire générique de dimension complé-
mentaire a celle de Z, se ramener au cas ou Z est un point.
D’aprés Samuel [M, chap. V, th. 3] ona

W(Z;V.Y)=i(Z; V.Y)
en désignant par V un cylindre générique de dimension telle que son intersection
avec Y soit propre dans 'espace S.

Soient Ly, Ly, Ly les variétés linéaires tangentes en Z a 'V, VeU respecti-

vement. L’intersection Ly.Ly étant nécessairement propre, les variétés VeU
sont transversales en Z [F, chap. VI, § 2] donc d’aprés [F, chap. VI, § 2. th. 6]
on a une composante X et une seule de leur intersection passant par Z. De plus,
Z est simple sur X et la variété linéaire 4 X en Z est ‘

Lx=L#¥.Lyu.
La direction de cette variété étant générique dans Ly, on a
i(Z; X.Y)y=m(Z;Y).
Or, d’apres [F chap. VII, § 6, th. 18, ii] puisque Z est simple sur X et sur v:
i(Z; X.Y)y=i(z; V.Y).

On a donc bien
i(Z; V.Y)=m(Z; Y).

Cororrare. — Soient U et V- deux variétés, L une composante de multi-
plicité 1 de leur intersection; X et Y des sous-variétés de U et V respectivement
‘qui contiennent C. Alors on a

(Z; X.Y)=m(Z; X).m(Z; Y).



— 106 —
Si A désigne la diagonale du produit S >< S et ZA celle de Z < Z on a en effet,
d’apres la définition des multiplicités
v i(Z; X.Y) = i[2%; (X < Y).A]
Or d’apres le lemme 2
2% (X < Y)a) = m(2%; X < Y).
Soit P un point générique de Z. D’apres [M, chap. V, prop. 6],
m(Z%; X < Y) = m(P < P; X xY)
et d’aprés [M, chap. V, th. 4, coroll. 1]
m(P x P; X x Y) = m(P; X).m(P; Y).
Enfin, d’aprés [M, chap. V, prop. 6]
m(P; X)=m(Z;X) et m(P;Y)=m(Z;Y)
et le corollaire s’en déduit.
Lemme 3. — Soient U une variété, V une sous-variété, de U, P un point de V

simple sur U, V un cylindre générique passant par V de dimension au plus

telle que Vintersection UnV soit propre. Alors V et la seule composante de
cette intersection contenant P.

Soit une variété linéaire L de direction générique par rapport a un corps de
définition de U, V, P et V, passant par P et de dimension complémentaire a celle

de V. Le point P est une composante propre de U n V n L. Appliquons le théoréme

d’associativité
i[p; V.(u.L)] =i[pP; (T.V).L].

-D’apres [F, chap. VI, th. 6], il existe une seule composante W de U.L passant
par P. Or, d’apres [M, chap. V, th. 3] : ‘
i[P; V.(U.L)] = i[P; V.(U.L)]
et d’apres [F, chap. VII, th. 18, ii], puisque P est simple sur U,
i[P; V.(U.L)] = i(P; V.L).
Donc _
i(P; V.L)=i[P; (U.V).L]
ou d’apres [M, chap. V, th. 3] :
A m(P; V)=m[P; (U.V)]
et le lemme s’ensuit (1) :

(1) Remarque : on peut sans inconvénient remplacer le cylindre générique V par un cylindre de
direction P (qu'on suppose passer par P) telle que P soit une composante propre de multiplicité
de X.P".
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Lemme 4. — Soient U une variété, A, et A, des U-diviseurs positifs. Soient X
une sous-variété de U simple sur U et contenue dans A;nA, et Y une sous-
variété ‘de U contenant X, telles que les conditions suivantes sotent réalisées :

(A) X est simple surY;

(B) X est une composante propre des intersections Y .Ajsur U (j=1, 2).

Alorsona,en posant C=A, | A,,8=1i(X;Y.C), 0;=i(X;Y.A) (j=1,2):
(1) inf(8y, 82) L 8.

On peut se borner au cas ou A; et A, sont des \}ariéiés, le cas général-s’en
déduisant par linéarité, et supposer de plus ces variétés idistinctes. On a alors
A ] A=A A

D’autre part, on peut sdpposer fixée la dimension d de X et, en coupant par
une variété linéaire générique de dimension complémentaire a d, se ramener au
cas ot X est un point. D’apres la condition (B), Y est alors une courbe. Par une
projection, on se ramene ensuite au cas ou U coincide avec I'espace S.

Soit u la dimension de U; nous allons réduire le probléme au cas plus parti-
culier ot = 2. Pour cela, si u > 2, faisons passer par Y un cylindre générfque Y
ayant pour direction une droite. On a, d’aprés [F, chap. VII, th. 18, 1ii], en
remarquant que X est simple sur Y :

3=iX; Y.AD)=i[X; Y.(Y.A;)] (G =n12)

Appliquons le théoréme d’associativité a la composante propre X de l'inter-
section Y NA N A, :
i[X; YA A)] =i[X; (Y.A,).A,].

En appliquant une nouvelle fois [F, chap. VII, th. 18 ii] on a aussi
i[X; (Y.A4).A,4] =i]x’; (Y.A4).(Y.A,) ]
‘Or, d’apreés [M, chap. V. th. 3].

i[X; ¥i(ALAD)] =i[X; Y.(A.AD)]
Donc ‘ i
i[X; Y.(ALAD]=:¢[X; (Y.4,).(Y.A.)]

On est ainsi ramené & démontrer, au lieu de la relation (1), celle qui s’en déduit
en remplacant A, et A, par Y.A, et Y.A, respectivement. Le probléme est bien
réduit au cas = 2. On peut supposer que U =S est un plan et que A et A,

“sont deux courbes de ce plan se coupant proprement au point X. Par une trans-
formation analytique, on se raméne au cas ou Y. est une droite. Prenons pour
origine O le point X, et cette droite pour axe Oz, I'axe Oy étant quelconque.
Soit f(x, y) = o.I'équation de A, (f désignant un polynome en z et ). On peut
écrire '

Sz, y)=yfol@, y)+afi(2, ¥),
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JSo et fi désignant des polynomes en x et y. Si maintenant on considére. une
branche analytique AP de A, passant par O ayant une représentation analytique
de la forme

ai(ty=alet¥ ...,y ) =0

la multiplicité d’intersection de cette branche avec Oz est 8 et la multiplicité de
son intersection avec A, est le degré du terme de plus bas degré de I'équation
ent

J120(2), yUi (2)] = o.
On constate que ce degré 3/ satisfait a

inf 3y, 8;/’] Z 8,
D’ou, puisque 9, =26‘[’ etd =26(1‘) :
/ j

inf(3y, 8:) £ 8.
Cororraire. — Solent U une variété, o un entier positif donné et A;
(j=1, ..., m) des U-diviseurs positifs en nombre fini m. Sotent X une sous-

variété simple de U contenue dans Uintersection n |Aj| et Y une sous-variété

Vi
de U contenant X, telles que les conditions suivantes sotent satisfaites :

(A) X est simple sur'Y;

(B) X est une composante propre de chaciine des intersections Y .A; sur U;

(C) Pour toute composante Cyde Ay | (As | (... | An)) () contenant X,
onai(X;Y.C)«a.

Alors, si Uon pose i(X; Y.Aj=24;. on a inf(d;) <90, o § est un nombre
i
positif qui ne dépend que des Aj et de a, mais non de X ni de Y.
Comme précédemment, on peut supposer que les A; sont des variétés et que

ces variétés sont distinctes, puis se ramener au cas od X est point, donc Y une
courbe, et ot U coincide avec ’espace S.

Soit encore Y un cylindre générique passant par Y ayant pour direction une
droite. On a encore

8;=i(X; Y.A)=:[X;Y.(Y.A))] (=1 ...,m)

D’aprés le lemme 4, on saura que inf(d;) est borné supérieurement si I'on
i

montre qu’il en est de méme de inf(e;) avec
i

g=i[X; (Y.A).(Y.A)] G=1, ..., m)

(1) L’ensemble de ces composantes est en général distinct de celui des composantes den[ Al

Les deux ensembles colncident si Iintersection des A; est propre sur U. !
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Puisque les intersections A; N A; sont propres, on a, comme plus haut

gj= l'[x; (?--At)-AI]
=i[X; ¥.(A.Ap)]
=i[X;Y.(A.A)].

Par une projection générique (¢f.' M, chap. IV, §3]) on est ramené au probléeme
analogue, ou m est remplacé par m —1 etles Aj(j =1, ..., m) parles projections
des A;.A;(j =2, ..., m). Donc par récurrence le colloraire est démontré.

3. Composantes excédentaires dans la spécialisation d’une intersection. —
Lemme 3. — Soient X et Y deux cycles homogeénes positifs dans un espace
projectif L. Posons X | Y =17+ 1., toutes les composantes du cycle X étant
propres et toutes celles du cycle L, excédentaires dans Uintersection X n'Y surS.
Soient X - X' et Y - Y' deuz spécialisations compatibles entre elles sur un
corps k, et posons encore X | Y'="17'+Z,, toutes les composantes du cycle L
étant propres et toutes celles de L, exédentaires dans Uintersection X' n'Y' sur S.
Soit de plus L —~ 1" une spécialisation compatible avec les précédentes sur k.
Alorson a ! L1 et |1'—1'| L|Z, |.

En coupant par une variété linéaire générique de dimension complémentaire a
celle de Z, on se raméne au cas ou Z et Z' sont de dimension zéro; en utilisant les
cycles produits et la diagonale, on se raméne au cas ot Y =Y/ est une variété
linéaire A définie sur le corps premier. Enfin, par une projection parallélement a
un hyperplan générique de A, on se raméne au cas ot A=Y =Y’ est une droite
et ou, par suite, X est un S-diviseur.

On peut supposer que X est une variété. Posons X' =X, +X/,, les diviseurs X, et
X/, de S étant choisis de telle maniere que 'intersection X, n A soit propre (c’est-
a-dire composée de points) et que toutes les composantes de X/, contiennent A.

Soient maintenant X, X/, X, des S-diviseurs ayant mémes degrés que X, X!
et X, respectivement et tels que I'équation de chacun d’eux ait tous ses coeffi-
cients génériques indépendant sur &.

Posons

X.A=Z, X, A=7, X;.A=1,,
X'= i',+i’, et Z=X.A=17+1,.

Alors, par transitivité Z -Z" est une spécialisation compatible avec X->X' sur .
Comme Z' est 'unique spécialisation de Z compatible avec X — X' sur k, Z/ - Z"
est compatible avec X' X' sur k. Or, d’aprés le choix de X, 7,7 est'unique

spécialisation de 7, compatible avec X'-> X' sur_k. Comme Z, <7/, on a aussi
Z {7 et commé Z'cX' | Y, |2Z'—Z'| <X|Z, |.

“Lemme 6. — Soient U une variété, X et Y deuz U-cycles positifs homogenes,
X X' et Y > Y des spécialisations compatibles entre elles sur un corps k, et



— 110 —

supposons que les symboles L=X.Y et I =X'.Y' soient définis sur U. Soit de
plus Z—~>17" une spécialisation compatible avec les précédentes sur k. Alors
tout point de |L'— 7| est multiple sur U.

Désignons par U, 'ensemble algébrique des points multiples de U.

Soient A une direction générique de S de dimension complémentaire a celle
de U, Y, et Y' les cylindres de direction A passant respectivement par Y et Y/,
K un corps de définition de A contenant k. Posons

YU=Y]U=Y+Y, Y.U=Y]U=Y+Y.

D’apres [M, chap. IV. prop. 4], Y'.U est P'unique spécialisation de Y.U, donc
Y’ 'unique spécialisation de Y compatible avec Y — Y/ sur K.
D’aprés le lemme 3, aucune composante de Y simple sur U n’est contenue
dans Y'. Posons '
X1 Y=2+Z+12, X|V=2+7Z+1,

toute composante de Z + Z(resp. 7'+ 7') étant propre et toute composante de Z,.
(resp. Z,) étant excédentaire dans S.

Soit Z — Z' une spécialisation compatible avec X - X', Y — Y'et Z — Z" sur £.

D’apres le lemme 5, on a
+72 <1+ 7.

Toute composante de Z a méme coefficient dans X | Y et dans X J_Y.', d’apres
M, Chap. V, th. 3]. Donc aucune composante de Z ne peut étre en méme temps
composante |de Z. Donc, d’aprés le lemme 3, aucune composante de Z simple
sur U n’appartient a Y. Donch[ClY’l—}- U, et 'on en déduit, par spéciali-
sation| zr l c l Y l ~+ U,. On montrerait de méme que l VA I C I ?’l + U,.

Si Z; est une composante arbitraire de Z/, on a Z;c|Y'| et Z;¢ U,, donc
Z;d:l?’ld’aprés le lemme 3, donc Z;¢|Y'| 4 U, et Z;¢] Z"l.

Si Z; est une composante arbitraire de Z" simple sur U, on a de méme Z;¢ | Y'|,
donc Z¢|Y'| + Us et Z/¢|Z'|. On en déduit bien | Z'— Z'| c Us.

4. Correspondances. — Soient U et V deux variétés. Une correspondance
entre U et V est définie par son graphe, c’est-a-dire par un cycle X sur le pro-
duit U < V, celui-ci étant considéré dans un ordre déterminé. Le cycle X peut
étre quelconque; toutefois, pour simplifier la rédaction, nous donnerons dans la
suite au mot « correspondance » un sens plus restrictif : nous supposerons que X
est une variété ayant pour projection U sur U. Si A est un U-cycle tel que le
symbole X.(A > V) soit défini sur U < Y, on pose

X(A)=prv[X.(A x V)].

Ce symbole jest toujours défini lorsque A est un U-diviseur puisque, dans ce
cas, aucune composante de X.(A > V) ne peut étre excédentaire.
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La correspondance déduite de X en échangeant U ct V, définie lorsque X a

-1
pour projection V sur V, est notée X.

Cas particuliers. — Si la projection de X sur U est d’indice 1, X est le graphe
d’une fonction sur U a valeurs dans V (c¢f. [VA, § 1, n° 3]).

Une fonction a valeurs dans la droite projective est une fonction numérigue.

Si X et X sont les graphes des fonctions, c’est-a-dire si les projections de X
sur U et V sont d’indice 1, X esl une transformation birationnelle.

Dans la suite, nous conviendrons pour simplifier d’employer la méme lettre
pour désigner une fonction et son graphe.

D’autre part, nous allons introduire un symbole défini dans des conditions
moins restrictives que X (A), et que nous noterons X[A].

Auparavant, rappelons la propriété suivante [F, Chap. VII, th. 12,iii]: si U
et V sont deux variétés ayant un corps de définition commun £, si P désigne un
point générique de U sur k et X(P) un V-cycle rationnel sur K = k(P), il existe
un cycle X et un seul sur U < V tel qu'on ait X.(P < V) =P > X(P) et dont
toutes les composantes aient pour projection U sur U.

Le cycle ainsi défini sera dit lieu du cycle P < X (P) sur k, et sera noté

X = £4[P = X(P)].

Si[l'on intervertit j'ordre Jde U et V, cette notation est naturellement a rem-
placer par £;[X(P) > P]. Cette notion généralise celle de lieu au sens ordinaire
d’un point M sur un corps }k, pour laquellevnous emplolerons parfois la nota-
tion £(M).

Soient encore U et V deux variétés, X le graphe d’une correspondance entre U
et V, A une sous-variété de U, k un corps de définition pour U, V, X, A et sup-
posons que le symbole X (P) soit défini pour un point P générique de A sur k.
On posera

X[A]l=prv(C), avec C= L£4[P x X(P)]

et, on étendra cette définition, par linéarité, au cas ot A est un cycle homogene
quelconque. Il revient au méme de poser, dans ce dernier cas

X[A]=prv(C), avec X | (AxV)=C+ G,

de telle maniére que les composantes du cycle C soient toutes celles de 'inter-
section XN (A< V) qui se projettent sur U suivant une variété de méme
dimension (nécessairement composante de A), le symbole étant défini a la condi-
tion que ces composantes soient propres.

Dans la suite, 'emploi du symbole X (A) sera suffisant dans la plupart des cas.
Cependant, au paragraphe 11 du chapitre II, il sera nécessaire d’introduire le
symbole X[A] et d’appliquer l¢ lemme suivant : '

Lemme 7. — Soient U et V deux variétés, ¥ une fonctibn définie sur U, &
valeurs dans 'V, A et B deuz U-cycles tels que les V-cycles A'=F[A],B'=F[B]

soient définis, C' une composante propre de A' B! telle que le U-cycle i“'[C’]
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soit défini. Soit de plus G une composante propre de AnB ayant pour coeffi-
cient 1 dans i"[C']. Alors on a
i(C; A.B)=i(C, A'.B).

Tl existe une composante C de multiplicité 1 de F n (U< C') telle que pry(C) = C.
Appliquons le théoréme d’associativité a la composante propre C de
» Fa(UxA")n(U < B’).
On a
i(C'; A'.B") =i[C; A.(U = B)],
avec
A=F.(UxA").

D’apres [F, chap. VII, th. 18, ii], puisque C est nécessairement simple

surUx Vetsu F:
i[C; A.(UxB)]=i(C; A.B),
en posant
B=F.(UxB).

Enfin, d’apreés [F, chap. VI, th. 10], puisque les projections de C, A, B sui-

vant C, A, B respectivement sont d”indice 1 :
i(C; X.B) =i(C; A.B),

d’ou le lemme :

Lemme 8. — Soient U et V deux variétés, ¥ une fonction sur U, & valeurs
dans V, telle que [F : V] =q (q entier positif). Alors si B est un diviseur
sur V, on a

F(¥(B)) = ¢B +B,,

ot B est un diviseur sur V dont le support appartient & un sous-ensemble
algébrique de V qui dépend de F, maris non de B.

On peut se borner au cas ou B est une variété. On a
A =TF(B)=pro(D), avec D=F.(UxBY.
-1
Or, si Q est un point générique de B, le symbole F(Q) est défini, de dimen-
sion zéro et de degré g. On a donc

prv(D)=¢B.
De plus, on a
A = pry(C), avec C=F.(A x V)

Donc
pry(C—D)=o,

et il en résulte, puisque la projection de F sur U est d’indice 1, que toutes les
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composantes de projy(C—D) sont de dimension inféricure a la dimension n
de A.

Soit P < Q un point générique d’une composante E de C—D. La dimen-
sion de k(P < Q) sur k est > n. Comme la dimension de k(F) sur k est < n,
celle de k(P < Q) sur k (P) est1, et Vintersection X n (Py>< V) est excéden-
taire. D’aprés [M, Chap. IV, th. 2], P appartient a un sous-ensemble algé-
brique U, de U qui ne dépend pas de B. On en déduit

[C—D|cX, oi Xo=Xn(UyxV)
et )
. -1
prv(C—D)| =|F.(F(B)) —gBcVs, avec Vo= projy|X,l.

Lemme 9. — Soient U et V deux variétés, X le graphe d’'une correspondance
entre U et 'V, de projections U sur U et V sur V. Soit A un U-cycle positif tel
que le V-cycle B =X (A) soit défini. Soit k un corps de définition commun a U,
V et X, et soit A — A' une spécialisation sur k; telle que le V-cycle B'=X(A')
soit défini. Soit d’autre part B — B” une spécialisation compatible avec A — A’
sur k. Alors on a |B'—B"|cV, ou V, désigne un sous-ensemble algébrique
de V qui dépend de X, mais non de A ni de A'. '

On a en effet
B =prv(C) et B’ = pry(C'),
en pOSﬂIll
C=X.(AxV) e C=X.(A'xV).

Soit G — C" une spécialisation compatible avec A— A’ et B > B” sur &. D’aprés
le lemme 6, on a |C'— C"| c X,, en désignant par X, I'enscmble algébrique des
points multiples de X.

Comme d’autre part la spécialisation des.cycles est compatible avec la pro-
jection algébrique, on en déduit

| B'— B" | cprojy | Xo | = V.
Cororrare. — Soient U, V et k définis comme dans le lemme 9, et soit A un
U-diviseur quelconque. Soit A — A' une spécialisation sur k, et posons
B=X(A), B'=X(A")
Soit B> B" une spécialisation compatible avec A — A’ sur k. Alors on a
|B'— B"|cV,,
ot Vo désigne un sous-ensemble algébrique de V qui-dépend de X, mais non

de A ni de A,

Lorsque A est un diviseur positif, il suffit d’appliquer le lemme 9. On passe de
1a au’ cas général par linéarité [ ce qu’il ‘n’est pas possible de fairc dans le cas de
cycles quelconques : si A est un cycle, il se peut que X(A') soit défini et qu’il
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n’en soit pas de méme ‘d'un X (A}), en désignant par A/ la spécialisation d’une
composante de A].

5. Les théories d’équivalence sur une variété. — Soit U une variété. Nous nous
bornons a considérer les équivalences linéaire et algébrique pour les U-diviseurs
(les résultats seraient analogues pour les U-cycles de dimension quelconque
donnée). L’ensemble de tous les U-diviseurs dont toutes les composantes sont
simples sur U est un groupe abélien au sens de 'addition des cycles. Nous dési-
gnerons ce groupe par & (U). Soient les sous-groupes suivants de G (U) :

Gu(U), groupe des U-diviseurs linéairement équivalents a zéro sur U, tel
qu'on ait A € G,;(U) si et si seulement, en désignant par D une droite arbitraire
donnée, on peut trouver un diviseur X de U >< D et ur. diviseur @ de degré zéro

de D tels que
A =pry[X.(U x a)],

avec la condition que toutes'les composantes de X n (U < a) soient simples
sur U< V. En fait, on peut toujours prendre pour X le graphe d’une [fonction
numérique ¢ sur U (c’est-d-dire supposer [X : U]=1), avec a = (o) — (=)
(notations de [F, Chap. VIII, § 2]), de telle maniere que A coincide avec le divi-
seur (@) de @. L'équivalence linéaire sera parfois notée par le signe ~.

Ga(U), groupe des U-diviseurs algébriguement équivalents a zéro sur U.
tel iqu’on ait A € G,(U) si et si seulement on peut trouver une variété V, un
diviseur X du produit U < V et un diviseur a de degré et de dimension zéro de V
tels qu’on ait

A = piy[X.(U x a)]

avec la condition que toutes les composantes de XN (U < a) soient simples
sur U > V. En fait, on peut supposer que [V est une courbe sans point multiple
et que @ = M;—M, ou M, et M, sont deux points de V.

Le groupe G, satisfait aux conditions suivantes [cf. [F, chap. IX, § 7]) :

(A) SiUetV sont deux variétés et si Ae G;(U), on a
AxVeg, (UxYV)

(B) SiV est une sous-variété simple de U, si A € G;(U) et sil'intersection A.V
est définie sur U, on a
A.VeG (V).

(G) SiUetV sont des variétés, si A€ G,(Ux V), si X est une sous-variété
de U < V dont la projection sur U est d’indice 1, ([X : U] =1) si de plus l'inter-
section X.A est définie et a toutes ses composantes simples sur X, on a

pro(A.X)e G (V).
Le groupe G, (U) satisfait aux propriétés (A') et (B’) analogues a (A) et (B),
ainsi qu'a la propriété (C') lanalogue a (C), mais ou la condition [X : U] =1

peut étre remplacée par les deux suivantes : X a méme dimension que U et sa
projection sur U est U.
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On a de plus les relations évidentes
$1(U)cGu(U)cG(U).

Nous allons rattacher les théories d’équivalence a la notion de spécialisation
des cycles.

Lemume 10. — Soit U une variété de dimension n, sans sous-variété multiple
de dimension n—1, et soit V une courbe (resp. une droite). Soient k un corps
de définition pour U et V, M un point générique de V sur k, A un U-diviseur
rationnel sur K = k(M). Alors, si M' est un point simple de V, la spéciali-
sation A — A' compatible avec M — M’ sur k est unique, et de plus A et A’ sont
algébriguement (resp. linéairement) équivalents sur U.

En effet, soit X= £¢(A >x<M). L'intersection Xn (U>xM') est propre
sur U <V, puisque U > M’ n’est pas jcontenue dans X. D’aprés les propriétés
des spécialisations, le cycle A'=X.(UxM') est lunique spécialisation
de A= X.(U > M) compatible avec M — M’ sur k. Il suffit ensuite d’appliquer
les définitions données plus haut des équivalences.

Lesme 11. — Soient U une variété quelconque et V une courbe (resp. une
droite), k un corps de définition pour U et V, M un point générique de V par
rapport a k, A un U-diviseur simple sur U rationnel par rapport a K = k(M).
Alors, si M’ est un point simple de V et st A —>"A' est une spécialisation compa-
tible avec M — M’ sur k, A— A’ est algébriquement (resp. linéairement) équi-

calent sur U a un.U-diviseur de la formeZl,-Af, les A; étant des entiers et

H
les A; des sous-variétés.de U qui -ne dépendent que de U et non de V, de M
nideM'.

Soit U un modéle normal de U, construit comme il est indiqué dans [F, App. II],
et soit T la transformation birationnelle qui fait correspondre Uau.

On peut supposer que A est une variété. Soit A =T(A) et soit A >A" une
spécialisation compatible avec A — A/, donc aussi aveec M—~M' sur k. En
posant A'=T(A), on a d’aprés le lemme 9:

A —K'=INA;.

Donc, d’aprés le lemme 10, puisque U est sans singularités de diménsionn — 1,

A’ —A' est algébriquement (resp. linéairement) équivalent sur U azl}x}.
Soit E le groupe des classes de diviseurs de U algébriquement (resp. linéaire-
ment) équivalents sur U. Soient {A'}, {A”}, {A;}les éléments de g représentés
par A’, A", A; respectivement et soit y le sous-groupe de g engendré par les A,
Désignons par Us'le sous-ensemble algébrique de U formé des points dont la
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projection sur U est un point multiple de U. Soit g’ le sous-groupe des éléments
de g représentables par des U-diviseurs sans composantes dans U,. On a

(R} —{&}evng.
Or, puisque \T est de type fini, il en est de méme de ?ngr’. En d’autres termes,
A'— A" est algébriquement (resp. linéairement) équivalent sur U a un U-diviseur
de la formez 2iA; les A; désignant des sous-variétés de-U ne dépendant que de U,
T et U non contenues dans U,. Or d’apres la construction de U, Popération TI“ se

réduit ;& une projection d’indice 1. Donc, d’aprés la propriété (C') de l'équi-
valence algébrique [resp. 'd’aprés la propriéié (C) de 'équivalence linéaire],

A—A’ est algébriquement (resp. linéairement) équivalent a E)\,-Ai sur U, en
posant A;—= '_I:(K;).

Lemme 12. — Soient) U et V deux variétés, X une correspondance entre U
et V, A un U-diviseur [ou un U-cycle positif tel que le symbole B=X(A) ait un
sens et représente un V-diviseur)]. Alors, si A est algébriquement (resp. linéai-
rement) équivalent a zéro sur U, B=X(A) est algébriquement (resp.

linéairement) équivalent sur V & un V-diviseur de la formezl,-B; ou les B;
sont des sous-variétés de V. qui ne dépendent que de X, et non de A.
En effet il existe une courbe (resp. une droite) W, et un diviseur Y du pro-
duit U < W tels que A = A;— A,, avec
A= pry[Y.(U x M;)] (t=1,2)
M; et M, étant deux points simples de W. Soit M un point générique de W et

pOSOIlS

Soit d’autre part B = X(K) Soit B; une spécialisation de B compatible
avec M — M;(i =1, 2). D’aprés le lemme 9, on a, en posant
B;=X(Ay), |Bi—Bi]|cV,,
olt 'V, est un sous-ensemble algébrique de V qui ne dépend que de X. Or, d’apres
le lemme 11, B—B; est algébriquement (resp. linéairement) équivalent a un
V-diviseur de la formeijBoj, les Bo; né dépendant que de X. Le lemme s’en
déduit, compte tenu de B =B, —B..

6. Propriétés vraies en dehors d’ensembles algébriques exceptionnels. — II
arrive souvent qu’une propriété satisfaisaite par un point générique M d’une
variété V le reste quand on remplace M par une spécialisation M. Lorsqu'il suffit
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pour cela que M ne soit pas contenu dans un certain sous-ensemble algébrique
de U, nous dirons que la propriété a lieu pour presque tout Me V.

Lemue 13. — Soient U et V desvariétés, X une correspondance entre V et U.
Alors on a les propriétés suivantes :

«. Pour presque tout M€V, le cycle X(M) =X.(U =< M) est défini;

b. Si pour M générique sur V, X(M) est une variété, X (M) est aussi une
variété pour presque tout MeV;

c. Si de plus la variété X (M) est sans point multiple, X (M) est aussi sans
point multiple pour presque tout M€'V.

La propriété a est une conséquence de [M, Chap. IV, th. 2] puisqu'’il suffit,
pour que le cycle X (M) soit défini, que X n U > M n’ait pas de composante excé-
dentaire.

Voici d’autre part une démonstration de la propriété b due a Samuel : soit (.z‘)

un systeme de coordonnées de Chow (*) de X (M), et soit V' la variété de point

générique (z) sur le corps de base k. Les points de V' qui correspondent a des
cycles décomposés forment un sous-ensemble algébrique V), de V'. 'Or,il existe
une correspondance entre V' et V, celle de point générique (z, M ). Il suffit de
prendre M satisfaisant a la condition a et en dehors de projy[(V, < V)nC].
Pour démontrer ¢, remarquons qu’il est qécessaire, pour que X (M) ait un
point multiple P, 'que P > M soit multiple sur X ou que les variétés linéaires
tangentes 4 X et 4 P >< M en ce point soient confondues. Soient (u;) et (¢;) des
systtmes de coordonnées homogénes pour les espaces respectifs auxquels sont
rapportées U et V, et soit Fx(u, v) = o un systéme d’équations définissant X. La

. ) . oF: e
seconde des conditions précédentes entraine 50—‘ (u, v) = o pour tous les indices j
j

et k etne peut étre vérifiée que si P > M appartient & un sous-ensemble algé-
brique fixe de X, donc M a! un sous-ensemble algébrique fixe V, de V. Si X,
est I'ensemble des points singuliers de X et si Vo= projy(X,), il suffit de
prendre M& V,+ V.

Lemme 14. — Soient U une variété sans point mutiple, V et M deuz varié-
tés, k un corps de définition pour U,V et I, M un point générique de IM
sur k, A et B des sous-variétés de U et V respectivement rationnelles sur
- K = k(M) et telles'qu’il existe une fonction ¥ définie par rapport a K' et par-
tout définie sur A, & valeurs dans B. Posons

A =LA XM), B=LyBxM), F=i2FsxM). " .

(1) Vax DER WAERDEN 6t Cuow, Zur algebraischen Geometrie, I’x,.(Math.‘ Anﬁ., t. 113, 1937).
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Alors, pour presque tout M' € N, les cycles
A’=prg[@.(U >x M),

B = pry[B.(V < M')],
F' = prusev[F . (U < V x M)]

sont définis et ¥' est une fonction partout définie sur A', & valeurs dans B'.

Le fait que les cycles A’, B', F' sont définis pour presque tout M’ € I est une
conséquence du lemme 13 a.

Moritrons qu’il faut. et il suffit, pour que F’ soit définie au point P'><x M, que le
symbole &F . (P'>< V > M') soit défini sur U < V < IMN, et qu’on a alors

F (P> Vx M') = P'5< F'(P') x M.
En effet, on a nécessairement
Fa(P'<VxM)=P x[Fn(PxM)]xM,

donc si 'une de ces intersections est un point, 'autre est également lce point; si
ce point est simple sur U < V > IN, il 'est également sur U < V < M’ et inver-
sement; enfin, s’il a pour multiplicité 1 dans 'une des intersections, il a aussi
pour multiplicité 1 dans P'autre, d’aprés [F, chap. VII, th. 18, ii].

Or &F.(P'><V x M) est définie pour presque tout P'><x M'e A, c’est-a-dire
sauf si P'< M'e @y, A, étant un sous-ensemble algébrique de A&. De plus,
F étant partout définie sur A, on a d’apres ce qui précéde Xon (U< M) =o,
donc la projection M, de X sur M est un ensemble algébrique distinct de M.
11 suffira de prendre M’ ¢ I, pour que F' soit partout définie sur A'.

7. Caractérisation de la jacobienne d’une courbe. — Weil énonce dans [VA]
des conditions permettant de caractériser la jacobienne J d’une courbe C [n°® 36
(th. 18) et n° 37]. Toutefois, il n’est pas nécessaire de supposer que la dimension
de J est égale au genre de C; ce fait résulte des autres hypothéses. En d’autres
termes :

Lemue 18. — Soient C une courbe compléte sans point multiple et J une
variété abélienne de dimension g, et supposons qu’il existe une fonction ¢
définie sur C, & valeurs |dans J, et possédant la propriété suivante : k étant
un corps de définition pour C,J et ¢, si My, ..., Mg sont g points génériques

indépendants de C sur k, le point z = Zcp(M,-) est générique de J sur k et
i

satisfait a.la relation k(z) = k(My, ... Mg), (1).
Alors C est de genre g, J est lla jacobienne de C et ¢ la fonction canonigque
correspondante.

Soient g le genre de C, J sa jacobienne, ¢ la fonction canonique correspon-

(*) Rappelons que la notation K(M,, ..., M,), représente 'ensemble des éléments de K(M,, ..., ¥,)
invariants par tout automorphisme de ce corps conservant les éléments de K.
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dante. D’aprés [VA, § VI, th. 21], il existe un homomorphisme } de I sur J tel
que ¢ = A¢ + a, od a est une constante. Cet homomorphisme peut étre défini de

la fagon suivante : si My, ..., M; sont g points génériques indépendants de C, et
si I’on pose

?(Ml)’

D

g
P =2§(M,) et z=
=1 i

1]

2 est tel que 3= }(2). Dans le cas particulier considéré, on a de plus @ = o.

Nous allons montrer que A est [un homomorphisme sur J. En effet,
soient M, ..., M¥"" des spécialisations génériques indépendantes de M,,
sur ky=k(M,, ..., M), et soient &, ..., 31671 les points qu'on obtient, au lieu
de z, lorsqu’on remplace le point M, par M), ..., M{¥™" respectivement. Le
point y =z + z'+. ..+ z¢~1) appartient & I'image I de J sur J par A. D’autre
part, on a y = ¥4+ yo avec

8—1 L4
P=eMP),  yo=(g,9(Mo).
j=0 =2

Comme y, est rationnel sur &, et y, générique de J sur ky, y est aussi géné-
rique sur J sur ky. Donc I=1J et A est bien un homomorphisme sur J.

Inversement, si My, ..., M sont g points génériques indépendants de C sur £,

et si I'on pose
& 8
=D 5(M), 3= 9(M)
=1 =t

l'application  de J dans J telle que z = X(z) est un homomorphisme de J dans J
etfle fraisonnement symétrique du précédent |(qui s’en déduit en échangeant les
roles de J, ¢, g etJ, ¢, g respectivement). montre que c’est un homomorphisme
sur J. Les variétés J et J ont méme dimension et'on a bien g = g. Il suffit ensuite

d’appliquer [VA, §V, th. 18].

8. Homomorphisme du groupe §G,(U)/GJ(U) sur le groupe des points d’une
variété abélienne. — Soit U une variété et posons’ Q}a: G.(U), Gi=G(U) et
&a=Ga/G:. Nous dirons qu'un sous-ensemble G, de G, est’ paramétré par une
variété NV sur un corps k de définition pour U et V si I'on peut trouver un point
générique M |de [V sur k et un U-diviseur A ratiorinel sur k(M) tel que G, soit
composé de toutes les spécialisations de A sur k. Nous dirons qu'un sous-ensemble g,
de ga est paramétré par V sur k s'il existe un sous-ensemble G, de G, para-
métré par V sur k tel que g/, soit 'ensemble de toutes les classes de g, ayant un

“représentant dans G.,.

Lemme 16. — Soit U une variété; soient C; (i =1, ..., m) des courbes sur U
“sans point multiple, ne contenant aucun point multiple de U et, pour tout i,
soient J; la jacobienne de C; et 9; |la fonction canonique correspondante. Soit k
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un corps de définition pour U et, pour tout i, pour C; J: et ¢;. A tout
U-diviseur A, associons les points L= S[¢:i(A.C;i)] () lorsque les symboles A..C
sont tous définis. Soit le point L=17,<...x Ly sur la variété abélienne
J=Ji>x<...xJn.

Le point L obtenu ne dépend pas de la classe de A (mod G,(U) et, pour
A e G.(U) Uapplication (A — L) définit un homomorphisme de GJ(U)/G,(U)
sur le groupe [Q] des points d'une sous-variété abélienne Q de J.

De plus, on peut trouver un sous groupe lde g, paramétré par une variété
ablienne 11 et dont Uimage sur J par cet homomorphisme soit [Q].

Montrons d’abord que dans toute classe de G(U)/G,(U) on peut trouver un
représentant A’ tel que le cycle A’.C; soit défini sur U pour tout /. En effet, soit A
un représentant.de la classe considérée, et soit A un cylindre générique passant
par A, de dimension complémentaire a celle de U.

Posons A.U=A 4+ A et montrons que Pintersection A.C; est définie sur U
pour tout Z. Distinguons deux cas : si G; ¢ |A|, ona aussi C; ¢ | A l, donc C; ¢ I A I; si
Cic|A|, etsi P;est un point générique de C;, P; n’est pas contenu dans A d’aprés
le lemme 3, donc on a encore C; ¢|f&|

L’intersection A.C; est donc définie sur U (et, d’aprés les hypotheéses, tous ses
composants sont simples sur U).

11 suffit alors de prendre A'=B — A avec, par exemple, B = dH, en désignant

par d le degré de A (c'est-a-dire celui de A) et par H un hyperplan générique
de S.

Si de plus A est défini sur un corps k' >k, on peut supposer qu’il en est de
méme de A'. En effet, la direction de A, supposée générique peut étre remplacée
par une direction A rationnelle sur & : il suffit de la choisir telle que, pour
tout #. A; soit composante propre de A;nU, ou A; désigne le cylindre de base A
et de direction A. Ceci nécessite peut-étre, lorsque & est un corps fini, le rempla-
cement de k par une extension algébrique finie convenable.

Le fait que toute classe de]G /G, ait une image bien déterminée résulic des
propriétés de I'équivalence linéaire. Soit I I'image de G4/G.. Cette image I est un
sous-groupe de J, et Papplication considérée est bien un homomorphlsme

Démontrons la propriété suivante :

(A) Désignons par L un point deJ et par L, le point origine sur J. Alors on
peut trouver un sous-groupe. &, de g, paramétré par une variété abélzenne et
dont l’nna e sur J soit une variété abélienne contenant Z et L.

4

Soit ¢n effet A un représentant d’une des classes de g, ayant Z pour image. Il

(1) Si G désigne une courbe, J sa jacobienne, ¢ la fonctiocanonique et @ =.Z %;a; un C-diviseur,

la notation S[¢(a)] représente le point Z =Z M@i(a;) de J, cette derniére somme étant ente‘ndue

. - j
au sens de la loi de composition sur J.
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existe (voir § 3) une courbe V (qu’on peut supposer sans point multiple) et un
diviseur X sur U x V tels qu'on ait

A = pry[X.(U x (M;— Ms))]

Soient Jy la jacobienne de V, gy son genre, ¢y la fonction canonique corres-
pondante, Ay un corps de définition pour V, Jy et gy contenant A. A tout point
générique Zy de Jy sur ky on peut faire correspondre un V-diviseur positif ay de
degré gy tel que Zy = S[gv(ay)]. Désignons par ay -»a{) une spécialisation sur
kv telle que M, €| ay’ |. Posons :

ay— a\)) = Zv et X=PTU[X-(U Xl_lv)]~

Alors A et le diviseur nul sont des spécialisations de A sur ky, et I'ensemble de
toutes les spécialisations de A sur ky définit un sous-groupe g, de g, paramétré
par Jy (car a toute spécialisation A > A’ sur ky on peut faire correspondre unc
spécialisation ay — ay compatible avec clle sur ky; d’apres le lemme 10 du chapi-
tre I, on a bien A'e G,). L'image { de g/, sur J est la variété { = £4(Z), en
désignant par ZYimage de A. Or d’apres [VA, §III, th. 9 et VA, § IV, th. 11]
la correspondance entre Jy et J est un liomomorphisme de Jy dans J dont 'image ¢
est une variété abélienne, d’ou la propriété (A) annoncée.

Soit  'une des sous-variétés abéliennes de J telles que [R]c 1 dont la dimen-
sion d est maximum. Montrons que [R]=1. Si en effet Y était un point de I
n'appartcnant pas & & on pourrait -d’aprés (A). faire passer par Y et Z, une
variété n distincte de Q et telle que [n]cl. La variété abélienne Q' obtenue en
composant Q et v au sens de [VA, §1V, th. 11, coroll. 1] serait de dimension
supérieure a e et d’autre part-telle que [R'] cI, ce qui est impossible.

On a donc bien [Q] =1I. Le fait que I est I'image d’un sous-groupe de g, para-
métré par une variété abélienne II s’obtient en appliquant (A), le point Z étant
pris générique de J sur k.

9. Une propriété des translations sur une variété abélienne. — Une translation
sur une variété abélienne A est entendue au sens de la loi de cdmpoéition sur-
cette variété. Si une translation sur A est définie par un point Z de A et si X est
un cycle (ou un ensemble algébrique) sur A, I'élément transformé de X' par Ia
translation considérée est noté X, (Cf. [VA §1I, N° 11]).

Lemme 47. — Soit A une variété abélienne, ét soient E et E' deux ensembles
algébriques sur A distincts de A. Supposons que toutes les composantes de E
soient de dimension < q. Alors on peut trouver un point L de A tel que E'nE,
ait toutes ses composantes de dimension < q—1.

En effet, supposons d’abord E' de dimension zéro. Soit'E/ =2 Y;, ou les Y;

j
sont des points de A, et montrons que Z peut étre choisi pour que E'nE; =o.
Il suffit en effet que le point — Z n’appartienne pas a I'ensemble algébrique 2 E,.

j
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Le cas odt E"est de dimension [quelconque ¢ se raméne immédiatement au cas
précédent : il suffit de remplacer :E' par un nombre fini de points tels que toute
composante de E' contienne I'un d’eux au moins.

CoroLLare. — Soit A une variété abélienne, E = E, un ensemble algébrique
sur A distinct de A. Alors on peut trouver des translations sur A définies par
les points Li de A (i =o, 1, ..., n) telles que les ensembles algébriques E;=E,,
sotent sans point commun (on suppose que Ly est Uorigine sur A).

En effet appliquons le lemme 17 en prenant E'=E. Supposons que toute com-~
posante de E soit de dimension < ¢, et s0itZ, un point de A tel que E, =EnE,,
ait toutes ses composantes de dimension <~ g — 1. Prenons ensuite E'=E| et soit
Z, € A tel que E;=E, nE; ait toutes ses composantes de dimension < p — 2, et
ainsi de suite. On aura bien

EsnE;n...nE;=o0.

Remarque. — Si 'k est un corps de définition de A, on peut supposer dans les
énoncés précédents que les points Z, Z; sont algébriques sur k. ’

CHAPITRE II.

LES THEORIES D’EQUIVALENCE ET LEUR RATTACHEMENT A L’ARITHMETIQUE
SUR LES COURBES ALGEBRIQUES.

1. Le domaine universel est supposé de caractéristique quelconque p. Soient &
un corps et N une variété de dimension » dans un espace projectif U, ayant &
pour corps de définition. Dans la suite, on pourra sans inconvénient remplacer &
par un surcorps arbitraire k%, & condition toutefois de supposer que ce surcorps k*
est une extension algébrique finie de k lorsque k est lui-méme une extension
algébrique finie du corps premier. D’autre part, la variété I étant considérée
4 une transformation: birationnelle (définie sur k) pres, nous la supposerons
normale (cf. [F, App.II]). Soit M un point générique de IM sur k, et posons
K= k(M). Soit C=GCG(M) une courbe ayant K pour corps de définition, que
nous supposons sans point multiple, de genre g et plongée dans un espace
projectif R.

Soit R =R > IM, et considérons la sous-variété C = £ [C(M) =< M] de R,
lieu de ld courbe G(M) < M sur k (voir chap. I, §5). La variété C est de dimen-
sion n+ 1 et plongée idans le produit d’espaces projectifs R =R > U. On a,
d’apres la définition du symbole £; :

C(M)> M =C.(Rx M).
Pour tout point M’ de I simple sur I, de méme
C(M')xM'=¢C.(RxM),

lorsque le symbole C.(R > M’) est défini sur R, c’est-a-dire lorsque toutes les
composantes de Cn (R > M') sont de dimension 1.
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C(M') est un cycle de dimension 1 sur C et c’est I'unique spécialisation de
C (M) compatible avec M — M’ sur k.

La courbe C peut étre remplacée par toute courbe qui s’en déduit par une trans-
formation birationnelle et biréguliere définie sur K. De la il résulte que la
variété C peut étre supposée normale. Soit en effet, C un modele normal de C
construit comme dans [F, App. II] le corps k étant remplacé, s’il y a lieu par une
extension qui soit un corps parfait. Soit P un point générique de € sur K, et soit P
I'image sur C du point P > M de C. Tout point de C =< M est simple sur C d’aprés
le lemme 1 du chapitre I'; on en déduit que € est birationnellement et birégulie-

rement équivalente a C= ﬁ’K(F). Posons d’autre part

Cl= £:(P < M)

La transformation birationnelle entre € et ¢’ qui associe les points PeePx<M
étant biréguliere, C' est un modele normal de C et il suffit de remplacer C et C
par Cet® respectivement.

2. Comme au paragraphe 5 du chapitre I, associons a toute variété .U le
groupe G (U) de tous les U-diviseurs sans composante multiple sur U ainsi que
les groupes G,(U) des éléments |de G (U) algébriquement équivalents & zéro
sur U et G, (U) des éléments de G (U) linéairement équivalents azéro sur (U).

Posons pour la courbe C :

G=G(C), Ga=Gga(C), Gi=Gu(C).
et pour la variété C = £;(C < M):
G=6(C), Ga=Ga(C), Gi=Gi(C)

Remarquons que puisque C est sans point multiple et C sans sous-variété mul-
tiple de dimension n, le groupe G (resp. §) est le groupe de tous les diviseurs
de C (resp. C). '

Nous allons définir plusieurs autres sous-groupes de § = G(C). Nous emploierons
les signes suivants pour les relations entre groupes additifs, ~ pour l'isomorphisme,
+ pour la somme. Les 1somorph1smes G/G ~ (G/G")/(G'|G") (G>G>G") et
(G+ G')/G ~ G'[(Gn G') seront dits premier et second théoréme d’isomorphie.
Si G est un groupe, nous nommerons groupe-quotient de G tout _groupe
de la forme G/G' (G> G). Par groupe de type fini, nous entendrons un groupe
ayant un nombre fini de générateurs sur I'anneaun des entiers.

Soient les sous-groupes suivants de § :

¥, groupe des C-diviseurs & tels que pro, (A) =o;

3, groupe des C-diviseurs X tels que toutes les composantes de proj,, | A |
soient de dimension < n—1;

Ha=H + Ga;

6, =5+ Gu.
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Désignons de plus par F la fonction sur C, & valeurs dans I, définie par la
projection sur N, c’est-a-dire telle que F (P < M)= M pour tout point P € C(M).

Les énoncés des propositions et théorémes contenus dans ce chapitre pourront
étre flus en se reférant uniquement aux notations et définitions qui précedent.
Afin de simplifier la rédaction, celles-ci ne seront pas explicitées 2 nouveau dans
chacun de ces énoncés.

Les groupes ¥, et I peuvent encore étre caractérisés de la mamére suivante :
soit @ un C-diviseur; soit M’ un point générique de I sur un corps de définition
de A, et posons

A’ M = @.[G(M') < M'],

en remarquant qu’on a aussi, d’apres [F, chap. VII, th. 18, ii]

AxM=&.(RxM);
dans ces conditions :

a. pour que AL € H,, il faut et il suffit que A’ soit de degré zéro. Clest une
conséquence immédiate de la définition du symbole pr, ;

b. pour que A € JC, il faut et il suffit que A'=o. Cette condition est évidem-
ment nécessaire. Pour montrer qu’elle est suffisante, remarquons, en désignant
par Ai(i=1, ..., g) les composantes de &, que les cycles de degré zéro
@;.(R><M') sont deux a deux sans composant commun. Cela entraine

A;.(RxM)=o0

pout tout £, c’est-a-dire | A |n (R><M') = o. Donc proj,, | & | ne contient pas M',
d’on le résultal annoncé.

Prorosition 1. — On a 8, c ¥,.
En effet, comme on a d€¢ c 3¢, il suffit de montrer que §,.c 3¢,. Si A € G, et

si 'on” pose encore, pour M’ générique de IN sur un corps de définition de A :
A(RXM)=A.[C(M)xM)]=A"x<M,

A’ est algébriquement équivalent a zéro sur CG(M'), diaprés la propriété (C') de
Péquivalence algébrique. Donc A’ est de degré zéro, et 'on a bien A € J¢,.
3. On a, entre les groupes qui viennent d'étre définis, les inclusions suivantes :
ga > 91
Go¥0>3,>9¢;> 5.

Nous allons étudiér les différents groupes et groupes-quotients qui apparaissent
dans ce tableau. Remarquons que. G/, est isomorphe au groupe additif des
entiers et démontrons la proposition suivante :

Prorosttion 2. — Soit H' le groupe de tous les @ diviseurs de la foi;me

A= i‘i(a), oti a est un IN diviseur. Alors on a H'c K, et le groupe 3¢/ 4¢'
est de type fini.
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D’autre port, si Uon pose K'n G, = ,, H'n G,= K,, les groupes &'|5C,
et HK'|3, sont isomorphes & des groupes-quotients de G (IMN)[G,(IM) et
G (M)|Gi(IMN) respectivement.

La relation J¢' c J€ est une conséquence du fait que proj,, | | coincide avec

—1
|a| pour & =F (a).
Inversement, soit L € #€. Soient, pour toute composante X;de &, k; un corps
de définition de @; et M;>< P; un point générique de €; sur k;. Soit a; le lieu

de M; sur k;et,si & =21;ai, posons a =21,-a,-, cette somme étant étendue a
] =1

tous les 7 tels que ‘a; soit de dimension n—1. L'application (X — a) définit

un homomorphisme de J¢ dans G (IMN). Puisqu’a i*i (a) correspond a dans I'appli-
cation considérée, cet homomorphisme est un homomorphisme sur.

Etudions le noyau X de cet homomorphisme. Soit @; une composante d’un
élément A de K, de projection a; sur I, et soit M; un point générique de a;.

Si a;est de dimension << n—1, P'intersection C n (R < M;) est de dimension>1,
donc d’apres [M, chap. IV, th. 2], M; appartient & un sous-ensemble algébrique
de I qui ne dépend pas de XX

Si a; est de dimension 7 — 1, il existe des composantes de &, distinctes de &;,
ayant également pour projection a@; sur J. L’intersection Cn (R < M;) est
décomposée et, d’aprés le lemme 13(5) du chapitre I, M; appartient encore a un
sous-ensemble algébrique de I qui ne dépend pas de A.

On en déduit que pour & € &K, proj,, | A | appartient & un sous-ensemble algé-
brique de N qui ne dépend pas de . Donc | & | appartient & un sous-ensemble
algébrique fixe de C. Il en résulte que K est un sous-groupe de type fini de K.

Orona

9 =9 + K.

Donc d’apres le second théoréme d’isomorphie
8e/5¢ ~ KJK noe'
et le groupe J€/I' est également de type fini.
Enfin, pour démontrer la derniére partie de la proposition, remarquons que

Visomorphisme de G (M) sur J¢' défini par application (a — ﬁ(a)) posséde la
propriété suivante : si a € G,(IM), on a A € I,. C’est en effet une conséquence
des propriétés de I'équivalence algébrique. De méme si a € G,;(IMN), on a X € IC,.
Si Ton désigne par G (M) et G;(IN) les images inverses respectives de JC, et
J€, dans 'isomorphisme précédent, on a

H Ko G(M)Ga(ON) et &H[H;~ G(IMN)/GI(M).
La proposition est donc démontrée.
De la relation #¢ = €'+ I, on peut encore tirer d’autres conséquences. On a

Ha=Ga+H =G,+ '+ K.
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Si 'on considere la suite
GoHa>Ga+ ' > Ga

les deux groupes-quotients successifs #./(Ga—+ I') et (Go+ H')|/G. sont res-
pectivement isomorphes, d’apres le second théoréme d’isomorphie, a JC/K, et
3¢ [, en posant

Ka=KnGa+ 8.

De méme, si I'on considere la suite
®15G,+ 8 >G,

les deux groupes-quotients successifs ¢,/ (Gi+ J€) et (Gu+ I¢')/G, sont res-
pectivement isomorphes a JC/I; et 3¢/, en posant

Hi=XKnG+ % (1)

3. Montrons que le groupe J¢; peut étre caractérisé par la proposition suivante :

Prorosition 3. — Soient A un élément de G et M' un point générique de M
sur un corps de définition k' de A, et posons A'<M' = A&.(R <M'). Alors,
pour qu'on ait A € 3, il faut et il suffit que A' ~ o sur C'= C(M').

Soit d’abord @ € 3¢;, c’est-d-dire A = A + B avec X € G, et BeH. On a

B.(R < M) =o,
donc .
AxM=a.(CxM)=a.(RxM),
et la relation A’'~ o sur (! est une conséquence des propriétés de I'équivalence
linéaire.

Supposons inversement A'~ o sur C'. D’apres [F, chap. VIII, th. 10, coroll. 1],
on peut trouver une fonction 0 sur G’ définie sur K'= £'(M') et telle que (0) = A'.
Soit P" un point générique de C' sur K' et soit » la fonction sur C, définie sur &/,
obtenue par lextension de 0, c’est-d-dire telle que w(P'><M')=0(P'). On a,
d’apres [F, chap. VIII, th. 1, coroll. 3]:

(9).(C'>x< M) = A’ M,
d’ou .
[(w)—A](CxM)=0 e (0)—Ae#.

Comme ()€ Gy, cela entraine bien A € J¢,.

4. Pour étudier le groupe ¥o/J€,, il est commode d’introduire la jacobienne
J=1J(M) de C=C(M). On peut supposer, d’aprées W.-L. Chow (2) que J est

(') Remarquons qu’on peut intercaler entre g, et ¢, deux groupes g, et g, : §,5¢,5¢,>G,; de
telle maniére que les groupes-quotients successifs ¢./g,, §,/G, et §,/G, soient respectivement iso-
morphes a i, /%, X, /K, %,[/%);. 1] suffit de prendre

Gi=G.N¥, et G =%, +Gp

(?) Mémoire a paraitre dans les Ann. of Maths.
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définie sur K et plongée dans un espace projectif S. Si ¢ désigne la fonction
canonique correspondante, on peut supposer ¢ définie sur une extension algébrique
finie K* de K = & (M). Supposons pour I'instant K* =K.

Introduisons le produit =75 > M et'la sous-variété J = £4(J < M) ide 8.
Cette variété est de dimension n+ g et plongée dans le produit d’espaces projec-
tifs S =S x U,etlona

I M= J.(S x M).

Posons, pour tout point M' de IN,
Fx M'=J(M)&M=J.(5x M),

lorsque le symbole J.(S < M') est défini sur 8. (Cf. §1).

On peut normaliser la variété J et la supposer sans sous-variété multiple de
dimension n + g —1, par le procédé déja utilisé au paragraphe 1 pour la norma-
lisation de C.

D’autre part, d’aprés le paragraphe 6 du chapitre I, on a, pour presque tout
point M' € M, c’est-a-dire si M' n’appartient pas & un sous-ensemble algébrique
IM, de IM, les propriétés suivantes :

a. Les cycles C'=C(M') et J'=J(M') sont définis ct -sont des vaiétés sans
singularités [ chap. I, lemme 13].

b. 11 existe une fonction ¢/, partout définie sur C/, a valeurs dans J', qui est
I'unique spécialisation de ¢ compatible avec M —~M' sur & [chap. I, lemme 14].

c. Soit ¢ la fonction définie sur J >< J, a valeurs dans J, qui définit la loi de
composition sur J. Cette fonction a pour spécialisation compatible avec M —~ M’
sur k une fonction ¢/ partout définie sur J' < J, a valeurs dans J'. Sil'on désigne
par Z, le point origine sur J, sa spécialisation Z; est définie et comme on a
$(Z,, Z) = Z pour tout point Z de J, on a aussi ¢(Z,, Z') = Z' pour tout point Z
de J'.Si « désigne la fonction définie sur J, a valeurs dans J, qui, au point Z,
associe le point Z =—7Z (tel que $(Z, Z) = Z,, la spécialisation o' de « est une
fonction partout définie sur J' et telle qu'on ait §'(Z', Z') = Z, toutes les fois que
7=ad(T).

Enfin, puisque les relations
9(Z1, Za)=9(Zs) Zy) et ¢[Zy, 9(Zsy Z3)] = 9[3(Z1, Z2), Zs]

sont vérifiées quels que soient les points Z,, Z,, Z, de J, les relations analogues
sont vérifiées par trois points quelconques Z', Z),, Z, de J', ¢t I'on en déduit que la
loi de composition définie par ¢/ est associative et commutative. Don¢ J' est une
variété abélienne [F, §III, n° 16]. De plus, Z; est le point origine sur J'.

d. Soit } la fonction définie sur le produit g fois par clle-méme Cs de la courbe C,

' 1
a valeurs dans J qui, au point P,><..,>< P, fait correspoudre Z=2 9 (Pi).
=1

Cette fonction est partout définic sur C¢, invariante par toute permutation des P;,
de telle sorte que A(C¢) = g !J. Cette fonction a pour spécialisation compatible
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avec M — M’ sur k une fonction partout définie sur C'¢, & valeurs dans J', telle que

0(Py ... Pp) =12’ =2 ¢ (P))

=1

(donc invariante par toute permutation des P;) et, d’aprés les propriétés des spé-
cialisations des cycles, telle que 6(C's) =g !J'. Si les points P, ..., P} sont
génériques indépendants de C' sur K, on a donc

K'(Py, ..., Ppl=K/(Z),

D’apres le lemme 15 du Chapitre T et d’aprés [VA §v, th. 18], la courbe C' est
de genre g etJ' est la jacobienne de C/, avec ¢’ pour fonction canonique.

B. Soient 4 nouveau (X un C-diviseur, &' un corps de définition de (‘l, et M' un
point générique de N sur &'. Le cycle A’ sur C' défini par A'>x M'=&.(R < M’)
est rationnel sur K'=Kk'(M'). Soit J'=1J(M') et soit ¢ la spécialisation de ¢
compatible avec M — M’ sur k. Considérons le point Z'=S[¢'(A')], en posant

S[¢ (A= 9 (A, A'=Y kA,
i

les A; désignant les composants de A’ [¢f. la notation de VA, § III, n° 16]. Ce
point est rationnel sur K’ et, comme K' est une cxtension réguliere de £/, la
sous-variété

B =Lp(L < M)

est définie. Cetle variété a pour dimension n et sa projection sur 1T est d’indice 1.
Aux éléments d’'une méme classe de J€o/I€, correspond une méme variété %,
d’apres la proposition 3.

Inversement, soit % une sous-variété de dimension n de J dont la projection
sur JN est d’indice 1. En d’autres termes, supposons, pour M’ générique sur I
sur un corps de définition A’ de %, que lintersection %5.[J(M') < M'] soit un
point Z'. Alors on peut trouver sur C/'=C(M') un dwnscun Alde degré zéro,
rationnel par rapport a K'=k'(M') et tel que Z'=S[¢/(A")] : on peut, par
exemple, en appliquant [VA, § V, prop. 16], prendre pour A’ la différence de
deux diviseurs positifs de degré ;g de C'. Si I'on pose A = £ (A'>< M), on a
A e JC et 3 est la variété associée a A par application précédente.

Il s’ensuit que la correspondance entre les éléments de & = J€,/IC; et les
variétés 3 est biunivoque. Il sera commode, dans la suite, d’employer la méme
lettre pour désigner un élément de 4 et la variété 2 associée.

Si I'on consideére la variété § comme une variété fibrée de base IN dont les
fibres sont les variéiés abéliennes J/, les variétés % sont les sections de cette
variété fibrée.

6. Soit & nouveau M un point générique de IM sur k, et considérons la
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courbe C = G (M), sa jacobjienne J =J(M) et la fonction canonique ¢ corres-
pondante.

Nous avons vu au paragraphc 8 du Chapitre I (lemme 16) que I'application
A>Z= S[q;(A)], avec A< M=@.(C>x M), définit un homomorphisme
de G,/G. sur le groupe [ Q] attaché & une sous-variété abélienne Q de J = J(M).
D’apreés la proposition 3, 'image Z de X ne dépend en fait que de la classe de &
(mod ;) et comme toute classe de J€,/IC¢; admet un représentant dans G, cette
application définit aussi un homomorphisme de ko= Ho|H, sur [Q]. Remar-
quons que Pimage Z d’un- élément de %, peut encore étre définie par
Z <M =%.(J < M), en désignant par la section de ¥ correspondante.

Nous allons montrer que ’homomorphisme ainsi défini de A, sur [Q] est un
isomorphisme ou, ce qui revient au méme, qu’il existe une et une seule
section % € h, de J passant parZ < M, o0 Z estun point donné arbitraire de & (*).

Pour cela, considérons un second point M’ de IN tel que M et M’ soient géné-
riques indépendants de IN sur k. A tout élément % de k, associons Ses images 7,
Z' et Z>< Z'sur J,J' et J < J' respectivement. D’apres le lemme 416 du Chapitre T,
I'image de A, sur J >< J' est une variété abélienne A, et il existe un sous-groupe A,
de k, paramétré par une variété abélienne II ayant également pour image A sur
J < J'. Ce paramétrage définit un homomorphisme w de I sur A. D’autre part, la
projection sur J définit un homomorphisme A de A sur Q. Soient A, et II, les
noyaux respectifs des homomorphismes A de A sur et A o de 1 syr Q.

D’apres [VA, § IV, th. 1], le groupe A, (resp. IIy) se compose d’'un nombre
fini de variétés déduites d’une sous-variété abélienne de A (resp. II) par des
translations. Si A, n’est pas’réduit & un point, il contient au moins un point

d’ordre fini ;s distinct de I'origine Z, >< Z;. Désignons ce point par Zy < Z,. Ce
point est lui-méme I'image par = d’un point au moins de II, distinct de l'origine

et d’ordre s sur II. En cffet, _1tl(Zo>< Z’o) est une réunion finie de sous-variétés
de I déduites d’une variété abélienne par des translations d’ordre s sur IL. Il
suffit de considérer sur I I'image de I'origine par 1'une de ces translations. La
section —“5 correspondante de J est un élément d’ordre s de &, passant par Zo < M
et par Z, >< M'.

Or l'ensemble des éléments d’ordre s de 4, est fini. En cffet, considérons
I'ensemble des points Z; d’ordre s de J. On peut trouver un entier f tel que le

J.diviseur pf ZZk soit rationnel sur kA (M). Toute section %* de J d’ordre fini
k

L’k[pf(sz)] ' Il ne peut donc
k

exister qu’un nombre fini de telles sections.

ést contenue dans l’ensemble algébrique

) “A. Weil a récemment démontré différents critéres [ Criteria for linear equivalence, a paraitre
dans les Proc. Nat. Acad. U, S. A.| dont l'un (E) pourrait également éire utilisé dans la démon-
stration de ce résultat. D'aprés ce critére, si V est une variété sans sous-variété multiple de
dimension n —1 dans un espace projectif,. et si.L désigne une variété linéaire telle que Vinter-
section V.L soit une courbe C sans point multiple, tout V-diviseur X appartenant 4 g, (V) tel qu’on
ait X.C ~ O sur C appartient a ¢,(V).
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Puisque M a été supposé -générique sur k, la scule section d’ordre s de F
contenant le point Zo>< M est la section origine %,. Donc %, coincide avec 5o
et Z',, avec Z, ce qui contredit 'hypothése faite plus haut. Le noyau A, de 2 est
réduit au point Z,x< 7, ¢t A définit une correspondance birationnelle entre
Qet Q.

La seule section de [} appartenant & k], et passant par Z, < M est %,. Comme
on peut supposer (¢f. la démonsiration du lemme 16) que %/, contient tout él¢-
ment donné 4 l'avance de %, Se cst bien la seule section de J appartenant a /,
et passant par Zo>< M, et h,= 3C,[/H. est bion isomorphe a [Q] (ce qui entraine
dailletirs ko= hy).

Il reste, pour la généralité de ce rcsult'\t a considérer le cas ot le corps K* (de
définition de @) est distinct de K. Soit &* la fermeture algébrique de & dans &*;
alors K* est une extension réguli¢re de &*, et 'on a K*= k" (M"), M" désignant un
point générique par rapport a k* d’une variété " définie sur ce corps. Soit la
variété C'= £;.(C < M*) et soicnt les groupes G, G;, G/, ¥i, &, attachés
a C* analogues a ceux définis au paragraphe 2. A tout diviseur a' sur C" associons
le diviseur A* sur C défini par A* >< M*= @".(C < M") et le point Z'= S[¢(A")]
de J. D’aprés ce qui précede, cette correspondance définit un isomorphisme de
hy,= 3¢;|¥; sur le groupe [Q'] d’'une sous-variété abélienne Q" de J. Si d’autre
part, pour tout C-diviseur &, on pose AxM=@&.(CxM), puis Z=S.[¢(A)],
'application (X4 —Z) définit un homomorphisme de k,=8€,/¥, sur le groupe [2]
d’une sous-variété abélienne Q = Q(M") de J. Soit § la fonction sur C*, a valeurs
dans C, définie par B(P < M*) =P < M, P désignant un point générique de G
sur K. Toute classe de #,/8¢; admet un représentant (X au moins dont aucune
composante n’appartient a J¢, donc tel que Pélément A" =P~ (A) de G". soit
défini. Il résulte du corollaire du lemme 12 du chapitre I que A" € JC;; d’autre
part, les images respectives Z et Z* de L sur & ct de Q" sur Q" sont confondues.
On a donc QcQ'. Si, de plus, Z=7'=1Z,, on a A" €], et par suite
A € #,, d’apres la proposition 4. On a bien encore k.~ [R2]. D’ou

Tatorime 1. — Le groupe 8,|3, est isomorphe au groupe des points d'une
sous-variété abélienne Q de J.

Remarques. — a. Supposons-nous placés dans le cas général ou K*'>4K et
montrons qu'il existe un surcorps algébrique fini &' de &* (donc aussi de k) tel
que la variété Q admette k' (M") pour corps de définition. En effet, soit encor e un
sous-groupe de A, paramétré par une variété II (I'hypothése que cette variété est
abélienne n’intervient pas ici) et ayant pour image & sur J. On peut supposer
qu’il existe pour I et pour ce paramétrage un corps de définition K' de dimension
finie sur k*. La variété Q est définic sur K'(M"). Soit Z un point générique de Q
sur ce corps. On peut trouver un point o'ém’mque P de I sur K' ayant-pour
image Z sur J. Soit @ le C-diviseur correspondant. Soit d’autre part &’ la ferme-
ture algébrique de A* dans K' et considérons la variété W = £,,(P). Désignons

par P un point générique de W sur &'(M*) et soit @ — @ une spécialisation
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compatible avec P —> P sur k'. Soitenfin Z = S[¢(A)]avec AxM=C.(& < M).
On a A € G,, donc Z€ Q. Or puisque Z est une spécialisation de Z sur k'(M*),
la sous-variété { = £2,, ,;.,(Z) contiefxt Q. Cette variété coincide donc avec Q, d’otx
le résultat annoncé. Nous supposerons dans la suite A= k.

De la méme maniere, la variété A introduite dans la démonstration du théo-
réme 1 peut &tre supposée rationnelle sur k(M*, M"). Soit encore S €ha,
d’images respectives Z et Z' sur J et J', et supposons Z générique de Q sur k(M*).
Alors Z' est défini sur k(M', M"*, Z) =K'(M", Z), en posant K*'=k(M").
Donc K*(Z' < M") =K(Z, M"). On en déduit que la variété O lieu de Z/ < M"
sur K (ou de Z > M" sur k, ou encore de £ >< M* sur a k) est birationnellement
équivalente au produit Q =< JNU".

En d’autres termes, O est une sous-variété fibrée triviale de la variété
Sibrée §*.

~ b. Avec les mémes notations, A définit une correspondance birationnelle et
biréguliere entre @ et Q'. Remplagons M™* par un point arbitraire M] de INU".
Alors, pour presque tout Mj € IN*, les spécialisations Q'— L, compatible avec
M" > M; sur ket A'—> A, companble avec M"* — M| sur K* sont bien déterminées;
d’ aprés le lemme 14 du chapitre I, A; définit une correspondance birationnelle et
biréguliére entre Q et Q‘ De plus, le point Z; de £, qui correspond & %" est
défini par Z, < M= %*.(J < M}).

En particulier, si l’on prend M, algébrique sur k, Q, est un modeéle de @ ayant
pour corps de définition Uextension algébrique k,= k(M}) (qu'on peut sup-
poser finie) de k.

Nous dirons qu’un élément de h,=— ,/Hs, est rationnel sur un corps k' > k
s'il existe un représentant QU de J€,/J€, rationnel sur k. Si G (k') désigne le
groupe des éléments de G rationnels sur X', et si I'on pose

Ra(K)=G(K)na, B(K)=G(K)n%y,

le groupe des éléments rationnels sur &’ de k, est isomorphe & 3¢, (k')/8€,(k'). 1l
résulte de la démonstration du lemme 16 que lisomorphisme de %, sur  est
rationnel au sens suivant : il existe un corps K, contenant k tel qu’a tout élément
de h, rationnel sur un corps K> K, corresponde un point de Q rationnel sur K.
De plus, on peut supposer que Kq est une extension algébrique finie de k.

7. Prorosition 4. — Soident s un entier positif arbitraire et U une variété.
Alors les groupes des éléments d’ordre s de G(U)[|G.(U) et de G(U)[G.(U)

sont finis.

G désignant un groupe abélien arbitraire, nous noterons |G|, le groupe des
éléments d’ordre s de G et sG le groupe des éléments de G de la forme sz, avec
z € G. Commengons par démontrer les lemmes suivants :

Lemume 18. — Soient G un groupe abélien, H un sous-groupe de G Alors
st |H|, et | G/H|; sont finis, |G| est fini.

Remarquons en effet qu'on a | G/H|,= H'[H, en.désignant par H' Pensemble
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des ¢léments z de G tels que szeH. Or on a H'>|G|,+H>oH. Puisqu’on
suppose H'/H fini, il en cst de méme de (|G|,+H)/H=~|G|/|H|,. Comme
| H|; est fini, il.en est de méme de | G,

Lemme 19. — Soient G un groupe abélien, H un sous-groupe de G. Alors si
| G|, et H/sH sont finis, | G/H|, est fini.

En effet, soit ¢ 'endomorphisme de G qui a z fait correspondre s z. Le groupe H'
étant défini comme plus haut, o définit un homomorphisme de H' dans H. On en
déduit canoniquement un homomorphisme de H' dans H/sH, dont le noyau cst
H+|G]|,. Le groupe H'/(H+|G],) est donc isomorphe & un sous-groupe de
H/sH, donc c’est un groupe fini. D’autre part (H + | G|,)/H~| G |,/| H|, est aussi
un groupe fini. Il en est donc de méme de H'/H~|G/H |,.

Il importe de remarquer que toutes les fois qu’un groupe G est de type fini, les
groupes | G|, et G/sG sont finis.

Nous allons maintenant démontrer la proposition 4 en raisonnant, par exemple,
sur le groupe G (U)/G,;(U). Montrons d’abord que si le résultat est vrai pour une
variété U, il Pest aussi pour toute variété U déduite de U par une transformation
birationnelle T.

Posons en effet G =G (U), Gi=G,(U), et de méme § =G (U), G,=G,(T),
et supposons | §/G,|, fini. Soient G, le sous-groupe des éléments A de G tels
que _Ti(K) —=oet g’ le sous-groupe des ¢éléments de g sans composantes dans go.
On a § =G + G, et l'application (K——» A=T (X)) définit un isomorphisme
de G' sur un sous-groupe G' de G. Posons G, =G'nG, et soit G, 'image
inverse de G' [dans cet isomorphisme. Pour tout A€ G, on a, d’apres le
lemme 12 du chapitre I, en remplagant, s’il y a lieu, G, par un groupe de type fini

le contenant, T(A)egl—k go. D’autre part, on a un élément A de G tel que
A=T(R).
Or, d’apres le lemme 8 du chapitre I, on a

T(A)=T(T(A) =A+B, avec Bele.

Donc Aego+ g,, donc —g,} ezjo—i— ;jl. Or le sccond théoréme d’isomorphie

entraine
G161~ (G + 91.)/91-

Comme |G/G,|, est fini, il en est de méme de |(G'+ G:)/G:]s, donc de
161G, |- Il en est de méme par isomorphie de Ig’/g’,', Donc d’apres le
lemme 18, il en est de méme de rg/g}j,, |G éant de type fini. Or
(§o+ g;)/;}_} est de'type fini. Donc d’aprés le lemme 19, Ig/(§0+gl)|: est
fini. Enfin, puisque (—go+ gl)/g, est de type fini et d’aprés le lemme 18,
|7;/g, |, est fini.

On peut par conséquent remplacer U par un modeéle « fibré » du type €
précédent, en supposant de plus que I est une variété linéaire. On a

G258 1> +G1>G!.
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Or on a vu que les groupes G/, et I, /H' + G~ HKo[IK, sont de type fini.

De plus, on a
(88 GG 173 5€'[3€; = D[ 0 G

et J'|JE; est isomorphe a un groupe-quotient de G (IM)/G,(IN). Puisque IN
est une variété linéaire, ce dernier groupe est isomorphe au.groupe additif des
entiers. Donc les §roupes | G/3Co ., | Io/(IH' + Gi) |s et'| 3+ G4/ G, |, sont finis.

D’autre part, nous avons déja montré (voir la démonstration du théoréme 1)
que le groupe | #o/JE,|; est fini. Il en est donc de méme de |GG s

Lorsqu’on remplace I’équivalence linéaire par 1'équivalence algébrique, la seule
difficulté supplémentaire consiste & montrer que | J/JC, |, est fini. Or I,/IC,
est un groupe infiniment divisible (pour tout z € JC,/d¢; et pour tout entier s,
il existe un y € d,/I, tel qﬁe z =sy). Ce groupe est donc, d’apres la théorie
des groupes abéliens, un facteur direct de 9€o[d€;, et Jo[C, est isomorphe
A un sous-groupe de J,/C,. Il en résulte bien que | FHo/IC, |; est fini.

8. Nous allons maintenant étudier le groupe G (U)/G,.(U) attaché a une variété
projective U quelconque et montrer que ce groupe est de type fini.
Commengons par montrer que si le théoréme est vrai pour une variété U, il

I’est aussi pour toute variété U de la forme F(U), ou F est une fonction telle que
la fonction inversait un nombre fini ¢ de déterminations (ou telle que [F:U]=gq.

Posons G = G(U), G,= G,(U), et de méme G =G (U), Go=G.(U) et
supposons que le groupe G/G,, soit de type fini.

Soient go le sous-groupe des éléments A de. g, tels que F (A) =o, et g‘;’ le
sous-groupe des éléments de § sans composante dans Go. Ona G =G'+ G, et
I'application (X SA=F (X)) définit un isomorphisme de G’ sur un sous-groupe
G' de G. Posons G, =G'nG, et soit %a I'image inverse de g par cet isomor-
phisme. Pour tout A€ G,, onaun A€ G tel que A= F (A). De plus, d’apres le
lemme 12 du chapitre I, on a en remplacant, s’il y a lieu, go par un sous-groupe

de type fini convenable de § qui le contient, F(A) e g,.-{— go. D’autre part on a,
d’apres le lemme 7 du chapitre I

F(A):F(?(K)):‘{A—+B avec BeG,.
Donc

(1) " €Go+ Ga.

Soit G le groupe de tous les éléments A de G' satisfaisant a la relation (1).

Nous venons de montrer que G, c G,.

Comme on a supposé §/G, de type fini, il en est de méme de
91%.= (9|9 n Ga) daprés le second théoréme d’isomorphisme, donc aussi
de G/[G. et de G/[G:. Or d’aprés la relation (1), le groupe G2/[G'n (G.+ G)]
est un sous-groupe de |G'/[G'n(Ga+ Go)])s, donc est isomorphe a un sous-

groupe de |G/(GatGo) o, ev comme (GartGo)/Gar Gol(GonGa) est de
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.type fini; on déduit du lemme 19 et de la proposition 4 que ce groupe est fini. Le
groupe ?//["g}'n (Ga+Go)] est donc de type fini. Il en est donc de meéme
de —g—/(g,.—!— go),- ainsi que de g/g,,

Applications. — a. On peut réduife le probléme en remplagant U par un
modele s’en- déduisant par une transformation birationnelle quelconque.. En
particulier on peut prendre pour U un modele du type € considéré au paragraphe 1.
~ b. Si K" est une extension algébrique finie quelconque de K, remplagons
encore k par sa fermeture algsbrique 1%* dans K*. Soient K*= £*(M*), M* dési-
gnantun point générique sur k* d’une variété M, et C' = £,.(C > M*). Alors on
peut remplacer C par C*. La fonction f sur C*, & valeurs dans G, définie par
B(P><M") =P > M (P désignant un point générique de C sur 4 K) est bien telle

—1
que $ ait un nombre fini de déterminations.

9. Reprenons les notations des paragraphes 1 a4 6 et soit s un entier arbi-
traire > 1, non multiple de p, que nous supposons ﬁxé une fons pour toutes dans
Ia suite de ce chapitre. :

Nous supposerons, en remplacant, s’il y a lieu, K par une extension algébrique
finie K, que la fonction ¢ est définie sur a K et que toutes les solutions
Zi(i=o,1,...,s*8—1) de Péquation sZ;= e sont rationnelles sur K.

La méthode de « descente infinie » que nous allons utiliser va consister a
démontrer successivement les deux propositions suivantes :

Prorostrion 8. — Soit sk le groupe des éléments % de-h = 3|3, qui sont de
la forme 5%, avec 5 € h. Alors le groupe h[sh est fini.

Prorosition 6. — Soient 35 des eléments de h en nombre f ni et D un élé-
ment quelconque de h, et supposons qu'tl existe une suite 5, %, ... ...
d’éléments de h tels qu’on ait, pour tout v':

s3I = Fo-t— B

pour un indice k, convenable. Alors, pour v assez grand, 5“’ ne péut repré-
senter qu’'un nombre fini de classes de hfh,~ Ho|Hy qui ne dépendent pas de
Vélément D initial.

Montrons que les propositions 8 et 6 entrainent bien le résultat annoncé. En
effet, on peut prendre pour éléments i’ des représentants de chacune des
classes de k/sh. Puisque, pour v assez grand 3™ est congru (modh,) & un élé-
ment d’'un sous-ensemble fini .y de %, 3 est congru a une combinaison linéaire
des 35 et des éléments de k. Le groupe #/hy ~ €0/ H, est donc de type fini.

Montrons que la méme _propriété en résulte pour G/G,. Le résultat étant
évident pour n = o, raisonnons par récurrence sur n. On a,- d’aprés le para-

graphe 3, les relations
9:56.:944- ' >Ga,

les groupes-quotients #,/G .+ ' et (gm+ 3¢')[G. étant isomorphes respecti-
vement & J¢ [, et IC|IK,..
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Or les groupes G /€, et K|IK, sont de type fini. Par récurrence, il en est de
méme de I¢'[IC, puisque, d’apreés la proposition 2, ce groupe est isomorphe a un
groupe-quotient de g(m)/g,,,(:m) S’il en est de méme enfin de J€/FHK,, il en
est bien de ' méme de §G/G.,.

Montrons d’autre part qu'on peut introduire, dans les hypothéses des énoncés
-des propositions B et 6, les restrictions suivantes : soit & un sous-ensemble algé-
brique de J€ supposé donné a 'avance indépendamment des. 5§”; alors :

a. pour démontrer la proposition B, il suffira de montrer que, pour 3¢ &,
Pélément  de & ne peut représenter qu’un nombre fini de classes de A/sk;

b. il suffira de démontrer la proposition 6 dans le cas particulier ot aucune des
variétés 3, n’est contenue dans &.

Posons en effet ExxM=6&n (J <M). On peut, d’aprés le lemme 17 du
chapitre I, trouver des translations Y, sur J, en nombre fini, telles que les
ensembles algébriques E;= Ey, soient sans point commun. On peut de plus
supposer les points Y; rationnels par rapport 4 une extension algébrique finie K*
de K. Soient alors k*, M*, J1U* définis comme au paragraphe précédent. Posons
F'=L4(J<M"), et, pour tout indice I, Y/ =L4n(Y,><M"). Soit d'autre
part & un sous-ensemble algébrique de } tel que ExM'=6"n(J < M").
A tout élément F= £ (Z>=<M) de k, faisons correspondre l’élément
3= Lw(LxM") de h*= 5€;/G;. L'application % > %" est un isomorphisme k
de & dans h* et, d’aprés ce que nous avons vu, de A, dans A,

a. Supposons que, pour tout 5* ¢ &", 'élément %* de A" ne puisse représeﬁter
qu'un nombre fini de classes de A*[sh*, et soit 3= £(Z> M) un élément
quelconque de £. On a un indice / au moins tel que

Z;=7—Y,¢E.

Posons ‘ :
Bi=L(LixM), F'=XF) e Fi=NZ)

On a %, ¢ &, donc %; ne peut représenter qu’un nombre fini de classes
de A*[sh* et, puisque H'= B, + %Y;, il en est de méme de %’. Le résultat ana-
logue s’en déduit aussitot pour .

b. Posons, pour tout v, 9"(")~— ).( ™). A chaque %™, on peut faire corres-
pondre un Y, au moins tel que %; = 9"‘")—‘)),, ¢ &'. La suite %, est du méme
type que la suite %, 'ensemrble des %" étant a remplacer par celui des éléments
de %" de la forme A(%{") + Y;—s<Y; pour tous les indices j et {. On peut donc
supposer que %, représente, pour v assez grand, un nombre fini de classes de
h*[h}; il en est donc de méme de %'™, et le résultat anhlogue’ s'en déduit

pour 3(")

10. La démonstration que nous allons donner de la proposition 5 suit de trés
pres celle que donne Weil, dans sa thése [A, § 11 a 14]. Nous avons employé ici
cexclusivement le langage géométrique des Foundations, conformément au point
de vue déja adopté dans ce chapitre. Mais il serait peut-étre possible de faire
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entrer les deux démonstrations dans une seule c¢n utilisant la théorie des corps de
fonctions algébriques.

Soit & un J-diviseur, rationnel sur &, choisi de telle maniere que le J-divi-
seur X défini par la formule X < M = &.(J < M) soit différent de zéro. Soient
encore Z; (i =o0, 1, ..., s%—1) les solutions de sZ;= o, qu’on suppose ration-
nelles sur K, et posons, pour tout ¥, X;= X, '

Chacun des X; est un J-diviseur rationnel sur K. D’aprés [VA,[§ VIII,
th. 30, coroll. 2 et § XI, prop. 32] on peut trouver, pour chaque indice ¢, une
fonction numérique §; sur J ayant K pour corps de définition, et telle que

(&) = s(X;— X).

Cette fonction ; est définie A une constante miultiplicative prés de K dont le
choix sera précisé plus loin. On peut 'étendre 4 une fonction =; sur J, définie

sur k, telle que =~
n(Q < M) =£(Q)

en désignant par Q un point générique de J par rapport a K. Soit

Li=Ly(XixM) (i=o,1,...,s8—1).
Ona ,
(1) = 8(&Li— o) + Yy,

ot Y; est un J-diviseur tel que Y;.(J < M).—_— o, donc tel que projuy |%Y:| ait
toutes ses composantes de dimension < n—1.

Soit maintenant un élément arbitraire % de &. On peut supposer que % n’est
jamais contenue dans aucun des supports | &;| des &;, en faisant entrer ceux-ci
dans Pensemble algébrique & introduit plus haut. La fonction ; induite par »;
sur % est alors définie pour tout i. Soit d’autre part 9; la fonction déduite de ;
par la projection sur I, c’est-a-dire telle que

E(Z) =mi(Z <X M)={i(ZxM)=06,(M)

en supposant Z défini par Z < M = %.(J < M).

Soit z une sous-variété de dimension n—i1 de % n’appartenant pas a
Fo=F N (S < IM,). Alors on a pry (5) 7 0, et @ = pryy (z) est une sous-variété
de dimension n—1 de JN, nécessairement simple sur. M. Donc, d’apres
[F, chap. VII, th. 7], =z est snmple sur 3; d’autre part, z est aussi simple sur J
(d’aprés le lemme 1 du chapitre I) et sur R =R x M. Par suite, z a méme
coefficient dans (¢;) et dans (n;).% [F, chap. VIII, th. 4]. Enfin, d’aprés
[F, chap. VII, th. 17, coroll. 2], ce coefficient est aussi égal & celui de a

dans (9;). On en déduit
(8) = pro[(ne)- 3] + ai

en désignant par @; un JM-diviseur dont le support est contenu dans IN,. D’odr
(0[) = S[Pl‘m((xl— 20).3)] -+ a.[,
ou a; désigne un NM-diviseur tel que

| ar| e projoyy | Yi| + M.
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Pour tout indice 7, les comnposantes a;; de a; appartiennent a un ensemble fini
qui ne dépend pas de 3.
Soit a;= ¥ A;;ai;. Cette relation peut s’écrire sous la forme
jaij P

7

a; =3b4+2 E1jQij,

les ¢;; étant des entiers tels que 0 < &;, < s—1.
On en déduit
(9:) = sey+ ¢,

ou ¢; et ¢; sont des NM-diviseurs, ¢; appartenant i un ensemble fini qui ne dépend
pas de 3. '

D’apres cette relation, sc; ne peut appartenir qu'a un nombre fini de classes
(mod G;(IM)). D’apres la proposition 4, il en est de méme de c;. Dol

(8) = "(“1) -+ (a;))

ou «; et a; sont des fonctions numériques sur IN, le diviseur (a;) de «; appar-
tenant & un ensemble fini qui ne dépend pas de %. Chacune de ces fonctions est
définie 2 une constante multiplicative prés. Pour un choix convenable de ces
constantes, on a :

(2) 0;=afa;.

Soient maintenant Q, et Q, deux points génériques indépendants de J sur K et
considérons la fonction numérique w; sur J, définie 8 K(Q,) sur telle que

wi(Q1) =E(Qi+ Q).
Ona
(wifE) = s(Bi),

Bi désignant une fonction numérique sur J telle que

(B:) = (Xz,—g,— X—g,) = (Xg,— X),
d’od

wi( Q1) §:(Zo) =‘[f31(Qt)]‘.
wi(Zo) £:(Q1) — LBi(Zo)

On peut supposer que la constante multiplicative dont dépend ; a été choisie
telle que £i(Zo) = 1. 1l vient alors

£:(Qi+ Qs) ¢
@A) F(Q Q) — [1:(Q1, Q)P
ou vi(Qu, Q,) est une fonction numérique sur J ><J, qu'on peut supposer
définie sur K.
Considérons deux éléments %, et B, de k, et posons 3= B+ B,. Soient
pour tout Z, les fonctions 8;, 0,; et 8,; correspondantes. Soit de plus M’ un point
générique de I sur un corps de définition &' commun & %4 et 3, et soient Z,,
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Z, et Z les images respectives de 5y, 5, et 5 sur J'=J(M'). Soit de plus, pour:
tout Z, ; la fonction sur J' déduite de &; en remplagant M par M. On a

E(Z) =m(ZjxMW)=0(M) (j=1,2)
et '

B(Z') = (T = M) = 6,(M').

On déduijt de la formule (3)
8, (M")

(4) : m=[5(M')]%

ol d est une fonction numérique sur JN définie sur a &',

Soit maintenant I'ensemble %, des éléments D de h pour lesquels on peut
prendre, dans la formule (2), ;=1 quel que soit i. La formule (4) montre

que % est un groupe. Puisque dans la formule (2), le nombre des déterminations
possibles des a; est fini pour tout #, le groupe h/Z, est fini.

Nons allons maintenant montrer que hy= sh, c’est-a-dire que la condition e hs
est nécessaire et suffisante pour qu’il existe un élément :5 de 4 tel que s?‘j = 3.

Le fait que la condition est nécessaire se déduit de la relation (4).

Montrons que la condition est suffisante. Soit ZGZ,, et soit M’ un point
générique_de IM sur un corps de définition k' de %. Soit Z' I'image de B
sur J'==J(M"). Soient Z;, X, &, les éléments déduits de Z;, X;, §; respectivement
par la substitution de M’ a M. On a encore

(&) = s(X; —X).

11 existe, d’apreés [ VA, § XI, prop. 32] une fonction ¢; définie sur K'=k(M’),
telle qu’on ajt

(8) &(sQ)=[$ ()
pour tout point Q' de J'. De plus, la constante multiplicative arbitraire dont
dépend ¢; peut &tre choisie telle que ¢;(Z,)=1, puisqu’'on a déja
supposé & (Z,) =1.

On a d’autre part
(6) 4’5(Q'+Z})=er,x(z}»z?)‘Pi(Q') (i,j=0, I, ..., $¥38—1),

ou les ey, (Z;, Z;) désignent les racines s de I'unité mtrodmtes par Weil
dans [VA, § XI, n° 78]. ‘

En faisant Z'=o0 dans la formule (6); on constate que les ex.«(Z;, L)
appartiennent a K/, (donc aussi‘a k).

Puisqu’on suppose % € k,, la fonction 6; sur IN définie par 0;(M') =&, (Z') est
la puissance s'*™° exacte d’une fonction numérique sur I, nécessairement définie
sur la fermeture algébrique &' de k. En d’autres termes £, (Z/) est la puissance
s'*me exacte d’un élément de P(M’).

Soit Z' l'une des solutions de sZ'=7Z'. Les autres solutions sont Z' +Z;
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(i=1, ...,s26—1) En faisant Q'= 7' dans les tormules (3) et (6), on constate

que Pexpression {, ( Z'+ Z; ) appartient a &' (M') pour tous les indices / et .

Or on peut choisir & de telle maniére que la relation ey, ,(Z;, Z;) = 1 n’ait lieu
quel que soit j que pour i =o. Il en -est ainsi, par exemple, d’aprés [ VA, § XI,
n* 73], lorsqu’on prend & tel que X = 8,00 8 = £ |S[9(A)]}}, A désignantun
systéme de g —1 points Oénériques indépendants de G sur K.

Dans ces conditions, j étant fixé arbitrairement, on pourra trouver un i tel
que ey, (Z;, Z,) %1 et que, par suite, on ait

Y (Z+2;) = (7).

Or si le point 7' est irrationnel sur F’(M’ ), et si Pon a choisi j de telle maniére
que Z' + Z; soit I'un de ses conjugués par rapport  ce corps, une telle relation ne
peut avoir lieu, d’aprés la théorie de Galois, puisque ¢ (Z'+ Z}) est rationnel
sur k'(M') et que Z' est séparable sur k'(M') (s étant premier avec p).

Le point Z' est donc rationnel sur &'(M'); si I'on pose g = fy(i’ < M'), on a
bien s5 = 9. <. D’od h,= sh et la proposition B est démontrée. ' :

I1. 11 sera commode & plusieurs reprises de rempla.cer ¥ par le modele
projectif J, birationnellement et biréguliérement équivalent 3 J défini de la

maniére habituelle : si x4, ..., Z,-sont les coordonnées dans S et yo, ..., y8 les
coordonnées dans U, consndérons la transformation birationnelle T, qui, au
point (o, ..., Zy) XA(¥o, ., yg) de S x U, fait corréspondre le point d’une

sous-variété S, de l’espace projectif E, a (e +1) (B +1)—1 dimensions ayant
pour coordonnées les z;y;. Nous poserons Jp=Ty(f)."

Nous introduirons d’autre part la notation suivante : si A désigne une variété
et k un corps, nous désignerons par sous-ensemble algébrique fixe de A par
rapport a k, et nous noterons | A |x I'intersection de toutes les spécialisations de A
sur k. D’aprés le « Teilerkettensatz » (condition maximale pour les idéaux de
polynomes), |A|; est lintersection d’'un nombre fini de spécialisations de A
sur k. Cette définition peut étre étendue, par linéarité, au cas oi A est remplacé
par un ensemble algébrique quelconque.

La méthode employée pour la démonstration de.la proposition 6 va consister &
montrer que le degré de I'image %’ de %" dans S, admet pour v assez grand,
une borne supérieure indépendante de I’élément % initial. On pourra pour cela
supposer que cet élément est rationnel sur la fermeture algébrique k de k en
remplacant, s'il y a lieu, % par une spécialisation convenable sur ce corps. Les
degrés des %™ ne sont pas modifiés par ce remplacement et il résulte du

raisonnement du paragraphe précédent que tous les %™ sont rationnels sur k.

Nous désignerons par k" un corps de définition, algébriquement fermé et
contenant k, pour toutes les composantes de I’ensemble algebrique I, introduit
au paragraphe 4 ainsi que pour celles de 'ensemble algébrique Jo= F n S < M.
Nous supposerons que M est générique sur IO sur k' et nous poserons

=K' (M).
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Soit %) un élément donné de % rationnel sur &' et soit Z(®) son image sur J.
Soieut a et § les fonctions sur J, o valeurs dans J, définies sur K/, telles que
a(Q)=:sQ et3(Q)=1s5Q + Zio pour tout point Q de J. Soit d’autre part d,
un entier, et désignons par £ la série linéaire sur J dont I'image sur J, estla
série obtenue en coupant J, par tous les E,-diviseurs positifs de degré do. Nous
désignerons par &L un élément générique de £ sur K' et par L la série linéaire
induite par £ sur J; cette série a pour élément générique sur K/ le J-diviseur X
défini par X x M =&.(J < M). On a, d’apres [VA, § XI, prop. 31 et § VIII,
th. 32, coroll. 2] :

B(X)="a (X_gm)

~ & (X) + s(Xogm—X)
~ 52X + By — 6,

ou Y désigne un point de J rationnel sur K.

Considérons la série linéaire de tous les C-diviseurs positifs A d’un degré ¢
donné tels que S[@(A)] =Y. Cette série admet K' pour corps de définition.
Si g est assez grand on peut la supposer, d’aprés le théoréme de Riemann-Roch,
de dimension >>1 ct sans point fixe. On peut trouver un élément A de cette série
rationnel sur un corps de la forme K'(u) et tel que les corps K/, et A'(u), soient
linéairement disjoints sur k' et qu'on ait |Alg=o. Considérons alors le

J-diviseur Uzzew,.i,, en posant A=2M,~. Tout point Ze€|Ulg est tel
i i

que 6¢,z;> W, en désignant par ¢ I'image sur J d’'un C-diviseur canonique et
par W = ¢(C) l'image de C par ¢ (d’apres [VA, § V, prop. 19]). Il en résulte,
d’aprés [VA, § V, th. 20] que | U |z ¢ W', en désignant par W' une sous-variété
de J de dimension g — 2, définie sur K’ et ne dépendant que de C, J et 9. On a,
d’apres [ VA, § VIII, th. 30, coroll. 2],

U~ (g—1)8 + By,

Si d a été pris assez'grand, il existe un J-diviseur positif Utel que g0 + Ue L,
et Pon peut supposer | U|x € 8. On a alors, en posant X = B (X),
(7) X~ (st—1)X + Xy,
ot Xo=U + U est un J-diviseur positifl tel que Iio |.;, c| W'+ 8|. On aurait de

méme, en désignant par U’ un J-diviseur, construit de la méme maniére que U,
tel que U'~ (g—1)0 + 0_yy,

(8) X~(st+1)X —X,,
ou XT: U'+ U est un J-diviseur positif tel que |i7, |x' c|W'+8].

" Etendons maintenant la fonction B a une fonction y sur J, a valeurs dans j,
définie par rapport & K/, telle que

1(QxM)=5(Q)
pour tout point Q de J.
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T=7(2)
On a

XxM=PX)xM=2=.(J x M).

La fonction -Yl est définie en tout point de J n’appartenant pas & J,. Donc,
puisque la partie fixe | &L | de | & | par rapport a k' est vide, celle l@lk: de IEI
est un sous-ensemble algébrique de .

D’apres la relation (7) et d’apres [F, chap. VIII, th. 10, coroll..i], on peut
trouver une fonction p sur J, rationnelle par rapport a K/ telle que

(p)=X—(s2—1X—X,.
Soit o 'extension de p a J, définie sur X/, et telle que

o(Qx M)=p(Q)
pour tout point Q de J. On a

()= —(s*—1)E—Zy+ Y,

én posant X, = Ek:(u,(io < M) et en désignant par Y un diviseur sur J tel que
projor | Q| ait toutes ses composantes de dimension < n—1.
Soient maintenant deux éléments % et z de % rationnels sur A’, non contenus
dans | W/ + @ | et tels qu’on ait
F=3—30
en posant .
FOl= Lx(Z0 < M).

Le cycle &. % est défini sur J et, d’aprés le choix de &, toutes ses compo-
santes ont pour multiplicité 1. Posons en effet L,= T;(Z), p="T,(%). Rappe-
lons qu'on a supposé &Lp= hy.F,, M, étant un diviseur de S, {dont tous les
coefficients sont génériques indépendants sur k'. Tout systeme 0D, de do hyper-
plans génériques 'indépendants de S, sur k est une spécialisation de ), sur k.
Comme toutes les composantes de 027,,.5,, ont pour multiplicité 1, il en est de
méme de celles de B),.%5,=&,.%, et de celles de L. 5.

Comme on ne peut avoir Tgc &, le cycle :‘ff.—z est défini. Soit z une compo-
sante de ce cycle. Puisquon a L=7y(&) et 5:7[3],z=y[;] est une
composante de &.%. Inversement, soit z une composante de &.% et désignons
par Q'> M'un point générique de z par rapport & un corps de définition k
de z. Posons Q'><x M'=7%.(SxM’; on a 1(Q@x<M)=Q' <M et la variété
z=£4(Q"< M') est une composante de L. telle que z =y[;_], ayant pour

. -1 - . . .
coefficient 1 dans y[z) [car J(M') est une variété abélienne. de dimension g, ct
puisque s est premier avec p, les composantes de y~* (Q'>< M') sont en nombre s2#,
done ont pour multiplicité 1]. D’aprés le lemme: 7 du chapitre I, et puisque

i(3; £.%) =1, on a aussi {(z; £.F) =1. Les composantes 5 de T.P ct celles
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z de &.7J n’appartenant pas 4 Jo sont ainsi biunivoquement associées, et de telle
manidre que pron(s) = pron(z). On en déduit, puisque ces composantes ont pour
multiplicité 1,
pron (X.3) = pron (£.3) + a4,

ou a, est un IM-diviseur dont les composantes sont contenues dans M,

On ne peut avoir 3|9/, puisque ¢Y.(S < M) = o, ni Fc &,, puisqu'on a
supposé 3¢ | W'+ 8 |. Donc la fonction 7 induite par o sur 3 est définie. Soit de
plus x la fonction déduite de 7 par la projection sur N, c’est-a-dire telle que

p(Z)=c(ZxM)=1(ZxM)=y(M)

en désignant par 3 'image de 3 sur J. Par le raisonnement analogue a celui déja
utilisé au paragraphe 10, on obtient

(X)) =Pron [(V)] = Pron [(s). 5] + as

ou a, est un JM-diviseur dont toutes les composantes sont contenues dans IM,.
D’ou
W =pm{[T— (=T —Z+Y].3} +a
=prpilF—(2—03].L+Y.3}+a—a,

a désignant un IMl-diviseur tel que |a|cIMN, et ao, le INM-diviseur positif
pron(Lo- 3)- :

Nous allons montrer que le coefficient de chacune des composantes de @ admet
une borne supérieure qui ne dépend pas de %. Il suffira, pour cela de démontrer
qu’il en est de méme de chacune des composantes z de (t) contenues dans .

Certaines des.composantes de (7) peuvent-étre multiples sur J et, par suite, ne
pas figurer dans [(c)?] Pour remédier a cet inconvénient, procédons de la
maniére suivante. Soit g, la fonction sur J, déduite de o par T, et posons
(op) = (9p)o= (0p)a, les composantes de (o, )o 6tant les variétés des zéros et celles
de (0p), les variétés des infinis de g.

Posons

(5p)o=Vp =2 2 (Vp);-
]

Soit A une direction générique de E,, de dimension complémentaire a celle de
J, dans E, et soit, pour tout j, (‘-Up)j le cylindre passant par (%,); et de direc-
tion A. Soit de plus

‘bp *2 Aj (‘ﬁp )i-
i

Puisque la variété J est normale, il en ¢st de méme de J,. On peut donc
appliquer le théoréme du reste a cette variété et trouver un diviseur positif ‘17',, de
E, tel que

' (op)= (‘i’,— ‘i')",)g,,
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D’autre part, U, ot ‘17',, ayant nécessairement méme degré, il existe une fonction
numeérique ¢, sur E, telle que
‘ () =Vp— V.
On peut choisir la constante multiplicative dont dépend cette fonction de telle
manidre que g, soit la fonction induite par ¢ sur J,. Soient g, la fonction induite
L. - —1 .
par ¢, sur S, et ¢ la fonction déduite de g, par T,. On a
en posant
- =i, S
V=T¢(9,.8,), ¥ =T;(9,.8,)

et o est la fonction induite par o sur J. On a de plus
()= (3).3 <9.3.

La partie fixe “f?,, |« de l'f?,,l par rapport -k’ est confondue avec celle | (ap )0 |«
de | (op)o |- Donc la partie fixe | ‘.UI/.-: de |‘i'7| coincide avec celle | (7)o |+ de | (a)o .
Soit maintenant z une composante arbitraire de (7) telle que pron(z) %o, de
coefficient positif et contenue dans IM,. Cette variété z est définie sur &' puisque

S et toutes les composantes de Jo le sont. Donc on a z€|(a)o |
Soient des spécialisations génériques indépendantes Dy ooy, VO de D en

nombre tel que leurs supports aient pour intersectioni P lk'= | (¢)o - Appliquons
alors le corollaire du lemme 4 du chapitre I en prenant pour A4, ..., Ap

les g—di_viseurs Vi oo, O, avec X=2z et'Y =?§. Les conditions (A), (B)
et (C) du lemme sont vérifiées: En effet :

(A)  est bien simple sur 5, puisque la projection de % sur I est d’indice 1
et puisque JI est supposée normale.

(B) 5 est une composante propre de chacune des intersections ?n D;. On a
déja vu en effet que la fonction 7 induite par o sur —3— est définie.

(G) Les projections sur I des composantes de | ”:7|k’= | (@)o lx sont toutes de
dimension < n—1; en effet, il en est ainsi pour les composantes de 9 et I'on a

[Zle=0, |ElcT e [Zplra(on

Soit %’ une composanie quelconque de D, _]_(@,_L( . ‘f7,,.)) contenant 3.

OnaWc l‘i?l,:,.
Comme on a supposé e = pron(z) % o, la projection de %W’ sur M coincide
nécessairement avec e.. On a, puisque e est simple sur I et d’apres [F, chap. VII,

th. 17], 'i[z; 5-(S =< e)] =1. Donc, d’aprés le lemme 2 du chapitre I, on a
i[z; W.F] = m(s; W).

Cette derniere expression admet bien une borne supérieure qui ne dépend pas de
znide 3.
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Il en est donc de méme de i(5; 5.%) ainsi que du coefficient de z dans (r) et
de celui de e dans a.

Remarquons d’autre part que, pour toute composante Y de ‘yz telle que
pron(y) # 0, on a
ily; ¥.3l=m@; W

d’apres le lemme 2 du chapitre I et que par suite tous les coefficients du cycle

pron (‘yg) sont bornés supérieurement.
On a finalement la relation

() <P il —(s2—13] 2} +5,

ol b désigne un IM-diviseur qui ne dépend pas de %, mais seulement de (0.
Faisons maintenant, pour tout indice v,

% = Fv—1), 3 =3z et For=FO

Clest possible si I'on suppose les variétés 8 et W' précédentes contenues dans

I’ensemble & introduit au paragraphe 10. Si 'on désigne par b, la valeur de b

obtenue pour %0 = % et si 'on pose bo="2*(b;), on a, pour tout indice v,
x

en posant prm(‘5(VJ Z)=a":
(1) < at—t'— (st—1)at + by,
d’ou, en désignant par d¥) et e, les degrés respectifs de a et b,,
(s2—1)dV) < A1)+ ¢.

D’apres cette relation, d¥) ne peut prendre, si v est assez grand, qu'un nombre
fini de valeurs ne dépendant pas du degré d de I'élément § initial. On.a en effet

dv <

d 1 I
= oo I+ e+ =)
d’ou, pour tout ¢ > o,

I

g T €

av < e, ::___
pour v assez grand.

Seit, pour tout v, 3% =T,(%*)) et montrons que les degrés e des %) pos-
sédent la méme propriété.

Rappelons que le J-diviseur & a été défini par &, = Ay.Jp, O désignant un
diviseur de degré d, de E, dont tous les coefficients sont génériques indépendants
sur k. On a &,. 5= 07,.%". Le degré e™ de B\ est majoré par le nombre
des composants du cycle %).A,, en désignant par A, lintersection de n
spécialisations génériques indépendantes (M;), de @, sur k. Or si I'on pose
(Zi)p=(Di)p.Fp et Li=T;"(&:), (pour tout ), ce nombre est au plus égal a
celui des points communs aux supports | 2"’ | des M-diviseurs af”) = pron (L. ™).
Comme les @) sont des spécialisations de a!™, ce nombre est lui-méme inférieur
4 (a™)n. Le nombre e ne peut prendre, pour v assez grand, qu'un nombre fini
de valeurs.
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Or on sait, d’apreés un théoréme démontré par Bertini dans le cas classique et
étendu par Choer au cas général,que les diviseurs positifs de degré donné sur
une variété donnée se répartissent suivant un nombre fini de systémes algébriques
sur cette variété.

Donc %} appartiént, pour v assez grand a un nombre fini de systémes algé-
briques sur J, et la propriété analogue s’en déduit pour 3.

Soit 0 la fonction sur le produit, g fois par elle-méme, C# de la courbe G
a valeurs dans J, définie au paragraphe 5 de ce chapitre, et soit » la fonction sur
Cs¢, a valeurs dans , obtenue par P’extension de 6 a C¢, c’est-a-dire définie par

O(Pix... X PgxM)=0(P;x...<xPg)xM,
ou Py, ..., P, désignent des points génériques indépendants de C sur K.

Posons
AWM = pre[w—t(FM¥— %, )].

Ce symbole a bien un sens, puisqu’on a supposé %™ ¢ W' et d’aprés [VA, § V,
th. 16]. De plus,&™ est un représentant de la classe de J¢,/d€; associée a B,
D’apres le lemme 12 du chapitre I, A ne peut représenter qu'un nombre fini de
classes (mod §,) donc a fortiori (mod #,). Donc %™ ne peut représenterqu’un
nombre fini de classes mod,, donc la proposition 6 est démontrée, ainsi que
I'extension du théoréme de Severi (valable pour toute valeur de la caractéristique) :

Tukorkme 2. — Le groupe G(U)/G,.(U) attaché a toute variété algébrique
projective U est de type fini ().

12. Soit K un corps engendré par un nombre fini d’éléments sur le corps
premier k,. Alors on peut trouver un surcorps algébrique £ de 4, tel que K soit
une extension réguliere de & (il suffit que k contienne la fermeture algébrique
de ko dans K). On a ainsi K = k(M), od M désigne le point générique sur k
d’une variété JM. Soit C une courbe définie sur K, sans point multiple. Nous
pouvons reprendre les notations et appliquer les résultats des paragraphes
précédents.

Soient encore G (k) le sous-groupe des éléments de G qui sont rationnels par
rapport a k et G.(k), Gi(k), ..., 3 (k) les intersections respectives de G,
Gy, ..., Havee G(k).

Soient de méme G(K), G,(K), G¢(K) les sous-groupes des ¢léments de G,
G, G, respectivement qui sont rationnels sur K.

Il résulte de la proposition 3 que les groupes y(K)=G,(K)/G;(K) et
3, (k)|3€(k) sont isomorphes.

D’autre part, puisque h,= J,/H, est de type fini, il en est de méme de
5, (k)| (K).

(*) Dans un récent mémoire [Legami, fra arte propriet a aritmetiche delle superficie e la
teoria della base, Rediconti di Mat e sui appl. Roma, 1950]). :Servi a obtenu dans un cas parti-
culier (surface fibrée par une série linéaire de courbes) la caractérisation de la structure des
groupes que nous avons appelés s¢,/%, et /%, et préva la possibilité d’'une démonstration de
son théoréme basée sur 'étude directe de ces groupes.
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Or nous avons montré (th. 1) que ./, est isomorphe au groupe des points
d’une sous-variété abélienne Q = Q(M) de J=J(M) et qu’on pouvait (§ 6,
remarque b) en remplacant M par un point M’ rationnel sur une extension algé-
brique finie &’ de k, remplacer Q par un modele Q' = Q(M’) rationnel sur £'.

De plus, & tout élément de J€,(k)/8€,;(k) correspond une variété % ration-
nelle sur k& (§ 6, remarque ¢). L'image Z' de cet élément sur &', définie par
Z' <M= %.(J =< M') est rationnelle '.

Si p 3£ o, le nombre des points Z' correspondants est fini, puisque &' ne posséde
qu’un nombre fini d’éléments.

Si p = o, on sait que le groupe des points de J'==J(M') qui sont rationnels
sur k' est de type fini, d’apres le théoréme de Weil.

Le groupe J,(k)[#,(k) est donc de type fini, et il en est de méme de
8, (k)|8€,(k) ainsi que de y(K) = G,(K)/G;(K). En d’autres termes C est de
rang fini dans K, d’ou :

Trtonkme 3. — Soit K un corps engendié par un nombre fini d’'éléments sur
le corps premier. Alors toute courbe algébrique définie sur K est de rang
fini dans K.

CHAPITRE III.

INEGALITES RELATIVES AU NOMBRE DES POINTS RATIONNELS D'UNE COURBE ALGEBRIQUE
DONT LA COMPLEXITE ADMET UNE BORNE SUPERIEURE DONNEE.

1. Les corps introduits dans la suite seront toujours de caractéristique nulle.
Dans la premiére partie de ce chapitre (§ 4 a B), nous considérons une courbe
algébrique G (qui peut étre supposée sans point multiple) définie sur un corps
algébrique fini k. Certains des résultats démontrés dans le cas plus général envi-
sagé au chapitre précédent seront encore utilisés ici; les mémes notations seront
employées, compte tenu de diverses simplifications (provenant du fait que-I'on a
K = k ou que la variété IN des parametres est réduite & un point).

Commencons par exposer sous une forme algébrique la derniere partie
(A, §15 a4 19) de la démonstration du théoréme de Weil. Nous désignons encore
par Go (k) le groupe des C-diviseurs de degré o rationnels sur k, par G;(k) le
sous-groupe des éléments de Go (k) linéairement équivalents a o et nous posons

Y = Y(k) = Go(k)/Gu(k).

Le corps k peut encore sans inconvénient étre remplacé par une extension
alvébrlque finie. On peut donc supposer que la jacobienne J de C et la fonction
canonique ¢ correspondante sont définies sur k. A toute classe de Go/Gy, repré-
sentée par le C-diviseur A, nous associons son 1mage Z=S[g(A)] sur J. Nous
pouvons convenir d’identifier chaque élément de y au point Z correspondant.

Désignant par s un entier arbitraire, nous supposons démontré que le groupe /sy
est fini (1).

(') La méthode employée par Weil pour parvenir & ce stade de la démonstration' (A, § 11 & 44),
analogue & celle que nous avons utilisée au chapitre II pour démontrer la proposition 5, peut aussi
étre mise sous une forme exclusivement algébrique.
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Partant d’un point Z € y, nous définissons une suite Z, Z/, ..., Z¥, ... satis-
faisant & sZM = Z1—Zi?, ou les Z{" sont des représentants de chacune des
classes de y/sy. Nous allons montrer que, pour Z donné¢ et pour v assez grand, le
point Z¥) ne peut occuper qu’'un nombre fini de positions qui ne dépendent pas
de Z. Cela entrainera bien que y est de type fini, c’est-a-dire que G est de rang
fini dans 4.

. Nous allons utiliser certains ré¢sultats de la théorie des nombres algébriques
récemment établis par Northcott [I,, I,], approfondis et complétés par Weil [AV].
Etant donné un systéne de 7 + 1 nombres () = (20, 21, ..., Zn) d’'un corps k,
que l'on peut aussi considérer comme les coordonnées homogénes d’un point P
d’un espace projectif S*, la complexité au sens de Northcott du systéme (z) ou
du point P est le nombre réel positif C(z) = C(P) défini par

[C(2)} = <Nm>—t[[<2|x:’l>,
{

ou l'on désigne par d le degré de k, par m I'idéal PGCD des z; et par Nm sa
norme relativement a &, et ou le produitHest étendu a tous les isomorphismes o

de & dans le corps des nombres complexes.
Avec les mémes notations, la hauteur au jsens de Weil du systéme (z), ou du
point P, est le nombre réel positif 2 (z) = h(P) défini par

(a1 = (N[ ] (sup471)-

Les nombres 4 (z) et G(z) ne dépendent que de P (c’est-a-dire des rapports
des z; entre eux). Ils sont indépendants de k. De plus, ils sont liés par une rela-
tion de la forme

C(z) = Ah(z),

ou A est un nombre réel tel que Ao<<A << Ay, Ao et Ay désignant deux bornes posi-
tives fixes. D’aprés cette relation, on pourra utiliser indifféremment, dans les
énoncés et les démonstrations qui suivent, la complexité C(z) ou la hauteur A (z).
Pour fixer les idées, nous écrirons partout le symbole A (z).

Si1 /o désigne un nombre réel, le nombre des points P d’un espace projectif qui
sont rationnels sur un corps donné (ou plus généralement de degré inférieur a
une valeur donnée d,) et tels que

h(z) < ho

est fini (Northcott [1,, th. 1]; Weil [AV, II, § 13]).

3. Soient maintenant, comme au paragraphe 10 du chapitre II, L une série
linéaire sans point fixe de J-diviseurs positifs, obtenue par exemple, si J est
plongée dans un espace projectif E, en coupant J par tous les E-diviseurs positifs
d’un degré donné assez grand d,.
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Soit Z(®) un point de J rationnel sur k et soit 8 la fonction surlJ, jp valeurs
dans J, telle que B(Q)=sQ + Z®) pour tout point Q de J. Pour toiit élément X

de L, on a encore, en posant X = BI(X), la formule obtenue au chapitre TI
(7) . X~(s’—'1)X+)_(o,

ou X, désigne un J-diviseur positif.

Soient W un élément de L rationnel sur k, et W;({ =1, ..., m) des éléments
de L sans point commun, rationnels sur k. Pour tout ¢, il existe une fonction g¢;,
définie our k, telle qué

(90) = Wy — W,.

— . . -1
Soit, pour tout Z, ¢; la fonction rtransposée {de ¢ par . Comme 3 Jet B sont
partout définies, on a

(7)) = Wi— W,
avec :
W=B(W),  Wa=T(Wa)
et les |W.| (!=o, 1, ..., m)|sont [sans point commun. Il existe, d’aprés (7),

une fonction p, définie sur %, telle que
(p) = Wo— (st— 1) Wo— X,.
On en déduit, pour tout couple d’indices ¢ et j, les relations

(;l/?fi_’f’) =W;— (ss—)W;— Xa.

Puisque Jles | W | sont sans point commun, la « fonction de valuations »
[¢;/92*p] au sens introduit par Weil dans [AV, I, § 7] satisfait, quel que soit 7,
d’aprés [AV, th. 3], a

inf;[9s/95~p] 0.

Donc, pour tout 7, on a

inf;[9;]< [9f""e].
Donc
inf[¢;] < infi[¢f "¢ ].

Soit Q un point algébrique arbitraire de J, et posons Q = sQ + Z(®). Les sys-
témes des ffonctions (¢4, ..., ¢m), (5,, ceey 5,,.) définissent des applications de J
sur un espace projectif S™, |définies sur k, que nous noterons respectivement ¢

et g.
D’apreés [AV, th. 7] (1), on a

R[3(Q)] = r[9(sQ + Z©)] > Ae { A[2(Q)] },

(1) Ce théoréme étant applicable 2 tous les ‘points Q de J sans exception, on ne retrouve pas ici

les difficultés rencoutrées au chapitre II pour éliminer le cas oit %,C Z,.
On pourrait aussi appliquer, sous une forme légérement modifiée, le corollaire de [AV th. 8].
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ou A, désigne une constante positive indépendante de Q. Or, compte tenu |de
[AV, th. 8] et de I'équivalence linéaire Woj~ do (H.J), ot H désigne un hyper-
plan de E, on a

hl2(Q)] = C[A(Q)}%,

ot C désigne un entier compris entre deux bornes positives fixes. On en déduit
h(sQ+Z0) > A[R(Q)F,

ou A désigne une constante positive indépendante de Q. Cette constante peut
dépendre de Z©). A chacun des Z{, associons une valeur A de A, et posons
B = infx(A4). Alors, si 'on pose, pour tout v, h(ZM) = h,, la lsuite [Z) définie
au paragraphe 1 satisfait a

(9) ’ hy—y>BRY,

I1 résulte de la que, pour v assez grand, les &, admettent une |borne supérieure
qui ne dépend pas de-I’élément Z initial. Donc les Z(*) ne peuvent occuper qu’un
nombre fini de positions et nous retrouvons bien le théoréme de Weil.

4. On peut faire un raisonnement analogue Jau précédent en partant de la for-
mule (8) [au lieu de la formule (7)] du paragraphe 10 du chapitre II

(8) X'~ (241X — X
On obtient, en désignant par p' une fonction définie par rapport a k telle que

(0) =—Wo+(st+1)W,— X4,
la relation
o(()efp) =— W+ (2 + )W X,
d’ot, pour tout j, puisque les | W;| sont sans point commun,
infy[7"+¢/e;] < o-
D’ou
inf;[9;]>infy[ 9]

et 'on en déduit ‘
r[2(Q)] < A4 {AL9(Q)] ™+,
puis ) .
h(sQ + 200) < A'[R(Q)}+
et, pour tout v, ‘
(10) hy< B'AYH,
A,, A’ ét B’ désignant des constantes positives.

Distinguons maintenant entre le corps k donné sur lequel est définie C et
'extension algébrique &’ sur laquelle sont définies J et ¢. En partant des 6léments

d’une base Yy, ..., Y, de 'y, nous allons former des suites opposées aux suites Z
précédentes. On peut prendre, pour représenter les classes de y/sy, les éléments
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(non nécessairement distincts) U, =Zs,~Y,~, ou chaque coefficient ¢; satisfait
i
a4 0Z¢<s—1. Tout point Z € y peut étre obtenu au moyen d'une suite
Ly=Up,
Zo=sZ,+ U[,,,

7= Z,,= SZ,,_1+ U/._-
Les points Z que P’on peut ainsi obtenir au bout de n opérations pour toutes les

suites possibles d’entiers (%4, ..., ;) sont tous les pointszl,-Y,- tels que 'on
i

ait, pour tout Z, les inégalités 0 = 1; == s"—1. Si I'on suppose n assez grand, le
nombre de points distincts ainsi obtenus est exactement égal a

(11) N = 572Ny,

ou ro désigne le rang réduit de C dans k (c’est-a-dire le rang des sous-groupes
libres maximaux de y ou le nombre maximum d’éléments linéairement indépen-
dants de y) et Ny le nombre des éléments du sous-groupe « exceptionnel » (ou du
sous-groupe de torsion) de y.
Appliquons les formules (9) et (10), en tenant compte du fait que les indices n
et v varient en sens opposés
B—1hS T} < hy < B ASHL.

Si Ton suppose ro3£ o, le groupe y est infini, donc « est une valeur limite de
la suite 2,. On peut donc trouver un entier r, tel que

1 1
hng> B =B, et hpy> B¢ = B).
En posant
h
= =, -.;‘7“' =1,
on obtient, pour n > n,,
Bo I i < Bl I,

Soit ko une constante et considérons I'ensemble E, des points Z € y pour les-
quels on a Z,_, € E¢ et Z, € E, pour un choix convenable de la suite Zy, Z,, ..., Zj.
Pour les entiers n correspondants, on a

Bo lgl_’)u—n.—t < ho < B’o l’a"*‘”nd'.
On en déduit
n’l <n< ny,

avec

1 Log ho— Log B
Log(s*+1) Log Logly

1 Logho— LogB,
Log(st—1) Log Logl,

ny = no+

ng =no+ 1+

11 résulte de (11) que le nombre N des éléments de E satisfait a

Nos'vi < N < Nosrom,
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En remplacant 7/, et ny par les valeurs obtenues plus haut, on obtient

N = (Logho)e,
ou p est un nombre réel qui satisfait a
P (hoy 5) <p < pi(ho, ),

les nombres réels positifs p (he, s) et ps(ho, §) ayant pour limites respectives

, o Logs
Pr(s)=ro Log(st+1)’

Log
() = o fogte =y
quand ho—>o.
Or o', (s) et ps(s) tendent vers 123 quand s->w. On en déduit

e
’

L
N = (Logho)®

¢ désignant un nombre réel qui tend vers zéro quand /4o— . D’ott

Tutoreme 4. — Soient k un corps algébrique fini, C une courbe algébrique
de genre > 1 définie sur k,J la jacobienne de C et ¢ la fonction canonique
correspondante. On peut supposer que J et ¢ admettent pour corps de défini-
tion une extension algébrique finie de k. Soit, de plus, ho un nombre réel
positif. Alors le nombre N des éléments du groupe v =y (k) attaché a C dont
Uimage 7L sur J satisfait a h(1L) << ho est de la forme

To
N = (Logho)® .,

ou ry désigne le rang réduit de C dans k et ot € - o, quand ho—> .

5. De ce théoréme, nous allons tirer diverses conséquences.- Démontrons au
préalable le lemme suivant :

Lemme 20. — Soient C et C' deux courbes projectives définies sur un corps
algébrique fini k et ¢ une fonction sur G, a valeurs dans C', non constante et
définie sur k. Alors, pour tout point algébrigue P de C, on a

A'TA(P) < A[9(P)] < A[R(P)J,
ot A, A, a et @' désignent des constantes positives.
En effet, supposons d’abord C sans point multiple. Les coordonnées de P sont
les valeurs en P de fonctions z;(i=o, 1, ..., r) et celles de ¢(P) les valeurs

en P de fonctions yi(j=o0, 1, ..., p) sur C. Désignons par (z;)o ct (y;)o les
diviseurs des zéros de z; et y; respectivement. Il existe, d’aprés le théoréme de
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Riemann-Roch, des entiers « et o et des C-diviseurs positifs X et X' tels que I'on
ait, pour tous les indices 7 et j

(Fj)o+X ~a(zi)o,
(2g)o + X'~ &' (¥))o-

11 suffit alors d’appliquer deux fois [AV, th. 8] (1).

Pour étendre le résultat, au cas o G est quelconque, on passe par I'intermé-
diaire d’un modele de C sans point multiple.

Soit maintenant C une courbe définie sur un corps algébrique fini k. Soit
A= (A4, ..., A;) un systtme de g points de G, ot A;=P désigne un point
algébrique variable et A,, ..., A; des points algébriques fixes de C. A tout
point P de G, associons I'image Z = S[¢(A)] de A sur J. Alors il existe, d’aprés
le lemme 20, des nombres réels positifs A et « tels que

h(Z) < A[R(P)]%
quel que soit P. On en déduit aussitot le corollaire suivant du théoréme 4 :

Cororrare 1. — Soit G une courbe projective de genre > 1 définie sur un
corps algébrique Jini k. Alors, le nombre N des points P de G rationnels sur k
et tels que h(P) < hq satisfait pour ho assez grand & une tnégallte de le
Jorme

To +
N < Logho®
quel que soit le nombre réel positif p (*).

Remarquons qu’il est possible, d’aprés le lemme 20, de remplacer la condi-
tion h(H) <<ho par A[f(P), 1]<<ho, ou f désigne une fonction numérique
arbitraire sur G définie sur k. Dans le cas particulier o k = p est le corps des
nombres rationnels, cette derniére condition peut' encore étre remplacée, en

posant f(P) = %(xo et zy entiers de p) par | o | << &y et |2y | << ho.

" D’autre part, si G est de genre 1, la fonction canonique ¢ est une application
de C sur J et, compte tenu du lemme 20, N satisfait 4 une relation du type

N = Logho*
Ainsi :

Cororrare 2. — Soient C une courbe algébrique de genre 1 définie sur le
corps des nombres ratiannels p, f une fonction numérique sur C définie sur p

(') Cf. aussi AV, chapitre IV, § 20.
() Dans ma Communication au Colloque d’Algébre et Théorie des Nombres de Paris sept. 1949,
il y a lieu de remplacer,  la derniére ligne du paragraphe 4a (p. 67), les conditions N(§) <N et

N(n) <N, avec u = :Ey ou § et n sont des idéaux entiers de & par A(u, 1) <N.
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et ho un entier positif. Pour tout point P de C rationnel surp, posons f(P) =[x,
zo et xy désignant des entiers de p. Alors le nombre de ces points pour lesquels

on peut prendre | zy | << ko, | 21| << ko est de la forme N = (iogHo)?. " oue—>o0
quand hy— o, ro désignant le rang réduit de Cd ans p.

6. On peut utiliser ces résultats pour retrouver le théoréme de Hilbert cité plus
haut et qui peut étre énoncé sous la forme suivante légérement 'plus générale.
Nous entendons par corps de type fini un corps engendré par un nombre fini
d’éléments sur le corps p des nombres rationnels.

Tutorime B. — Soient M une variété de dimension n, de laquelle on peut
éventuellement retrancher un nombre fini de frontiéres, définie sur un corps k,
M un point générique de MM sur k, et posons K == k(M). Soient Q; des points
en nombre fini tels que, pour tout indice i, Ki= K (Q,) soit une extension algé-
brique de K de degré [K;: K] =23d;. Soient de plus S* un espace projectif et f
une application de I sur S*, définie sur k. Alors il existe une infinité de
points M' de .m pour lesquels les deuz conditions suivantes sont remplies :

a. Le pomt P'= f(M') est rationnel sur k;

b. Pour tout i, toute spécialisation P; - P; compatible avec M — M' sur k est
propre et, en posant K' = k(M' ), K= k(Q)), telle que [K;:K'] = ..

a. On se raméne immédiatement au cas oit M = S” et ol fest la correspon-
dance 1dent1que Supposons, en eﬁ'et le théoréme démontré dans ce cas et soit,
dans le cas général, [K:k(P)] =24, en posant P =f(M). On a, pour tout i,
[Ki:k(P)]=248.d;. Donc pour une infinité de points P’ de S rationnels sur k,
tout systeme de spécialisations M - M' et Q; — Q; compauble avec P — P sur k
est propre et tel que [K':k] =6 et [Kj:k]=9.0;, d’ou [K;:K]= ¢; pour tout ¢.

b. Montrons que l'on peut, en modifiant convenablement Iensemble des
corps K;, remplacer dans '’énoncé du théoréme la condition [K;:K'] = d; par
[K}:K'] > 1 pour tous les  tels que [K;:K] > 1. En effet, soient QM (v=r, ..., &)
les conjugués de Q; par rapport a K. Considérons 'ensemble E; des entiers 1, ..., d;
et, pour tout sous-ensemble E;; de E;, le corps K;; des fonctions symétriques-des
coordonnées des points QY tels que v € E;;. 11 suffit de remplacer I’ensemble des
corps K par l’ensemble des K;; (associés a tous les indices 7 et J possibles).

¢. On peut, d’autre part, éliminer les Q, pour lesquels I'extension Ki/k n'est
pas réguliere. En effet, soit alors k; la fermeture algébrique de k dans K;, et
posons 2;=£;»(Q; > M). Les variétés conjuguées de 2; par rapport & k; sont
distinctes et 1'on ne peut avoir K;= K; que si 2; < M’ appartient & leur intersec-
tion, donc si M’ appartient 4 un sous-ensemble algébrique I, de M.

d. Supposons d’abord n =1, k algébrique fini, et réduisons le probléme en

tenant compte de a, b et c. Posons, pour tout 7, 2;= £4x(Q < M). On peut tou-
jours, en désignant par z I'abscisse de M sur St, se ramener, §'il y a lieu, par un
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changement de variable de la forme £ = ¢ (), ol ¢ est un polynome a coefficients
dans k, au cas ou 2; est de genre > 1 pour tout i Le nombre N; des points
Q) >< M’ de 2; rationnels sur k tels que 2 (M') <C h, satisfait, pour %, assez grand,
d’apres le corollaire 1 du théoréme 4, a '

r
5+

(12) N,<(Logho)® ',

ol rj désigne le rang réduit de 2; dans k et p; une constante positive.
Or, le nombre N des points M’ de ITU = St rationnels surik tels que A (M') << ko
est au moins égal a k. Parmi ces spécialisations, celles pour lesquelles on a

K;=K'=k pour un certain 7 sont en nombre Néz N;. On a donc, pour 7,
i
assez grand, compte tenu de (12),

N<ho<N

et il existe bien une infinit¢ de points M’ répondant aux conditions du probleme.

e. Le corps k étant toujours algébrique fini, supposons 7 > 1 quelconque. Le
probléme étant encore réduit compte tenu de a, b et ¢, raisonnons par récurrence
sur n, en désignant par zy, ..., Z, les coordonnées (non homogenes) de M.

Soit I I’ensemble des indices ¢ tels que Pextension K[k (1) soit réguliere et,
pour tout { €I, posons

2i= Lhz)(Q< M).

Soit J ’ensemble dgs indices £ tels que 1’extension K;/k(z,) soit non réguliére
et, pour tout {€J, désignons par ky;= k(R;) la fermeture algébrique de k(z,)
dans K;.

Alors, d’aprés le lemme 14 du chapitre I et d’aprés d, il existe une infinité de
spécialisations ', de z, rationnelles sur & satisfaisant aux conditions suivantes :

Pour tout /€ I, la spécialisation correspondante 2, de 2; est définie et est une
variété ;

Pour tout i €J, toute spécialisation R;—> R; correspondante est propre et telle
que

[k(R}):k] > 1.

Z', étant ainsi choisi, pour tout indice ¢ et pour toute spécialisation Q; - Qi;
compatiblé avec x4 — z, sur Ky=4k(z,, ..., #,), on a [K;;:K ] >1, en posant
Kyi=k(Qu:). On est alors ramené, pour choisir ), ..., &}, au cas ou I est de
dimension n —1.

J. Passons au cas ot & est un corps de type fini quelconque. Soit p* la ferme-
ture algébrique de p dans k et posons k= p*(R). On peut trouver, d’apres ce qui
préctde, une infinité de spécialisations (R, M) - (R/, M’) 'sur p* telles que M’
soit rationnel sur p” et que, pour tout Z, toute spécialisation Q;— Q; correspon-~
dante soit propre et satisfasse a [p* (Q;):p(R/, M')] > 1. Les positions correspon-
dantes de M’ satisfont aux conditions du probléme.
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CHAPITRE 1V,

DETERHINATION DE VALRURS ATTEINTES PAR LE RANG DE CERTAINES COURBES
DE GENRE DONNE DANS UN CORPS DONNE.

1. Nous nous proposons dans ce chapitre de démontrer le théoréme suivant et
d’en donner quelques applications :

Tatorime 6. — Sotent M une variété de dimension n définie sur un corps k
de type fini, M un point générique de M sur k et C une courbe définie sur
K = k(M). Soit f une application, définie sur k, de N sur un espace projectif S*.
Considérons le groupe y = y(K) attaché & C et a K. Pour toute spécialisation
M — M sur k telle que la spécialisation correspondante C'=C(M') de C soit
définie, posons K'= k(M') et considérons le groupe y=v(K') attaché a C et
aK'.

Alors, il existe une infinité de positions de M' telles que :

a. Le point P'= f(M') de S" soit rationnel sur k;

b. Le groupe y' admette un sous-groupe isomorphe & v, [ ce qui entraine, en
particulier, r'>r, r,>r, en désignant par r (resp. r') le rang et par r,
(vesp. 1) le rang réduit de G dans K (resp. de C! dans K')].

On peut supposer que la jacobienne J de C et (si 134 o) la fonction canonique ¢
sont définies sur K = k(M).

Soient Y;({ =1, ..., r) lesimages surJ d’une base du groupe y, et pour tout M’,
considérons les spécialisations Y; des Y; compatibles avec M— M’ sur k. Nous
allons montrer qu’il existe une infinité de positions de M' telles que P'= f(M')
soit rationnel sur k et que les Y; engendrent un sous-groupe de y isomorphe a y.

Introduisons encore le groupe sy des éléments de y multiples de s et prenons,
pour représenter les classes de y/sy, les éléments

U/,=ZE,Y[ (OéEIéS-—l).
13

Soit une spécialisation M — M’ telle qu’on ait, pour un systtme convenable
it p q ) P Y
d’entiers A;, les relations

(13) 3 Yo,  FrYi=o.
‘1 i

On peut trouver un indice 4 tel que

Z AY;=U,  (modsy).
1

a. Supposons qu’on ne puisse pas prendre U= o.
Il résulte des relations (13) qu’aucune des solutions de

sZ="U,
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n’est rationnelle sur K et qu’une certaine spécialisation U, de l'une d’elles U,
compatible avec M > M’ sur &, est rationnelle sur K/
On a ainsi

(14) [K(Tx):K]>1, [K(T3):K]=1

b. Si l'on peut prendre U)= o, les relations:(13) peuvent s’écrire sous la

forme
sy Yo, s 3 uiYi=o,
i i

De la seconde relation, on déduit 2 pYi=Z;, ot Z, est une solution (que I'on
i

peut supposer distincte de I'origine) de sZ'= o sur J'. Or Z; estlune spécialisatiou
sur k de I'une des solutions Z; de sZ = o sur J. Si Z; est irrationnelle sur K/, on a

(15) [K(Z;):K]>1, [K(Z):K]=1

Sinon on a une relation de la forme Z,-:Z viY;, et le systéme |(13) peut étre
; i .
réduit a
Z(w— vi)Yi7# o, Z(W— v)Yi=o0,.
] i

D’autre part, on a pour tout Z,

Dy
Il <24 e,

ol ¢ est une constante. Donc aprés un nombre assez grand de réductions, on
aboutit 4 un systéme (14) ou (15), ou 4 I'un d’un nombre fini de systémes (13).
Or ces derniers sont impossibles si Pon choisit M’ en dehors d’un certain sous-
ensemble algébrique IN, de JM. II suffit alors d’appliquer le théoréme 5 du cha-
pitre III a la variété M — IMN, et 4 I'ensemble des extensions algébriques K(TJ;,)
et K(Z;) de K. S

2. Le théoréme 6 va nous permettre de démontrer, pour divers choix du corps k
et des entiers r et g, 'existence de courbes de genre g et de rang > r dans k.

Certains résultats peuvent déja étre obtenus au moyen de la proposition sui-
vante :

Prorosirion 7. — Soient C une courbe de genre g>1 définie sur un corps k
et A= (A4, ..., An) un systéme de-m points génériques indépendants sur C.
Alors C est de rang réduit > m dans k(A) =k(A4, ..., An).

En effet, soit » le degré de C et considérons le C-diviseur S obtenu en coupant
C par une droite arbitraire. Les C-diviseurs A;— A, (i =2, 3, ..., m) et S—nA,
appartiennent & Go (groupe des C-diviseurs de degré zéro) et sont lingairement
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indépendants sur G d’aprés [CA, 1™ partie, prop. 8] (*); dont ils engendrent un
sous-groupe libre de rang m de v, d’ou la proposition.

Conservons les mémes notations et soit f une application définie sur & de C sur
unc droite S*. Posons, pour tout #, f(A;) = i D’apres le théoréme 6 il existe une
infinit¢ de spécialisations A — A telles que :

Les spécialisations correspondantes ; des z; soient rationnelles sur 4;
b. G soit de rang réduit > m dans k(A").

Si 'on désigne par 6 le nombre des |[déterminations de 7’, on peut de plus sup-
poser [ k(Ar):k] =23 pour tout { et [k(A):hk]=3d".

Pour £ et g données arbitraires, il existe des courbes C pour lesquelles on peut
prendre 6 = 2 : ce sont les courbes hyperelliptiques de genre g rationnelles sur A.
Dot :

Cororraire. — Toute courbe hyperelliptique définie sur un corps k est de
rang réduit > m dans une infinité de corps de degré 2™ sur k.

Pour g =1, Billing avait déja obtenu ce résultat et donné I'exemple suivant :

o désignant le corps des nombres rationnels, la cubique C d’équation z* —z=y*
est de rang > m dans le corps p(vp'——pl, RNV 29 ——pm), ot les p; sont des
nombres premiers distincts (?).

3. Nous nous intéresserons maintenant de facon plus particuliére aux valeurs
(ue peut prendre le rang dans un corps donné des courbes de certains systémes
linéaires donnés.

Un corps k et un entier m > o étant donnés, considérons, par cxemple, la

courhe C de degré m qui passe par un systtme A= (A4, ..., \n) de
m = ﬂ(";z"'.?ﬂ points génériques indépendants d’un plan P sur k. Alors on peut

spécialiser sur k la courbe C en une courbe C! et le systéme A en un systéme A,
dont les composants A} soient des points génériques indépendants de C’ sur £ (C').
Donc C est de rang réduit > m dans K = k(C) = k(A). On en déduit, en appli-
quant le théoréme 6 qu'il existe une infinité de spécialisations de C de rang réduit
> m' dans k. Ainsi il existe pour tout corps & donné, une infinité de cubiques
de rang > g dans A.

11 est possnble d’améliorer ce résultat. Soient, en effet, g>o0 ct g 0 des
entiers, A un corps, ct considérons dans un plan P, des points O, Dy. ..., Dy,
Al ..., Ay génériques indépendants sur k. Il existe dans ce plan une
courbe C et une seule, de degré g+ g + 2 dont O soit point multiple d’ordre

(') Ce théoréme est énoncé dans le cas d’une courbe sans point multiple. On I’étend au cas
d’une courbe quelconque en utilisant une transformation birationnelle.

(*)G. BiLLiNe, Vom Range kubischer Kurven vom Geschlecht Eins in algebraischen Rationa-
litdits bereichen (IXc Congrés des Mathématiciens scandinaves, Helsingfors, 1938).



— 158 —

2+ ¢, les D; points doubles et les A; points simples. Cette courbe est hyperellip-
tique, de genre g, et admet pour corps de définition

K=k(0, D, A)=k(0, Dy, ..., D, Ay, ..., Aszas).

Soit S le C-diviscur obtenu en coupant G par une droite arbitraire. Le C-diviseur
S ct les points A; engendrent un sous-groupe de rang 3 2 + 5 du groupe v =+ (k)
attaché a G : on peut, en effet, spécialiser C sur (O, D) en une courbe C et le
systtme A en un systéme A’ composé de points génériques indépendants de C
sur & (Ch).

Si on leur adjoint le diviseur A'= A’ + A),-obtenu en coupant C par unc droite
passant par O, on obtient un.sous-groupe de rang 3 -+ 6 de v (nous le justi-
ficrons plus loin). D’ou I'existence de courbes de genre g et de rang > 32+ 6
dans k.

4. Nous allons montrer qu'il existe une catégorie étenduc de faisceaux linéaires
contenant une infinité de telles courbes.

Trtoreme 7. — Soient P un plan projectif, > o0 et g> o des entiers, et
considérons des points distincts O, Dy, ..., Dy, Ay, ..., Aygry de P. Alors,
pour presque toute position de ces points :

A. Il existe un faisceau linéaire F bien déterminé de P-diviseurs positifs
wyant pour élément générique une courbe G de degré g + q + 2, qui admette
auz points O, D; (pour tout i).et Aj (pour tout j) les multiplicités respectives
&=+ q, 2 et 1. La courbe C est, de plus, hyperelliptique et de genre g.

B. Le faisceau F admet g autres points de base, distincts Aqg. ;. ..., Asgas.

C. Tout élément C' de F est une courbe ou se compose d'une courbe

3 et d’un ensemble de droites A;= OD;.

Supposons la condition A remplie. Soit k un corps de définition pour tous
les points de base de ¥, et désignons par r le rang et par ry le rang réduit
de C dans K —k(C). Alorsonar £ 4g + 4, et pour quon aitr =r,= 4 g+ 4.
il faut et il suffit que les conditions B et C soient remplies.

La premidre partie de cet énoncé, aisément vérifiable dans le cas de points de
hase génériques indépendants dans P, s'obtient en appliquant les propriétés des
spécialisations.

Pour démontrer la seconde partie, supposons la condition A remplie, et soient
les éléments Eg, Ey, ..., E,;,, d’une base du sous-groupe G, du groupe G,
attaché a G engendré par les points A; et les diviseurs S et A’ de C introduits au
paragraphe précédent. Ces ¢léments ne sont pas linéairement indépendants, car
on a 'équivalence linéaire sur G

16) 2S+(g——q)A’—ZA,-~o.
. j

Ie sous-groupe correspondant de ¥ est de rang < 42 + 4.
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a. Nous allons montrer que tout élément E de G,(K) est linéairement
équivalent & un élément de Gj. Il en résultera bien r<=4g + 4 (et r<4g+4
si la condition B n’est pas vérifice).

Soit, en effet, B, un C-diviscur positif de degré g rationnel sur k& composé par
exemple de points A;. On peut trouver un C-diviseur positif de degré g rationnel
sur K, et tel que

E~ B —B,.

Soit B le « lieu » de B sur k qu’on peut définir, avec les notations du chapitre I,
par B = prp[ £4:(B > U)]; U désignant un point générique d’une droite donnée
arbitraire, tel que £ (U) =K et considérons I'intersection BnC. Cette inter-
section comprend | E|; la partie résiduelle ne peut étre composée que des points
de base O, D; ou A;. D’0otd une relation de la forme

B.C=\g+¢)0+ 22 p,D,+2 viAj+ B,
i ]

ou 1, i, v; désignent les multiplicités respectives de &3 aux points O, D;, A;.
Donc, si m désigne le degré de 33,

(m—=12)S ~ (2 ‘u,—z)A'-;-Zv,- Aj+B
1 7

et on cn déduit
E€G,+G;, d'ou  Gy(K)= G+ Gy

c’est le résultat annoncé.

b. Supposons maintenant les conditions A, B et C, vérifiées et montrons que

I'on a r=4g + 4. Si, en effet, on a r <<4g + 4, il cxiste une relation d’équiva-
lence linéaire entre les E, de la forme

E=Z MEs~o,
~

Introduisons des points 0,D,, .. ﬁq, Ay, .. A,,,+~ génériques indépen-
dants de P et le faisceau linéaire des courbee de degré &+ g+ 2ayanten O, D;,
A les multiplicités respectives g+ ¢, 2 et 1. Le faisceau F admet & autres points
de base A;\gH, ceey A,g“ tels que 3g-+4 quelconques “des points A;
(j=1, .-, 4& +4) forment avec les points O et D; un Asystéme de points
génériques indépendants de P sur k. Soit C une courbe générique de F et consi-
dérons les ¢léments E; du groupe G, attaché a C déduits des E, en remplacant les

points O, D;, A; par O, D; et A; respectivement pour toutes les valeurs de ¢ et .

Posons
E "—-2 A Eh.
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Soit cncore le C-diviseur positif fixe B, de degré g et soit le C-diviseur B,
correspondant. On peut trouver un C-diviseur positif B de degré g tel que

E ~ E -_— ﬁo.
Soit B le « licu » de B'sur k(ﬁ, D, K) au méme sens que plus haut et consi-
dérons Pintersection @3.C. Cette intersection est de la forme

B.C=7(g+ q)5+22§,ﬁ,+2 vjAj+B

cn désignant par )_;, i, v;j les multiplicités respectives de & en O, D;, A;.

Désignant par D P'ensemble des points D; et par A celui des points A;, consi-
dérous les spécialisations O — O, DD, A A et soit BB une spéciali-
sation compatible avec celles-ci sur k. 3 a méme degré que @ et ses multiplicités
en O, Dj, A; sont au moins égales a A, p;, v respectivement. D’ou

(17) cB'.c=I(g+q)0+aZ;,D,+23,A,+B',
t i

ou B’ désigne un C-diviseur positif. Ce diviseur est nécessairement, d’aprés
[M, chap. IV, prop. 2], la spécialisation de B compatible avec Co>CeB>@.
Comme E ~ B—B, sur C on a B'~ B, sur C.

Montrons qu'il en résulte B'=B,. En effet, la série canonique sur C (qui est
P'unique série linéaire sur C de degré 2 g — 2 et de dimension g— 1) est découpée
par les systémes de g —1 droites passant par O. D)’aprés le théoréme de Riemann-
Roch, on ne peut avoir B'32 B, que si 'on a une relation de la forme B, > A/, ou
A} désigne le C-diviseur de degré 2 obtenu en coupant C par une certaine droite
D passant par O; d’aprés le choix de By, A| est nécessaircment de la forme

-Aj~+ Aj; mais alors la courbe de F qui passe par un point de D distinct de O, de
Aj et de Ay contient D, ce qui contredit ’hypothese C.

Si maintenant on désigne par C’ une spécialisation de C qui passe par un point
de |3 distinct des points de base de F, @3 et C' ont unc courbe commune @,.
Celle-ci, d’aprés 'hypothese C, ne peut étre que C/, C” ou une droite A;. On peut
recommencer le raisonnement en remplacant & par la partie résidueclle,
B — ny Oy, ot ny désigne le coefficient de (B3, dans @, et ainsi de suite jusqu’a
épuiscment des composantes de @. On voit ainsi que & est composée cxclusive-
ment d’un nombre fini de courbes C' et C” et de droites A;. On peut donc rem-
placer @ dans la relation (17), par un P-diviseur de la forme

"3'=P_C'+2 1 Ag
i

ou C' désigne une spécialisation générique de C et p et les p des entiers. On cn

déduit, en désignant par C' une spécialisation générique arbitraire de C,

(_2.(9 C'—o—z p.}K,-) =f(g+q)f)'+22 ;_u+l_),+2 v; Aj+ B,.
1 [ j
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_.<~——pC —-21.1, >=§
ct Pon en déduit sur C I'équivalence linéaire B~ B, ou
(18) E=21,.1‘3,,~<>.

Or d’apres le choix des points de base de F, la relation (18) n’est pas modifice
par une permutation arbitraire des A;: Si la relation E~ o est. indépendante
de (16), elle entraine une relation de la forme

(19) aS~BA"

ou « et B désignent des entiers positifs.
c. Montrons que la relation (19) est incompatible avec les hypotheses. Consi-
dérons pour cela la série linéaire de degré g+ g+ 2a -+ 2 et de dimension

¢+ 2a + 2 découpée sur C par toutes les adjointes de degré g + « + 1 admet-
tant O comme point multiple d’ordre g+ 2 et passant simplement par les
points D;. D’aprés le théoréme de Riemann-Roch, cette série est complete. Le

C-diviseur A+ S est un élément de cette série. D’aprés (19), il en est de méme

du C-diviseur H.C, ou H désigne un P-diviseur positif arbitraire de degré B + 1;
on peut supposer k'= k(H) linéairement disjoint de K sur k. L’adjointe corres-

pondante F est telle que
r.C=H. —C+(q+u)(g+q)6.+22 D..

Soit maintenant une spécialisation sur & de la forme
(6’ 5’ 6) -+(O,, D" C,)’
avec C'= G, +2 A}, ou I'on désigne par G une cubique de P générique sur £/,
1

par (O, D') un sysitme de g + 1 points génériques indépendants de C;, par
Aj(l=1, ..., q') un systtme de ¢' droites (¢'>>q passant pas O’ doni les
g premiéres sont les droites O'Dj, les autres étant de directions génériques indé-
pendantes.

Soit T —I" une spécialisation compatible avec les précédentes sur k'. Si m' et

m/, désignent le degré et la multiplicité en O’ de I, on a m'— m/,= o on 1. Donc
I'intersection I'. G}, est propre. On a

V] C=T.C+X,
ol X' désigne un P-diviseur positif tel que |X'|c|4'|, en posant A'= ZA,
D’autre part, I'unique spécmhsauon de F. C compatible avec les précédentes est

Y= 0.0+ (g+ o) (g + q)0’+22 D’
-
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Donc, d’apres le lemme 5 du chapitre I, le C-diviscur 2'—(I".C;) est positit et
tel que
|2 —(I'.Co)|c| X" |c|A'].

Comme on a aussi O'e€|A'| et D; € | A’] pour tout Z, on peut écrire

1.Co=H.Co+ Y.
avec | Y'| c|A’|. Posons :
I'=I"+TY%,

avee | Ty | €| A’ et |I"] ne contenant ducune des composantes de A'. On a

I".Co=H.Co+ 0"+ uf
k

ou ¥’ et les p désignent des entiers, et les D} des points appartenant a [A'| tels
que chaque droite A; en contienne un au plus. Par hypothese O' et les D}, forment
un systéme de points génénques lndépendants de C. D’apres la proposition 7, on
a nécessairement 1= o0 et p; = o pour tout k. En particulier, I" ne passe pas
par O'. Or, si m" et m, désignent le degré et la multiplicité de I cn O’, on a

m'=mg=o0 ou 1.

Il faut donc que I" soit une droite ne passant pas par O', ce qui entraine f = o,
contrairement a ’hypothésc.
Finalement, on a bien r =4g + 4 lorsque les conditions A, B et C sont
remplies.
d. Réciproquement, la condition A étant encorc supposée remplie, soit
0_4g-|—4 d’apres a la condition B est remplie également. Supposons que
I'une des spécialisations C' de C contienne une courbe T distincte de C'. On a

r.C=xg+q)0+ 22 e D,+Z viAj.

D’ou, ¢n désignant par m le degré de T,

(m—3)S ~ (2 l-’-l'—')\) A'-c—z 7.9

Celte relation étant nécessairement une conséquence de la relation (16), on a
un entier p tel que

m— A\ = 2p, Zp.g—l=(q—g)p, vj=p pour tout ¢ et tout j.

Or on a, pour tout j, v;=o0 ou 1. En remplacant, s'il y a lieu, I par C'—T, on
peut supposer p = o, d’out A = m, et T est composée de droites passant par O. Les
points d’intersection de ces droites avec G sont des points de base de F et, comme
vj= o0, ce sont nécessairement des points D;. Ges droites sont des droites A;. On
retrouve bien la condition C et le théoréme 7 est complétement. démontré.

En conservant les mémes hypotheses, et ent désignant par &' un corps de défi-
nition pour n des points Aj(n < 4g + 4) supposés distincts, 6n peut affirmer
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que G est de rang réduit > n + 1 dans K lorsque les conditions A et G sont
vérifiées. On en déduit, en particulier, le corollaire suivant :

CowoLLAtre. — Les notations étant celles du théoréme 1, supposons les condi-
tions A et C vérifices et les points O, D;, Aj (i =1, ..., q) (j=1, ..., 3g+5)
rationnels sur un corps k donné. Alors, la courbe générique C deF est de rang
réduit > 3g+5 dans K. De plus, F contient une infinité de courbes de
genre g et de rang réduit > 3 g + 6 dans k.

La premigre partie de cet énoncé résulte immédiatement de ce qui préctde.
La seconde s’obtient cn remarquant que la courbe de F passant par un point A
géndérique de P cst de rang réduit > 32+ 6 dans /.(A) ct en appliquant le
théoréme 6.

Ainsi, pour g =1, ¢ = 0, on obtient ’énoncé suivant :

Par huit points du plan rationnel sur un corps k donné tels que trois quel-
conques d’entre eux ne sotent pas en ligne droite, ni sixz sur une méme conique,
il passe une infinité de cubiques de rang réduit >~ g dans k.

5. Tutorkme 8. — Les notations et les hypothéses étant celles du corollaire
du théoréme 1, soit A une droite du plan définie sur k et coupant.C en deux
points au moins distincts des points de base (si g+ q > 2, il faut et il suffit
pour cela que A ne coincide pas avec U'une des droites OD; ou OA;). Soit B l'un
de ces points. Alors C est de rang > 3 g + 6 dans k(B) (*).

Si ’'on suppose r << 3 g + 6, on a en effet une relation de¢ la forme

(20) pBNkS+)\’A'+ZpiAi= R,
oup, A, N, pui(j=1, ..., 4g+ 4) désignent des enticrs. On a unc relation de la
forme

=C.Ay=E +Z B
v

en désignant par BM(v=o, 1, ..., t) les conjugués de B par rapport 1 K=4(C)
et par E un C-diviseur positif composé uniquement de points du systéme O, D, A.

La jacobienne J de C et la fonction canonique ¢ peuvent, étre supposées
définies sur A. L’image sur J du C-diviseur pB est, d’aprés (20), rationnelle sur &
ct coincide, pour tout v, avec celle de pB™. Donc on a

pBVI~ R

p; B~ R

pour toul v, ct 'on ¢n déduit

(') Il semble probable que I’énoncé reste valable lorsqu’on y remplace le mot « rang » par « rang
réduit », Nous n’avons pu obtenir une démonstration de ce fait.
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ou cricore
p(So— E) ~ tR.

D’apres le théoréme 7, ceci n’est possible que si 'on peut prendre R=p'(S,— E),
ou p' désigne un entier, nécessairement tel que p = p't. Donc

pBYW =" tBM~ p'(Sy— E)

pour tout v. Si 'on ne peut pas prendre p'=1, le sous-groupe de torsion du
groupe Y[k (B)] attaché a C n’est pas nul, d’ott 7 > r, en désignant par r le rang
et par r, le rang réduit de C dans k(B). Comme on a, d’apres le théoreme 7,
Te>3g+S, onabien r>3g+6.

Supposons donc p'=1, d’ott
tBV=S,—E

et considérons les adjointes d’ordre ¢ + 1 de G ayant en O l'ordre de multiplicité
g ct passant simplement par les points D;. Ces adjointes découpent sur C la série
linéaire complete de dimension g + 2 et de degré g + ¢ + 2 de tous les diviseurs
positifs linéairement équivalents a S.

Pour tout indice v, il existe une telle adjointe T pour laquelle

I'.C=E+ B,

Soit maintenant un point de base de F n’appartenant pas a E, par exemple A,.
On peut trouver une spécialisation C' de C sur £ telle que 'adjointe (ou 'une des
adjointes) I' correspondantes passe par A,.

Alors I'intersection I'nC/ contient une courbe passant par A, et de degré
£ q + 1, Cette courbe ne peut étre, ni C', ni 'une des courbes C" (dont le degré
est > ¢ + 2), ni 'une des droites A;, contrairement & ’hypothese C.

6. Tatorime 9. — Par siz points arbitraires du plan rationnel sur un
corps k donné, non situés sur une méme conique et tels que trois quelconques
d'entre eux ne sotent pas en ligne droite, il passe une infinité de cubiques de
rang réduit ro>10 dans k.

En effet, soient A, ..., A; les points donnés. D’apres le théoréme 7, on peut
faire passer par ces points une cubique C,, rationnelle sur une extension trans-
cendante pure %' de k, telle que le groupe v, (k') attaché a C, soit sans torsion, et
que le sous-groupe de v, (4') engendré par les points A; et par la section de C par
une droite arbitraire soit de rang > 6. Soient A, et A}, deux autres points de G,
rationnels sur k', A, et A; leurs tangentiels (ou points de rencontre de G, avec
les tangentes T, et T; en A et A, respectivement) et supposons A, et A, choisis

de telle maniere que trois quelconques des A;(i=1, ..., 8) ne soient pas en
ligne droite, ni six sur une méme conique. Soient F le faisceau linéaire de
cubiques ayant pour points de base les A;(¢ =1, ..., 8), C une courbe générique

de F sur &' et By (resp. Bs) I'un des points communs de C et T, (resp.Bs) distinct
des ‘A,’. :
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Considérons des représentations paramétriques propres de Ty ct T, et soient
uy el ua les paramétres respectifs de By et Ba. Ces paramétres sont liés par une
relation (w4, a) = o représentant une quarlique & trois points doubles, donc
de genre zéro. Cette courbe est définie, sur &k et posséde un point rationnel
non multiple (associé a la courbe G qui passe par le point de rencontre de T,
et Tp), donc admet une représentation rationnelle a coefficients dans k. Si
désigne le parametre correspondant, on a A(By, By) = k(u).

Soit 7(K) le groupe attaché a C et & K = k(u). Comme C, €F et comme le
groupe y,( k) attaché a G est sans torsion, il en est de méme a fortiori de v(K).

Si Pon suppose ro<< 10, on a une relation de la forme

(22) p1Bi+p2Ba~AS +E[~L: A

Soient B, et B}, les images respectives de ps By et p, B, sur la jacobienne J de C
(que 'on peut supposer confondue avec C). Les points B et B, admettent respec-
tivement pour corps de définition respectifs les corps k(By) et k(B.), qui sont
linéairement disjoints sur K = &(C). Or la relation (22) entraine £ (B}) = £(B},).
Par suite, ces deux corps coincident avec K. Donc, d’apres le théoréme 7, chacun
des points B} et B, forme avec les points de base un sysieéme de rang réduil < g.
Ceci est en contradiction avec le théoréme 8 et le fait que v(K) est sans torsion.

La courbe C est donc de rang > 10 dans K et le résultat annoncé s’obtient cn
appliquant le théoréme 6.

Remarque. — En utilisant les points d’intersection de C avec des droites
rationnelles passant par O (dans le cas du théoréme 8) ou par I'un des points A;
(dans le cas du théoréme 9), on obtient, quel que soit I'entier m, par une
méthode analogue & celle utilisée ci-dessus, des courbes de genre g ct de rang
> 3 g+ 6+ m, une infinité de cubiques de rang réduit > 10 + m dans une
infinité de corps de degré 2™,

7. On peut rattacher les résultats qui préeédent a ccux du chapitre I en intro-
duisant dans chaque cas la variéte C correspondante.

Considérons, en particulier, le cas du théoréme 7. Si f(z, y) +u g(z, y)=o0
est Péquation de la courbe C générique de F, on peut aussi considérer cetie
équation comme celle de la surface C rapportée a un espace a trois dimensions.
Le groupe y(K) n'étant pas modifi¢é quand on remplace & par un surcorps, la
variété Q correspondante (ainsi que la variété de Picard II de C) est un point. Ce
résultat est bien conforme a ceux de la théorique classsique de la théoric des
surfaces : la variété C étant rationnelle, son irrégularité, égale a la dimension
de I, est nulle. Dans ces conditions, et d’aprés les résultats du chapitre II, le
groupe y(K) est isomorphe au groupe de Severi G/G, de C. Avce ces notations le
théoréme 7 est donc équivalent au suivant :

Le groupe de Severi de C est de rang < 4g + 4. Pour que ce groupe soit
sans torsion et de rang g+ 4, il faut et il suffit que la condition A soit
vérifiée.



— 166 —

Il y aurait lieu de chercher a obtenir des résultats analogues dans des cas plus
généraux. Dans le cas du théoréme 8, la variété Q est bien encore réduite a un
point, mais nous n’avons obtenu qu’une borne inférieure du rang de C dans
k(u) et nous pouvons seulement affirmer que le rang du groupe de Severi de C
¢st au moins égal a 3g + 6.

Les difficultés qui se présentent lorqu’on cherche & obtenir, par application du
théoréme 6, des valeurs plus élevées du rang r de C.dans k pour g et k donnés
semblent en accord avec ’hypothése généralement admise que r admet dans ces
conditions et lorsque k est un corps algébrique fini une borne supérieure
absolue p,.

Si cette hypothese est exacte, elle le reste, d’apres le théoréme 6, lorsqu’on
remplace k par une extension transcendante pure arbitraire; de plus, la borne
supéricure est la méme dans les deux cas.
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