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ÉQUIVALENCES RÉGULIÈRES DANS UN ENSEMRLE ORDONNÉ.

Par M. L. DUBBEIL-JACOTIN ET R. CROISOT.

Introduction.

Dans un groupoïde G, c'est-à-dire dans un ensemble muni d'une opération, les
relations d'équivalence les plus importantes sont les équivalences (R. régulières
par rapport à l'opération (1).

Dans un treillis, selon les questions étudiées, on considère lés équivalences
régulières seulement par rapport à l'opération u (par exemple) ou par rapport
aux deux opérations n et u. Dans le premier cas, il est naturel que l'opéra-
tion n ne joue qu'un rôle secondaire et l'on peut se placer dans un demi-treillis.
Plus généralement, nous considérons ici un ensemble ordonné et nous nous
proposons de définir les relations d'équivalence régulières par rapport à la
relation d'ordre et d'étudier leurs propriétés.

I. — Définition de la régularité d'une relation d'équivalence
dans un ensemble ordonné.

Rappelons qu'étant donnés deux ensembles ordonnés E et E*, on appelle homo-
morphisme de E sur E* une application a de. E sur E* telle que l'on ait

x ̂  y dans E==»a(.r)==d?* ̂  a(^)==y* dans E*.

Définition. — Nous dirons qu'une relation d'équivalence définie dans un
ensemble ordonné E est régulière par rapport à la relation d'ordre, ou simple-
ment régulière, si et seulement si elle est l'équivalence d'application di

^=yW^a(..»)=a(y)

dans un homomorphisme dé E sur un ensemble ordonné E*.
Traduisons cette propriété de la relation d'équivalence CR. par une \ condition

liant ôi à la relation d'ordre dans E et né faisant pas intervenir la notion d'homo-
morphisme.

THÉORÈME 4. —Une relation d'équivalence (K définie dans un ensemble

( l) Ou compatibles avec l'opération (N. BOUBBAKI, Algèbre, chap. I, p. 44); pour les définitions et
propriétés, voir P. DUBBEIL, Algèbre, p. 80.
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ordonné E ̂  régulière si et seulement si elle satisfait à la condition (p)
suivante : les relations

^ai==CTÎ(^), aîsa^), ..., an-i==a^_i(^), ûTn==û^(^),

( a'i^Oï, 02^03, ..., «n-i^an, û^ ̂ ai

e/î mf/ie/î
ai s 02= aass.. .sa an(f»l).

Supposons en effet qu'il existe, dans E, une suite de in éléments ai, a\, as,
a 2, . . ., an, a^ tels que l'on ait

ûri=a^(^), aassas^), ..., On-ias a,_i(<%), anse a^(^),
a^aa, 0^03, ...» a^_i^a^, a^^i.

Considérons les images û^, û^, . . . , a\ de ces éléments dans E*; on a

a\^.a\^a\^...^a\^a\^

d'où l'on déduit, E* étant un ensemble ordonné,

a;==a3==a;=... a^
c'est-à-dire

ai as Ot55 0355.. .== a/i(dl).

Réciproquement, si une relation d'équivalence 6{, satisfait à la condition (p),
elle est régulière. En effet, considérons comme ensemble E* l'ensemble quo-
tient E/^l, et définissons dans E/^l la relation binaire 0 :

X(9Y<=>3 a/€X, yeY, ai, a\, a», a^ .... a/,, ^

tels que l'on ait
aissa^), a,sa,(^l), ..., a^=a,^((%),
x'^a^ a\^a^ ..., a^y.

Cette relation est réflexive, transitive et antisymétrique, d'après la condition
précédente ; c'est donc une relation d'ordre que nous noterons X ̂  Y. L'en-
semble E*, muni de cette relation d'ordre, est manifestement image homo-
morphe de E, l'application étant a(y)==Y(==y*)<=>y€Y.

Définition. — On appelle image homomorphe de E attachée à ai l'ensemble
quotient E/ l̂ ordonné par 0.

Remarque. — Une équivalence ôi régulière dans E étant donnée, l'ensemble E*,
image homomorphe deE, n'est pas univoquement déterminé. En tant qu'ensemble
non ordonné, E est déterminé à un isomorphisme près, puisqu'il est équipotent
à E/<R,. Mais toute relation^ tordre dans E* déduite de (9 par introduction de
couples supplémentaires liés par ̂ , c'est-à-dire moins fine que (9, fait évidemment
aussi de E* une image homomorphe de E, a étant toujours un homomorphisme
et ô{. son équivalence d'application.

Propriétés. — On voit immédiatement, en vertu du théorème 1, que V inter-
section d1une famille quelconque d'équivalences régulières est régulière.
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Par contre, le produit transitif de deux équivalences régulières est une
équivalence qui n^est pas nécessairement régulière.

Considérons, par exemple, dans l'ensemble ordonné à cinq éléments
E=ia,6,c,rf,e,/}

de diagramme (0), les deux équivalences régulières ^li et (Xa auxquelles sont
attachées les images homomorphes de E, qui ont pour diagrammes (1) et (2)

C,=icj.<. \ .D,=:(rf( C,=jc}.<. YD,=( r f |

/ Fi=!/î Fî-î/^i

Le produit transitif CR,^ (R.y n'est pas régulier, car E/(^i ̂ ,2 se compose de trois
classes [ a, 6, /), j e } , { d \ et l'on a

«i = a s / = a\, as = c = Og
a^as, û(a<ai,

et
02^ ai puisque c yà a.

On a néanmoins la propriété :

THÉORÈME 2. — Z^ équivalences régulières définies dans un ensemble
ordonné forment un treillis complet dont lî élément nul est V égalité e, et dont
Vêlement universel est l'équivalence absolue &).

Naturellement, le treillis ÎP, sous-ensemble du treillis des équivalences déunies
dans E n'en est pas jun sous-treillis ; (^i u <^a est l'intersection des équivalences
régulières contenant <Ri et ^la (ensemble non vide, puisque l'équivalence absolue
en fait partie).

On définit aussi la fermeture régulière (R, d'une équivalence (R, quelconque
comme [l'intersection des équivalences régulières moins fines qu'elle : c'est donc
l'équivalence régulière la plus fine contenant (R et l'on a évidemment

^R.^^, <%==<%', <îll^<^2==>%^^2,

ce qui justifie le nom de fermeture.
Nous aurons donc :

x ==.r(^.)<^3 ^i» «n • • • î ^/-i, a'j-i^ Û/-+-1, <»+n • • . , ^, <^, x', y'
tels que
x-=x\(^\ ys=y(^), a<=aK^) pour 1 = 1 , ..., y — i , y-hi, ..., /i,
.r'^ai, 0^02, ..., a}_i^y, y^a/-n, ..., CT',,^a-.

Dans la suite de ce Mémoire, tant que nous n'aurons pas introduit d'autres
conventions (§V), le signe n signifiera l'intersection des équivalences, le signe u
la fermeture régulière du produit transitif des équivalences régulières, c'est-à-dire
l'union dans le treillis ^.
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II. — Équivalences régulières ayant une classe donnée
ou une famille de classes donnée.

THÉORÈME 3. — Toute classe G modulo une équivalence régulière <% définie
dans un ensemble ordonné est convexe.

En effet, supposons que l'on ait
•a?&yeC, x ^ z ^ y .

Ceci permet d'écrire
y==x{(H\ zssz{di)\

x^z, z^y,

ce qui entraîne, d'après le théorème 1,

x = z ( (H ), c'est-à-dire z € C.

Classes particulières.—Envisageons dans E*, image homomorphe de E attachée
à (R, un élément minimal, s'il en existe, et considérons la classe 1 correspondant
à cet élément. Elle possède la propriété suivante :

(J) ici, x ̂ i ==>;<?€ I.
En effet, on a, dans E*,

X ̂  I, d'où X == I.

Nous appellerons section commençante (2) 4e E tout sous-ensemble 1 possé-
dant la propriété (<^). En particulier, nous appellerons section commençante d'un
élément a et nous désignerons par (a) l'ensemble des éléments a? de E avec x^a.
L'intersection (au sens de la théorie des ensembles) d'une famille de sections
commençantes est une section commençante si elle n'est pas vide. La réunion
d'une famille de sections commençantes est une section commençante. Les sections
commençantes, auxquelles on adjoint éventuellement le sous-ensemble vide
constituent donc un sous-treillis complet du treillis des sous-ensembles de E.

Par dualité, à tout élément maximal de E*, s'il en existe, correspond une
classe D, possédant la propriété suivante :

(^) rfeD, rf^.r=»a?€D.

Nous appellerons section finissante de E tout sous-ensemble D possédant la
propriété (CD). En particulier, nous appellerons section finissante d'un élément
a et nous désignerons par )a( l'ensemble des éléments x de E avec x^a. Les
sections finissantes auxquelles on adjoint_évejatuellement le sous-ensemble vide
constituent un sous-treillis complet du treillis des sous-ensembles de E.

THÉORÈME 4-. — La condition nécessaire et susffisante pour qu'un sous-

(') Nous n'utiliserons pas le mot idéal, car il est employé par certains auteurs dans un sens plus
restreint. Cf. par exemple, C. VAIDYANATHASWAMY, Thé Idéal theory of thé partially orderedset
(Proc. Ind. Acad. Se., vol. XIII, 1941). J. Colmez (Thèse, Portugalis mathematica, vol. 6, 1947)»
appelle sections à gauche les sections commençantes. Notre terminologie est en accord avec celle
de A. Denjoy (L'énumération transfinie^ Gautliier-Villars, Paris).
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ensemble G o?e E soit classée d'au moins une équivalence régulière définie
dans E est que G soit convexe.

L'équivalence la plus fine répondant à la question est l^ équivalence ̂

x =sy(êc)<=>.r ===y ou *r&y€C.

La condition est nécessaire d'après le théorème 1. Pour montrer quelle est
suffisante, il suffît de montrer que l'équivalence êc est régulière ; ce sera évidem-
ment la plus fine répondant à la question.

Définissons dans E/êc la relation binaire

C<(ou»Y= jy((y«C) <=>3 ceC, avec c<y(ouy<c),
X=={ . r }<Z== j ^ j ( a '&z^G<=>a?<^ ) ou 3 Ci & Ci € G, tels que x < Ci et Ct<^.

Cette relation est transitive et X << Y et Y<;X sont incompatibles, puisque
x <: Ci, Cg < y, et y << c:», c+ <; x exigent y ç. G et x e G en vertu de la convexité
de G. Cette relation est donc une relation d'ordre strict et E/êc est visiblement
image homomorphe de E.

En général, il Sexiste pas d'équivalence régulière moins fine que toutes les
autres ayant Cpour classe. Supposons C sous-ensemble strict de E. Considérons
les sous-ensembles suivants de E : l'ensemble 1 des éléments inférieurs à au moins
un élément de C et n'appartenant pas à C ; l'ensemble S des éléments supérieurs
à au moins un élément de C et n'appartenant pas à C ; l'ensemble C' des éléments
qui ne sont comparables à aucun élément de C. Les sous-ensembles I, C, S
et C' de E sont disjoints en vertu de la convexité de G et forment une partition
de E si aucun d'eux n'est vide. L'équivalence correspondante p est régulière, car
l'ensemble quotient peut être ordonné suivant le diagramme suivant :

cA\
qui est image homomorphe de E (sans être nécessairement image homomorphe
de E attachée à p).

Mais les deux chaînes

Si=S
Cl==c
ïi = 1 ^J) C

et
Ss =, S iy C'
c,=c
is = = r

h
sont les images homomorphes de E attachées aux deux équivalences d'application
correspondantes CR.i et (^la qui sont régulières et admettent G pour classe;
s'il existait une équivalence régulière admettant G pour classe moins fine que
toutes les autres, elle serait moins fine que âii et ^la, donc moins fine que leur
produit transitif qui correspond à la partition de E en deux classes, C et E—~C.
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'Cette équivalence, qui est la moins fine de celles admettant G pour classe, n'esl
pas régulière.

Au contraire, on voit aisément que, si l'un au moins des trois sous-ensembles I.
S et G' de E est vide, il existe une équivalence régulière moins fine parmi celles
admettant G pour classe. Si G' est vide, c'est l'équivalence correspondant à la
partition de E en ceux des sous-ensembles G, I, S qui sont non vides. Si 1 (ou S)
est vide, c'est celle qui correspond à la partition de E en deux classes G et S^U/C'
(oulyc^.

On peut donc compléter le théorème 3 par le

THÉOHEME 5. — G étant un sous-ensemble convexe de E, // y a une équiva-
lence régulière ^c moins fine que toutes les autres ayant G pour classe si et
seulement si G est une section finissante ou commençante ou si tout élément
de E est comparable à un élément au moins de G.

Les théorèmes 4 et 5 se généralisent de la manière suivante :

THÉORÈME 4'. — La condition nécessaire et suffisante pour qu^une famille
<9L == {G, } « e A de sous-ensembles convexes distincts Ça de V ensemble
ordonné E soit une famille de classes dans au moins une équivalence régulière
définie dans E est quelle satisfasse à la propriété

<") ^a^^a.» a*a,^^a,> • • • » ^a,^ ̂
avec

a7&, & a? .̂ € Ca;̂  ai == as ;= ... = a/»,

La propriété est évidemment nécessaire d'après le théorème 1. Remarquons
d'ailleurs qu'en vertu de la propriété (ir), les Ça, sont disjoints, car, s'il existe ; tel
que Ç€C^ et ÇeC^, avec ai ^z 03, en prenant x^=Xy,^ == \ et x'y,^=. Xy,,= ̂  on
aurait x'^^Xy^ x'^^Xy,^ contrairement à la propriété (7r).

Pour démontrer que la condition (n) est suffisante, montrons que la relation ̂

.r===y(^i)<=»;r = y ou 3 a € À tel que xScye^y.

est une équivalence régulière répondant à la question. Ce sera alors évidem-
ment/a/?/M^ yî/ie.

Cette relation .est évidemment une équivalence ayant les Ça pour classes. Mon-
trons qu'elle est régulière. En effet, si elle ne l'était pas, d'après le théorème 1.
on pourrait trouver une suite

ai=sa\(^a)î ...» an==a«(6a),
avec

a't^ctî, ..., a^ai

et ai ̂  aj pour un / et un y au moins.
Dans cette suite, si û^C, quel que soit a eA, on a

a'k = a,k, CTA-I ̂  a^ a^ ̂  a^, donc a^ ̂  a^

et l'on peut supprimer tous les éléments a/s n'appartenant pas aux C» sans changer
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les relations restantes; mais la propriété (îr) entraîne que les Ça ne soient pas
distincts, soit Ça == G, pour tous les a intervenant. Si ê^ notait pas régulière,
on pourrait donc trouver une suite

a?, < ai, a\ < a?î, x^ < 02, a'g < .273, . . .» .»/< «/, a'i < .T),

avec aiîka't eC^ pour /== i, 2, . . ., Z, .z',^Co pour <== i , 2, . . . , /; ce qui est
impossible en vertu de la convexité de C^.

Remarqué. — La propriété (?r) est trivialement vérifiée, quelle que soit la
famille d de sous-ensembles convexes disjoints de E, si E est une chaîne.

COROLLAIRE. — A toute famille €L de sous-ensembles [ Ça }aeA aul sont dis-
joints et sont tous des sections commençantes ou des sections finissantes, corres-
pond au moins une équivalence régulière admettant ces sous-ensembles pour
classes^ la plus fine équivalence répondant à la question étant l'équivalence ê .̂

Les sous-ensembles C» étant évidemment convexes, il suffit de remarquer que
la propriété (îr) est vérifiée. En effet, si l'on se place dans l'hypothèse de (îr),
Ça est une section commençante ou une section finissante. Dans le premier cas,
Xy. ^=Xy, implique Ci^== C^ et, de proche en proche,

Cas = Ça, ==...= Ça,, = Car

Dans le second cas, x^^Xy^ implique Ca,==C^ et, de proche en proche,
Ça» == Ça,-» ̂ = . . . = Ça, = Ca^,

La famille dt de sous-ensembles convexes. C^ de Fensemble ordonné E satisfai-
sant à la propriété (îr) étant donnée, nous poserons,, en appelant C la réunion
des Ça, les définitions suivantes :

Définitions. — \ ° On dit que b e E — C est lié à a e E — C par la famille €i
si et seulement si ^a/ eA pour i-== i , 2, ...,/: et c,&ci€Ca; pour i= i , 2, ..., k,
tels que
( i ) a^ci, ..., cî^C(+i, ..., c'k^b.

On écrit alors ak^b.
2° On dit que a et b sont liés par la famille €L si a est lié à b ou si b est lié

à a par la famille €L.
Remarquons qu'un élément c ne peut être lié à lui-même, car cela entraînerait

que les Ça ne satisferaient pas à la propriété (îr).
3° Lorsque a et b sont non liés par la famille dt, nous écrirons av^b.
On a alors les propriétés suivantes :

i° a^^b et a= b((K), où CR. est une équivalence régulière quelconque admettant
les Ça pour classes, sont incompatibles, car ( i ) et a •=. b((f{,)~ sont incompatibles
en raison du théorème 1 ;

2° Soit av^b, appelons A l'ensemble { a, b} si a et b ne sont pas comparables
dans E et le segment [a, b] ou [6, a] si ci et b sont comparables (3) . On a :

(s) Si Pon a a < 6, on appelle segment [a, b] l'ensemble des a?€E tels que a^=x ̂ b.
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Les G» et A satisfont à la condition (îr). .En effet, s'il n'en était pas ainsi, on
aurait une suite

ù>l^Ci, ..., C/^Cy-M, ..., C;,^t0,,

avec CjSic', €Ca^.,o,€A pour y = i , 2, . . . , n, et & ) i & c o ; € A . Si Fon avait
(,)i ==^, cet élément serait lié à lui-même, ce qui est impossible; si l'on [avait
^i 7^ <"i, il en résulterait a ̂ b ou 6 X^a, impossible aussi, puisque a v^ 6. Donc, il
existe toujours au moins une équivalence régulière ayant les G» pour classes et
dans laquelle deux éléments quelconques a et b tels que av^b soient congrus.

Par suite, pour qu'il existe une équivalence ^^ moins fine que toutes les
autres ayant les C» pour classes, il est nécessaire que la relation binaire y ci soit
transitive. Nous allons voir que cette condition est aussi suffisante.

y<a. étant réflexive, transitive et évidemment symétrique est, par construction,
une équivalence définie dans E—C. Considérons alors la relation définie dans E
par

x==y{9,si)<^3«- tel que a-A^eCa ou .rv^y pour x&.yeE—C.

Cette relation est évidemment une équivalence et, si elle est régulière, c'est la
moins fine des équivalences régulières définies dans E admettant les Ça pour
classes.

Or, ^a est régulière. En effet, s'il n'en était pas ainsi, d'après le théorème 1.
-on pourrait trouver une suite d'éléments de E tels que

;ri=d?i(^<a), Xîssx'^a^ ..., Xk=Xk{^€L\ Xi&x'ieE,
X\^X^ X\^X-^ ..., X'k^Xi {i ==I, 2, ..., X-),

les Xi n'étant pas tous congrus module ^a'
Mais une telle suite où tous les XiSLx\ seraient éléments des C» ne peut être

construite, puisque les C» satisfont à (îr).
Montrons qu'une telle suite ne peut exister avec certains éléments appartenant

a E—C. On peut d'abord supposer Xi^àxj^a) pour i-^-j. Sinon, on pourrait
se ramener à des suites du même type et ayant moins d'éléments.

Soit Xi== ai € E — C et Xi+p=: 03 le premier élément de la suite ;y/-+-i, ^+2, ....
Xk, x^, . . ., Xi tel que Oa ̂  C. Si p = i, on a x\==. a\ ̂  Oa. Sinon, on a a\ t^a^.
puisqu'il existe c^& c^ € C^ avec (3, e A pour j === i , 2, . .., p — i tels que

a'i^c^, cl^c^ • • • » c^_^aî.

On ne peut avoir a^ === ai, puisqu'on a a^^a\ et que l'on doit supposer /i> i
(autrement dit, il existe des indices j -yé. i pour lesquels a, ̂  C ).

De ai^aa^a.), résulte 01^03 (car a^^a^ est impossible, puisque cela
entraînerait a\ ̂ ai). On a alors, de proche en proche, 02^1^3, d'où a^a^ ....
et finalement a^^a^^ ce qui est impossible.

On obtient donc le résultat suivant :

THÉORÈME 5'. — Étant donnée une famille CL de sous-ensembles connexes
i Ça }a6A d'un ensemble ordonné E, si la condition (îr) est vérifiée, pour qu'il
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existe une équivalence régulière moins fine que toutes les autres parmi celles
qui admettent les Ça comme classes, il faut et il suffit que la relation v^ définie
dans E—C=E—yCa par

avci& ̂  ci et b ne sont pas .liés par dl

soit transitive.

COROLLAIRE. — Si les sous-ensembles Ça sont disjoints et sont tous des sections
commençantes ou des sections finissantes^ il existe une équivalence régulière
moins fine que toutes les autres parmi celles qui admettent les Ça comme
classes. On F obtient en ajoutant aux classes Ça, lardasse E—C.

En effet, dans ce cas, deux éléments de E-- C ne sont jamais liés par dt.

THÉORÈME 6.,— (K. étant une équivalence régulière ayant une famille CL de
classes donnée^ si ^a n} existe pas, il existe néanmoins une équivalence moins-
fine que cR. maximale parmi les équivalences régulières possédant la même
propriété.

Ceci résulte, par application du théorème de Zorn, du fait que le. produit tran-
sitif d'une chaîne d'équivalences régulières ayant une famille de classes données
possède les mêmes propriétés. En effet, si { < ^ i } t e i désigne une chaîne de telles
équivalences, on a

•K==y(\^)^\<=>3^ a^c ^=y(^..).
\ ici /

La condition de régularité, qui ne fait intervenir qu'un nombre fini d'éléments
de E, en résulte, ainsi que la propriété d'avoir une famille de classes données.

III. — Étude du treillis •6 des équivalences régulières
définies dans un ensemble ordonné E.

THÉORÈME 7. — (R. étant une équivalence régulière définie dans E et E*
limage homomorphe de E attachée à ôi, la section finissante )(R( du treillis ̂
est un treillis isomorphe au treillis <^* des équivalences régulières définies
dans E*.

Considérons l'application biunivoquc / de l'ensemble des équivalences
(quelconques) définies dans E moins fines que (f{, sur l'ensemble des équivalences
(quelconques) définies dans E* == E/<?1

p-^p* si A=sB(p*)<=> 3r t€À et &€B, avec a£=6(p).

Nous montrons que p* est régulière, si p est régulière, en montrant que l'image
homomorphe de E attachée [à p, E/p, est image homomorphe de E*, p* étant une
équivalence d'homomorphisme. En effet, si l'on a X^Y dans E*, il existe dans E
des éléments x1^ a, a ' , b^ b\ . . ., Z, l\ y tels que l'on ait

.r-^X, a = a ( < % ) , b s 6\^) ..., Z==r(cH) , y -> Y,
x' ̂  «, a'^b ..., l'^y'
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p étant moins fine que iK, on en déduit que la classe de x' module p est, dans E/o,
inférieure ou égale à la classe de y module p. Or, dans l'application canonique de
l'ensemble quotient de E par p sur l'ensemble quotient de E* par p*, de ces classes
correspondent aux classes de X module p* et de Y modulo p* respectivement, ce
qui établit l'homomorphisme de E* sur E/p.

Réciproquement, on voit que si p* est régulière (<R étant régulière), o est
régulière.

Enfin, puisque/et/-1 respectent l'inclusion des équivalences, )ôi( et %* sont
isomorphes.

Conséquence. — Le segment [dl, p] de î? est isomorphe à la section commen-
çante (p*) de ^*.

THÉORÈME 8. — ô{. étant une équivalence régulière définie dans E et } Ça \y,^
la famille de toutes les classes modulo l̂, la section commençante (ôi) de ̂
est isomorphe au produit cardinal des treillis î?a des équivalences régulières
définies dans chacun des sous-ensembles ordonnés Ça de E.

Soit (P l'application de (dl) dansTTî?a définie par < p ( p ) == •{ pa j - aeA- °" pa
OSA

désigne l'équivalence, évidemment régulière, induite par p dans Ça. Celte appli-

cation est biunivoque. C'est une application de (ôi) surfît'! <?n eflet,
a€A

pa désignant, quel que soit a € À , une équivalence régulière définie dans Ça. il
existe une équivalence pe(^) et une seule, qui induise pa dans Ça pour tout a.
Celte équivalence est régulière dans E. En eflet, supposons que l'on ait

ai==0i(p), aassasCp), ..., ^==a',,(p),
(^^ ^=. ^2) ^2 ^=. a^ ' ' -i ' ^ ̂  <^1-

p étant plus fine que (R, ces relations sont valables si l'on remplace p par ^l.
On en déduit, puisque ôi est régulière,

aisa2=...=a^(^l).

Donc. tous les éléments écrits appartiennent à la même classe Ça L'équiva-
lence pa étant régulière dans Ça, on a

rtl== «â==...==«n(pa), d'Où al==a2==...£SCT,,(p).

L'application <p et l'application îp~~1 respectant l'inclusion des relations d'équi-
valences, on a l'isomorphisme annoncé.

Nous nous proposons maintenant d'étudier le treillis ^ au point de .vue de ses
points (éléments couvrant e) et de ses éléments maximaux (éléments couverts
par co).

THÉORÈME 9. — Une équivalence est maximale dans ^ si et seulement si sa
partition est formée de deux classes dont l'une est une section commençante
(et, par suite, Vautre^ une section finissante).

11 est clair qu'une lollo équivalence est régulière et maximale. RéciproquemenI,
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soit une équivalence régulière maximale (fi. Si elle correspondait à une parlition
de E en plus de deux classes, on pourrait trouver dans E*, image homomorphe
de E attachée à (H., une équivalence régulière distincte de e et &) (ce qui est
toujours possible dans un ensemble ordonné E* avant plus de deux éléments, car
on peut toujours trouver un sons-ensemble strict de E* convexe ayant plus d'un
élément) et ôi ne serait pas couverte par l'équivalence absolue. Soit alors A une
des classes de la partition de (R,', montrons que c'est une section finissante ou
commençante; s'il n'en était pas ainsi, on aurait

rt&a'eA, .r&a/eE— A avec x <a', a < x\

mais alors, x ^ x ' Ç d ^ ) serait incompatible avec la régularité de ôi.

THÉORÈME 10. — Toute équivalence régulière distincte de l'équivalence
absolue est intersection d } équivalences régulières maximales.

D'après le théorème 7, il suffit de le montrer pour l'égalité (si E a plus d'un
élément) qui est l'intersection des équivalences régulières maximales correspon-
dant aux sections commençantes de chaque élément de E[.r 7^ y dans E=> x^. (y)
ouy^(;r)].

THORÈME 1 1 . — Une équivalence est un point de ̂  si et seulement si ses classes
se composent d'un seul élément^ saufl'une d7 elles qui se compose de deux élé-
ments non comparables ou dont l'un couvre Vautre.

Évidemment, une telle équivalence est régulière et couvre l'égalité. Récipro-
quement, soit (R. un point de î?. Si deux classes-au moins module (R, possédaient
plus d'un élément de E, en décomposant une de ces classses en classes d'un seul
élément, on obtiendrait une équivalence régulière p ̂  e strictement plus fine
que CR,. Si la classe C de (H non réduite à un seul élément contenait plus de deux
éléments, on pourrait en déduire une équivalence différente de e strictement
contenue dans ^l; il suffit de considérer un élément quelconque a de C et de
décomposer C en deux sous-ensembles Ci et G—Ci où Ci est l'ensemble [a\
si a est maximal ou minimal dans C et l'ensemble )a(^C dans le cas contraire;
la famille e==(Ci , C — C i j satisfait à (îr) et l'on a e<êe<^; donc dl ne
serait pas un point.

Remarque. — II n'existe pas toujours des points dans le treillis ^. Par
exemple, si E est la chaîne des nombres réels, î? ne possède aucun point.

PROPRIÉTÉ. — Le treillis î? est atomique (c'est-à-dire que tout élément
distinct de l'élément e est supérieur ou égal à un point au moins) si et seule-
ment si l'ensemble E satisfait à la condition suivante :

x <y dans E==>3;ri&yi€[a?, y], non comparables ou tels que x\^y\.

C'est la condition pour que Féqui valence êc correspondant à G == [.r, y] soit
inoins fine qu'un point et il suffit d'imposer la propriété pour une telle équivalence.

Remarque. — Le treillis ^ peut être atomique sans que tout élément distinct
de l'élément s, soit union de points. Par exemple, si E est la chaîne des entiers
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positifs complétée par un élément + oo, &) n'est visiblement pas produit transitif
de points, ni union de points, ce qui revient au même, puisque E est une chaîne.

Montrons, d'une façon générale, E étant quelconque, qu'un élément de ^ ne
peut être union de points sans être produit transitif de points.

LEMME 1. — Soient a et b deux éléments de E, satisfaisant à a << b, congrus
module un produit transitif de points de ,̂ c'est-à-dire

3c<€E ( i = = o , i , 2 , . . . , / i - + - i ) , avec Ce==«, c^-n==&

et ^l,== ê{c,,c,+,}, point de %, pour iç. 1 == \ o, i , . . . , n j.
Si a* € E est tel que Von ait x -^- c, pour i == i, 2, . . ., n et a < x << 6, //

existe cj non comparable à x^ d^où résulte

a=sx=sb^6{cj,.v} ̂ FT^r
\ ici )

En effet, si a était comparable à x pour tout /==o, i , 2, . . . , / î+ i , on
pourrait répartir les a en deux ensembles non vides A et B (c/eA<^Ci<: x). II y
aurait alors nécessairement un point de ^ au moins, soit ^L, tel que l'on ait
c^<i x << <*<,-nî ce qui est impossible.

LEMME 2. — Soient a et b deux éléments de E congrus module un produit
transitif de points de %, c'est-à-dire

3c;eE (i = o, i, 2, ..., n -1-1), avec Co == «, c^-n == 6

et (R.t= ê{c,,ci-n}, point de ,̂ pour (€ I == { o, i , . . . , n}.
St dçE satisfait à b <i d {ou b^> d), ou bien on a a <; d (ou a > rf), ou

bien il existe cj tel que
a^df6{cf,d}><Y^i\

\ tei y
En effet, si un tel cj n'eliste pas, on doit avoir d^-Ci et a comparable à d

pour tout i = o, i , 2, . . ., n -\- i ; on ne peut avoir a > d d'après le lemme 4 ; on
a donc a << d.

THÉORÈME 12. — La fermeture régulière d^un produit transitif de points
de ^9 est un produit transitif de points de %.

Soit €L == j ôiy }aeA une famille de points de ÎP. Posons

^^n^0'-
«€A

Nous devons établir que ^ est un produit transitif de points de î?. Ceci revient à
montrer que

^ == $Ç' en posant Sî's | |̂ p, où ^==(^JpeB
?€B

est l'ensemble des points de Ç satisfaisant à ôi^^ ̂  (on a évidemment élÇtô)
On a

xs=y(^)^ai, a't (i = i, 2, .. ., y—i , y-+-i, ..., n\ x\y
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tels que
x==x\ï), y=y(^), a<==aK^),

ar^ai, ..., ff/-»<y, y<OH-i, ..., ^<x.

Si a* et y sont non comparables, on a
.r=y(6^.r,y}), avec ^{;r,y} € <0.

Sinon, soit, par exemple, y < a*. De
d7£==a/(S), a?'<ai, ai==ai(Œ), ..., a/-i= «)-i W, «)-i<y»

on déduit, en appliquant le lemme 2, soit x==ai(^'), soit a*<ai, puis, soit
x == a\ (^/), soit x<.a\. De la même façon, on déduit

.rssas^) ou .»<02 et a?=a,(^) ou a?<a,.

De proche en proche, on en conclut x ==y(^), car a* < y est impossible.
Cherchons maintenant quelle condition il faut imposer à E pour que tout

élément de % -^ e soit produit transitif de points de %.

Définition. — C étant un sous-ensemble convexe de E, nous dirons que deux
éléments a? et y de C sont enchaînés par G s'il existe une suite finie ai == x,
^2, .... On+i = y d'éléments de G tels que, pour tout ( == i, 2, ..., w, les deux
éléments a,, a/-n soient non comparables ou tels que Fun couvre Fautre.

THÉORÈME 13. — Une équivalence régulière (R, définie dans E, autre que
l'égalité, est produit transitif de points de.^ si et seulement si deux éléments
quelconques de toute classe G module (fi sont enchaînés par C. En particulier,
tout élément de % autre que e est produit transitif de points si et seulement si
deux éléments quelconques de E sont enchaînés par tout sous-ensemble convexe
de E les contenant.

Cfi étant le produit transitif des équivalences êc définies par chacune de ses
classes, on peut se limiter au cas où une seule classe possède plus d'un élément.
La condition énoncée est nécessaire et suffisante, car dire que êc est produit
transitif de points, c'est dire que deux éléments quelconques de G sont enchaînés
par G.

Conséquence. — On voit, facilement que la condition finale du théorème 13
est équivalente à la suivante : a*<y=»3 deux chaînes maximales finies
[x<a^<.^<an^<an\ e t { bn,< &m-i<.. .<^<y} du segment [x, y}
telles que On == bm ou a» non comparable à bm'

Cette condition est donc une condition nécessaire et suffisante à imposer à E
pour que tout élément dé Ç soit union de points. En particulier, les seules
chaînes E répondant à la question sont les chaînes de longueur finie et, à Fiso-
morphisme près, la chaîne des entiers positifs, celle des entiers négatifs et celle
des entiers relatifs.

LEMME 3. — Si ^ possède une chaîne maximale de longueur finie,
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.1^ ensemble E est fini ^ toutes les chaînes extraites de ̂  .?o/̂  û?<? longueur finie et
toutes ses chaînes maximales ont même longueur.

En effet, si l'on a ô^^ -^^2 dans î?, il résulte des théorèmes 7 et H que toutes
les classes module ^la se retrouvent module <^i, sauf l'une déciles qui se décom-
pose en deux classes module ,̂1. Par suite, s'il existe une chaîne maximale de
longueur finie n dans î?, l'égalité correspond à une partition en n -4- i classes et E
possède n -4- i éléments. Toutes les chaînes extraites de î? sont finies et les chaînes
maximales sont de longueur n en vertu de la même remarque.

Il en résulte immédiatement les propriétés suivantes :

S7 il existe entre deux éléments de ^ une chaîne maximale de longueur
finie^ toutes les chaînes maximales entre ces deux éléments ont même
longueur finie.

S'il existe^ dans ^, un élément ô{. de hauteur finie, il est produit tran-
sitif d^ un nombre fini de points.

IV* — Renforcements de la notion de régularité.

1. Régularité normale. — Définition. —Une équivalence régulière ^R. définie
dans un ensemble ordonné E est dite normalement régulière (N. R.) si et
seulement si, E/^R. étant l'image homomorphe de E attachée à <^l, elle satisfait à
la condition
(N) A <B(A&BeE/^l )<=>A ^ B et 3aeA, 6eB, avec a < b.

Pour cela, il est d'abord nécessaire que l'on ait

a'^c, c=sc'(^l), c'^b=^3a===a'{(Ïi\ b':=sb{ôi\ avec a ̂ h'.

Cette condition est aussi suffisante, car elle entraîne que l'on peut remplacer la
relation 0 qui ordonne E/^l par une relation équivalente obtenue en supprimant
de proche en proche tous les couples (a/, û^), relation qui est alors celle définie
par la condition (N).

De plus, la condition (N) mise sous cette forme montre aussi que la condition
de régularité du théorème 1 est équivalente à celle .que l'on obtient en s^ limitant
à n == 2.

On peut donc énoncer :

THÉORÈME 14. — Une équivalence (R. définie dans un ensemble ordonné E est
normalement régulière si et seulement si ette satisfait aux deux conditions :

(1) a'^b, b^b'(ôi), b'^c^'^a==.a\(^\ c'ssc^), avec a ̂ c'\
(2) a^é, bs=b\^), b'^ a, a=s a'(<%)=>a ss ô(^).

Remarque. — Les équivalences normalement régulières définies dans un
ensemble ordonné E ne forment pas un treillis en général. Considérons, par
exemple, l'ensemble ordonné E de diagramme (0) et les équivalences <^,i, <%2y



—2^-

(^35 ^» auxquelles sont attachées 4es images homomorphes de diagrammes ( l ) y
(2 ) , (3 ) , (4 ) :

(0). ________ (1). ________ _______ (2). _______

^ d . B , = = ( 6 , / j - D i = { r f } , B , = = ( & } ^ = ( r f )

a c ' A ^ f a } C i = { c j ^2= ( a) 'Cs = j c, / }
(3). (4).

D , = { 6 , c , r f , / } T D 4 = . { ^ }

A 3 = ( a ) ^ 4 = f a , 6 , c , / . j

L'équivalence Jli ̂ la == l̂:» n ^l* dont les classes sont { a }•, { 6, c, / ( et { d } est
régulière, mais n'est pas normalement régulière, alors que (^li, (^,2, ^a et (^l*
lo sont.

De plus, les chaînes suivantes prises dans le treillis des équivalences régulières
définies dans E et dans lesquelles le signe -^ signifie « est couvert par »

£-^^li-<<R.i^lî-<^l3-<œ, e-<^li-<<?li(%2-<^*-<œ,
£-<^l2-<^1^2-<^.3-<œ, £-<<^.2-<^,i^2-<^*-<<«),

montrent qu'il n'y a pas d'équivalence N. R. qui soit plus petit majorant de (R,t
et ^2 o11 plus grand minorant de .̂3 et (R,^. Elles montrent aussi qu'il n'y a pas.
de plus petite équivalence normalement régulière contenant (Ri(R.^, donc qu'on
ne peut pas définir la fermeture N. R. d'une équivalence.

2. Régularité forte. — Définition. — Une équivalence régulière <%, définie
dans un ensemble ordonné E, est dite fortement régulière supérieure-
ment (F. R. S.) si et seulement si elle satisfait à la condition (S), que l'on peut
écrire sous l'une ou l'autre des deux formes équivalentes :

(Si) a'==a(^), ayéb(ôi'), a'<b==>'^b'==b(<H), avec«<^;

(82) rt'==CT(^.), a'^b=^'^b'==b{(f^\ avec a ̂  b'.

Il résulte de cette condition et de la convexité des classes que la relation

A<B(A&B6E/^.)<=»A ^ B et 3aeA, beB, avec a <b

est transitive. D'autre part, A < B et B < A sont incompatibles en vertu de la
propriété (îr) vérifiée par la famille de classes { A , B }, puisque ^l est une équiva-
lence régulière. Cette relation est donc une relation d'ordre strict dans E/<%, qui
coïncide d'ailleurs avec la relation 0 introduite précédemment, puisque, ,en vertu
de la propriété (S), la suite de'couples d'éléments (a,, a\\) peut se réduire à
deux termes ; de

«i < «/4-1 î ^'i+ i < <ï(-4-2» «M-l 5= <»f+l ( ̂  )

résulte en effet

3a;.n==a<-Ms(^), avec a<-n«^, d'où ^<a^2,

cl l'on peut supprimer le couple (a^-i, <^-n).
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Ceci nous permet d'énoncer :

THÉORÈME 15. — Toute équivalence fortement régulière supérieurement est
normalement régulière.

La propriété (S) entraînant la propriété (N), la régularité (Tune équivalence
satisfaisant à la condition (S) est assurée par la condition (2) du paragraphe IV. 1.
De plus, si l'on a a^b, b^b'Çôi), b'^a, la condition (S) entraîne qu'il
existe a*==a(Jl) tel que b ̂  a*; a-==b{di) est donc conséquence de a ==a' (<^)
si les classes de (R. sont convexes. Par suite, la convexité des classes entraîne (2 )
moyennant (S) et, comme la régularité entraîne la convexité des classes, on
peut énoncer :

THÉORÈME 16. —La condition nécessaire et suffisante pour qu'une équiva-
lence (^ soit fortement régulière supérieurement est que F on ait (•"')

<S) a'=sa(^l), a!<b, a-yé. bÇôi^^yss b(ôi), avec a < b'\
<C) a<b<a', a=£a'{(fi)=^b==a{(fi).

Un exemple important d'équivalence F. R. S. est donné par le théorème
suivant :

THÉORÈME 17. — Toute congruence (R dans un demi-treillis (ou équivalence
régulière par rapport à I'1 opération u du demi-treillis) est une équiva-
lence F. R. S. par rapport à la relation d^ ordre définie dans le demi-
treillis (a ̂  b <^> a u b === b).

En effet :

i° Les classes sont convexes, car si l'on a a<^x<^a1. avec Û?=CT'(^%). on a

x = a u x ss a' u x •= a".

2° (S) est vérifiée, csur d c a ' ^ b , a'ssa^), a^àb(âi), résulte

aubsa'ubssb;

l'élément a u h est donc un élément b'^b(Cf{,) et tel que a <; b1.
Nous allons donner maintenant une propriété utile des congruences définies

-dans les demi-treillis et qui est encore vraie pour les équivalences F. R. S.
•définies dans les ensembles ordonnés :

THÉORÈME 18. — Si (R. est une équivalence F. R. S. dé finie dans un ensemble
ordonné E et si la classe A (modulo (R) d^un élément a est contenue dans la
section commençante \(a) de a, toute classée {modulo ôi) coupant (a) est
contenue dans (a) :

aeA, AC(a) et X^(a) ^0==>XC(a).

Si X===A, le théorème est vérifié. Soit donc a*çX, x^A et ;r€(a). On a

(s) On voit, à l'aide d'exemples immédiats, que (S) et (G) sont indépendantes.



— 27

x<ia. d'où X<<A. Mais la propriété (S) entraîne que, pour tout a/eX, il
oxîstp rt'eA tel que x ' < a ' . Or A Ç (a) entraîne a^ a. On a donc

x'<,a, x' €(a) et XC(a)»

Remarque. -— L'intersection de deux équivalences F. R. S. définies dans un
ensemble ordonné E n'est pas F. R. S. en général.

Soient, par exemple, E l'ensemble ordonné à six éléments de diagramme (0),
^li et ^la les équivalences régulières (F. R. S.) auxquelles sont attachées les
images homomorphes de diagrammes (i) et (2) :

(0)- (1). (2).

U

^ :k\/
H ^N3

Ui=M .us
Bi == 1 Oî, 61, bt}
Ai == ( ai j
Ni = f n \

U t = { l i , & 2 |

Aî= {a i , «2, &i j
N î « = f / i j -As

BS
B5

(3).

=M
=ié.(
= {a», 6t
= !!<»l)
=!»!

L'image homomorphe attachée à JliU^la a pour diagramme (3); on voit que
oit n Jla n'est pas F. R. S., car on a 61 < 63, aaE=== 6i(Jli n ̂ a) et il n'existe pas
d'élément congru à 6a plus grand que Oa.

THÉORÈME 49. — Le produit transitif d^ une famille €L d) équivalences satis-
faisant à la propriété ( S ) satisfait à la propriété ( S ).

Soit, en eflet,

a'<b, -(IM
\«€A /

^&(^l^a1

\«€A

et .(n^)'
\<»€A /

a'^al^Y^
\<»€A

c'est-à-dire : ^CT» ((^ 1 , 2 , . .., /i) tels que

a'asai^a.), .... af-is ai(^), ..., an-isa(^a,), avec a(€A.

Mais, en vertu de la propriété (S), il existe

6i;=s6(<X<Xt), avecai<ôi, puis 6«a6i(<R«,), avecai<6î, ...,

et finalement b'=bn-i(^a^)i avec a <; b\ et cette suite de con^ruences montre que

•(IM-
\aeA /

V^b^^
\aeA

On a donc

THÉORÈME 20. — Le produit transitif d^ une famille d} équivalences F. R. S.
est F. R. S. si et seulement si ses classes sont convexes (si et seulement s'il est
régulier).

Il en est ainsi, par exemple, quelle que soit la famille d'équivalences F. R. S.,
si l'ensemble E satisfait à la condition de chaîne ascendante.



En effet, supposons que l'on ait

a <&<:«', a'isal | |^a) et a ̂  6 ̂  | | ôly.
\a€A / \a€A
'fii^) et a^b(Y1[^\

\a€A / \a€A /

II existe des éléments a, (i ̂  i'^ /i) tels que l'on .ait

a'ssai, CTI== 02(^.01), ..., a,,_i==an( l̂a,,-i), a,,=a.

Chaque équivalence ^l» étant F. R. S., de a,i__i= ^(f^a,,-,) d de ««== a < 6,
on déduit l'existence de b'^. b((R,^_^) tel que l'on ait «/(_i <^ b' et, de proche en

proche,'l'existence de 6*=^T~T^la) ïel que l'on ait a'<:6*. De b<,a! cl de
\«€A /

6 = 6 ( n ^ l a ^ î pa11 le niêrne procédé que ci-dessus, on déduit l'existence de
\a€A /

a*' ̂  a ( | | (^a ^ tel que l'on ait b* <i a*. On construit par ce procédé une chaîne
\a€A /

ascendante infinie, contrairement à l'hypothèse.
La propriété peut être inexacte, si la condition de chaîne ascendante n'est pas

vérifiée comme le montre le contre-exemple suivant : Considérons l'ensemble
ordonné E représenté par le diagramme ci-contre, où les deux chaînes sont iso-
morphes à la chaîne des entiers positifs.

a* b,
a-s, bs

<Z2 63

ai bi

Les deux équivalences suivantes sont F. R. S. : i° ai^bi pour tout < ^ i ,
ai^cij pour i-^j, 2° ai= bi+s pour tout î^ i , bi^b/ pour i-^ j. Leur
produit transitif correspond à la partition de E en deux classes, deux éléments
étant équivalents si leurs indices sont de même parité ; elle n'est évidemment pas
régulière.

Pour montrer que les équivalences F. R. S. définies dans E forment un
treillis, nous utiliserons le lemme suivant :

LEMME 4. — Dans le treillis ^ des équivalences régulières définies dans E,
V union d^ une famille quelconque d^ équivalences F. R. S. est une équiva-
lence F. R. S.

Soit €L== {^a}aeA 1e1 Camille d'équivalences F. R. S. envisagée, ^==l~l<?la,
_ (X€A _

leur produit transitif et ^ la fermeture régulière de ^C. Nous devons montrer que ̂
satisfait à la condition (S).

Supposons donc que l'on ait .c=y(^), y ̂ z. D'après la forme de l'équiva-
lence ^ (§ I), il existe, en particulier, x1 et ai&.a[ (i= i, 2, . . . , j—i) tels que
l'on ait

x == x'{ 3' ), ai s a'i ( Ï ) pour tout i, x ' ̂  ai, . . . , a)_i ̂  y .
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De a/_i==ay_^(^) , résulte qu'il existe bi, 63, . . ., bn-i, bn tels que l'on ait

ay-i=6i, 6i==62(<^aJ, ..., 6n-i == 6/»(^a,-.), en = «y-i,

avec a/ € A pour / === i , 2, . . ., n — i.
De ay_,^^, résulte, l'équivalence ^a,-i étant F. R. S., qu'il existe

F! = ̂  ( <R.a,,—i ) tel que 6/i_i^^i. De proche en proche, on montre ainsi qu'il
existe ^3= ^i(<^a,-,) tel que 6,i_3^ ^3, . . ., et finalement Vn-\ = ̂ -2(^1) ïcl
que a^^aj_i == 61 ̂  ̂ i_i, cet élément (^_i == <i satisfaisant à t^=z(<9£).

Par le même procédé, on montre qu'il existe ^3= <i= z(<9^) t^! que
^/La^^y-a^^ et, de proche en proche, qu'il existe t-=z(^) tel que x ^_t.
La condition (S) est donc vérifiée.

THÉORÈME 21. — Z^ équivalences F. R. S. définies dans un ensemble
ordonné E forment un treillis complet %i, sous demi-treillis complet de ̂  pour
F union.

C'est une conséquence immédiate du lemme 4- et du fait que l'égalité est F. R. S.
(ainsi d'ailleurs que l'équivalence absolue).

On définit de môme par dualité les équivalences fortement régulières infé-
rieurement (F. R. I.). Une équivalence (R, régulière est F. R. I. si et seulement
si elle satisfait à

(I) a==a'((fi\ b<a', h ̂  a(^l)==>36'= b(0i), avec b' < a.

Définition. — Une relation d'équivalence ^, définie dans un ensemble
ordonné E, ̂ fortement régulière (F. R.) si elle est à la fois F. R. S. et F. R. I.

On a immédiatement, en utilisant les théorèmes 17 et 20 :

THEOREME 22. — Toute congruence définie dans un treillis est F. R.

THÉORÈME 23. — Le produit transitif d^une famille d^ équivalences F. R.
est F. R. si et seulement si ses classes sont convexes (si et seulement s'il est
régulier).

Il en est ainsi, par exemple, quelle que soit la famille d'équivalences F. R., si
l'ensemble E satisfait à la condition de chaîne ascendante ou à la condition de
chaîne descendante.

.Du lemme 4, on déduit le

THÉORÈME 24. — Dans le treillis ^, l^ union d'une famille quelconque d^ équi-
valences F. R. est une équivalence F. R. et les équivalences F. R. forment un
treillis complet ^3, sous demi-treillis complet de ̂  et %i pour l^ union.

Remarque. —Le treillis ^3 n'est pas, en général, un sous-treillis de ^i, car
l'intersection dans ^i de deux équivalences F. R. n'est pas nécessairement F. R.
Ainsi, reprenons l'exemple de la remarque qui suit le théorème 18. Les équivî»-
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lences Ôi\ et ^ auxquelles sont attachées les images homomorphes de dia-
grammes (1') et (2') :

(!'). (2').

,UI=={M} U 2 = J M J

<B.={a,,^i B,=ja.,^ A^.i^X.B^^

1N\=j/ i , ai} N , = = { 7 1 , 6 1 }

sont F. R. et leur intersection dans ^i, à laquelle est attachée l'image homo-
morphe de diagramme (37) n'est pas F. R. I.

3. Régniarité totale. — On peut encore renforcer la notion de régularité de la
manière suivante :

Définition. — Une équivalence régulière définie dans un ensemble ordonné E
est dite totalement régulière (6) (T. R.) si et seulement si, E/^l étant l'image
homomorphe de E attachée à R, elle^satisfait à la condition

(T) A < B(A.&B€E/<H.)=»a< b pour tout aeA et tout 6eB.

Une équivalence (quelconque) est totalement régulière si et seulement si elle
vérifie la condition

(T) a-=a'(ôi), b==sb'{^), ayâb((R), a<b=>a'<b1.

Une telle équivalence est a fortiori F. R.

Remarque. — Une congruence définie dans un treillis n'est pas totalement
régulière en général comme le montre l'exemple suivant :

E est le treillis à quatre éléments de diagramme (0), ô{, l'équivalence à laquelle
est attachée l'image homomorphe de diagramme (1). Cette équivalence est
régulière par rapport aux opérations u et n , mais n'est pas totalement régulière,
puisqu'on n'a pas b <; a'.

(o). 0).

-.A == { a, a ' }

^B = [ b , b ' J

Cependant, si E est une chaîne, toute équivalence ôi régulière est T. R. et il
n'y a pas d'autre équivalence régulière définie dans E que les congruences de E
regardé comme un treillis.

(•) Les équivalences totalement régulières ont été en particulier considérées par J. Schmidt.
Cf. par exemple, Z usammensetzungen und Zerlegungen. halhgeordneter Mengen. Conférence
faite le 20 septembre igôi (Jahrestagung der Deutschen Mathematiker Vereinigung).
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THÉORÈME 2o. — Les équivalences totalement régulières définies dans un
ensemble ordonné E forment un treillis complet ^3, sous-treillis complet du
treillis des équivalences quelconques définies dans E, du treillis ̂ , du treillis ̂ i
et du treillis ^2.

Toutes ces propriétés résultent du fait que l'intersection et le produit transitif
d'une famille }^la}a€A d'équivalences totalement régulières, sont totalement
régulières.

Montrons-le d'abord pour l'intersection iR == ^^<^.aî sl l^on a
<X€A

a==a'{(R.^ b==b'{(fi\ a^6(^,), a < 6,

on en déduit a = 6p'(^la); ^ = ^'(^a) pour tout a çA, a ̂  ^(C^.a) pour un a air»
moins, d'où résulte a <^ V.

Montrons-le maintenant pour le produit transitif î == | | ô^y,. Si l'on a'
a € A

a==a'(^), b=b\^\ a-yâb^, a < b,

on en déduit l'existence de ai (/== i , 2, . . ., /?) et Ày { j == i , 2, . . . . //t) tels que
l'on ait

a==ai, ai=a2(tK.a,), ..., «»-i == a,i(cR.a^_»), a,, = a',
&==&, , 6i=62(^ai), ..., 6m-i=&w(^a;,.-,), b,n=-b\

ai^â bj(Cfiy) pour tout couple /, y et tout a.
Il en résulte a < 6y, . . . , < : < < ^m== V et, de même, rt2< b\ . . . . «,(== a^ ft'.

V. — Étude des treillis @i (des équivalences F. R. S.), •C^ (des équivalences F. R. ),
^3 (des équivalences T. R.).

On démonire d'une manière analogue a celle u t i l i sée pour la démonsiraïlon du^
ihéorème 7 :

THÉORÈME T. — Avec les îtypothèses et les notations du théorème 7, sic e )(^(
possède Vune quelconque des propriétés qui renforcent la régularité, il en est
fie même de sa correspondante p*, dans l'isomorphisme de )Ô^( sur le treillis^*.
Inversement^ si p* et (R, ont toutes deuxième de ces propriétés supplémentaires^
il en est de même de p (7).

1. Propriétés du treillis ^i.

THÉORÈME 26. — Les éléments maximaux du treillis î sont celles des équi-
valences maximales de ^s> dont la classe I, qui est une section commençante^
satisfait à la propriété supplémentaire :

a?€Ï, y^I, a?<y, ^ 'e l=»3y^ï» aveca-^j'7,

et celles-là seulement.

( ' ' ) Le théorème 8 ne s'étend qu^à ^3.
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II existe toujours (si E a plus de deux éléments) de telles équivalences : il
suffit de prendre pour 1 la section commençante d'un élément non maximal, le
cas où il n'existe pas d'élément non maximal étant trivial.

Il est évident que ces équivalences sont maximales. Il n'y en a pas d'autres car,
si une équivalence a plus de deux classes, on peut trouver'une équivalence F. R. S.
moins fine qu'elle, puisque dans un ensemble ordonné qui a plus de deux élé-
ments, il y a toujours au moins une équivalence F. R. S. distincte de e et ci).

Le même raisonnement montre qu'<7 y a toujours au moins une équiva-
lence F. R. S. maximale moins fine qu'une équivalence F. R. S. donnée.

Remarque. — Dans î^i, un élément distinct de l'élément &) n'est pas nécessai-
rement intersection d'éléments maximaux. Il suffît, pour le voir, de considérer
l'ensemble ordonné E de diagramme (0) pour lequell'égalité n'est pas intersection
d'éléments maximaux de î?i.

^ W ,-c

THÉORÈME 27. — Les points de î?i, s^il en existe^ sont les points de ̂  tels que
les deux éléments distincts de E congrus satisfassent à

{ i ) x et y non comparables et z > x <=> z > y,
(2) a* ̂ -y (par exemple) et .s > y ==> .s ̂  a?.

Il est évident qu'un point de ^ est point de ^i si et seulement s'il satisfait a
l'une de ces conditions. Une équivalence CR, qui n'est pas un point de î? ne peut
être un point de ^i. Supposons, en effet, que Ôi ait au inoins deux classes ayant
plus d'un élément, soient Ci et Ça. Dans E/^l, image homomorphe de E attachée
à <^l, on a, par exemple, Ci^Caî envisageons l'équivalence ô{1 obtenue à partir
de (f{. en décomposant les classes modulo Ôi inférieures ou égales à €3 dans E/^
en classes contenant un seul élément de E. On voit aisément que (R! est F. R. S.,
-strictement plus fine que (R et ̂  e. Si maintenant, (fi a une seule classe C ayant
plus d'un élément et si cette classe en possède au moins trois, l'un d'eux, soit Ci,
est non supérieur à chacun des deux autres, envisageons l'équivalence ôii dont
toutes les classes sont réduites à un seul élément, sauf l'une d'elles qui contient
tous les éléments a? de C tels que l'on ait x ^'*Ci; cette équivalence est F. R. S.,
strictement plus fine que (R et -^ e.

Remarque. — Les conditions imposées à E au paragraphe 3 pour que t? soit
atomique ne suffisent pas pour qu'il en soit ainsi de %i, comme le montre
l'exemple de la page 2^ pour lequel les équivalences F. R. S. considérées ne
peuvent être supérieures à aucun point.

On peut voir aussi que î^i est atomique si E satisfait à la condition de chaîne •
ascendante.

Enfin, si une équivalence F. R. S. est de hauteur finie dans ^i, on ne peut en
conclure qu'elle soit union de points, môme si E est fini, comme le montre
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l'ensemble E de diagramme (0) et l'équivalence correspondant à la partition
(a, c\, [b,d\

(0).r 'i^ ^

THÉORÈME 28. — Si (fit et (fiï sont deux équivalences F. R, S. et si Jli
couvre ̂  n ̂ 3 (8 ), le produit transitif ôii ̂  est F. R. S. et il couvre ̂  (°).

Si 3 désigne l'intersection de ô^i et ^3 dans î?, on a évidemment
(fit n^la^ t^^^i. Puisque ^li couvre ^lin^a dans %i, donc dans *& (8), et
qu'on n'a pas <5T==^i qui entraînerait <?li^^la, on doit avoir <^in^la==^-
On sait alors que ^li ̂ la couvre <%a dans le treillis des équivalences quelconques
définies dans E ( io). Pour montrer que ^li^a est F. R. S., il suffit de montrer
que les classes module ^R.i<%a sont convexes. On peut se limiter au cas où
<^i C\ (f^î est l'égalité. Soient .r et y les deux seuls éléments distincts de E congrus
module ^li ; supposons que l'on ait

a<6<a / et a== a'(^i^lî).

Ceci exige, soit a= ^(^la), soit ff=3?(^la) etysa^^la) (ou les relations
analogues en permutant x et y).

Dans le premier cas, puisque <%a est régulière, on a ^=a(<^a)? d'où
b ^a(<R,i<%a). Dans le second cas, de ;z'=a(^la)» ci^h^ on déduit, puisque
^la est F. R. S., l'existence de b'== b(^) tel que x ̂  b'. Si l'on a ;r== 6', il en
résulte a==^(^la), d'où a==6(^la) et a == 6(^^la). Sinon, de y=a*(^li),
x<ib\ on déduit, puisque ^li est un point de î?i, y^&'; enfin, puisqu'on a
rt'==y(^la), y ^ b ' , il existe &*=== 6'= 6(^la) tel que 6^ a' ̂ b*, d'où résulte

a=a/s&(Jlg) et a=s b( (fiions),

De ce théorème, résulte (Ai) le

COROLLAIRE. — /)<my le treillis î, ̂  MTÎ  chaîne maximale entre deux élé-
ments est de longueur finie^ toutes les chaînes maximales entre ces deux
éléments ont même longueur finie.

(') (X.iHiR.] désigne l'interâeclion de <R| et A, prise dans Ci. Les relations de couverture sont évi-
demment aussi prises dans Gp mais ont lieu également dans G et même dans le treillis des équiva-
lences quelconques définies dans E en vertu des théorèmes 7' et 27.

(') La condition ût^ ̂ n^=> ̂ u î̂ - <R, est une de celles qui caractérisent la semi-modularité
dans certaines classes générales de treillis, en particulier, dans les treillis de longueur finie. Il est
facile de voir que cette condition n'est pas nécessairement vérifiée dans le treillis C, en prenant
comme contre-exemple l'exemple de la page 3o.

('•) Le treillis des équivalences définies dans un ensemble non ordonné étant semi-modulaire.
Foi/*, par exemple, G. BIRKHOFF, Lattice Theory^ th. 8, p. 107 et exercice 8, p. 109 ou
M^ L. DUBRKIL-JACOTIN, L. LKSIKUR et R. CROISOT. Leçons sur la théorie des treillis^ 3' partie,
chap. II.

(") Voir M. L. DUBBEIL-JACOTIN, L. LESIELR et R. CBOISOT, toc. cit^ »'• partie, cbap. VÏI, th. 3.
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à. Propriétés du treillis ^3.— Le treillis ^2 est évidemment l'intersection du
treillis ^i et du treillis des équivalences F. R. I. définies dans E.

THÉORÈME 29. — Une équivalence est maximale dans %a si et seulement si sa
partition est composée de deux classes dont l^ une est une section commençante \
satisfaisant à la propriété :

a-€l, y«r, x<y, a?'€l, y«I==> 3 a^el, y«I, aveca^y', .r^y.

La démonstration est analogue à celle du théorème 26.
Pour voir qu'il existe au moins une équivalence F. R. maximale définie dans un

ensemble ordonné E ayant plus de deux éléments, on peut opérer ainsi : si,
dans E, il existe un élément a? à la fois maximal et minimal, il suffit de prendre
I == -j x}. Sinon, considérons les sous-ensembles non vides S de E tels que deux
éléments distincts de S, s'il en existe, ne soient jamais comparables. Les sons-
ensembles S forment un ensemble inductif. D'après le théorème de Zorn, il existe
au moins un sous-ensemble S maximal, soit S*. Il suffît de prendre pour 1 la
réunion des sous-ensembles Ij tels que, pour tout ^€S*, !,== (s) si s n'est pas
maximal dans E et L== (s) — j s \ si s est maximal dans E.

Il en résulte que tout élément de ^37^ (o est contenu dans un élément maximal.

Remarque 1. — L'exemple utilisé dans la remarque qui suit le théorème 26
montre que, dans ^3, tout élément ^é u n'est pas, en général, intersection
d'éléments maximaux.

Remarquer. — Dans %a» les points, quand il en existe, peuvent être des équi-
valences dont plusieurs classes contiennent plus d'un élément. C'est ainsi que
l'équivalence considérée dans le, deuxième exemple de la remarque de la page 33
est un point de î?a et possède deux classes de deux éléments ( l a). On trouve faci-
lement des exemples d'ensembles E tels qu'un point de ^2 ait des classes d'autant
d'éléments que l'on veut et en nombre aussi grand que l'on veut.

3. Propriétés du treillis %3. — Dans le treillis ^3, les équivalences maximales
peuvent correspondre à des partitions en plus de deux classes.

Ainsi, dans l'ensemble E de diagramme (0), l'égalité est maximale.

(0)
a c

Les points peuvent correspondre à des partitions telles qu'une classe ait plus de
deux éléments. Ainsi, dans l'exemple précédent, l'équivalence absolue est un point.

Toutefois, et à l'encontre de ce qui se produit dans le treillis %a, il ne peut y
avoir qu'une seule classe module (f{, qui contienne plus d'un élément si (R, est un

(1;) Le treillis %„ relatif à cet exemple, montre aussi que deux chaînes maximales de 63 entre
deux éléments peuvent être de longueurs finies différentes. Par suite, le treillis S; n'est pas, en
général, semi-modulaire.



— 38 -.

point. En effet, si ôi est une équivalence T. R., l'équivalence qu'oie en déduit en
décomposant toutes les classes module ^l, sauf l'une d'elles, en classes d'un seul
élément est T. R.

Dans î?3, un élément n'est pas, en général, ni union de points, ni intersection
d'éléments maximaux.

THÉORÈME 30. — Le treillis ^3 vérifie la condition

<%i>- ̂ i n ̂ 2=> < î u <K,2>- (fiî.

Soient ôii et (^2 deux équivalences T. R. telles que ôii couvre ^ n ^la
dans ^3. On peut toujours supposer que ^liH^Ra est l'égalité, (fii est alors un
point; donc, il existe une seule classe C = = { c a ( a ç A modulo <^li contenant plus
d'un élément. Soit p une équivalence T. R. telle que l'on ait d^i^_ p < ̂ ,1 u ^ls.
Il faut établir (R^==p- Or, les classes module ^li u ^la sont toutes des classes
module ^la, sauf l'une d'elles qui est la réunion des classes module ^la coupant C.
Il suffît donc de montrer que deux éléments distincts de G ne peuvent être congrus
module p. Ceci résulte simplement du fait que ^li n p est l'égalité.

COBOLLÀIRE. — Dans ^3, si une chaîne maximale entre deux éléments est de
longueur finie, toutes les chaînes maximales entre ces deux éléments ont la
même longueur.


