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SURFACES PARAMETRIQUES GENERALISEES.

Norte pE M. Lavrent Cuismom Youne,

oépike o' M. Maveice FrécHET, A L’0CCASION DE SON JUBILE SCIENTIFIQUE.

I. — Partie générale.

|. Introduction. — Parmi les plus belles applications de la théorie des espaces
abstraits de M. Fréchet, se trouvent sa définition maintenant classique de surface
paramétrique et la notion correspondante de son aire comme fonctionnelle semi-
conlinue, qui sont devenues le point initial de recherches profondes de toute
une série de mathématiciens pendant prés d’un demi-siécle.

Nous nous proposons ici de modifier cette définition de fagon a établir pour elle,
sous des conditions aussi larges que possible, le fameux principe de minimum
du Calcul des Variations. La définition nouvelle est d’ailleurs liée directement
i la théorie des fonctionnelles linéaires, donc a un chapitre classique de la théorie
des espaces abstraits (1).

Notre définition est méme beaucoup plus abstraite que celle de M. Fréchet et.
en outre, sa réalisation géométrique peut présenter des discontinuités « non
essentielles ». De telles discontinuités ne surprendront guére ceux qui ont suivi,
en lisant entre les lignes, les idées développées par I’école de T. Rado au sujet
de Paire d’une surface au sens classique de Lebesgue-Fréchet. Cette école
a exposé systématiquement le point de vue d’aprés lequel sont « non essentielles »
cerlaines parties d’une surface ou le Jacobien généralisé s’annule. D’autre auteurs,
qui introduisent une métrique intrinséque sur une surface, considérent comme
« non essentiels » les points infiniment éloignés selon cette métrique. De toute
facon, si 'on admet qu’une partie d’une surface peut étre « non essentielle »,
pourquoi assujeltir cette partie & une condition quelconque, méme a celle de la
continuité ?

Pourtant ce n’est pas ce point de vue qui nous a guidé. Le choix de notre
définition nous a été entiérement dicté par le but méme que nous nous sommes
proposé, d’établir le principe de minimum, ce qui n’est autre chose que de

(') Les idées et méthodes exposées ici ont leur origine dans des travaux analogues, datant
de 1933-1938, qui concernent les courbes généralisées dans le Calcul des Variations. Le lecteur
remarquera qu’elles sont trés proches de celles que M. Laurent Schwarz a ¢énoncées récemment
dans un autre domaine de I’Analyse.
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vraiment comprendre les problémes du Calcul des Variation concernant
les surfaces paramétriques élémentaires. A notre avis, une généralisation
de la notion de surface élémentaire n’a de sens que dans la mesure ou clle nous
fait comprendre mieux les surfaces élémentaires. Ainsi, s’il se trouve que le
minimum, dans un probléme du Calcul des Variations est fourni par une surface
généralisée, il faudra qu’on puisse en déduire une solution approximative fournic
par une surface ¢lémentaire qui s’en approche, et inversement.

2. Définitions provisoires. — Le mot « élémentaire » est assez vague
nous le préciserons aussi peu que possible, car ce qu’il contient d’arbitraire
n’aura aucune influence sur la forme finale de nos résultats.

Désignons par z un vecteur variable dans Pespace carlésien a m dimensions,
et par J le produit vectoriel de deux vecteurs de cet espace ; la partie de 1”espace

m(m—1)

2
Lorsque z est une fonction continue x (%, ¢) dans le domaine R0 <u =1,
0.Zv<Z1, nons dirons que z(u, ¢) constitue une représentation paramétrique.
Celle-ci sera dite « de Lipschits, », si le rapport de la distance de deux valeurs de
la fonction z(u, v) a la distance des deux points (u, ¢) correspondants dans R
reste borné. Elle sera dite « de Dirichlet, », si elle se réduit, sur presque toute
droite parallele a I'axe des w ou des ¢, a une fonction absolument continue
d’une seule variable réelle, et si en outre, les dérivées partielles z,, z. sont
a carrés sommables dans R. Parmi les représentations paramétriques de Dirichlet,
choisissons-en une classe quelconque comprenant au moins les représentations
paramétriques de Lipschitz : les membres de cette classe seront dits « représen-
tations paramétriques élémentaires » (?).

Considérons les fonctions réelles continues f(z, J) des vecteurs z, J

dimensions occupée par de tels produits sera dite : espacce des J.

m(m —2)

a dimensions m et qui sonl assujetties a la condition d’homo-

généité f(r, 3J)=cf(z, J) pour s> 0. Nous désignons par F; l'espace
constitué¢ par ces fonctions, lorsque la distance de deux quelconques d’entre
elles fi(z,J) et fo(x,)) est la quantité Qu(fi—/f2), ou Qu(f) désigne le
maximum de la valenr absolue de f(x, J) pour tout couple z, J tel que |[z{<B
et iJ|=1.Noas écrirons &F et Q(f) au lieu de Fy; et Qy(f) lorsque B = co.

“lant donné une représentation paramétrique élémentaire z(u, ¢). nous défi-
nissons presque partout sur R son Jacobien J(u, ¢) comme le produit vectoriel
de ses dérivées partielles ., . et nous formons, pour une fonction arbitraire f
de &, l'intégrale de surface

(2.1 2(f)r= ///[ oy JCuy o) diede.
R

Deux représentations paramétriques ¢lémentaires seront dites « équivalentes »,
si pour chaque / de ¥, elles donnent toutes deux la mémne valeur a P'intégrale

(*) Nous introduirons quelques hypothises supplémentaires au paragraphc 6.
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de surface (2.1). Toule classe de représentations paraméiriques équivalentes
deux a deux définit ce que nous appellerons une surface paramétrique élémen-
taire (*). Or, on voit tout de suite que cette derniére est définie par I'inté-
grale (2.1), et inversement. Nous allons donc identifier (*) la notion de surface
paramétrique élémentaire avec celle d’intégrale de surface, c’est-a-dire avec celle
d’une fonctionnelle linéaire £(f) possédant au moins une expression de la
forme (2.1) ou z(u, ¢) est une représentation paramétrique .élémentaire dont
le Jacobien est J(u, ¢) presque partout.

Cette modification de la notion d’identité d’une surface entraine une modifi-
calion correspondante de la convergence. Nous dirons qu’une suite de surfaces
paramétriques élémentaires converge si, pour chaque f de &, les valeurs prises
par les fonctionnelles linéaires £,(f) correspondantes convergent. '

Observons que notre définition des surfaces paramétriques élémentaires
est toute faite pour restaurer, aux problémes qui leur sont celatifs dans le Calcul
des Variations, la possibilité d’une solution unique. Ce n’élait pas le cas
des définitions antérieures, puisqu’on n’avail qu’a modifier une solution donnée
de fagon triviale pour obtenir une solution nouvelle. Quant a notre définition
de convergence, elle a pour effet de rendre continues toutes les fonctionnelles
dont nous aurons & nous occuper, ce qui fait disparaitre les difficuliés tradi-
tionnelles du Calcul des Variations.

J. Notations et résultats auxiliaires. — Un ensemble E de lonctionnelles
lincaires. £2(f) quelconques définies pour tout f de F sera nommé limité,
si chaque suite de ses membres contient une sous-suite faiblement convergente.
(Le terme « compact » étant utilisé dans un autre sens par certains mathd-
maticiens, nous avons préféré lui substituer un terme nouvcau). Le théoréme
suivanl est connu : -

(3.1) 1° Etant donné une fonctionnelle linéaire £2(f) quelconque définic
pour tout f de F [l existe une constante A = a(£) appelée Norme de £ et une
constant B =5b(£) appelée movuLe de £ telles que U'on ait 2(f) <AQy(/)
pour tout f de F, et que cette inégalité cesse d’étre vraie (pour au moins
une fonction f de Fdes que Uon remplace A ou B par une constante plus
petite: 2° Pour qu’un ensemble E de fonctionnelles linéaires £2(f) quelconques
définies pour tout f de F soit limité, il faut et il suffit que leurs normes
et leurs modules soient bornés.

Une fonctionnelle linéaire £2(f) est dile non négative si le nombre £(f)
est non négatif chaque fois que la fonction f est non négative. Evidemment :

(3.2) Pour une fonctionnelle linéraire &*(f') non négative, sa norme a( 1’
a la valeur £(f1) o fi(z,J) est la fonction ! J|.

(3) D’une maniére analogue, nous appellerons surface paramétrique de Lipschitz (ou d@Dirichlet),
la notion de surface paramétrique ¢lémentaire que I’on obtiendrait en identifiant les représentations
paramétriques élémentaires avec les représentations paramétriques de Lipschitz (ou de Dirichlet).

(*) Cette identification n’est pas arbitraire : pour savoir ce qu’est vraiment un étre géométrique.
il faut se demander comment on I'utilise. Or ¢’est bien I'intégrale (2.1) que nous formons chaque
fois que nous utilisons une surface élémentaire dans le Calcul des Variations.
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Nous écrirons quelquefois y pour le couple de vecteurs (z, J) et nous dési-
gnerons par F, ; la classe des fonctions /(1) de F telles que 'on ait

O 2n et o) = fOND£ ]y =07

pour y et )’ situés dans ensemble des couples (z, J) ot |z| =B et|J|=1.
Flant donné deux fonctionnelles lindaires £4(f), £1(f) quelconques définics
pour tout f de &, nous nommerons distance de Mc Shane de £, el £,
la: quantité My(£,--£,), o M(£) désigne le maximum pour f dans Fy,,
des valeurs prises par la fonctionnelle arbitraire £(f).

(3.3) Tout ensemble de fonctionnelles linéuires non négatives £( f) dont
les modules ne dépassent pas la constante B, est métrisable par la distance
de Mc Shane de fagon équivalente a la topologie faible.

En d’autres termes : pour qu'une suite {7, de fonctionnelles non
n p 1

négatives, dont les modules ne dépassent pas B, converge faiblement, il faut
et il suffit que My (£, — £,)-> o0 lorsque n, n'—>w.

Les démonstrations de (3.1) et'(3.3) s’obliennent par exemple en adaptant,
par des changements faciles, celles de Young [ 4, p. 88, th. 4.3] et de Mc Shane
[1, p. 534].

Observons encore que, pour une constante B soit supérieure ou ¢gale au nodule
de la fonctionnelle linéaire £2( /), il faut et il suffit que pour tout f,, de

(3.9 Uégalité Qp(fy) =0 entraine L) =o.

En effet, la nécessité de cette condition se déduit directement de (3. 1), tandis que
sa suffisance s’obtient en remarquant que dans Fy la fonctionnelle linéaire £(f)
posséde une norme A, donc satisfaita Uinégalité £( /). AQ,(f), et cette derniére
inégalité, valable dans &y, est valable aussi dans & d’apreés (3.4), ce quiimplique
que B n’est pas inférieure au module de £(f). '

Dans le cas d’une surface paramétrique élémentaire £(f) de la forme (2.1),
soit z(u, ¢) une de ses représentations paramélriques élémentaires. Nous dirons
que z(u, ¢) posséde une borne essentielle B, si 'on a :

(3.5) ix(u, v)| < B en presque tout point (%, v) tel que J(u, ¢)#o.
Or on voit sans peine que, dans le cas ou £(f) ala forme (2. 1), la condition (3.5)

équivaut a (3.4), c’est-a-dire que :

(3.6) Le module de la surface paramétrique élémentaire *(f) est égal
& la plus petite borne essentielle de x(u, v), ot z(u, ) désigne une repri-
sentation paramétrique élémentaire quelconque de la surface 17( f).

En effet, si (3.5) alieu, on trouve d’aprés (2.1),
L(f)=QueH £0f1) ol fi(z, J)=II]:

tandis que si (3.5) n’a pas lieu, on peut construire une fonction f(x, J) non
négative, s’annulant pour |z | < B, telle que l'on ait £( f) > o.
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Remarquons encore que d’aprés (3.2) :

(3.7) La norme a(f) d’une surface paramétrique élémentaire £(f)
coincide avec son aire de Lebesgue-Iréchet.

En effet, celte derniére est, comme on le sait, donnée elle aussi par I'intégrale
de surface £(f1), ou fi(x,J)=|J .

D’ailleurs les surfaces paramétriques généralisées, que nous introduirons
an paragraphe suivant, sont elles aussi des fonctionnelles linéaires £(f)
possédant la norme £(fi), ou fi(x, J)=|J|. Nous verrons que ces derniéres
comprennent comme cas particulier la notion classique d’une intégrale de surface
étendue a une surface paramétrique au sens de Fréchet : et la norme coincide
encore dans ce cas avec l'aire de Lebesgue-Fréchet. Pour conserver une terii-
nologie uniforme, qui soit conforme a celle que l'on utilise dans le cas
des surfaces au sens de I’Analyse classique, nous dirons souvent « aire » et « borne
essentielle » d’une surface paramétrique généralisée au lieu de « norme » et
« module » de la fonctionnelle linéaire correspondante.

En tant que norme, Uaire de Lebesgue-Fréchet joue bien entendu un réle
fondamental, qui ne se laisse plus alleindre par les critiques récentes basées
sur le point de vue « teratologique » de la géométrie de I'espace Euclidien.
Donc, un des résultats immédiats de notre théorie est de vraiment faire
comprendre en quoi consiste I'importance fondamentale de I'aire de Lebesguc-
Fréchet.

4. Les surfaces paramétriques généralisées. — Passons a la tache de compléter
I'cspace abstrait constitué par nos surfaces paramétriques délémentaires. De
méme que nous avons identifié ces derniéres avec les fonctionnelles linéaires de la
forme (2.1), nous allons identifier les surfaces paramétriques généralisées avec
leurs limites faibles, en d’autres termes :

(k.1) Une fonctionnelle linéaire £2(f) sera dite surface paramétrique
généralisée, s'il existe une suite £2,(f) = ﬂ,/'[x,l(u, 0), Ju(u, )} dudv de
b 1}

Jonctionnelles linéaires de la forme (2.1) o x,(u, v) est une représentation
élémentaire de Jacobien J,(u, v) presque partout, telle que lon ait pour
chaque fde .

(A2 L =1im L2, (f)

De cette fagon, chaque suite convergente (§ 2) de surfaces paramétriques él¢-
mentaires a pour limite une surface paramétrique généralisée, se réduisant peut-
étre & une surface paramétrique élémentaire. En effet en considérant une suite de
répétitions, on voit tout de suile que Loute surface paramétrique ¢lémentaire est en
méme temps surface paramétrique généralisée. D’ailleurs, nous verrons que la
classe des surfaces paramétriques généralisées coincide avec celle des fonctionunelles
linéaires non négatives, définies dans F; a cet égard, I'analogie entre les surfaces
et les courbes généralisées fait défaut.
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A la définition que nous avons donnée des surfaces paramétriques généralisées,
joignons encore celle de leur convergence, toute semblable a celle adoptée pour
les surfaces paramétriques élémentaires : une suite { £,(f)} de surfaces para-
métriques généralisées converge si pour chaque f de &F il cxiste la limite
finie lim £, (f).

n

3. Le principe de minimum. — Soit E un ensemble donné de surfaces paramé-
triques éléinentaires. Un probléme classique du Calcul des Variations consiste &
chercher la borne inférieure p.(fy, E) des valeurs £(f,) prises pour f = f, par
les fonctionnelles linéaires £(f) qui sont membres de E : nous I'appellerons le
probleme élémentaire, tandis que nous appellerons probleme gé/zéral[sé celui
de la borne inférieure p(f,, E) des valeurs £2(f,) prises pour f= f, par les
fonctionnelles linéaires £( f) qui sont limites de E.

(8.1) On a toujours p.= p, ¢’est-a-dire que les deux problemes équivalent
Uun a Uautre.

En effet, il suftit de montrer Pimpossibilité de p > p; cefte inégalilé entrainerait
'existence d’une suite convergenlte de membres £,(f) de E dont la limite faible
prendrait pour f = £, une valcur inférieure a u; donc nous aurions lim £, (fo) < i,

n

d’ou £,(fo)<< p pour une cerlaine valeur de n, contrairement a la définition de p.

3.2 Prisées ve minowom. — La borne inférieure pn(f., E) est atteinte dans
le probleme généralisé pourvu que E soit limité (§ 3), c’est-a-dire pourvu que
les membres de E possedent une aire de Lebesgue-Fréchet bornée et des repré-
sentations paramétriques essentiellement borndées.

En effet, par définition de p. il existe une suite de membres £,(f) de E telle
que £,(fo) ~p. Soit £(f)lalimite faible d’une sous-suite convergence { £, (f) }.
On trouve

Loy =lim £, (fo) = lim £4(fy) = 1,

ce qui achéve la démonstration, d’aprés (3. 1).

II. — Partie géométrique.

6. Les notions de frontisre et frontidre-limite. — Nous allons définir la frontiére
dans le sens traditionnel d’une courbe close orientée de Fréchet. Une telle défini-
tion ne s’adapte que partiellement a la notion de surface paramétrique généralisée
ainsi que nous I'avons développée : par exemple il n’est pas dit qu'une telle fron-
tiére existe, ni qu’elle soit unique. Une théorie vraiment compléte de la frontiére
devrait d’ailleurs eomprendre, comme cas particulier, la belle théorie des Bouts
Premiers de M. Carathéodory. Néanmoins, dans les problémes classiques qui sont
la raison d’étre de tout ce que nous faisons ici, la frontiére est une des données
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du probléme, et par conséquent, c’est une courbe élémentaire. Le lecteur qui,
sans doute, aura hate d’en arriver aux applications dans I’ordre d’idées classique,
me nous en voudra pas d’avoir omis de faire, dans cette premiére exposition de la
théorie des surfaces paramétriques, généralisées, une analyse plus compléte de la
notion de frontiére, ce qui nous aurait retenu bien longtemps. L’analyse partielle
que nous donnerons, suffira ici.

En désignant comme toujours par R le carré o < u <1, 0 <v <1 du plan

des (u, v), écrivons P pour le périmétre de R, et pour des besoins ultérieurs, R',

R’, R” pour les parties 0 < u =< %7 —;; ZuZ ;’ %é u <1 du carré R, et P', P,

P"” pour leurs périmétres.

Dans la suite, nous ferons quelques hypothéses supplémentaires sur la classe
des représentations paramétriques élémentaires :

a. si z(u, v) cst une telle représentation, il en est de méme de la fonc-
tion z(u,, v) = z"(u, ¢), ou u, désigne une constante sujetle & 0 <L u, <15

b. étant donné une fonction continue z(u, ¢) dans R, une décomposition
finie R = 2R, de R en rectangles partiels R, sans points intérieurs communs, un
homéomorphisme conforme, ou Lipschitzien, T,(u, ¢) de R en R,, et une fonc-
tion z,(u, ¢) continue dans R telle que z(u, v) = 2, [ Ty (u, v)], alors si z(u, ¢)
¢st une représentation paramétrique élémentaire il en est de méme des z,(u, ¢)
et vice versa. (Peut-étre d’autres hypothéses de ce genre qui rendent possibles
certaines constructions simples).

Soient maintenant £ (f) une surface paramétrique généralisée, 2, (u, v) une repré-
senlation paramétrique ¢lémentaire d’une surface £,( f) t-elle que £, (f)—> £(f)
lorsque n ->, et désignons par X,(u, v) la fonction z,(u, ¢) sur le périmétre P
de R. Nous dirons que £(f) admet une frontiére C, ou C est-une courbe close
orientée de Fréchel, et que cette frontiére est représentée par une fonction X (u, )
définie sur P, si X(u, v) eslL une représentation de G au sens de I’Analyse
classique, et si 'on peut choisir les z,(u, ¢) de fagon que X, (u, v) = X(u, ¢)
pour chaque n. Dans le cas ou £(f) admet une frontiére se réduisant a un seul
point c’est-d-dire ot X (u, ) est unc constante, la surface paramétrique généralisée
L(f) est dite close.

Nous dirons encore, généralement, que £(f) admet une frontiére-limite C,
représentée par X(u, ¢) sur P, si le choix des z,(u, ¢) peut se faire de fagon que
X (u, ¢) soit la limite uniforme des X, (%, ¢) sur P.

Une frontiére, ou fronti¢re-limite, sera ditc régulizre si elle se composce d’un
nombre fini d’arcs simples, disjoints deux a deux, sauf pour leurs extrémités.

Evidemment :

6.1 SiL(f) est limite d’une suite convergente de surfaces paramétriques
généralisées L,(f) chacune desquelles admet la frontiere G, alors £(f)
admet la frontiére C. D’une fagon analogue, si £2,( f) admet une frontiére-
limite Cp ot lim C,, =G, la surface paramétrique généralisée £(f) =1lim £,( f)
admet la frontiere-limite C.

BULL. 80C. MATH. — T. 79. FASC. I-IV.
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Obscrvons encore qu'une frontiére, ou frontiére-limite, n’est jamais unique.
En effet :

6.2  Soit C une courbe close orientée de Fréchet, représentée sur P par une
fonction X(u, v) prenant sur le coté vy =1, de P la valeur constante X,. Soit Xy,
un autre point quelconque de 'espace des x et soit C' la modification de C
obtenue en remplacant X(u, v) par une fonction X'(u, v) égale & X(u, v)
sauf sur le coté v =1, o Zu L1, sur lequel la fonction X'(u, v) est linéaire
pour o Lu < ; et pour % ~Zu < et prend les valeurs X,, pour u = % et X,

pour u=o et u=1. Alors toute surface paramétrique généralisée £(f), qui
admet la frontiére ou frontiere-limite C, admet aussi la frontiere ou frontiére-
limite C'.

Ce résultat est lui-méme contenu dans la partie 3° du- théoréme suivant sur
I'addition des surfaces paramétriques généralisées.

6.3 1° Si les fonctionnelles linéaires £,(f) et £.(f) sont des surfaces
paramétiques généralisées, il en est de méme de leur somme £,(f) + £2(f);
2° S¢ £,(f) admet une frontiere ou frontiere-limite C, et si £,(f) est close ou
admet une frontiere-limite se réduisant & un point de C, alors £,(f) = £1(f)
admet la frontiere, ou frontiere-limite, C. [Cette conclusion subsiste encore si
Uon suppose de. £,(f) seulement qu’elle est limite d’une somme finie de
surfaces paramétriques généralisées chacune desquelles est close ou admet
une frontiére limite se réduisant & un point correspondant de C]; 3° Soient Cy
et C, deux courbes closes orientées de Fréchet, représentées sur les péri-
métres P' de R’ et P" de R" respectivement par des fonctions X, (u, v) et Xs(u, v)
constantes sur le coté de P' ou P” qui ne fait pas partie de P, et soit C la
courbe définie par la fonction X(u, v) sur P, ou X (u, v) est égale a X,(u, v)

1 2
FEU<3-
Alors si 2,(f) et £,(f) admettent respectivement les frontieres ou, frontiéres-
limites Cy et Cy leur somme £2,(f) + £2(f) admet la frontiére ou, frontitre-
limite, C. : )

sur PP, a Xy (u, 0) sur PP", et & une fonction linéaire de u pour

La démonstration facile de 1° et 2° est laissée au lecleur tandis que 2° se réduit
de 3° si 'on observe qu’une surface closc admet unc frontiére se réduisant & un
point donné. La remarque entre parenthéses se déduit alors de (6.1).

Dans le cas ou les courbes Cy et G, de la partie 3° ont un point commun, on

. . . 2
peut évidemment s’arranger & ce que X(u, ¢) soit conslante pour% ZuZjz et

nous exprimons la relation reliant dans ce cas Cy ¢t Gy 4 C en écrivant C = C, + C,.
D’une fagon analogue, on définit 'addition d’un nombre fini de surfaces paramé-
triques généralisées dont les frontiéres sont les courbes C,, ..., Ci, ou
pour r =1, ..., k, les deux courbes C,_, ct C, ont au moins un point commun,
etlon définit la somme C = Gy + C,+ ... + Cy, qui d’ailleurs dépend de I'ordre
des C,. '

7. Décompositions cycliques. — Nous appellerons surface paramétrique
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généralisée avec frontiére, un couple £(f), C oa G est une frontiére admise
par £(f). Nous conviendrons de considérer comme un cas particulier ou C, joue
le role d’un zéro, une surface paramétrique généraliséc close. Si 'on a, dans le
sens du paragraphe précédent ££,(f) = £(f) et 2C,=C, les surfaces para-
métriques généralisées avec frontiéres £,( f), C, scront dites parties de 13(_/), C
Une surface paramétrique généralisée close non nulle £2( f) sera dite cyclique,
si elle ne posséde pas de partie close non nulle différente de £(f) elle-méme,
singuliére si elle ne posséde pas de partie close cyclique. D’unc fagon analogue,
une surface paramétrique généralisée avec frontiére £(f), C sera dite hémi-
cyclique, si elle ne posséde pas de partie non nulle différente d’elle-méme.

(T.1) Soit £2(f), C une surface paramétrique généralisée avec frontitre,
ot C est une frontiére réguliere. Alors il existe une partie close singu-
liere £,(f), une suite finie ou infinie { 1 (f)n=1, 2, ... | de'parties closes
cycliques et une suite finie | £4(f), Ci} de parties hémi cy chquex de £(f), G
telle que Ion ait

C=NC et BN =LN+D LS, ot £(f)= > £,
n>o
D'apreés le principe du minimum (5.2), il existe une partie close £°( f) d’aire
maximale, telle que la partie £(f) — £*(f), C ne posséde pas de partie close non
nulle. Puisque C est réguliére, on trouve facilement qu'il existe une décomposition
de la forme £(f) — £°(f) =2 £4(f) et C=ZCy, ou les couples £, Ci sont un
nombre firi de parties hémicycliques. Il reste'a décomposer la partie close £( f).
Soit p, la borne supérieure des aires des parties closes cycliques de £*(f), et,

si gy > 0, soit £7(f) une de ces parties, d’aire > ly,. Généralement, soit g, la

borne supérieure des aires des parues closes cycliques de £ (f) — 2 £3(f), et,
1<vn
si n > 0, soit £, (f) unc de ces parties, d’aire > ;ptn. On trouve facilement que

la somme 2y, est convergente ou finie, donc que p, tend vers zéro ou s’annule
pour une certaine valeur de n, et par conséquent que la partie close
Lo(f)=L£"(f)—2L£,(f) (ou la somme est étendue aux n 1 pour lesquels
£2:(f) est défini) ne posséde pas de partie close cyclique d’aire positive : elle est
donc singuliére, ce qui achéve la démonstration.

Rec1proquemem d’aprés (6.3) :

S C _vC/. est réguliere, st £2,( f) est close smguhere sé ZL’" (f) est une
k=1 n=1
somme convergente dont les termes sont closes cychques et si les { L£1(f), Ci}

sont hémicycliques, alors £(f) = VL’ () —|—2L,,(f) admet la fronuere C.

n= o k=o

8. Les surfaces concenirées et les surfaces singulisres. — Une surface para-
métrique généralisée L£(f) est dite située dans un ensemble fermé X de points de



— 68 —

'espace des z, si I'on a £(f) = o chaque fois que f est une fonction f(z,J) nulle
pour tout z de X. Dans le cas ou X ne comprend qu’un seul point z,, une surface
paramétrique généralisée située dans X est dite concentrée au point z,.

Ainsi, si J, est un vecteur quelconque de l'espace des J tel que |J,|=1,
Pexpression kf(zo, Jo) ol k désigne une constante positive, est une surface
paramétrique généralisée concentrée au points z,, puisque qu’elle est limite d’un

polyedre () composé de n faces identiques d’aires S et de direction J,. Nous

appellerons cette expression : surface plane de directionJ, et d'aire k concentrée
au point x,. D’une facon analogue, une combinaison linéaire a coefficients posi-
tifs Za; f (o, J;) est une surface paramétrique généralisée concentrée au point z,.
En approximant par de telles combinaisons linéaires, on conclut facilement que :

(8.1) SiA(¢) est une fonctionnelle linéaire non négative de l'espace ® des
Jonctions ¢(J) telles que ¢ (cJ) =c¢(J) pour o> 0, la fonctionnelle £(f) =\ (o)
pour ¢(J) = f(=zy, J) est une surface paramétrique généralisée concentrée au
point x,. Inversement, toute surface paramitrique généralisée concentrée au
point x, a cette forme.

De théorémes connus il s’ensuit que toute fonctionnelle linéaire non néga-
tive £(f) a la forme d’une intégrale de Bochner

(8.2) fﬁ’x(/) dy

ou y est une mesure bornée, s’annulant hors d’une sphére finie, dans l'espace
des z, et ou £;(f) est une surface paramétrique généralisée concentrée au
point z, égale, par cxemple a la dérivée par réseaux par rapport a y de linté-
grale (8.2). Une telle £(f) se laisse donc approcher indéfiniment par une somme
finie de surfaces concentrées, elle est donc surface paraméirique généralisée,
c’est-a-dire que, comme nous l'avions annoncé au paragraphe 4 :

(8.3) La classe des surfaces paramétriques généralisées coincide avec
celle des fonctionnelles linéaires non négatives.

Remarquons encore que toute surface paramétrique généralisée concentrée au
point z, admet une frontiére-limite C se réduisant au point z,. Or ceci ne veut
pas dire qu’elle soit close, car il faut bien distinguer ici entre la potion de
frontiére et celle de frontiére-limite. Pour que notre surface soit close, il faut
qu’elle admette une frontiére se réduisant au point z,, et la condition suivante est
alors nécessaire :

(8.4) S £2(f) est une surface paramétrique généralisée close concentrée

(%) Nous appellerons polyédre une surface paramétrique élémentaire définie par une représen-
tation z(u, v) quasi linéaire, c’est-a-dire linéaire dans chaque triangle d’une triangulation de R;
les valeurs de z(u, ¢) dans un tel triangle définissent une face du polyédre pour laquelle le
Jacobien J(u, v) est constant; la direction de Jacobien s’appelle direction de la face en question,
sa valeur absolue multipliée par I'aire du triangle correspondant dans R s’appelle aire de la face.
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au point x,, on a £(f)=2A(9) ot ¢(J)=f(xy,J) et o \(¢) désigne une
Sonctionnelle linéaire non négative qui s’annule lorsque ¢ (J) est une coor-
donnée du vecteur J.

En effet, ceci se déduit de (8.1) jointe au résultat connu suivant (d’ou l'on
passe a la limite) : « Si £(f) est une surface paraméirique élémentaire close, elle
s’annule lorsqne f(, J) est une coordonnée du vecteur J ». 11 suffiv d’aillcurs de
connaitre ce résultat dans le cas d’un po'lyédrc clos, car on montre qu’une surface
paramétrique élémenlaire close, ct, par conséquent, une surface paramétrique
généralisée close, est limite d’un polyeédre clos.

La réciproque de (8.4) parait étre inexacle sans hypothése supplémentaire.
Pourtant, nous montrerons plus loin qu’elle est vraie si 'espace des « a trois
dimensions.

Remarquons aussi que :

(8.3) Si £(f) est une surface paramétrique généralisée concentrée close,
il en est de méme de la fonctionnelle k C(f), o k est une constante positive
quelconque.

Soit en effet { £7,(f)} une suite de surfaces paramétriques ¢lémentaires closes
dont la limite (faible) est £(f), et soit £(f)= A (¢) ot «(J)=/f(o, J), le
point z, ¢tant supposé coincider avec l'origine sans que la généralité en soullre.
En posant £,(f) = £.(fa) ou fu(x, J)=f(n~'z, n—J) on trouve que L’ (f)
est une surface paramétrique élémentaire close telle que 22 £, (/) —> £( /)= A (v),
d’ou il suit-que &k £(f) est limite d’unc surface paramétrique ¢lémentaire close de
la forme p, £, (f), ou p, est un entier tel que n—2p,—> Ak, ce qui achéve Ia
démonstration.

(8.6) Pour que £2(f) soit une surface paramétrique généralisée close
singuliere, il faut et il suffit que £2(f) ait la forme (8.9) ot £2,.(f) désigne
une surface paramétrique généralisée close concentrée au point x.

La condition énoncée élant ¢videmment suffisante, il restc & démontrer sa
nécessité, c’est-a-dire si nous exprimons £ (/) sous la forme (8.2) il s’agit de
montrer que £,(f) est close, sauf peut-étre pour un ensemble de points z de
mesure y égale & zéro. Nous avons vu que £2,( /) est (par rapport & v) presque
pactout la dérivée par réseaux de l'intégrale (8.2). Nous choisissons comme
réseau une division de I'espace des x par des hyperplans paralléles a ceux des
coordonnées, tels que chacun d’eux soit de mesure y égale a zéro. Pour presque
tout & (relativement a y), le vecteur abstrait £,(f) est la limite du rapport fini
correspondant, selon la métrique de Mc Shane qui est ici équivalente a la conver-
gence faible. Pour montrer que £.(f) est close, il suffit d’aprés (8.5) de
montrer que Vintégrale (8.2) étendue a un intervalle I borné par nos IsyBerplans
est une partic close de £(f), car en désignant par n(I) I'entier le plus proche

de 1(I), il existe une constante positive & telle que A-'£.(f) soit limite

de ‘[B,,.(f) dyn(l).
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11 suffira de montrer que l'intégrale (8.2) étendue a la partie de Pespace d’un
coté d’un de nos hyperplans est une partie close de £(f). Nous uliliserons pour
cela le lemme ¢lémentaire que voici, dont la démonstration peut étre laissée
au lecteur :

(8.7) Soit P un poljé(i‘lre clos d’aire a, et soient @ et o' deux hyperplans

paralleles de Uespace des x dont la distance n'est pas moindre de a*. Alors
il existe entre ©' et n" un hyperplan parallele & eux qui rencontre les faces
2

de P en des segments dont la longueur totale ne dépasse pas a®.

De ce lemme, en remarquant que « divise P en deux polyédres que I'on peut
compléter, en ajoutant a chacun d’eux des faces situées sur «, de fagon a les

(o)

47

rendre clos, ’aire totale ajoutée pouvant étre choisie < 2.

isopérimétrique, donc éa:_‘, on déduit facilement :

selon 'inégalité

(8.8) Soit T(f) une surface d’aire A qui est somme de polyédres clos
chacun d'aire < a, et soient 7', 1" deux hyperplans distants d’au moins a*.
Alors il existe trois surfaces paramétriques élémentaires closes T* (f), T'(f),

R
T'(f) ou T(f)+T*(f)="T'(f) + T'(f). telles que T*(f) soit d’aire £ a*A,
que T'(f) soit sitiée du cété de n" comprenant ', et que T"( f) soit située du
coté de v’ comprenant 1" '

Pour compléter la démonstration de (8.6), il suffit de montrer que £(f) est
somme de deux surfaces paramétriques généralisées closes situées de part et
d’antre d'un hyperplan donné 7 de notre réseau. Soient 7, et m, deux hyperplans
paralléles a = distants de % Nous pouvons écrire £(f) =1imT,(f) ou T.(f),

satisfaitaux conditions énoncéesdans(8.8)aveca = n—*pourlasurface T (f)=T.(f).
En désignant par T, T,, T, les fonctionnelles T*, T/, T" correspondantes,
choisissons une suite d’entiers n = n, pour laquelle il existe les limites

L) =UmT, (/) £2(f)=lmT;(f),

et remarquons que lim T} (f) = o puisque l'aire de la surface T,(/) tend vers
zéro. On trouve que J:’(f) = L£1(f) + L2(f) est'la décomposition cherchée.

9. Surfaces concentrées 4 orientations moyennes et condition de Weierstrass. —
Soit k> o0 et soient J, et J; deux vecteurs opposés de l'espace des J tels
que | Jo|=|J; | =1. Nous dirons que la surface paramétrique généralisée £(f)
concentrég au point z, est d’orientation moyenne J, et d’aire projetée corres-
porndante k, si l'expression £(f)—+kof(z,, J;) représente une suriace
concentrée close (). D’aprés (8.4), il est clair que :

(*) En particulier si £(f) est concentrée close on choisit k,=o0 et J, arbitrairement. C’est
d’ailleurs le seul cas ol J, n’est pas unique.
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(9.1) 8¢ £(f) concentrée au point x, est d’orientation moyenne J, et
d’aire projetée correspondante k,, on doit avoir L(f)=kyf(x, Jo)
quand f(x,J) = ¢;(J) ot 0;(J) désigne une coordonnée du vecteur J.

Notons encore le cas particulier m = 3 ou la réciproque est vraie :

(9.2) Dans le cas 3-dimensionnel, pour que £2(f) concentrée au point z,
soit d’orientation moyenne J, et d’aire projetée correspondante k,, il faut
et il suffit que Uon ait L(f)=kof(xe, Jo) quand f(z,J)=¢:i(J) o o;(J)

désigne une coordonnée du vecteur J.

La nécessité de (9.2) élant comprise dans (9.1), établissons sa suffisance.
Nous pouvons poser z,=o0 et nous borner au cas ou £(f) a la forme d’une
somme finie 2k; f(o, J;) avec k;> o, |J;| =1, puisque £(f) se laisse approximer
par une telle somme avec la méme orientation moyenne et la méme aire projetée
correspondante. En outre, nous pouvons supposer que ko= o : il s’agit alors de
montrer que £(f) est close. Or ceci est évident dans le* cas ou il existe un
polyedre clos composé de faces d’aires £, et d’orientations J;, car en désignant ce
polyédre par T(f) on a T(f)=2k;¢(J:) lorsque f(z. J) est une fonction ¢(J)
indépendante de z, et par conséquent si I'on pose pour une f(z, J) arbitraire

J(0,3)=¢(J), on aura )
L£(f)=Zkip(J))=Limn2T(f,), ou fa(z,))=f(n"tz, n—2]),

ce qui exprime £(f) comme limite de la surface paramétrique élémentaire
close n*T.(f), ou T,(f)=T(f) s’obtient de T(f) par un rapetissement dans
{e rapport 1 :*n. Le cas général se déduit maintenant de la simple remarque :

(9.3) 8¢ Uespace des x a trois dimensions, toute somme finie Zhio(J;)
{ou ki>o,|Ji|=1) qui s'annule lorsque ¢(J) est une coordonnée de J est
dimite faible (dans Uespace ®) d’une somme finie 3k,o(J,) telle qu'cl existe
un polyedre clos composé de faces d’aires k. et de directions J..

Ceci se démontre par induction, le cas ou I'indice ¢ ne prend que deux valeurs
étant trivial. La démonstration que le lecteur trouvera de lui-méme ou en
suivant Young [4, p. 101], en revient a remplacer une face d’un polyédre clos
par une série de « toits d’usines » placés céte a cote, chacun d’cux étant long
et mince : en complétant les bouts de chaque toit par des morceaux dont 'aire
totale est petite, on obtient encore un polyeédre clos.

On dit qu’une fonction fy(x, J) remplit en z, la condition de Weierstrass
relative a la direction J,, si 'on a

9.4) N kufol@o i) = ko fo(@o, o)
i>0

pour tout systéme fini de conslantes positives k; et de vecteurs J;(£>>0) ou J;
et J; sont opposés et |J;|=|J"| =1, tel qu'il existe un polyédre clos dont les
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faces ont les aires k; el les directions J; pour > o. [Dans le cas m = 3, ceci
équivaut a la condition : f(z,, J) est une fonction conveze de J en J,, c’est-a-
dire elle n’est pas inférieure a une certaine fonction linéaire de J, égale a elle
pour J =1J,]. Or on voit facilement que la condition de Weierstrass peut s’écrire :

(9.5) £./0)> kofo(o, Jo)

pour toute £2(f) concentrée au point x,, et qui posséde lorientation moyenne.
Jo et Uaire projetée correspondante k..

Nous appellerons condition de Weierstrass relative & zéro au point z,, la
condition

(9.6) £(fe) >0

pour toute £ f) concentrée close au point z,.

Comme on le voit sans peine, si fo(z, J) y satisfait en toul point z,, on peut,
de toute surface paramétrique généralisée fournissant un minimum dans un
probléme de type considéré au paragraphe 5 pour lequel E est 'ensemble des
surfaces admettant une frontiére donnée, dter sa partie singuliére sans qu’elle
cesse de fournir un minimum. Si, en outre, fo(z, J) est indépendant de z, on
peut oter également une partie close quelconque, pour des raisons analogues.

10. Lemmes sur l'intégrale de Dirichlet. — Nous aurons besoin de quelques
lemmes adaptés du travail Young [6]. Unc représentation paramétrique de
Dirichlet (§2) sera dite représentation (N) si N est une conslante dépassant

la valeur de lintégrale de Dirichlet [ {23+ o 1949 rendue & R.
2
(10.1) Toute surface paramétrique de Dirichlet dont l’aire de Lebesgue-
Fréchet est inférieure a N, posséde une représentation (N).

(10.2) Soient e > o0 et N> o. Alors il existe n =n(e, N) > o tel que toute
représentation (N) posséde, pour un certain d correspondant sujet an << d <e,
un « grillage (¢, 8) demi-allongé ».

Voir (3.1) et (10.2) du travail cité. Rappelons la définition : unc représen-
tation paramétrique z(u, v) posséde un « grillage (¢, 3) demi-allongé », s'il
existe un nombre fini de droites paralléles aux axes de coordonnées du plan
des (u, ¢), qui divisent R en rectangle dont les cotés sont de longueur entre ¢
ct 20, de fagon que, lorsque (u, ¢) décrit un segment quclconque intérieur
i R situé sur 'une de ces droites, la courbe correspondante décrite par z(u, ¢)
est de longueur inféricure a ¢.

(10.3) Soit C une frontiere rectifiable (au moins dans le voisinage de
ses points multiples) et soit £(f), G hémi-cyclique et d’aire <<N. Alors il
existe une suite {x,(u, v)} de représentations (N) de surfaces £2,(f) conver-
geant vers £(f), telle que les fonctions X, (u, v), qui désignent les zn(u, ¢)
sur le périmetre P de R, soient des représentations également continues de la
Sfrontiére donnée C.
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D’aprés nos hypothéses, il existe une suite de surfaces paramétriques élémen—
taires £,(f) d’aires inférieures 2 N qui convergent vers £(f), qui admeltent
la frontiére C, et qui possédent d’aprés (10.1) des représentations (N) que nous
désignerons par zu(u, ¢). Nous pouvons supposer, en effectuant, s’il le faut,
un aulomorphisme conforme de R, que trois points fixes du périmétre P
correspondent & trois points sur G, distincts et indépendants de n.

Supposons, si possible, que les X, (u, ¢), c’est-a-dire les fonctions z.(u, ¢)

. 1
sur P, ne sont pas également continues. En posant n,=n (;, N) dans (10.2), on

trouve qu’il existe alors une constante @ > o et un indice n = n, arbitraircment
grand avec r, tel que X,(u, ¢) décrit un arc de G de diamétre dépassant a
lorsque (u, ¢) décrit un certain arc de P de longueur < n,. Ce dernier est donc

situé dans au plus deux mailles adjacentes du grillage (;, 6) associéavec z,(u, ¢)
d’aprés (10.2). Il s’ensuit qu’il existe un arc de grillage W, de longueur < -f
sur lequel z,(u, ¢) décrit une courbe I';, de longueur << éy ou W, se compose
d’au plus quatre cotés de mailles du grillage et ses extrémités découpent sur P
un arc W/, de longueur < gsur lequel l'oscillation de X, (u, ¢) dépasse a. Sur

Parc complémentaire W, =P — W, cette oscillation dépasse une cons-
tante >0 pourvu que r soit suffisamment grand, a cause de la condition
imposée a trois points fixes sur P.

Pour une suite convenable des entiers r, et par conséquent des n = n,, I’arc
de C décrit par X,(u, ¢) lorsque (u, v) décrit W), tendra vers une position
limite C'. Nous supposerons pour simplifier les notations, en extrayant une-
sous-suite de nos z,(u, ¢) et en l'identifiant avec la suite primitivement définie,
que ces valeurs de »n = n, décrivent la suite de tous les entiers posilifs, et nous
écrirons ¢, pour les valeurs correspondantes de ; qui tendent évidemment
vers zéro.

Les deux extrémités de 'arc C' coincident, car elles sont limites de deax points
qui se laissent joindre par T, (de longueur < 4e,). Donc C=C'+C" ou C’
ct C” sont deux courbes orientées closes, de diamétre respectivement > a et > b,
avec un point commun A, od A est la valeur commune prise par X,(u, ¢) en
deux points p, et ¢, qui divisent P en deux arcs que la fonction X, (u, ¢) fait
correspondre a C' ct'a C'.

Nous allons montrer que, contrairement d notre hypothése selon laquelle
£(f), C est un hémi cyclique, on peut écrire £ (f) = £'(f)+ £"(f) ou £(f)
et £'(f) admettent respectivement les frontiéres C’ et C’. Cetle conlradiction
montrera que les X, (u, ¢)-étaient bien également continues, ce qui implique (10.3).

Soient T}, eL T les deux parties de R déterminées par W, et soient ¢, et ¢
deux arcs simples en dehors de R, chacun desquels joint p, a ¢., tels
que T}, + ¢, sépare du point a 'infini un domaine U, contenant T, et que T, + ¢,
sépare du point a U'infini un domaine U}, contenant T),.

Soit z,(u, ¢) la fonction continue, harmonique dans U, égale a4 A sur ¢, et
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a z(u, ¢) dans T), et soit & (u, ¢) la fonction continue, harmonique dans U},
égalea Asurt,, eta z(u, ¢) dans T, G ‘
En transformant les domaines de définition de z,(u, ¢) et de z),(u, ¢) en R de
facon conforme, on obtient des représentations paramétriques élémentaires de
deux surfaces £, (f) et £ (f) admettant respectivement les frontiéres C' et C’. En
outre leur somme est égale a £, (f)+ £,(f) ou £,(f) est formée des deux
surfaces, harmoniques correspondant aux fonctions harmoniques que nous avons
définies dans U), et U, et dont les frontiéres ont par conséquent des longueurs
bornées et des diamétres tendant vers zéro. D’aprés un théoréme connu de
Young [7], I'aive de £2,(f) tend donc vers zéro. Donc, en prenant une sous-
suite des n pour lesquels il existe la limite £/'(f)=1im, (f), on trouve
que £'(f) = £(f) — £'(f) est la limite correspondante de £,(f). Ceci montre
que L£(f) et £'(f) admettent les frontiéres C’ et C" respectivement, donc qu’ils
fournissent la décomposition annoncée de £(f), ce qui achéve la démonstration.

11. Les surfaces a substratum (N). — Soit #z(u,») une représentation (N)
de Jacobin J(u, ¢) presque partout. Nous dirons que z(u, ¢) est un substra-
tum (N) d’une surface paramétrique généralisée donnée £(f) avec frontiére C,
s’il existe une partie close singuliére £#(f), de £2(f) C, et, pour presque lout
u, v de R, une surface paramétrique généralisée £,,(f) concentrée au point
z(u, v) avec les propriétés suivantes :

(H.1) a. £4.(f) est nulle lorsque J(u, ¢) s’annule au point u, ¢;

b. £..(f) posséde comme orientation moyenne et aire projetée correspon-
dante, la direction et la valeur absolue de J(u, ¢), lorsque J(u, v) existe et ne
s’annule pas au point u, ¢.

(11.2) a. £.(f), considéré comme un vecteur (avec la métrique Mc Shane)
qui est fonction de u, ¢ est intégrable dans R au sens de Bochner et 'on a :

b.
£(f)=£5(/)+ jn Lon(f) du do.

Si, de plus, C est la courbe orientée close définie par X(u, v), ou X(u, ¢)
désigne z(u, ¢) sur le périmétre P de R, alors nous dirons simplement
que z(u, ¢) est un substratum (N) de £(f). Une surfacc paramétrique géné-
raliséc #2(f) pour laquelle il existe un substratum (N) sera dite surface &
substratum (N) (7).

(") Le hut des paragraphes suivants est d’associer, a certaines surfaces paramétriques généra-
lisées, des fonctions @ (u, v) permettant de les ;réaliser len quelque sorte, partiellement au moins
dans Pespace des z. L’analogie avec les résultats obtenus, il y a une douzaine d’années, pour les
courbes généralisées, devient apparente, avant tout dans le cas ou l’espace des x a trois dimensions
{comparer (9.2)]. Rappelons qu'on peut regarder une courbe généralisée comme formée de
points x(s) situés sur une courbe rectifiable au sens ordinaire (le substratum de la courbe généra-
lisée), pourvu que l'on attache a chaque point, non pas une direction déterminée de la tangente,
mais un ensemble dc directions possibles entre lesquelles il y a une disteibution de « probabilité »
bien déterminée, telle que la direction moyenne soit celle de la tangente.
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(11.3) Soit {zn(u, v)} une suite, uniformément convergente dans R,
de représentation (N) de surfaces paramétrigues £,( f) qui convergent a leur
tour vers une surface paramétrique généralisée £2(f). Supposons de plus que
les fonctions X, (u, v), qui désignent les x,(u, v).sur le périmétre P de R,
représentent au sens classique une méme courbe rectifiable, orientée et close,
Alors limz,(u, ¢) est un substratum (N) de £(f).

Démonstration. — Remarquons pour commencer que, d’aprés un résultat
classique [par exemple (11.1), p. 325 du travail cié], la limite z(u, »)
des xn(u,v) est elle aussi une représentation (N). Ecrivons gn(u, ¢, J)
et g(u,v,l) pour flza(u,v),J) et flz(u,r),J], et soit I,(h) la fonction-

nalleﬂ hlu, v,Jn(u,¢)]dude on h(u, v, J) est une fonction continue de (u, ¢, J)

positivement homogeéne en J, et o J,.(u v) désigne presque partout le Jacobien
de z, (u, v).
Les fonctionnelles linéaires /, (2 ) ontleurs normes bornées, donc /,(g. — g) >0
, pour la méme raison, il existe la limite faible {(k) des /,(h) pour une
sous-suite convenable des n. Par conséquent, on a pour cetle sous-suite,
Ug)=liml(g) =1im ln(g) + ln(gn— &)

ce qui peut s'écrire
U(g)=limly(gn)=lim £,(f) = L(f)

En oulre, comme au paragraphe 8, on a une formule du type

wr) =fl,,,‘.(h) ay,

ou y est une mesure bornée dans R et ou /,,,( k) désigne, pour u, ¢ constants, une
fonctionnelle linéaire non négative dans l'espat¢e des fonctions de J commues et
positivement homogénes. Posons

*{(E>=Y'(E)+ﬂ;l<u) )13 (u, ¢)| dudo,
c’est-a-dire décomposons la mesure y(E) en deux mesures; respectivement
singuliére et absolument continue par rapport & la mesure j[J(u o) | du do, et
soient £°(f) __fl,w(g) dy' et £u(f) =M u, ) IJ(u, )| Lo (g)- Evidemment
Lue(f) est concentrée au point z(u, v) et remplit la condmon (11.1),a.,etlona

£ =1g)= [ tur&)dr = [ lun(s) v+ [ un(p) du,

c’est-a-dire la formule (11.2), b. 1l reste a montrer que £7(f) est une partie close
singuliére et que £,,(f) remplit la condition (11.1), &

. Or il suffira pour cela de montrer que, pour tout A d’un certain réseau, la
fonctionnelle linéaire de f donnée par 'expression

a1.4) fAlu,-»(g)dr, ot g(u, 0, 9)=flz(u, ), 11,
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admet la frontiére C(A) définie par z(u, ¢) sur le périmétre de A. En effet, sil’on
ajoute & (11.4) 'expression

(11.5) ‘ﬂ;j'[a:(u, v), 3*(u, v)]dudp, ou J'(u,v)=—1J(u, ),

on obtient dans ce cas une surface paramétrique généralisée close £2a(f), ainsi
qu’on le vérifie sans peine en exprimant (11.5) par changement de variables,
comme une intégrale étendue a la couronne entre les périmétres de deux carrés
concentriques du plan des u, ¢, le périmétre extérieur correspondant i un seul
point intérieur de A, tandis que le périmétre intérieur correspond a celui de 4,
donc 4 la courbe C(A). En tant que close et additive par rapport a A, la surface
paramétrique généralisée £ (f) sera aussi singuliere; donc d’aprés (8.5) et (8.6),
elle reste close quand on la divise par I'aire de A et qu’on passe a la limite, ce qui
implique que sa dérivée est close, c’est-a-dire que la condition (11.1), b. est
satisfaite; d’autre part, on peut exprimer £*(f) comme limite d’une somme finie
de termes de‘la forme (11.4) correspondant & un recouvrement, par un systéme
fini d’intérvalles A, d’un certain sous-ensemble fermé de 'ensemble des singularités

de y par rapport a la mesure ﬂ] J(u, v)| du dv, la mesure des A du recouvrement

tendant vers zéro : on trouve alors que £*(f) est limite de la somme corres-
pondante des £ (f), donc close et singuliére, et que L£(f) — £*(f) est limite
de la somme des intégrales (11.4) pour les A complémpnlaires, donc aussi
limite de l'expression obtenue en ajoutant a celle somme les intégrales

[f[w(u, ), J(u, v)]dudo pour les A du recouvrement, et par conséquent
A
que £(f) — £(f) admet la frontiére C(R).

Ainsi tout ce qu’il nous reste a faire, c’est de vérifier que pour tout A d'un
certain réseau, la frontiére C(A) est admise par (11.4), c’est-a-dire par la limite,
pour une suite convenable des n, de 'expression

(11.6) ﬂA Fl@n(u, o), Iu(e, ¢)] dudo,

olt A, désigne un intervalle dont les cotés sont situés sur quatre droites d, qui
tendent vers les droites d¥) contenant les cotés de A, pourvu que liné-
galité y[d?] £ o n’ait lieu que dans le cas ou d') est un coté de R et ou I'on
pose dif' = d¥. (Cecei équivaut a exclure les A dont un colé est situé sur un
certain ensemble dénombrable de droites.) D’ailleurs, la limite de (11.6) ne
change pas si 'on ajoute a cetle expression une surface dont P'aire tend vers zéro
locsque 7 -»0. Pour compléter notre vérification, il suffit d’effectucr cette
addition de fagon que la surface oblenue admette la frontiére C(A) : ceci est
aisé dans le cas ot la frontiére de (11.6) a une longueur inférieure & une
constante ne dépendant pas de n. Nous allons voir qu’on. peut satisfaire a cette
condition supplémentaire en choisissant bien notre réseau et les A,.

Nous désignerons par d chacune des droites qui déterminent notre réseau, et
par d, une droite tendant vers d dont nous aurons a nous servir pour déter-



miner A,. Si d est un c6é de R, posons d,=d et remarquons que la
courbe z,(u, v) ou u, v décrit le segment de d dans R est un arc de C(R) et par
conséquent de longucur bornée. Les autres droites d seront choisies de fagon
que y(d) =o, par la construction suivaunte.

Soit, dans une bande quelconque traversant R et possédant la forme uo << u < w4,
B un ensemble fermé de droites d” telles que y(d") = o qui découpent dans R un

ensemble de points dont la mesure plane est >’(—u—'——;-u—“)- On a, puisque z,(u, ¢)

! )X )2
dudv < 2N
ﬂn‘“ ( Jv ’

donc il existe une droite d*=d, de B sur laquelle

2 e
Wglef<f (%) e=ata

c’est-a-dire sur laquelle la courbe décrite par z,(u, ¢) est de longueur bornée
lorsque 7 — 0. En désignant par d la limite d'une sous-suite des d,, onay(d) =o
puisque d fait partie de B.

En procédant d’une maniére analogue dans chaque bande rationnelle paralléle
a un axe et traversant R on obtient un systéme de droites d, auquel nous ajoutons
les colés de R, qui définisent un réseau. Tout intervalle A de ce réseau est alors
limite d’un intervalle A,, déterminé par des droites d, correspondantes sur
lesquelles .z:,,(u, ¢) décrit une courbe dontla longueur reste bornée lorsque n — oo;
ce qu’il nous fallait pour achever la démonstration.

est unc représentation (N),

{2, Théoréme fondamental sur la structure d’un hémicycle. — Nous utiliserons
dans ce paragraphe quelques notations mouvelles. Le symbole z(u, ¢v) désignera
une fonction qui n’est pas nécessairement continue et le terme Jacobien J(u, ¢)
sera compris dans un sens que nous définirons. En outre, nous écrirons Q(£)
pour la norme d’une fonctionnelle linéaire £(f), et £(f)=1lim forte £,(f) si les

n

fonctionnelles linéaires £2,(f) — £(f) possédent des normes tendant vers zéro et
des modules bornés : la limite forte, qui joue ici un réle pour la premiére fois
dans ce travail, implique évidemment la limite, telle que nous ’avons utilisée
jusqu’ici, c’est-a-dire la limite faible.

Nous appellerons z(u, v) un substratum généralisé (N) de Jacobien J(u, v),
si pour tout e > o il existe un sous-ensemble W de R — P et deux fonctions
correspondantes z(u, ) et J(u, ¢), ou z(u, ¢) est une représentation (N) de
Jacobien J(u, ¢0) presque partout, tels que l'on ait

a. dans R—\V:;(u, v) = x(u, ¢) et T(u, v)=1J(xu, v),

(2.1 b.ﬂ‘“.l(u, o)+ 1T, 0) |} dude < .
w

Nous appellerons frontiere du substratum la courbe orientée close définie
par X(u, ¢), ou X(u, ¢) désigne z(u, ¢) sur le périmétre P de R. Nous dirons
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que z(u, v) est un substratum généralis¢ (N) de Jacobien J(u, ¢) d’une surface
paramétrique généralisée donnée £2(f) avec frontiere C, s'il existe, en outre,
une partie close singuliére £¢(f) de £(f), G, ct pour presque lout u, ¢ de R une
surface paramétrique généralisée £,.(f) concentrée au point z(u, v), avec les
propriétés suivantes identiques a (11.1) et (11.2) :

(12.2) a. £4(f) est nulle lorsque J(u, ¢) s’annule au point u, v;

b. Ly (f)posséde, comme orientalion moyenne et aire projetée correspondante,
la direction et la valeur absolue de J(u, ¢), lorsque J(u, ¢v) ne s’annule pas au
point u, ¢.

(12.3) a. £..(f), considéré (avec la métrique de Mc Shane) comme un
vecteur qui est fonction de u, v, est intégrable dans R au sens de Bochneretl’ona

g’ ‘e(f)'_‘fs(f)ﬂ_ﬂﬁuu(f)dudv.

Si, de plus, C est la frontiére du’ substratum, alors nous dirons simplement
que z(u, v) est un substratum généralisé de Jacobien J(u, v) de £(f). Une
surface paramétrique généralisée £(f) pour laquelle il cxiste un substratum
généralisé (N) sera dite surface a substratum généralisé (N). Enfin, nous
dirons d’une surface a substratum généralisé (N), et en particulier d’une surface
a-substratum (N), qu’elle est & partie £5(f) nulle, si dans son expression sous
la forme (12.3), b., ou en particulier (11.2), b., on a £5(f) = o.

(12.4) 1° Soit C une frontiere rectifiable et soit £(f), C hémi cyclique et
d’aire <N. Alors £(f) est une surface i substratum généralisé (N) et a
partie 2(f) nulle; 2° En outre, £2(f) est limite forte de surfaces £(f) a
substratum (N) et & partie 175(f) nulle, donc (12.3), b. et (11.2), b. prennent
la forme

£0f) =]“'f“.,(f)du do,  B(f) =ﬁ“£m.(f)du do;

3¢ De plus, on a
ﬂQ(flw—Emv) du dv > 03
R

4° Enfin G est, soit pour £(f), soit pour £(f), la fronti¢re du substratum.

Nous démontrerons d’abord 2° et 3°. Nous utiliserons pour cela (10.3) et un
théoréme sur les suites quasi compactes de représentations (N), qui constitue le
résultat principal du travail (déja cité au §10) de Young [6]. (Voir (20.2),
p- 333 et la remarque (15.2) du travail). Pour chaque ¢ > o, ce théoréme permet
de modifier les x,(u, ¢) de (10.3) par un procédé d’interpolation harmonique

pour en faire des fonctions z,(u, ¢) avec les propriétés suivantes :

a. les z,(u, ¢) sont des représentations (N) également continues dans R;
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b. les points (u, ¢) pour lesquels zn(u, ¢) £ z,(u, ¢) sont compris dans un
sous-ensemble ouvert O, de R tel que f‘jn(u, o) dudo <, on [T, (u, v)l
0,

désigne le Jacobien de za (u, ¢).

On en déduit qu'il existe une surface £ (f) close, d'aire << 2¢, telle que l'on
puisse écrire
(12.5) La(f)+ L) = Fal)+ A,
ot £ (f) est une surface close et ou £,(f) et £,(f) désignent les surfaces (N)
représentées par Z,(u, ¢) et z,(u, ¢). Il suffit de poser

£30f) =f/; { flZa(u, 0), Tn(u, 0)] + flZa(u, ©), Ta(u, )]} dudp

ot J2(u, v) est le vecteur opposé a J,(u, ¢), Uexpression £:(f) élant alors une
surface close, d’ailleurs singuliére; et 'on vérifie alors aisément que 'expression

Eah) = [ {S(Zatw, 0), Ta(u, )]+ Flonl, 0), In(u, 0]} dudo
. 0,
est limite d’une somme de surfaces closes, et par conséquent qu’elle est close.
Or de-(12.5) on tire
L(f)~+lim £4(f) =1im £,(f) + lim Ex(f)
pour une sous-suite convenable des n, dont nous supposerons de plus qu’elle fait

converger uniformément les z,(u, ¢) vers une limite z(u, ¢), qui sera alors,

d’aprés (11.3), un substratum (N) de lim £2,(f), c’est-a-dire que nous avons
lim Ba(f) = B(f) = Bo(f) +ﬁ"?m.(f) du dy,
n R

ou -E,w(f) est concentrée au point z(u, ¢), nulle si J(u, v)=o0 et posséde,
si J(u, ¢) ne s'annule pas au point (u, ¢), la direction et la valeur absolue
de J(u, v) comme orientation moyenne et aire projetée correspondante.

Ecrivons
B = [[Fuihaude,  Puh=Fulf)y  B)=o,
et - .
B (f)=F(f) -+ lim £ ().
Nous obtenons
(12.6) L)+ L) =B(f)+ B (f)
ou £2*(f) =lim £;(f) est d’aire < 2¢, ou £*(f) et £°(f) sont closes, etou £(f)
admet comme £(f) la frontiére C. En outre, z(u, ¢) est un substratum (N)
de Z(f).
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Faisons tendre ¢— o0 par une sous suile (dénombrable) convenable. Nous
obtenons de (12.6),

£(f)=lim2(f) + lim £*(f),

ou lim £(f) admet la frontiére C et out lim £*(f) est close : mais puisque £(f),
C est hémicyclique, il s'ensuit que lim £ (f) = o, donc d’aprés (3.2) que I'aire
de £2*(f) tend vers zéro et que

£(f) =1lim E()).

Cette derniére relation montre, d’aprés (3.1), que la suite des modules
de Z(f)— £2(f)esthbornée, landis quelanorme de (/) — £2(f) = £ (f) — £ (f)
tend vers zéro avec ¢, puisqu’elle ne peut dépasser la somme des aires de £7°(f)
et B (f).

Nous avons donc bien £2(f) = lim forte £(f), ce qui est 'essentiel de 2°.

Soient maintenant £,(f, A), £i(f, A), £.(f, ), £i(f, A) les intégrales
étendues a 'intervalle A au lieu de 'intervalle R, ou étendues a 'ensemble AO au
licu de I'ensemble O,,, des mémes expressions que £, (f), £3(1)y £u(f), £1(f).
Nous ne prendrons d’ailleurs que les intervalles A d’un réscau déterminé par des
droites paralléles aux axes, chacune desquelles est de mesure Y nulle, selon un
systéme dénombrable de mesures y définies en correspondance avec les £°( /) de
la fagon indiquée an paragraphe 11./Nous considérons un systéme fini de tels A,
sans points intérieurs communs, dont la somme est R.

Pour une sous-suite convenable, il existe alors les limites £(f, A), £°(f, A),

T, Ay et £(f, &)Y+ £2°(/, A)——TF(f, A), des expressions £, ( f, A), £,.(/, ),
L£,(f, A) et £25(f, A), o A appartient a notre systéme fini. En outre, en
raisonnant comme pour la limite de (11.6), on a

Zf, A)=25(f, A)+B(f, A), on ?(f,A):ﬂ'fm.//udv
RN

et ot S75(f, A) est non négative.

En posant

E(f, ) =1 £, 8)+ £/ 8) =F(f, )} + F(f, A)

on a ainsi
12.7) L£fy 8)+ £ (f A=L(f, &)+ B*(f, A),
ou chaque terme est une fonctionnelle linéaire non négative dont la somme par
rapport a A (pour notre systéme lini) est le terme correspondant de (12.6).

Pour une seconde valeur de ¢ de ¢, les quantités £°(f), £°(f, 4), £(f),
2S5 A), e f)r £5(f), £(f, A) Sberivont £7(f), £7(f, A), £'(f), £(f, A),

B2 (), BU(f, A). En retranchant de (12.7) I'équation correspondante
pour ¢, on obtient une ¢quation qui peut s’écrire

(A2.8) BN = L (D)= £/, 8)— £7(f, &)+ F(f, &) = B*(/, A).
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En prenant la norme du cé6té gauche exprimé comme intégrale, on en déduit
par addition par rapport a A

Znorme{ ﬂ[fuu(f)—Fav(f)]du dv}
A A

< aire { £*(f) | + aire { £2(f)} + aire { B*(f)} + aire { B~ (F) ],
d’ou il résulte par un passage a la limite,

(12.9) ﬂ;QlEuv—fiw}dudv
Zaire { £2(f)} + aire { £ (f) | + aire { B*(f) + aire { B (f) |,

et le coté droit tend vers zéro avec ¢ et ¢'. De (12.9) on déduit 3° par un raison-
nement classique, qui donnera d’ailleurs ce qui reste a établir de notre théoréme.

Nous désignerons par{e,} la suite des ¢, et par £, z*(u,¢), J'(u, ),
les 2,40, z(u, ¢), J(u, ¢); de plus, nous écrirons %(6,,)? pour les quantités corres-
pondantes aire { £°(f)}+ aire { £°(f)}, et nous supposerons, en prenant une
sous-suite des ¢, s’il le faut, 28, convergente et a termes décroissants.

Soit E= XE, ou E, est I’ensemble des points (u, ¢) de R satisfaisant aux
conditions suivantes :

a. il existe la limite forte de £2), (f) lorsque v'->w;
B. ona

(1, ) = a2Vt (u, v)=x+ 2 (u, v)=.. et I, v)=IvH(u, 0) = Ivti(u, v)=....
Nous définissons dans E,

L£40(f) = lim forte £}, z(u, v)=x%(u, v), J(u, v)=Iv(u, v),
v

tandis que hors de E nous posons £,,(f) =0, J(u, ¢) =0 et nous complétons,
d’une maniére arbitraire la définition de z(u, ¢), sauf qu'aux points de P nous
posons z(u, ¢) = x"(u, ¢) pour tout v. Evidlemment 4° sera satisfaite, et en
outre £,,(f) remplit les conditions (12.2).

D’aprées (12.9), ona

[tz — e dudo < 3,
R

et par conséquent, en dehors d’un ensemble de points (u, ¢) de mesure plane < 9,,
Q& — £} < 9. Ceci implique 2¥** (u, ¢v) = 2*(u, ¢) lorsque Q { £} > 9,,

“uv

et par conséquent, aussi, J¥+**(u, ¢) =J¥(u, ¢) lorsque Q { £'} > 9,, exception

“uv
faite d’'un ensemble supplémentaire de mesure plane nulle. [La conclusion est
d’ailleurs la méme lorsque Q { £} >.9,.]

En dehors d’un ensemble W, de points(u, ¢)de mesure plane <1, =38, + 8, 4 +...,
on aura par addition, lorsque les équations

zV'(u, ) =av+i(u, v)=... et W (u, 0)y=I"+1(u,v)=...

ne sont pas toutes satisfaites, Q { £, } <=y pour tout v'>. v.
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Donc dans R — W,—E, on a pour v v,
Q { L’;’I’l—. fuv} =Q { ‘E‘l'lyl' } < My

Ainsi £4(f) est limite forte de £),(f) dans R — W, donc (en faisant

uv

tendre v-—>c0) presque partout, et on trouve, d’aprés (12.9) et le lemme
classique de Fatou,

Qf{ £Y— Ly} dudv £ (8,)?
i

d’otu 3° est une conséquence immédiate.

On a aussi, a fortiori, que la norme deﬂ { £, — £Luw } dudy tend vers zéro,
R

uy

donc que
ﬂ'ﬁ,,,.(f) du dv = lim forte ﬂ'f,",‘.(f) du dv = lim forte £v(f) = £(f).
R v R v

Ainsi 1° sera établi si les conditions (12.1) sont vérifides. Soit ¢(J) une
fonction linéaire du vecteur J telle que ¢(J) < |J| et que ¢[J(u, ¢)] < |T(u,v)|.
On a d’aprés (9.1)

Luo(9) =2 [I(u, v)], donc | J(u, ")| = Ly(9) éfuv(lj )=Q { Luvl,
et d’une facon analogue |J(u, ¢)| < Q{ £),}. Il s’ensuit, en posant W =R —E,,
ﬂ 13w, )|+ I2(u, ¢)|}dude <2
w R—Ey
ce qui donne bien (12.1), puisque, pour v->o, le membre droit tend vers la
limite 2 ﬂ Q{ £y} du dv qui est nulle.
R—E

Notre démonstration est donc achevée.

QO Lu} dudo +ﬂQ [ — £y du do,
R

13. Applications, problémes ultérieurs a résoudre, cas particuliers. — On
connait une foule de questions d’Analyse qui se laissent formuler comme
problémes du Calcul des Variations. Les méthodes exposées ici dvivent permettre
de restaurer au Calcul des Variations sa place d’outil fondamental de I’Analyse.
Pour cela, il faudra encore résoudre certains problémes ultérieurs, par exemple,
les suivants :

a. Trouver une expression analogue a celle de (12.4) pour les cycles;

b. Démontrer un théoréme inverse a (12.4) du genre : « Si z(u, ¢) est un
substratum généralisé (N) de Jacobien J(u,¢) d’une surface paramélirique
donnée £(f) avec la frontiére C, alors la frontiére du substratum est une
frontiére admise par £(f) ».

Observons que b. s’obticnt immédiatement si 'on posséde 1’énoncé trés vrai-
semblable suivant :

c. « Sipour une surface paramétrique généralisée donnée £(f), il existe une
surface paramétrique géndéralisée £/(f) admettant la frontiére — C [c’est-a-dire
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la frontiére C décrite en sens inverse] telle que £(f)—+ £'(f) soit close,
alors £(f) admet la frontiére C ».

Ce méme ¢noncé servirait d’ailleurs aussi de base a une théorie tout a fait
générale de la frontiére, en définissant comme frontiére de S7(f) la classe
des £'(f) telles que £(f) + £'(f) soit close.

Pour 'instant, nous n’avons pas pu résoudre a. et nous ne possédons la démons-
tration désirée dans b. que dans le cas ot U'espace des x est & trois dimensions.
Celle-ci est calquée sur une démonstration d’un théoréme correspondant pour les
surfaces non paramétriques du travail de Young [4]. Esquissons-la. On démontre
d’abord, en se basant sur (9.2), le résultat désiré dans le cas ou 2(u, ¢) est plan,
c'est-a-dire J(u, ¢) a presque partout une direction constante : on utilise pour
cela une approximation par unec figure dont Papparence est celle d’une série de
toits d’usine longs et minces placés cote a cote. Ensuite, on étend le résultat
obtenu au cas ou R est la somme d’'un nombre fini de carrés R,, dans chacun
desquels z(u.v) est plan, et d’un ensemble complémentaire R— 2R, dans
lequel £..(f)=f[z(u, ¢),J(u, v)]. Le cas général se déduit alors par un
passage a la limite.

Aux problémes ultérieurs que nous avons mentionnés, on peut ajouter celui de
se débarrasser d’hypothéses restrictives concernant la frontiére : nos définitions
la limitent au cas d’une courbe orientée close de Fréchel; dans la décomposition
cyclique, elle est supposée réguliére; dans (12.4) elle est supposée rectifiable.

Enfin, on aura a étudier (comme par exemple dans le travail de Young [5] les
conditions. nécessaires, les surfaces extrémales qui y satisfonl, et jusqu’a la
théorie de Morse qui devient particuliérement simple du point de vue ot nous
nous placons.

Bien entendu, todtes ces questions ne sont pas indispensables pour chaque
probléme du Calcul des Variations concernant les surfaces paramétriques. Il y a
des classes de problémes importants que nous sommes & méme de traiter d’ores
et déja.

1° Supposons I’espace des z, 3 dimensionnel. Pour les surfaces paraméltriques
généralisées £2(f) qui admettent une frontiére C donnée, réguliére et rectifiable,
le minimum de £(f,), ou fy est une fonction donnée de F, est atteint par une
somme finie de surfaces & substratum généralisé (N), o N est unc certaine
constante, pourvu (ue l'on sache que £(f,)—>c avec l'aire de £(f). En outre
on peut poser pour chacune d’elles £(f)=o dans la formule (12.3), b, et la
somme finie se réduit & un seul terme si C est une courbe simple.

2" L’espace des z étant a un nombre fini arbitrairc m de dimensions,
soit fy(z, J) une fonction de F remplissant (pour tout J et en chaque point z) la
condition de Weierstrass (9.4). Pour les surfaces paramétriques. généra-
lisées £2(f) qui admettent unc fronticre C donnée, réguliére ct rectifiable, le
minimum de £(f,) est atteint par une somme finie de surfaces, chacune
desquelles coincide avec un substratum généralisé (N), ou N est une certaine
constante, pourva que l'on sache encore que £(f,)— o avec l'aire de £(f)
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Nous disons que £(f) coincide avec un substratum généralisé (N) défini par les
fonctions z (u, ¢), J(u, ¢) si I'on a

£0f) =ﬂn‘f[x(u, 0), 3w, o) du do.

Donc dans le cas 2° la solution est de la méme forme essentiellement que les
surfaces paramétriques élémentaires dont nous sommes parti, sauf que z(u, ¢)
et J(u, ¢) sont de nature plus générale, par exemple z(u, ¢) peut étre discontinue
en un point intérieur de R ou J(u, v) =o. )
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