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LES ALGEBRES PARTIELLEMENT ORDONNEES
ET LEURS EXTENSIONS;

Par M. V.-S. Krisunan.

Introduction. — Dans ce premier article, nous considérons un probléme
d’extension.

Pour les algébres qui ont une structure complétement déterminée par une
relation d’ordre partiel, M. H. M. Mac Neille a donné une théorie des extensions
canoniques [7] (). Mais il y a lieu de considérer aussi les algébres partiellement
ordonnées ou existent une ou plusicurs opérations définies indépendamment de
I'ordre, mais vérifiant une relation d’homogénéité

(a<b>a.c<Lb.cetc.a<c.b) (2),

I'exemple le plus Lypique étant celui des groupes réticulés. Parmi ces algébres, il

y a aussi celles qui possédent une somme 2 ai, pour chaque sous-ensemble non
0, EA

vide A, ces sommes étant distribuées des deux cotés par une opération (. ). Dans

ces cas-la, les résiduels ou compléments relatifs a gauche et a droite existent

et jouent souvent un réle important.

Donc nous cherchons a immerger une algébre partiellement ordonnée, K[6],
définie comme un ensemble partiellement ordonné avec ure multiplication (.)
binaire, associative el homogéne par rapport a 'ordre, dans une algébre complé-
tement additive L[6], systéme complétement additif par rapport & une relation
d’ordre partiel, fermé pour une multiplication (. ) binaire, associative qui distribue
les sommes des deux cotés. Il est facile de trouver les extensions (L) de cette sorte
pour une algébre (K) donnée. Mais contrairement & ce qui avait lieu dans le cas
traité par M. Mac Neille, il n’est plus possible de trouver une extension qui soit
minimale et unique (en un sens convenable). Nous introduisons une équi-
valence « = » trés naturelle pour les extension L; d’une algébre ordonnée K, et
nous considérons trois relations d’ordre partiel R, R*, < entre ces extensions,

(') Les nombres entre crochets se rapportent aux Ouvrages cités dans la bibliographie (p. 263),
(2) Le signe >» représente une relation d’implication.
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dont la derniére est celle qui se rapproche le plus de celle de M. Mac Neille. On
a les implications :

=>»R*; =>»R*-!; R*'>BR; R*>c;

et 'on voit sur des exemples (exemple 1 et 2 § 7) que ces implications ne sont
pas inversibles et que R et c sont indépendantes.

Les exemples (exemple 1, § 7) montrent aussi qu’on ne peut pas trouver, en
général, une extension de K par rapport 2 R* (3). Seules les extensions minimales
par rapport & R existent; et il y en a souvent plusieurs (exemple 2, § 7). Mais
parmi ces extensions R-minimales, nous montrons qu’il y en a une seule (a I'équi-
valence = prés) qui est minimale par rapport 4 R*. Cette extension, définie d’une
fagon unique comme R*-minimale parmi les extensions R-minimales, est
Vextension basique que nous construisons (§ 4). En réalité, nous avons un
résultat plus fort : I'extension basique est R*-minimale dans la famille des
extensions normales (th. 3, 2°) qui contient, en général, strictement la famille
des extensions R-minimales (exemple 3, § 7). Il y a une autre relation entre les
extensions R-minimales et les extensions normales : chaque extension normale
contient une sous-algébre, son noyau, qui est une extension R-minimale (th. 3, 1°).

L’extension basique ainsi construite s’identifie dans plusieurs cas particuliers, &
des algébres bien connues. Par exemple, quand K est un systéme multiplicatif
(avec la multiplication —~ définie par I'ordre remplagant la multiplication.)
I’extension basique de K s’identifie a ’extension canonique de M. Mac Neille,
treillis complétement additif avec toutes les sommes distribuées (§ 6.1). Pour la
chaine des nombres rationnels dans I'intervalle fermeé (o, 1) avec la multiplication
usuelle, Pextension basique s’identifie a la chaine des nombres réels dans le méme
intervalle; plus généralement, pour une chaine quelconque avec une multipli-
cation (.) continue par rapport a la topologie intrinséque de la chaine et homo-
géne par rapport a 'ordre, I'extension basique peut étre obtenue par I’adjonction
des limites supérieures (§ 6.3).

Les algébres partiellement ordonnées, les algébres additives et les algébres
complétement additives admettent aussi des représentations au moyen d’algébres
d’endomorphismes respectivement d’un ensemble partiellement ordonné, d’un
systéme (ou demi-treillis) additif, et d’un systéme (ou demi-treillis) complétement
additif (§ 2). De plus la famille des applications d’un ensemble quelconque A,
dans une algébre partiellement ordonnée C avec o, forment une algébre partielle-
ment ordonnée C*, et son extension basique est isomorphe a I'algébre (EC)A,
des applications de A dans I'extension basique (E C) de C (th. 5). Et I'on peut
prendre ici pour C et (E C) la chaine des nombres rationnels et celle des
nombres réels dans (o, 1).

Enfin, la famille des S-idéaux d’un anneau de quotients R d’un anneau
commutatif S (les dominateurs étant pris dans un sous-ensemble T de S multipli-

(*) Le problé¢me de savoir si I'on peut trouver pour toute (<4, .)-algébre des extensions c-mini-
males, reste encore A résoudre; il semble d’ailleurs que la réponse soit probablement négative.
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cativement fermé et ne contenant pas o) [8] constitue I'extension basique de la
famille des S-idéaux fractionnaires de R (§6.4).

Cet article se termine par la considération des congruences définies sur une
algébre additive avec o et sur son extension basique; cn particulier, les
congruences définies par la classe d’éléments congrus a o sont comparés pour
'algébre additive et pour son extension.

1. Définitions et préliminaires. — Un ensemble partiellement ordonné K
(I'ordre partiel < étant réflexif, transitif et satisfaisant: @ <b, b <a)»> a=1b) est
appelé algebre partiellement ordonnée ou (<, .)-algeébre, si K est aussi fermé
pour une multiplication associative (. ) qui vérifie la condition d’homogénéité

a<byac<b.c et c.a <c.b.

Une algébre complétement additive, ou (2' .)-algébre, L, est une algébre
partiellement ordonnée dans laquelle chaque sous-ensemble non vide A posséde

une somme @ = Z a;, définie par les conditions a - chaque a; (%), et a Xz
a; €A
quand z est un élément de L qui est > chaque a;; de plus, chaque somme
a= 2 a; est distribuée par (. ) (des deux cotés) (?), c’est-a-dire
;€A

a.b:Z(ag.b) et b.a=2(b-a1),

a;EA a;EA

pour chaque b de L. Nous écrirons a = 2' a;quand la somme de A existe et est
a; €A
distribuée par (.).

Une algébre additive, est, de méme, une algébre partiellement ordonnée dans
laquelle les sommes existent pour les sous-ensembles finis et sont distribuées
par (. ); nous écrirons @ +"b pour 2*(A) quand A = (a, b) et a+ b pour XA,
et 'algebre additive est aussi appelée une (+7, . )- algebre.

Remarquons que les sommes (et par dualité, les produits) des éléments
sont définies aussi dans un ensemble partiellement ordonné comme ci-dessus.
Un ensemble partiellement ordonné contenant les sommes (les produits) de
chaque sous-ensemble fini est appelé un demi-treillis additif (un demi-treillis
multiplicatif). De plus, si les sommes (les produits) existent pour chaque sous-
ensemble non vide, nous avons un demi-treillis complétement additif (comple-
tement multiplicatif).

C’est facile a voir qu’un demi-treillis additif peut étre défini aussi comme un
ensemble fermé par rapport a une opération binaire (+ ) quiest commutative, asso-

(%) a = b est équivalent A b 3 a.
() Nous ne considérons que la distributivité des deux cétés; donc la mention « des deux cétés »
est supprimée dorénavant.
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ciative et tautologique (I’ordre partiel étant défini en suite para <bsia + b= b);
pareillement un demi-treillis complétement additif est un ensemble fermé pour

une opération (2) définie pour chaque sous-ensembles non vide, commutative

associalive sans restriclion et tautologique. On peut donc définir les structures
d’algébre additive ou complétement additive entiérement par les opérations + et .,

ou 2 et ., en ajoutant les lois des distributivités; c’est la raison de la notation

(+, .)-algébre ou.(z*, .)—algébre.

2. Les représentations par endomorphismes. -— Si E est un ensemble
partiellement ordonné, en particulier, un demi-treillis additif ou complétement
additif, on peut définir une multiplication (.) pour les endomorphismes de E

(homomorphismes de E dans lui-méme conservant I'ordre, et les opérations +

ou 2 quand E est fermé pour elles) par (f.g)(z)=f[g(z)] pour chaque z

de E. On voit que cette multiplication est homogéne par rapport a I'ordre
partiel < défini par f < g = f(x) < g(z) pour chaque z de E; donc les endomor-
phismes d’un ensemble partiellement ordonné E, forment une ( <, )-algébre & (E);
% (E) posséde un élément-unité 1, la transformation identique de E sur lui-méme.
Inversement, nous voyons qu’une (<, .)-algébre K avec élément-unité 1 est iso-
morphe (par rapport 4 < et .) a une sous-algébre (pour <, .) d’une telle algébre
des endomorphismes & (E); nous prenons K lui-méme pour E; et I'associa-
tion a € K - a(z) € F(K), ou a(z) est définie par a(x) = a.x dans K, est un iso-
morphisme de K avec une sous-algébre de & (K) [a(2).b (z) dans F (K) = (a.b) (z);
eta(z)<b(z)dans F(K)>»a(1)<b(1)oua<bdansK, donca(z)=b(z)a=>].

Nous avons donc la caractérisation suivante des algebres ordonnées avec
élément-unité :

2.1. Une algebre partiellement ordonnée avec élément-unité est isomorphe
a une sous-algébre d’une algébre partiellement ordonnée des endomorphismes
d’un ensemble partiellement ordonné.

De la méme fagon, en considérant les endomorphismes d’un demi-treillis

additif ou complétement additif qui conservent - ou 2, nous pouvons déduire
que:

2.2 Une algeébre additive avec élément-unité est isomorphe a une sous-
algébre d’une algébre additive des endomorphismes d’un demi-treillis additif; el

2.3. Une algébre completement additive avec élément-unité est isomorphe
a une sous-algébre d'une algébre complétement additive des endomorphismes
d’un demi-treillis completement additif.

3. Les extensions et les relations entre elles. — Aprés ces préliminaires sur
les algébres ordonnées, revenons au probléme posé dans 'Introduction; chercher
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une algébre complétement additive dans laquelle on peut immerger une algébre
partiellement ordonnée K, donnée. Définissons ces eztensions d’une facon plus
précise et quelques relations d’ordre partiel entre elles, destinées a la classification
des extensions. D’abord nous considérons les définitions des homomorphismes
et isomorphismes.

3.1. K, K’ sont des algébres partiellement ordonnées, et ¢ une transformation
univoque de K dans K' : ¢(a) €K' pour chaque a € K. Alors :

1° ¢ est un isomorphisme de K sur K’si ¢ est biunivoque, si chaque élément
de K’ est 'image d’au moins un élément de K, et si ¢, ¢—* conservent < et (.);
c¢’est-a-dire '
a<b dans K = ¢(a)~<9(b) dans K’
et
a=>b.cdans K=¢(a)=9(b).9(c) dans K,

2° ¢ est un homomorphisme de K dans K/, si ¢ conserve 2 et .; c’est-a-dire

a =2 a; dans K> ¢(a) =2 9(a;) dans K/,
i ]

et
a=b.cdans K3 9(a) = o(d).¢(c) dans K'.

3° ¢ est un homomorphisme biunivoque de K dans K’ si ¢ est un homomor-
phisme de K dans K’ et aussi une transformation biunivoque [c’est-a-
dire ¢(a) = ¢(b) dans K'3» a = b dans K].

Etant donné une algébre partiellement ordonnée K, une algébre complétement
additive L, est appelée extension de K avec K, pour image de K, s'il y a un
homomorphisme biunivoque ¢; de K dans L, qui est de plus un isomorphisme
de K sur K [=¢:(K)] : K, est bien une sous-algébre de L, pour (. ), donc peut
avec l'ordre partiel de L, étre considérée comme ( <, . )-algébre.

Introduisons différentes relations d’ordre entre deux extensions Ly, L, de K,
dans lesquelles Ky, K, sont les images de K :

3.2. Une transformation ¢ de L, dans L, est appelée une transformation sur K
si @ est aussi un isomorphisme de K, sur K.;

1° LiRL, s’il y a un homomorphisme ¢ de L; dans L,, sur K;

2° LR"L, s’il y a un homomorphisme biunivoque ¢ de L, dans L,, sur K;

3° LicL, s'il y a une sous-algébre L, de L, pour (., <) contenant K, et un
isomorphisme de L, sur L) sur K;

4° Ly=1L, s'il y a un isomorphisme de L; sur L,, sur K.

La derniére est une relation d’équivalence et Ly, L, sont dites « équivalentes »
quand Ly = L;. On a évidemment

Li= L3> L1 R*L:3» LiRL,.
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D’autre part, Ly R*L;3» Ly c L,, car ’'homomorphisme biunivoque ¢ de L, dans L,
sur K, est un isomorphisme de L, sur L) =¢(L,), et L, est une sous-algébre
de L, pour (<, .). En effet, 9(a).¢(b) dans L, n’est pas autre que o(a.b) €L,
donc L, est une sous-algébre de L, pour (.), et I'ordre partiel de L, induit un
ordre partiel de L) ; donc L/ est une sous-algébre de Ly pour (<, .) et ¢ est un
homomorphisme biunivoque de Ly sur L', sur K; mais il s’ensuit que ¢, ¢~' con-
servent (<, . )[cara<b=a+"b=bdansL,=29(a+"b)=¢(a)+"¢(b)=¢(d)
dans L, = 9(a)<4(b) dans L, et L', et a=b.c dans L =9(a) =19(b).9(c)
dans L, et dans L, ].

-3.3. Une extension L, est déterminée a une équivalence prés par I'assignation
de I'image K de K dans L, ; on note que plusieurs homomorphismes biunivoques
de K dans L, qni sont aussi isomorphismes de K sur K, peuvent exister; mais
ils difféerent seulement par leffet des automorphismes de K [c’est-a-dire
si A = (a) est la famille des automorphismes de K sur lui-méme et ¢, un des
homomorphismes de K dans L, qui est de plus un isomorphisme de K sur K;,
tous les holomorphismes d’une telle sorte sont donnés parla famille (¢;.a), a € A].

4. L’extension basique. — Soient K une algébre ordonnée, B(K) l'algébre
de Boole formée par les sous-ensembles de K et partiellement ordonnée par la
relation d’inclusion ¢ (¢). Pour X, Y de 3(K) désignons par :

A (X) 'ensemble des y € K, inférieur a au moins un z € X;;
V (X) I'ensemble des z € K, supérievr a au moins un z€ X;

Z.(X.) I'ensemble des z €K, vérifiant x::z"xi pour quelques z;€X

et XY Pensemble des (z.y) pourzeXetye.
Visiblement X est contenu dans chacun des ensembles A (X), \/ (X)

et Eﬁ(X).

Lemue 1. — Les sous-ensembles A de K pour lesquels A (A)cA
et Z'(A) CA, forment une sous-famille M de 03(K) contenant o (I’ensemble

vide), K, et Uintersection de chaque sous-famille de M; la correspon-

dance A — A = le plus petit élément de M contenant A, est une opération de
Jermeture

AcA, A=A, AcBXAcB.
Démonstration. — Les conditions A (A)cA et 2 (A)cA peuvent
évidemment étre remplacées par A (A) =A et Z (A)=A. Aussi la vérification
que o, K et lintersection (nA,), des ensembles A, satisfaisant aux condi-

tions A (A)CA et 2 (A)cA, satisfont aussi les mémes conditions est immé-

(%) < :inclusion au sens faible, c’est-a-dire réflexive.
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diate. Il en résulte que M est un treillis complet; et pour chaque A de B(K) il
existe des éléments de M>A (K en est toujours un); l'intersection de ces

élémenls nous donne le plus petit élément de M contenant A. Donc A existe;
et, d’aprés la définition méme AcA, AcBY>AcBetA=A.

Lemme 2. — Entre A( cK) et A il existe une suite non décroissante bien
ordonnée de sous-ensembles de K

A=AjcAic...cAzc...cAy=A,

Ao‘+1=2.[/\ (Ag)] et Apz (UA")’

o'<p

tels que

pour un nombre ordinal-limite p; et l'on a

AB = A B pour A, BeB(K).

Démonstration. — Construisons par induction la suile bien ordonnée de sous-
- ensembles de K
ApcAic...cAqc...,

en posant

Bo=A;  Acri=3 [A(A)] et A,=[")As

pour un nombre ordinal-limite p. Cette famille ordonnée totalement par c
vérifie la condition que chaque sous-famille posséde une borne supérieure (la
réunion); il résulte donc du lemme de Zorn que cette famille posséde un élément

maximal Ay. Alors Ay, D A, entraine Ay, = A,, d’oi Ay = A,
[car A)\+1=Z (A A;)DZ Ay et DA A)\]‘

Evidemment A,=AcCA et 2.[/\ (A)]=A entrainent par induction A,cA
pour chaque o; donc A, cA et AycA = A; d’autre part A=A,CAy; et
donc A= A;; d’ot nous avons A = Ay = A;.
En utilisant ce mode de construction transfini de A a partir de A, nous allons

voir que

ABcC>» ABcC;
il en résultera par symétrie

ABcCy» ABcC,
donc aussi .

ABcC»ABcG»ABcC)ABcC=C.

en remplagant C par AB, ABcAB nous donne ﬁcxﬁ; mais ABcAB

entraine ABc A B; donc AB = A B, et le lemme sera établi.
16
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Il reste donc a montrer que AB Cﬁ}»KB c C. Nous utilisons I'induction trans-
finie :

1° A B =AB cC par I'hypothése;
2° si A,BcC alors AgyBCT, car Ao B={z.6}, ob beB et 2=
i

dans K pour z; < a; de A, ; c’est-a-dire
AsuiB ={2 (x,.b)(, ou z.b<arbeABch,
i

donc

E'ui.b)eZ'A(AcB)cZ*/\(E)=E, dod  AsnBcC,
i

3" si A,BcC pour chaque ¢ << p un nombre ordinal-limite, .
A.B =[ UA,,] B =U[A,,B]cT:.
e<lp a<lp

La propriété est vraie pour chaque A, en particulier pour Ay ="A, donc ABcC.
Nous pouvons maintenant introduire I’extension basique.

Tutortme 1. — La famille L, des sous-ensembles non vides A de K pour
lesquels \(A)=A =Z'(A), Sforment une extension de K avec la sous-famille

Ko={ A(A)}(pour aeK)commeimage deK, quand on prend comme relation
d’ordre partiel la relation d’inclusion, la multiplication (. ) étant définie par

A.B = (AB) pour A, BeL,.

Démonstration. — L’associativité de (. ) dans K entraine celle de (. ) dans L;
en effet si A, B, C sont dans L,

(A.B).C=ABC=ABGC=(AB)C;

G
on a de méme A.(B.C)=A(BC): or dans K, (AB)C = A(BC). D’autre part,
pour A, B, C de L,,
AcBY (AC)c(BC) et (CA)c(CB),
>»(AC)c(BC) et (TA)c(CB),
>» A.CcB.C et C.AcC.B.
L, est donc une (<, .)-algébre.

Si { A;} est une famille (non-vide) d’éléments de L,, < UA,-,) est évidemment

leur somme ( 2 A,’) dans L,. Et cette somme est distribuée par (. ) : car, si B € L,,
i

on a

B.(ZA,\) =BUA,~=§VA,= B(VA,) =V(BA,~)=U(FE)
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[car (_yim) c \J (3%) doiu BA,—> c(U_A,->; et chaque
BTMC(L}BA,—) donc UB—A"C ( uBA,->, dou <UII_3——.'>C<UBA.~>].

i i

De plus

<UB_A1> =Zl(l'3_A—i) i;(li.Ai);

méme démonstration pour la distributivité a droite.
L, est donc une (Z y )-algébre.

Il est clair que Ky={ A(a)}, a€K est une sous-famille de L, et que I'appli-
cation ¢, : @ - /\ (a) est une transformation biunivoque de K sur K,.
De plus
acbz= A\(a)c \(b)dans Ly
et
a =Z.a,~ dans K entraine A\ (a) =2.{/\(a;)} dans L,

i i

a=2'a[, a € /\(ai)}aez'/\[ U{/\(a,)}]c U[/\(a,»)]—_-Z{/\(az)} dans Lo

i i

> Ala)e B {A(a)] dans Lo;
i

d'autre part, chaque A(ai) étant c A(a), 2{ A(ai)} dans L, doit étre c A(a)

I3

aussi. Il s’ensuit que A(a) :Z{ A(«i)} dans Ly, et comme toutes les sommes
i

dans L, {A(ai)} est distribuée par (.). Enfin a=b.c dans K entraine

A(a)=A(b). A(c) dans L,, car
(ANB).(Ne)=(Ab)(Ne)D(ANb)(Nec)2b.c =a, d’ou (Ab).(ANe)dN(a);

et d’autre part ( Ab)( Ac)c( /A a) entraine que

(NB).(Ne)y=(Nb)(ne)e(Aa)=(Na)

Il en résulte que ¢, est un homomorphisme de K dans L, avec K, = ¢,(K),
et que ¢, est aussi un isomorphisme de K sur K,.

L, est bien une extension de K avec K, pour I'image de K, que nous appelons
I'extension basique de K.

5. L’extension basique parmi toutes les extensions, et les extensions normales.
— Une extension L, de K avec K, pour I'image de K, est appelée normale s'il ya

un isomorphisme « de K, surK vérifiantla condition (de normalité) (N): a ¢ { a; |
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pour ¢, a; € K entraine que

a(a) {2 a(a;) dans Ly;
autrement dit

qo(a)ctz.cpo(a,) dans Lo a(a) {z‘a(a,-) dans L.
l i

Observons d’abord que l'extension basique est normale (« = I'identité);
de plus :

S.1. Si L, est normale avec l'isomorphisme « vérifiant N, et si § est un
isomorphisme quelconque de K sur K, 8 vérifie aussi (N).

En effet, soit y 'automorphisme a~'(3 de K sur lui-méme; et soit A ={a;}cK,
et aeK. Considérons la suite A=A,, A,, ..., A,=A conduisant a A.
Si y(As) = Bs pour chaque o, alors on voit par induction que

(A =71(8) =B =v(A);
donc

ag¢{al =K =MD 1(a)¢7(A)=7(A)={Y(a));

d’ou, en vertu de la condition N vérifiée par a,
a[1(a)] €Y, a[¥(a)] dans Ly,

c’est-a-dire B(a)q‘:z.ﬁ(a;) dans L.

Donc l'isomorphisme particulier « ou $ de K sur K, qui satisfait la
condition (N) n'a pas d'importance. S’il en existe un, tous les isomorphismes
de K sur K, vérifient (N); en particulier, donc, ’homomorphisme ¢, de K dans
I’extension L,.

Tutorime 2. — 1° L'extension basique est R-minimale parmi toutes les
extensions;

2° Une extension R-minimale parmi toutes les extensions est aussi une
extension normale.

Démonstration. — 1° Soient L, 'extension basique avec K, = { A (ai) }, @i €K,
pour 'image de K, et L, une extension quelconque avec ¢, (K) = K, pour I'image
de K et ¢, un homomorphisme biunivoque de K dans L, (et un isomorphisme
de K sur K,).

Considérons d’abord une correspondance ¢ entre les sous-ensembles A de K et
les éléments L;, définie par

?(A) =D o1(a)
a;€EA
la somme étant prise dans L;. On a

AcBY»9(A)<e(B) donc 9(A)<3(X);
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mais, d’autre part, si A=A, ..., Ay=A est la suite entre A et A, nous
voyons que :

a. 9(As)<9(A); ‘
b. si 9(Ag)<9(A); 9(Agr1) <9(A) lcar 9(Asr) = au(cr), ou ei=Y e,

et ¢, <a, €A, c'est-a-dire ¢(Aq,y) :2' E'CP‘(C"') (puisque ¢, est un homo-
t i

morphisme), ot ¢1(c,) <91(a,;) <9(As) <0(A) d'ou g(Aqs,,) -{CP(A):I ;
c. s19(A;) <9 (A) pour chaque & < p, un nombre ordinal-limite, alors
2(Ap)=7¢ (UM) =E‘q>n(aa.~);
c<lp a,l

0ll ag, € A,, c’est-a-dire 9, (a,,) <9 (As)<¢(A) donc 9(A;) <e(A).
1l en résulte, par induction transfinie, que o(A) =2(A)) <¢(A). Donc

¢(A) = ¢(A) pour chaque A cK.

Les éléments de L, étant aussi sous-ensembles de K, ¢ définit aussi une corres-
pondance de L, dans L,.

Si A, A; sont éléments de L, avec A :2'A.~ dans L, nous avons

?(A)=Z'?(A,) dans L,.
En effet

9(A)=¢ [ UAi] =9 [UA’] =2“Pi("u‘)=2' 2“?1(“11') =2 ?(As),
i i i, j(i) i J) i

en posant
A1= { a,-l. }.

De plus A =B.C dans L (pour A, B, C, de L,) entraine
?(A)=9(B).¢(C) dans L,;

en effet

#(A) = 9(B.C) = 9(BC) =5(BC) =Y, eu(bi.c;)
i,j

- [Z'Mbn] [2‘?.@,)] = 9(B).9(C),
: j

B={b;} et C=f{cj}.

en posant

Donc ¢ est un homomorphisme de L, dans L,; de plus ¢(K,) =Kj, car

?(Aa)= 2’?1(11!) = p1(a)€K;.
a;«3a
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Aussi, ¢4 étant un isomorphisme de K sur K,,

A(@)<A(B)=a<b=oi(a)<91(d)
et
ol(Aa).(AD)]=3[A(a.b)]=9¢1(a.b) = 91(a).9:(b).

Il en résulte que ¢ est biunivoque entre K,, K, et ¢ et ¢—* conservent < et .
Donc ¢ est un homomorphisme de L, dans L, sur K, c’est-a-dire la rela-
tion L,RL, est vraie.

2° Supposons L;R-minimale parmi toutes les extensions. Il en résulte
que L,RL, doit étre vraie, ou L, est I'extension basique. Donc il existe un
homomorphisme ¢ de L, dans L, sur K, c’est-a-dire tel que ¢ est un isomor-
phisme de K, (I'image de K dans L,) sur K, (I'image de K dans L,). En prenant
pour « I'isomorphisme ¢—* ¢, de K sur K, nous voyons qu’il satisfait la condition

de normalité (N) : car si @, a; sontéléments de K tels que x(a) <Z*a(a;) dans L,,
i

alors on a, par I'application de ’homomorphisme ¢ de L, dans L,

q»[a.(a>1c,~p[2'a<m>] = [4-(a)] dans Ly
i

1
d’ou

(Aa)c 2*[/\(@)] dans Lo,
i

c’est-a-dire a € [ U A (ai)]. Il en résulte que L, est une extension normale.
i

D’autre part, nous allons voir que chaque extension normale posséde un
« noyau » qui est R-minimale. Le « noyau » d’une extension quelconque est
introduit dans le

Lemme 3. — St Ly est une extension de K avec o, (K) = K, pour l'image de K

le sous-ensemble L, de Ly, formé par les éléments qui sont sommes 2*@,(a;)
d’éléments de Ky, est une sous-algebre de L, pour (<, .) et une extension de K

avec ¢, (K) =K, pour l'image de K; nous appellerons L, le « noyau » de L.

Observons d’abord que

[Z*Man].[x'mwn] =N loia) a(B)1 =Y wilaib),
iJ i j

i i

donc L; est une sous-algébre par rapport a (..) de Ly, avec I'ordre partiel de L,;
L, peut étre considérée comme une sous-algébre de L, par rapport & (=, .);

de plus
2‘ [2*‘?1‘(&1').)] =2' o1(an);
A

Ux) M)
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c’est-a-dire L, contient la somme dans L, d’un ensemble de ses éléments; cette
somme est donc aussi la somme dans L,, et L, étant une sous algébre de L, par
rapport 4 (.), la somme y est distribuée (comme dans L,). L, contient K, et
’homomorphisme ¢, de K dans L, est aussi un homomorphisme de K dans L, ;

@1 est de plus un isomorphisme de K sur K, comme plus haut. Donc L, est bien
une extension de K avec ¢; (K) =K, comme I'image de K.

Tatorime 3. — 1° Le noyau d’une extension normale est une extension
R-minimale (*);

2° L’extension basique est R*-minimale parmi les extensions normales, et
elle est la seule extension de ce type, & une équivalence pres.

Démonstration. — 1° Supposons L, normale avec image K, et soit L, son noyau.

Considérons la transformation ¢ de L, dans!’extension basique L, définie par

wa)=Y (e} = {a]

pour les a; de K vérifiant ¢4 (a;)< «( € L, ). On a évidemment « =2*CP‘ (a;)dans L,

et dans L,, pour les a; de K vérifiant ¢, (a;) < «; et « <B>d(a)cd(B).

*
Montrons que ¢ conserve 2 et . :

a. Si
* _ *
o =Z a; dans L, ou aj =Z ¢1(a;;) dans Ly,
i i

pour les a;j de K vérifiant ¢, (a;i) < «; alors aj:Z‘cp.(aj,-) dans L, aussi, donc
i
a =Z.ai=2' 2' cp,(ail) =2cp,(a/,~) dans 1—41.
i i ji
Il en résulte que §(a) > chaque 9s(aji), donc ¢ () > chaque ¢ (a;).
D’autre part §(a) = { ¢ | pour les ¢, de K vérifiant ¢; (¢c;) <z, ou

p1(ck) *Zt%(aﬁ) dans L.

4L,

Pour lextension normale L,, 'isomorphisme ¢, de K sur K, doit satisfaire la
condition de normalité (N), d’aprés (5.1). 1l en résulte que

* —
w(en) <Y, (@) >eeel @il
il

(!) Note ajoutée en épreuve. — L’inverse est aussi vrai : une extension L, est normale si son

noyau L, est R-minimal; car si  est un homomorphisme de L, dans L, sur K, alors «a = §-' @, est
un isomorphisme de K sur K, vérifiant la condition de normalité (N).



mais
“11 II—U U(ali)—U Uaﬂ—'z $(a)),
donc
Y(a)= }C\ ‘4’(“/)—2 $(a)), et Y(a) =2*k‘g(a,') dans L,.
j
b. Si

«=B.ydans L;, avec B:E 01(by), y=2 e1(ej),
i i

[pour les b;, c; de K vérifiant ¢, (b;) <8 el g1 (c;) < 7]

a= @»Y=2*[?t(bt)-?1(0/)]=E’q’1(bt-ci);
i ij
Y(a) = { d; |, pour les di de K vérifiant o1 (dy) <a.
Mais chaque ¢4 (b;.c;) est <a, donc

Y(a)> 310} = (BC) (B C) = 4(B). 41,
i/

08 B= (b}, G = {¢;}, donc B=(B), C=4(y); d'autre part

Pi(d) <a =3, wi(bi-e)

i
dans I'extension normale L, entraine que

dee{bic;}, donc (a)c{bics}ij=Y(B).$(y).
Donc ¢(a) =¢(B).¢(y).

Nous avons donc montré que ¢ est un homomorphisme deL, dans L,;
évidemment, $[¢s(a)] = 9¢,(a); il en résulte que ¢ est un isomorphisme de K,
sur K, (= 9,.97" =la composition de deux isomorphismes de K, sur K et de K

sur K,).

L, vérifie bien la relation L, RL,, qui avec la relation L,RL’ établie pour une
extension quelconque L' de K, montre que L, est R minimale parmi toutes les
extensions.

2° Supposons que L, est une extension normale et L, I'extension basique de K
(avec les images K, et K;). Si nous considérons ’homomorphisme ¢ de L, dans L,
défini dans la premiére partie du théoréme 2, ¢(A) <9 (B) dans L, pour A, B

de Lo, entraine que
* —\"
PIENCARY NENCHE
a;€EA bjGB

donc chaque ¢, (a;) est {Z'cpl (bj) dans L,; L, étant normale, la condition de
bIEB
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normalité pour l'isomorphisme ¢, de K sur K, entraine que chaque a; est
dans {b;}; =B, d’oa AcB. Donc (A)=0¢(B)>»A =B, et ¢ est biunivoque.

Nous avons déja montré que ¢ est un homomorphisme de L, dans L, sur K,;
donc on a la relation L,R*L,.

Enfin, supposons que L, est aussi une extension R*-minimale parmi les
extensions normales. Il en résulte que Ly R"L, est vrai; il existe par conséquent
un homomorphisme biunivoque 6 de L, dans L, qui est un isomorphisme de K,
sur K,. L’extension L, avec K, [=¢:(K)] pour l'image de K peut aussi
étre considérée comme une extension avec l'isomorphisme (0-*.¢,) de K sur K,
pour ’homomorphisme biunivoque de K dans L, (au lieu de ¢,) [voir les
remarques 3.3].

Donc la démonstration de la relation L, R*L, ci-dessus est valable avec 8—* ¢, au
lieu de ¢,. Aprés cette modification dans la notation ci-dessus, nous avons
dans (9.¢) un homomorphisme biunivoque de L, dans lui-méme tel que 0.¢ se
réduit a la transformation identique sur K, ; mais, il en résulte que, pour A € L,,

<o-?>A=e.=.»<2 (am) Yostatar=Y (A =4

G EA a;, €A a; €A

c’est-a-dire : 0.¢ est l'identité sur L, aussi. Donc 0, ¢ sont transformations
univoques entre L, et L;, inverses I'une de l'autre; et ¢(L,) = L.

Donc ¢ est un isomorphisme, sur K, de L, sur L;, ¢’est-a-dire : L,, L, sont
équivalents.

6. Cas particuliers. — 6.1. Demi-trecllis multiplicatif. — K étant un demi-
treillis multiplicatif, nous pouvons considérer K comme une ( <, .)-algébre, ou la
multiplication . est le produit —~ défini par 'ordre. L’extension basique de K
s'identifie alors avec I’extension canonique de ce systéme multiplicatif K pour les
sommes distributives, telle qu’elle est définie par M. H. M. Mac Nielle [7]. Parmi
les extensions de K, celles dans lesquelles la multiplication.est la méme que le
produit—~défini par 'ordre, sont toutes normales. Car, soit L, une telle extension
et 9, (K) I'image de K. Alors, pour @, a; €K,

aefaldA(@)e D) (A(an)] dans Lo,
i
d’ou
AMay=A(@)~3) (A(a)) =3, [A(@)~Alan)),
14 i
ANay~AB) =D IA (@ ~A(a) ~A(B)!
i
et
ABY~A(@) =D IAB) ~Al@) ~Alan).
i

LXXVIII.



Ces relations dans L, entrainent :
AN =Y (A@~A@)],  A@~AB) =Y (A@) ~Ala)~A (b))}
i i

et
ABY~Al@) =3 (AB) ~A (@) ~A(an)]
i

dans K,, car les éléments de la forme A (a), A(a)~A(d)= A (a~0b), .
sont dans K.

Par I'application de I'isomorphisme A (a)-—>a de K, sur K suivi par ’homo-
morphisme ¢, de K dans L,, nous voyons que

w(@ =3 ta@~u@) =@~ ta@) <3 (e(a))
i i i

dans L, ; donc L, est normal.

L’extension basique L, étant R*-minimale parmi les extensions normales, elle
est aussi C-minimale (car R*3» c). Et le résultat de M. Mac Neille que L, est
I'extension canonique revient a peu prés a dire que L, est la seule ¢ -minimale
parmi les extensioas avec multiplication (.) égale au produit (—~) défini par
Pordre. Donc notre théoréme entraine la C-minimalité, mais 'unicité de cette
extension C-minimale reste & montrer. On peut la trouver dans la démonstration
~de M. Mac Neille. Ici remarquons seulement que la méme extension sert a la fois
comme l’extension basique et ’extension canonique.

6.2. Demi-treillis additif. — Si nous considérons de la méme fagon un demi-
treillis additif K comme une (<, .)-algébre avec 1’addition () jouant le réle
de (.), nous voyons d’abord que toules les sommes qui existent dans K sont
distribuées par (.), la loi de distributivité résultant de la loi d’associativité de
I'addition. Donc I'extension basique L, se compose maintenant des sous-ensembles
(non vides) A de K contenant les sommes (qui existent dans K) de sous-ensembles
de A; c’est-a-dire des « idéaux complets » de K, d’aprés la définition de
M. R. Vaidyanathaswamy [9]. L’extension canonique de K par « coupures »
définie par M. Mac Neille est isomorphe a la famille des « idéaux comprincipaux »
de K [9] qui est, en général, une sous-famille de L,. Ces extensions satisfont
aussi la condition que la multiplication (. ) est la méme que ’addition (). Nous
verrons plus tard (exemple 1, § 7) que 'extension par « coupures » de K n’est
pas, en général, une extension R-minimale ou normale.

6.3. Les chaines. — Une chaine K peut étre considérée comme un cas spécial
d’un demi-treillis multiplicatif ou d’un demi-treillis additif. Toutes les sommes
qui existent sont distribuées dans les deux cas, et I'extension basique est ici
équivalente a ’extension par « coupures » (7).

(") Dans une chatne K, les idéaux complets sont aussi idéaux comprincipaux.
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Plus généralement nous considérons une multiplication (.) (homogéne par
rapport a 'ordre) définie dans la chaine K telle que a. b soit une fonction continue
par rapport & chaque facteur, quand K est muni de la topologie intrinsique
(définie par la base des ensembles ouverts formés par les demi-droites ouvertes et
leurs intersections finies). K est encore une (=<, .)-algébre dans laquelle toutes
les sommes qui existent sont distribuées par (. ); car

a =2a,~ dans K>» (@ =un @;) ou (@ =limsup{a;};)
{

»(b.a=un b:a;)ou (b.a=Ilimsup{bd.a;};)
et
(a.b =un a;.b)ou (a.b =limsup} a;.5};)

c’est-a-dire

a=2a1}»b.a=2(b.n,~) et a.b =Z(ai.b)
! i i

donc
ﬂ‘
azz‘ ay.
i

L’extension basique de K est donc I'extension par « coupures »; autrement dit,
I'extension basique peut étre obtenue par 'adjonction des limites supérieures.

Un cas intéressant est celui oa K est la chaine des nombres rationnels dans
Pintervalle (o, 1), (fermé pour la multiplication); 'extension basique est équi-
valente a la chaine des nombres réels dans le méme intervalle (le nombre 1
inclusif).

6.4. Les algebres additives avec une base additive finitaire. — Les modules
et les idéaux d’un anneau nous présentent des exemples d’algébres avec une base
additive, finitaire. Nous définissons donc :

Un sous-ensemble multiplicativement fermé A d’une (<, .)-algébre K, est
appelé base additivz finitaire de K si :

1° chaque élément de K est une somme (finie ou infinie) d’éléments de A
distribuée par (. ), et

* *
2° 8 -<2 d; dans K pour 9, d; € A entraine que ¢ < 2 di(r), une somme finie
i PI=1,..,0

de certains J;, dans K.

Tutorkme 4. — St K est une sous-algébre par rapport & (+, .) d’une

(Z', .)-algébre L qui posséde une base additive, finitaire A contenue dansK,

alors L est une extension de K équivalente a Uextension basique L.

Démonstration. — Observons que, dans K, les sommes finies existent et sont
distribuées par (.); c’est-a-dire : K est une algébre additive. Désignons par K,
I'image de K dans L,.



— 9232 —
Considérons les transformations ¢, f entre L, et L définis par :

pour A e€L,,
f(A)y=a= Z‘a, dans L (ou AcKclL)

a; €A
etpour a €L,
p(a) =A =A(a)nK.

On a évidemment f(A)eL et 9(a)€L,. Il est clair aussi que Ac¢f(A) pour
chaque A de L, et a > fo(a) pour chaque « de L.

D’autre part, si zde Keof(A)etAeL,, z< Z.ai dans L. En exprimant z,
G EA
a; au moyen des éléments de la base A de L, nous avons

;'wk=x-<2'a:=2'<§'au),

a;€A i
* *
ou zy, a;; sont dans A; d’ou chaque x4 {2 2 aij dans L et, d’aprés hypothése
i j

*
sur A, x, < 2 aij dans L, ou a;j, <a;€A. Mais K contient avec les a;j,
r=1,..., 0 . .
(de A) aussi leurs sommes finies 2 aijiry; il en résulte que z; € /\2 (A); et

r=1,....np

* *
de plus nous avons x:E zx dans K [car x:Z xy dans L, et z, z; sont
3 k

¢léments dans la sous-algébre pour (.), K]. Donc

xez*/\Z'(A)cK = A,
et of(A)cA; c’est-a-dire pour chaque A de L,
(1) A=qof(A)

Pour « € L, nous avons la relation

o =2 b; dans L,
i

bie[An A(a)]c[Kn A(a)] =¢(a);
donc a < f»(a), ce qui, avec I'inverse déja établie, nous donne :

(2) a = f¢(2) pour chaque « de L.

Les résultats (1) el (2) entrainent que f et ¢ sont des transformations biuni-
voques, inverses l'une de I'autre, entre L et L,. De plus

AcBRf(A)<f(B) et a<Po(2)cs(B),

c’est-a-dire ¢ et f conservent 'ordre, donc les sommes définies par ’ordre aussi.
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Alors pour =, 3 de L observons que « =Z dry f =265, ou

sre[AnA(a)lcs(z) et B.e[AnA(B)]co(B),

entrainent que

o= 2 a; et (= 2 b;;

a; € p(a) h;€9(B)

*
ces sommes sont distribuées dans L, qui est une (Z , .)-algébre, c’est-a-dire

*

*
oA = 2 ai, l’$= 2 b,‘.
@ € P(a) b €9(P)
Il résulte que

2(a).9(B) =Z fo(ai)] Zf 9(bj)} dans Lo (car ¢ conserve les sommes),
i j
* . ﬁ* . . .
_—.s‘ { o (a; '.\ {o(b;) ) dans L, (car toutes les sommes sont distribuées dans L,
d [ s hd T 179 )
n )

]

=Z {o(a;).9(b;) dans Ly,
L]

22 { A(ai.b;)nK} dans Ly,
i, j

=2 {o(a;.b;)} dans Lo,
ij

= ?[ Et(ai-bi)] [car ¢ conserve les sommes, donc 9[2 (a,-.b,-)] =2 <p(a¢.b,~)] ,

i)

~((E) ()]
= 3(a.B);

¢ et f==09~ ' conservent donc (.) aussi bien que I'ordre; donc ils sont des
isomorphismes par rapport a (<, .). L, étant une extension de K, il en résulte
que 'isomorphe L en est une aussi, et L = L,.

Applications. — 1. Etant donné un anneau commutatif R et un sous-anneau S,
les S-idéaux de R forment une algébre complétement additive I;(R), avec la
relation d’inclusion comme ordre partiel et (.) définie par A.B = le plus petit
S-idéal contenant {a;.b;}, a;€ A, bj€B.

On vérifie facilement que 1;(R) est une (2', .)—algébre et que les S-idéaux
principauz forment une base additive finitaire, de I;(R). Les S-idéaux d’une
base finie forment une sous-algébre F;(R) de I;(R) pour (4, .) contenant les

S-idéaux principaux. Donc I;(R) est une extension de F;(R) équivalente a
I'extension basique de F,(R).
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Il. Soit maintenant T wun sous-ensemble multiplicativement fermé, ne

contenant pas o, dans 'anneau commutatif S. Alors on peut construire (suivant
M. A. I. Uskov [8]) un anneau R de quotients de la forme ; ouseS,teT: -;- = ;—
si s.t/.t=+".t.7 pour un v de T, I'addition et la multiplication étant définies
comme d’habitude.

S peat étre encore considéré comme un sous-anneau de R (immergé dans R
5.t

par l'isomorphisme s — { + }’ te T); et Palgebre I;(R) des S-idéaux de R contient

une base additive finitaire formée par les S-idéaux principaux. Cette base est
contenue dans la sous-algébre I) (R) de I;(R) par rapport a (+, . ) formée par les
S-idéaux fractionnaires (c’est-a-dire les S-idéaux A vérifiantla condition: A¢c S
pour un ¢ € T). Donc I;(R) est une extension de I, (R) équivalant a son extension
basique.

6.5 L’algebre des transformations d’un ensemble dans une (<, .)-algébre
avec o. — Soit A un ensemble quelconque et C une algébre partiellement
ordonnée avec o (< chaque z). L'ensemble C* des transformations {f} de A
dans C peut étre considéré comme une (<, . )-algébre en définissant :

(f<g, pour f, g€C*) = [f(a)<g(a) dans C, pour chaque a € A].
et(f=g.hpour f, g, h € C*) =[ f(a) = g(a).h(a) dans C, pour chaque a € A].

D’abord montrons le

Lemme 4. — Pour f, fi; de C*.
(f=2'f, dans CA\) = [f(a) =Z‘f¢(a) dans C, pour chaque ae A].
\ i i

1l est évident que f=2f, dans C* dés que f(a) =Zf,~(a) dans C, pour
i t
chaque a€A. Inversement soit f=2ﬁ dans C* et a€A; d’une part f(a)>-

i
chaque fi(a) dans C; et d’autre part, soit ¢ > chaque fi(a) dans G(c€C); il
existe un élément f; de C* qui est > chaque f; et tel que fc(a) = c [ fe ést définie

par fo(@) = f(x) pour (3£ a) €A et fe(a) = c]. ll en résulte que f. > ¥ fi=f
et ¢ = fc(a)»f(a), dou f(a) =2f,~(a) dans C. L’¢l¢ment a étant choisi

arbitrairement dans A nous avons le résultat :

(1) (f:.-z_f,- dans C") = [f(a) =Zfi (@) dans G, pour chaque a€ AJ.
i i
Supposons maintenant que f =Z' Ji dans C*. Alors
i

g f=X(sf0 et fa=Dfu8)
i
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et d’aprés (1), quel que que soit @ € A, nous avons les résultats suivants dans C :

f@)=Xf(a);  gla).fla)=Nlg(a)fia); [fla)g(a)=[fia).g(a)]
i i i

Etant donné un élément ¢ quelconque de C, définissons g, de CA par: g.(z) = o
pour z(# a) € A et g.(a) = c; en remplacant g ci-dessus par g., nous avons

fay=Xfi(a); efl@=Dlefila)l; fla)e=N [fa).c].
i i i

Ces relations étant valables pour chaque a de A et chaque ¢ de C, il en résulte
que f(a) =2‘f,~(a) dans C, pour chaque a de A.
i

Inversement, soit f(a) =2.f;(a) dans C pour chaque a€A. D’aprés (1),
i

f:Zf, dans G*; de plus, pour un g quelconque de C*, et chaque a €A,
i

nous avons

(8:f)(ay=g(a).f(a) = N[g(@).fu(@)] = D, (5-f)(a),
i i

donc [d’aprés (1)], g.f=2(g.f.-); de méme f.g:Z(fi~g), d’ou fzz'fi

dans C*, ce qui démontre le lemme.
Une conséquence immédiate du lemme est que I'algébre C* est additive ou

complétement additive en méme temps que C. | avec (f+"g) (a) = f(a) +"g(a)

dans C, ou (2’/,) (a) =z'[ﬁ(a)] dans C, pour chaque aeA]. En parti-
i i

culier soit (EC) I'extension basique de C; alors (EC)* est complétement additive.
Nous allons voir que cette algébre est isomorphe al’extension basique E(C*) de C*.

Tutorime 5. — Pour l’algébre de toutes les transformations d’un ensemble
arbitraire A dans une (<, .)-algébre C avec o, l'extension basique est
isomorphe a l'algebre de toutes les transformations de A dans U'extension
basique de C.

Démonstration. — Ecrivons EC et E(C*) pour les extensions basiques de G
et de G*; le résultat & montrer est donc (EC)*~E(C*). B
A chaque élément £ de (EC)* nous pouvons associer un élément i( f) de E(CA)

en définissant : i(f) = l'ensemble des f, dans C* vérifiant f,(a) € f(a) pour
chaque a € A.

i(f) est en effet un élément de E(C*): car,

e f=f,,  fvei(F)>» pour chaque a€A,
fla)<fu(a),  fu(a)ef(a), f(a)e(EC)>» pour chaque a€A,
f(a)ef(a)> feilf),
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et

SfeCr  f =2 Sors  Su.€i(F) D> pour chaque a€A,
-

f(a) =2ifvr(a) dans C (d’aprés le lemme 4),

So.(a)ef(a), f(a)e(EC)d» pour chaque acA,
flayef(a)> fei(F).

D’autre part, a chaque élément & de E(C*) nous pouvons associer un
élément j(F ) de (EC)* en définissant :

J(F)=f, ou fla)={f«(a)}ses pourchaque aeA;

S est bien un élément de (EC)* si f(a), pour chaque a de A, est dans (EC);
alors pour chaque a € A,

ceC, c<f(a), [fieFP[c<f» [fieF, FeE(CY), [f(a)=c
ou f. de C* est définie par : fo(z) = o pour z(£a)eAel fe(a)=c
P /e, [fa)ef(a)drcef(a);
elc zztfv,(a) dans C,

[€F 1 8= gv.  &u=fu Ju€F, TFEeE(C), gla)=c

ou g, et g sont définies par

gun(z)=o0 pour z(Fa)eA, g (a)=/fi(a)
et

g@y=o0 pour z(£a)eh, g@)=cXrg,eF, ge¥F, gla)ef(a)Ipcef(a).

Ces transformations 7, j entre (EC)* et E(C') sont biunivoques et inverses
I'une de l'autre; pour cela il suffit de montrer que (.5) et (j.¢) sont respective-
ment les transformations identiques de E(C*) et (EC)*.

Soient donc fe(EC)* et g = j.i(f). Il est facile de voir que g(a)cf(a)
pour chaque a€A. Inversement, pour un élément ¢ de C dans f(a) il existe
un f, de C* tel que f.(a)=c et fo(x)=o0 pour z(# a) € A; il en résulte que
f.(z) € f(z) pour chaque z de A [car 0 € f(z), qui estnon vide, étant un élément
de (EC)] donc f.€j(f) et c_fc(a)eg(a) Nous avons donc montré que
g(a)=f(a) pour chaque a de A, d'ou f=g =]. i(f) pour chaque f de (EC)*.

D’autre part, soit Fe€E(C') et §=1i.7(F). Il est évident que FcgG.
Inversement, pour un f de C* dans § et chaque a de A, ona f(a)e€{f,(a)} e
c’est-a-dire il y a au moins un f,:= f,,) de & tel que f(a) = f,)(a). Associons
ainsi un fy(, a chaque a de A, et définissons gy, de C* par g, (x) = o pour

2(%a) €A et guw(a) = fou(a) =/ (a). Uen résulte que f(a) =Y g, (a)

v(a)
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pour chaque a de A, et gy(q) < fy(a). D’aprés le lemme 4 on a doncf_—_z‘gv(a)

dans C*, gy(a) <fo(a) foia) € F, F € E(C*), donc f€ F, c’est-a-dire G c F aussi.

Donc & =i.j(F) pour chaque F e E(C*).

On vérifie sans difficulté que les transformations ¢, j conservent l'ordre, et
que j conserve aussi la multiplication. Donc ¢ :.—_:]3 conserve la multiplication,
et i, j sont des isomorphismes [pour (<, ,)] entre les algébres E(C*) et (EC)*.
E(C*) étant 'extension basique de C*, (EC)* peut aussi étre considérée comme
une extension de C*, équivalente a E(C*), I'image de C* étant formée par
les j[A ()], f€C-.

D’aprés les résultats du paragraphe 6.3, nous pouvons choisir pour C,
EC respectivement les chaines des nombres rationnels et des nombres réels dans
l'intervalle fermé (o, 1). Nous avons donc le :

CoroLLARe. — 87 A est un ensemble quelconque, Ualgébre additive de
toutes les fonctions rationnelles de A avec valeurs dans (o, 1) possede comme
extension l’algebre complétement additive de toutes les fonctions réelles de A
a valeurs dans (o, 1); et cette extension est équivalente a ’extension basique.

7. Quelques exemples. — Ezemple 1. — Supposons que K soit le demi-
treillis additif formé par les sous-ensembles finis (ou vides) d’un ensemble
infini E [avec I'addition (U ) pour .]. Nous considérons deux extensions de K :
la premiére L, sera le treillis complet de tous les sous-ensembles de E, avec K
lui-méme comme image de K; la seconde L, sera le treillis complet formé par les
sous-ensembles finis (ou vides) de E et’ensemble E; L, contient aussi K lui-méme
comme image de K. Pour Ly, L, aussi la multiplication (.) est la méme comme
P’addition (V).

Evidemment L, est équivalente a I'extension basique de K, donc L,RL, est
vraie. D’autre part la transformation identique de L, dans L, est un isomor-
phisme de L, sur un sous-ensemble (L)) de L, sur K; donc L; cL, est vrai. Mais
les relations L,RL, et L, c L, ne sont pas inversibles; évidemment L, c L, n’est

pas possible; aussi E—-z (ai)} dans L,, E;éz (a;)} dans Ly, quand {@;}

esl un sous-ensemble propre et non fini de E, entrament qu’on ne peut pas
trouver un homomorphisme de L, dans L, sur K; c’est-a-dire L;RL, n’est plus
possible.

Donc nous avons les conclusions suivantes :

° R et c sont relations indépendantes.

2° ni R>»> R, nic)» R (car R}»c et R).

3° il existe les extensions non normales; en effet L, ne peut pas étre normale
quand L,RL, n’est pas possible. (Observons que L, est isomorphe a I'extension
de K par « coupures ».)

4° I n’existe pas, en géuéral, d’extensions R-minimales; car soit L; une
extension de K qui satisfait L;RL, (ou seulement L;cL,); il est facile de voir
que L;=L,, donc L;RL, n’est pas possible (quand L, RL, n’est pas vrai).

17
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Ezemple 2. — Soit K une (<, .)-algébre avec un plus grand élément 1, qui
est, de plus, un élément-unité pour la multiplication [par exemple 'algébre des
nombres rationnels dans I'intervalle fermé (o, 1)].

Pour Pextension basique L, de K I'élément A (1) est évidemment 1'élément

maximum et un élément-unité. Supposons que M soit une (2', .)-algébre

quelconque; et définissons un ordre < et une multiplication . dans L, = (L, UM)
par
z, y€L, et zcy dans Lo;
(x <y pour z, yel\)=¢ z, yeM et £ <y dans M;
reL, et yeM.

x z2€M et z = y.z dans M;
(z=y.zpourz, y, 3€L,)= ' Y

z,y,3€Lo et = y.z dans L;
yeLly, zeMetz=y.

z€ly, yeM et 2z = z.

On voit facilement que L, une (2 ) .)-algébre, est aussi une extension de K

avec K,[=9,(K)] comme image de K. De plus L,RL, est vrai; car la
transformation o :

e(z)=1 si zeM(cL,),

e(z)==x si xzelo(cLy)

est évidemment un homomorphisme de L, dans L, sur K. De L;RL, et L,RL
pour une extension quelconque L; de K, résulte que L, est aussi une extension
R-minimale; et Ly=£ L, quand M est choisi proprement. Donc, nous avons les
résultats :

1° plusieurs extensions de K peuvent étre R-minimale;
2° non R"3» =, car LyR"L, est vrai, mais L,= L, ne I'est pas.

Ezemple 3. — Supposons que K soit le demi-treillis multiplicatif des trois
éléments (a, b, o) avec 0<a, 0<b, 0<0, a<a, b<b, et n pour (.). L'exten-
sion basique L, de K est fermée par les éléments { (o), (o, a), (o, &), (0, a, b)}
avec N pour (.). Nous considérons une autre extension L, de K formée par
I’ensemble des éléments (o,, ay, by, ¢1, d,) avec un ordre réflexif et transitif <,
et une multiplication associative (. ) soumises aux conditions :

01‘<u1°<01-<d1, 0\'<b|‘<cl‘<dl,
z,.dy=d,.xz,= d, pour chaque z, de L,
et
LYy =Z1NY1 pour z,#d# y, z, ¥ €Ly

L, est une extension de K, avec I'image K, constitue par le sous-ensemble
(o1, @y, by). Le noyau de cette extension est la sous-algébre d’élements
(01, @1, by, ¢y) qui est isomorphe a L, par la correspondance :

0,<>(0) = 0¢, a1 <>(a, 0) = a9, by<>(b, 0) = by, c;<>(a, b, 0) = ¢cy.
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On en déduit facilement que L, est une extension normale. Mais L, ne peut pas
étre R-minimale. Car soit ¢ un homomorphisme de L, dans L, sur K,

9(er) = p(@ai+*by) = ao+*bo=co;
?(di) = 9(di+"¢e1) = 9(dr) +" cop= co,
d’ou ¢(dy) = c,; mais
co=9(d1)=9(dr.a1) # ¢(dr).9(a1) =co.ar= ay;

c’est-a-dire ¢ ne peut pas conserver la multiplication (. ), s’il conserve les sammes
distribuées par (.). Donc L,RL, est impossible; L, est un exemple d’une
extension normale qui n’est pas R-minimale.

8. Les congruences d’une algébre additive avec o et de son extension basique.
— Supposons que K soit une algébre additive avec un élément zéro,
o(o<z et 0.z =x.0=o0, pour chaque z de K). L’extension basique L, de R
posséde aussi un élément zéro, A (o).

Soit C(K) la famille des congruences (E) définie sur K pour (27 (c’est.

a-dire E est une relation d’équivalence sur K telle que a:E a; et b_—_Z'bi

dans K et a,Eb; pour chaque couple (a;, b;) entraine aEb). Avec la relation
d’ordre c pour ces congruences définies par

(E,cEs) = (aEi1b3» aEab),
on voit que C(K) est un treillis complet.

Considérons alors la classe E(o) des éléments de K congrus a o par rapport a
une telle congruence E; alors on a

aE o, b<{aypb=(b+*0)E(b+*a)=aEo»bEo

et

a__y a; dans K, avec a,Eo}»a_(Z al) ( " al«)E(E‘O):o}»an;
i

donc E(0) est un élément A de 'extension basique L, de K.
Cette transformation ¢ : E;-> A;=E;(0), de €(K) dans L, satisfait évidemment
aux conditions :

EicE:)»AjcA, et E=ﬂE,~}>A=nA,~.
i i
Plusieurs congruences E; peuvent avoir la méme classe-zéro A = E;(o0); mais
alors E:nEi a en méme temps A comme classe-zéro; donc il existe une

congruence minimum (E,) parmi toutes celles qui ont une classe-zéro A commune.
La nature de cette congruence (E,) parait dans le
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Lemve B. — Etant donné un élément A de Ly, la relation binaire E, définie
sur K par

(aErb)<=[A(a)+*A =A(b)~+*A dans L]
est une relation de congruence pour (2') sur K; de plus la classe-zéro
de E, est A, et E, est la plus petite congruence E sur K ayant A pour
classe-zéro.
Il est bien clair, d’aprés la définition de la relation E,, qu’elle est réflexive,

* *
symétrique et transitive. Soit alors a:Z ai, b :2 b; dans K, ou a;E,b; est
i i

vérifié par chaque couple d’éléments (a;, b;); on a
N(a)+*A = [2*/\(“[)] +*A =2*[/\(ai)—!—’A],

de méme

A(B)+*A =Z*[/\(b,~)+~A] et Aa)+*A = A(b)-+*A.

Il en résulte que A(a)+"A = A(b)+"A, c’est-a-dire aE, b; donc E, est bien
une congruence POllI‘ (2') .
Pour un a de K,

aEpo2A(a)+*"A=A(0)+"A=A(a)+* A=A AN(a)cAael;

donc la classe-zéro de E, est égale a A.
Enfin, soit E une congruence pour (2 ) sur K avec A pour classe-zéro; alors,
pour ¢, d€K,
cEad P A(c)+*A =A(d)+*Adans Loy {¢, e} ={d, a;}, ou A={al.

Soit C={c, ai}, et C=C,, Cy, ..., C,= Clasuite bien ordonnée définissant C;
alors :

1° pour 2€Cy=0C, z+"c=c—+"c ou c+"ai, a;Fo; donc (z+"c)Ec est
vérifi¢ par chaque z € C,.

2° Si (z +"c)Ec est vérifié par chaque = de Cg, alors (z +"c) Ec est vérifié

par chaque z de Cs..,, aussi; car si z € Coy, :2‘@- dans K, ou z;<y;€Cy;
il en résulte que z +"¢ :2‘(:0,-4—‘0) et (yi+"c)Ec par 'hypothése sur Cj.

(ri+*c)Ecet (wi+"c)<(yi+*c)> ()i+*c)
=(yvi+"c)+"(xi+"¢c)=x;+ (yi+c)E(xi+¢)

et

(yi+*c)Ec ) (z;+*c)Ec.
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Donc

(z+*c) =2*(x,+*c)E<Z’c) =cet(z+*c)Ec
i

pour chaque z de Co.4.
3° Si (z +"c)Ec est vérifie par chaque z dans chaque C, pour ¢ << p, nombre

ordinal-limite, alors (z +"c) Ec est vérifié pour chaque z dans C,= U (Co).

[

L’induction transfinie nous donne donc (£ +"c) Ec pour chaque z dans<cilaque Co,
en particulier pour chaque z dans C, = C; mais d €| d, ai}=1c, a;} =C.

Il en résulte que (d+"c)Ec; de méme, par symétrie, (c+"d)Ed, et
enfin cEd; c’est-a-dire E, cE, si E est une congruence quelconque avec A pour
classe-zéro. E, n’est donc autre que l'élément minimum dans la famille des
éléments de C(K) associée par ¢ au méme élément A de L,. Nous voyons aussi
que ¢ applique C(K) sur Ly, car chaque A deL, vérifie (E,) = A. Nous avons
donc le

Tutorime 6. — Il y a un homomorphisme ¢ par rapport a (n) du treillis
complet C(K) des congruences pour (2.) d’une algebre additive K avec

élément zéro, sur le treillis complet Ly formé par Uextension basique de K,
¢(E) pour chaque E de C(K) étant la classe-zéro de E.

Appelons un élément A de L, régulier a droite si A.K c A. 1l est clair que les
¢léments de L, réguliers a droite forment un sous-treillis Ly(4) de L, contenant K
et (0). De plus L4 est un idéal & gauche de L,, car B.A est régulier a droite
avec A.

Une congruence Esur K estappelée réguliere a droite (suivant M. P. Dubreil [2]),
siaEb)> (a.c)E(b.c) pour tous a, b, ¢ de K. On vérifie aussitdt qu’une telle
congruence a pour classe-zéro un élément de L, régulier a droite. Inversement,
quand A(€L,) est régulier a droite, la congruence E, est aussi réguliére a
droite : car

aE\B, (a, b, cK)>» A(a)+*A =A(b)+*A,
P [A(a) +*ALA(e) =[A(B)+*A]. A(e),
P A(a). A(e)+*A. A(e)=A(b).N(c)+*A.A(¢),
PA(a). N(e)+*AN(e)+"A=N(B). N(c)+"A. AN(c)+"A,
P A(a). A(e)+*"A=A(b).A(e)+"A,
P Ala.c)+*A=A(b.c)+*A,
> (a.c)Er(b.c).

Il en résulte que ¢ est un homomorphisme par rapport a (n) de sous-treillis
complet C4(K) de C(K) des congruences réguliéres a droite, sur le sous-
treillis Lo4) des éléments de L, réguliers a droite.

Supposons maintenant que K posséde un élément-unité a droite eq (z.ea= =z
pour chaque z de K). Evidemment ¢,(es) = A (e«) est un élément-unité a droite
pour L,. Alors nous avons le lemme :
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Lewme 6. — Etant donné un élément A de L, régulier & droite, la relation
binaire EY définie par (aEAb) pour a, beK=(a.z€A si, et seulement
st b.xeA, pour chaque z de K) est une relation de congruence (®) sur K
réguli¢re a droite, ayant A pour classe-zéro; de plus E} est la plus grande
congruence sur K réguliére a droite avec A pour classe-zéro.

De la définition méme de E} résulte que Ej est une relation réflexive, symétrique
et transitive.

Or, soit a :EQai, b :E*b,- dans K, ou a;E}b; est vérifié par chaque couple

d’éléments (@i, ;). On a alors, pour chaque z de K,

a.x= (2*a1> .z =2.(ai.a:)eA
i

i

si, et seulement si chaque (a;.z)€A; de méme b.z €A si, €t seulement si
chaque (b;.z)eA; mais (aixz)eA = (bi.x)€eA, par I’hypothése. Donc
(a.z)eA=(b.z)€A, c’est-a-dire aEj}b.

D’autre part, si aE}b et c €K, alors

(a.c).zeA=a.(c.z)eAb.(c.x)eA=(b.c)zeA

pour chaque z de K; donc E) est bien une congruence réguliére a droite
Pour a ek,
aE}odra.eqeA(caro.ea=0€A)IraeA,

et inversement

aeAYra.xzeA . KcA, sizeK)» a.xzeA pour chaque zeK.

Mais 0.2 € A pour chaque z€ A, d’ou aE}o; donc la classe-zéro de E est A.
Enfin soit E une congruence sur K réguliére a droite ayant A pour classe-zéro;
on a pour chaque z de K,

aEb>(a.z)E(b.2z)>»(a.z)Eo si, et seulement si (b.z)Eo
Y (a.x)€ A si, et seulement si (b.z)eAY»aEhd;

donc E c E}, et E4 est une congruence réguliére a droite maximum avec A pour
classe-zéro, d’ou le théoréme :

Tutorime 7 (*). — 1° L’homomorphisme o du théoréme 6 est un homomor-
phisme par rapport a (n) du trecllis complet C4(K) des congruences réguliéres
& droite sur le treillis complet L) d’éléments de L, réguliers a droite.

2° Quand K possede un élément-unité a droite (eq) cet homomorphisme
de Cy4(K) sur Lya) conserve aussi les sommes.

*
(®) Nous ne considérons que les congruences pour <E ) dans ce paragraphe.

(*) Evidemment, on a des résultats analogues pour les congruences réguliéres & gauche.
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Pour déduire la deuxiéme partie du théoréme 7, supposons que
E=2E,~, [E, E;eCy(K)], o(E)=A e 5(E)=Ay

Il est évident que AD chaque A;. D’autre part, soit B un élément de Ly, qui
est D chaque élément A;. Alors d’aprés le lemme 6, chaque

E,cE% cEE, d’ou EcEE et ¢(E)=Acqo(E})=B.
Il en résulte que ¢(E) = A est bien la somme}: A; dans L4 des ¢ (E;) = A,

Tous ces résultats sont valables quand I'algébre additive K est remplacée par
Palgébre complétement additive L,; on a alors un isomorphisme entre L, et son
extension basique (L), :

A<>NA(A);

et les éléments réguliers a droite de L, et de (L,), correspondent dans cet
isomorphisme : car A.L,cA=(AA).Lsoc A(A). On vérifie, de plus, que les
restrictions a L,, considérée comme une sous-algébre de (L,),, des congruences
E,« et E)® définies sur L,, sont respectivement les congruences E, et E} définies
sur K.

Enfin, observons que pour A (A) régulier a droite dans (L, ),

CEQAWD > A::C=A::D,

ou A::C, A::D sont les résiduels a gauche [1] de A par C et par D, dans

la (2 , .)-algébre L,.
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