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LES ALGÈBRES PARTIELLEMENT ORDONNÉES
ET LEURS EXTENSIONS;

PAR M. V.-S. KRISHNAN.

Introduction. — Dans ce premier article, nous considérons un problème
d'extension.

Pour les algébres qui ont une structure complètement déterminée par une
relation d'ordre partiel, M. H. M. Mac Neille a donné une théorie des extensions
canoniques [7] ( < ) . Mais il y a lieu de considérer aussi les algébres partiellement
ordonnées où existent une ou plusieurs opérations définies indépendamment de
l'ordre, mais vérifiant une relation d'homogénéité

(a^b^a.c^b.cetc.a^c.b) (2),

l'exemple le plus typique étant celui des groupes réticulés. Parmi ces algébres, il

y a aussi celles qui possèdent une somme ^. ai, pour chaque sous-ensemble non
^€A

vide A, ces sommes étant distribuées des deux côtés par une opération (. ). Dans
ces cas-là, les résiduels ou compléments relatifs à gauche et à droite existent
et jouent souvent un rôle important.

Donc nous cherchons à immerger une algèbre partiellement ordonnée, K.[6],
définie comme un ensemble partiellement ordonné avec une multiplication (. )
binaire, associative et homogène par rapport à l'ordre, dans une algèbre complè-
tement additive L[61, système complètement additif par rapport à une relation
d'ordre partiel, fermé pour une multiplication ( . ) binaire, associative qui distribue
les sommes des deux côtés. Il est facile de trouver les extensions (L) de cette sorte
pour une algèbre (K) donnée. Mais contrairement à ce qui avait lieu dans le cas
traité par M. Mac Neille, il n'est plus possible de trouver une extension qui soit
minimale et unique (en un sens convenable). Nous introduisons une équi-
valence « = » très naturelle pour les extension L^ d'une algèbre ordonnée K, et
nous considérons trois relations d'ordre partiel R, R*, c entre ces extensions,

( 1 ) Les nombres entre crocliets se rapportent aux Ouvrages cités dans la bibliographie (p. 9.G3).
( 2 ) Le signe ^-> représente une relation d'implication.
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dont la dernière est celle qui se rapproche le plus de celle de M. Mac Neille. On
a les implications :

=>R*; ^^R*-i; R*>R; R*>c;

et Fon voit sur des exemples (exemple 1 et 2 § 7) que ces implications ne sont
pas inversibles et que R et c sont indépendantes.

Les exemples (exemple 1, § 7) montrent aussi qu'on ne peut pas trouver, en
général, une extension de K par rapport à R * ( 3 ) » Seules les extensions minimales
par rapport à R existent: et il y en a souvent plusieurs (exemple 2, § 7). Mais
parmi ces extensions R-minimales, nous montrons qu'il y en a une seule (à Féqui-
valence = près) qui est minimale par rapport à R*. Cette extension, définie d'une
façon unique comme R*-minimale parmi les extensions R-minimales, est
Y extension basique que nous construisons (§ 4). En réalité, nous avons un
résultat plus fort : l'extension basique est R*-minimale dans la famille des
extensions normales (th. 3, 2°) qui contient, en général, strictement la famille
des extensions R-minimales (exemple 3, § 7). Il y a une autre relation entre les
extensions R-minimales et les extensions normales : chaque extension normale
contient une sous-algèbre, son noyau, qui est une extension R-minimale (th. 3, i°).

L'extension basique ainsi construite s'identifie dans plusieurs cas particuliers, à
des algèbres bien connues. Par exemple, quand K est un système multiplicatif
(avec la multiplication ^ définie par l'ordre remplaçant la multiplication.)
l'extension basique de K s'identifie à l'extension canonique de M. Mac Neille,
treillis complètement additif avec toutes les sommes distribuées (§ 6. i). Pour la
chaîne des nombres rationnels dans l'intervalle fermé (o, i) avec la multiplication
usuelle, l'extension basique s'identifie à la chaîne des nombres réels dans le même
intervalle; plus généralement, pour une chaîne quelconque avec une multipli-
cation (. ) continue par rapport à la topologie intrinsèque de la chaîne et homo-
gène par rapport à l'ordre, l'extension basique peut être obtenue par l'adjonction
des limites supérieures (§ 6.3).

Les algèbres partiellement ordonnées, les algèbres additives et les algèbres
complètement additives admettent aussi des représentations au moyen d'algèbres
d'endomorphismes respectivement d'un ensemble partiellement ordonné, d'un
système (ou demi-treillis) additif, et d'un système (ou demi-treillis) complètement
additif (§ 2). De plus la famille des applications d'un ensemble quelconque A,
dans une algèbre partiellement ordonnée C avec o, forment une algèbre partielle-
ment ordonnée C^ et son extension basique est isomorphe à l'algèbre (EC)^
des applications de A dans l'extension basique (E C) de C (th. 5). Et l'on peut
prendre ici pour C et (E C) la chaîne des nombres rationnels et celle des
nombres réels dans (o, i ).

Enfin, la famille des S-idéaux d'un anneau de quotients R d'un anneau
commutatif S (les dominateurs étant pris dans un sous-ensemble T de S multipli-

(3) Le problème de savoir si l'on peut trouver pour toute (-<, .)-algèbre des extensions c-mini-
males, reste encore à résoudre; il semble d'ailleurs que la réponse soit probablement négative.
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cativement fermé et ne contenant pas o) [8] constitue l'extension basique de la
famille des S-idéaux fractionnaires de R (§6.4).

Cet article se termine par la considération des congruences définies sur une
algèbre additive avec o et sur son extension basique; en particulier, les
congruences définies par la classe d'éléments congrus à o sont comparés pour
l'algèbre additive et pour son extension.

1. Définitions et préliminaires. — Un ensemble partiellement ordonné K
(l'ordre partiel -^ étant réflexif, transitif et satisfaisant : a -^6, b -^a^a = b) est
appelé algèbre partiellement ordonnée ou ( - ,̂ . )-algèbre^ si K est aussi fermé
pour une multiplication associative ( . ) qui vérifie la condition d'homogénéité

a^b^a.c^b.c et c.a^c.b.

Une algèbre complètement additive^ ou (^ . .^-algèbre, L, est une algèbre

partiellement ordonnée dans laquelle chaque sous-ensemble non vide A possède
une somme a = / . Oi, définie par les conditions a^- chaque ai (4) , et a ̂ x

meA
quand x est un élément de L qui est ^- chaque a»; de plus, chaque somme
a = V ai est distribuée par ( . ) (des deux côtés) ( 5 ) , c'est-à-dire

CliÇ\

a.b=^(ai.b) et 6.0=^(6.0^),
ûEi€A aiÇA

pour chaque b de L. Nous écrirons a = ^ * a; quand la somme de A existe et est
rt(€A

distribuée par ( . ).
Une algèbre additive^ est, de même, une algèbre partiellement ordonnée dans

laquelle les sommes existent pour les sous-ensembles finis et sont distribuées
par (. ); nous écrirons a +* b pour ^*(A) quand A = (a, b) et a +6 pour 5.A,

et Falgèbre additive est aussi appelée une (+*, . )- algèbre.
Remarquons que les sommes (et par dualité, les produits) des éléments

sont définies aussi dans un ensemble partiellement ordonné comme ci-dessus.
Un ensemble partiellement ordonné contenant les sommes (les produits) de
chaque sous-ensemble fini est appelé un demi-treillis additif (un demi-treillis
multiplicatif). De plus, si les sommes (les produits) existent pour chaque sous-
ensemble non vide, nous avons un demi-treillis complètement additif (complè-
tement multiplicatif).

C'est facile à voir qu'un demi-treillis additif peut être défini au&si comme un
ensemble fermé par rapport à une opération binaire ( + ) qui est commutative, asso-

(*) a }- b est équivalent à b ̂  a.
( s) Nous ne considérons que la distributivité des deux côtés; donc la mention « des deux côtés »

est supprimée dorénavant.
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ciative et taulologique (l'ordre partiel élant défini en suite par a ̂  b si a 4- b ?= b) ;
pareillement un demi-treillis complètement additif est un ensemble fermé pour
une opération ( ^) définie pour chaque sous-ensembles non vide, commulative

associative sans restriction et tautologique. On peut donc définir les structures
d'algèbre additive ou complètement additive entièrement par les opérations + et .,
ou V et ., en ajoutant les lois des distributivités; c'est la raison de la notation

(4-\ .)-algèbreou,(^*, .Valgèbre.

2. Les représentations par endomorphismes. — Si E est un ensemble
partiellement ordonné, en particulier, un demi-treillis additif ou complètement
additif, on peut définir une multiplication ( . ) pour les endomorphismes de E

^homomorphismes de E dans lui-même conservant l'ordre, et les opérations -(-

ou ^ quand E est fermé pour elles^ par {f-g){x)=f[g{x)} pour chaque x
de E. On voit que cette multiplication est homogène par rapport à l'ordre
partiel -< défini par/ -^g ^f(x) -^g(x) pour chaque x de E; donc les endomor-
phismes d'un ensemble partiellement ordonné E, forment une ( -< )-algébre ÊF (E) ;
ÊF(E) possède un élément-unité i, la transformation identique de E sur lui-même.
Inversement, nous voyons qu'une (-<<, . )-algèbre K avec élément-unité i est iso-
morphe (par rapport à -< et .) à une sous-algèbre (pour -<, . ) d'une telle algèbre
des endomorphismes ^(E); nous prenons K lui-même pour E; et Passocia-
tion aeK-^a^e^R), où a{x) est définie par a(x) =a.x dans K, est uniso-
morphisme de K avec une sous-algèbre de ̂  (K.) [a(x).b (x) dans ^F(K) --==. (a. b) (x) ;
eta(x) ̂ b{x) dans ̂ (^^0(1)^6(1) ou a -<<6xlansK, donc a{x)=b(x)y>a= 6].

Nous avons donc la caractérisation suivante des algébres ordonnées avec
élément-unité :

2. i . Une algèbre partiellement ordonnée avec élément-unité est isomorphe
à une sous-algèbre d'une algèbre partiellement ordonnée des endomorphismes
d'un ensemble partiellement ordonné,

De la même façon, en considérant les endomorphismes d'un demi-treillis

additif ou complètement additif qui conservent + ou ^, nous pouvons déduire
que :

2.2 Une algèbre additive avec élément-unité est isomorphe à une sous-
algèbre d'une algèbre additive des endomorphismes d'un demi-treillis additif} et

2.3. Une algèbre complètement additive avec élément-unité est isomorphe
à une sous-algèbre d'une algèbre complètement additive des endomorphismes
d'un demi'treillis complètement additif.

3. Les extensions et les relations entre elles. — Après ces préliminaires sur
les algébres ordonnées, revenons au problème posé dans l'Introduction; chercher
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une algèbre complètement additive dans laquelle on peut immerger une algèbre
partiellement ordonnée K, donnée. Définissons ces extensions d'une façon plus
précise et quelques relations d'ordre partiel entre elles, destinées à la classification
des extensions. D'abord nous considérons les définitions des homomorphismes
et isomorphismes.

3.1. K, K' sont des algèbres partiellement ordonnées, et <p une transformation
univoque de R dans K' : 9(0) e K.' pour chaque a € K. Alors :

i° 9 est un isomorphisme de K sur R' si <p est biunivoque, si chaque élément
de K' est l'image d'au moins un élément de K, et si y, y-1 conservent -< et (. );
c' est-à-dire

a -<6 dans K^çp(a ) -^y(6) dans K'
et

a = b.c dans K^:sp(a)== ç(^) .9(c) dans K',

2° <p est un homomorphisme de K dans K/, si 9 conserve ̂  et . ; c'est-à-dire

Œ==^ 0,1 dans K^ ç(a) ==^ 9(0^) dans K",- ? (
^ /

et
a = 6.c dans K^-> (p(<^) = (?(6) .cp(c) dans K".

3° (p est un homomorphisme biunivoque de R Amy K' si 9 est un homomor-
phisme de K dans K/ et aussi une transformation biunivoque [c'est-à-
dire 9(^1) = y ( & ) dans K/^Œ == 6 dans K].

Etant donné une algèbre partiellement ordonnée K, une algèbre complètement
additive Li est appelée extension de K avec Ki pour image de K, s^il y a un
homomorphisme biunivoque 91 de K dans Li qui est de plus un isomorphisme
de K sur K< [== 91 (K)] : K.i est bien une sous-algèbre de Li pour (. ), donc peut
avec Fordre partiel de Li être considérée comme ( -<, . )-algébre.

Introduisons différentes relations d^ordre entre deux extensions Li, La de K,
dans lesquelles Ki, K.a sont les images de K :

3.2. Une transformation 9 de Li dans La est appelée une transformation sur R
si 9 est aussi un isomorphisme de K^ sur Ka ;

i° LiRLa s41 y a un homomorphisme 9 de Li dans La, sur K;
2° LiR*La s'il y a un homomorphisme biunivoque 9 de Li dans La, sur K,
3° LI c La^ s^il y a une sous-algèbre L\ de La pour ( . , -^) contenant K-a et un

isomorphisme de Li sur L^ sur K$
4° LI = La s'il y a un isomorphisme de Li sur La, sur K.

La dernière est une relation d'équivalence et Li, Lisent dites « équivalentes »
quand L^ = La. On a évidemment

Li=L2^LiR*L2>LiRLs.
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D'autre part, LiR*La^->Li cLa, car Fhomomorphisme biunivoque 9 deLi dans Ls
sur K, est un isomorphisme de Li sur L^==(p(Li ) , el L\ est une sous-algèbre
de La pour (-<, . ). En effet, <p(a) ' .9(6) dans La n'est pas autre que y ( Œ . f r ) ç L ^
donc H est une sous-algèbre de La pour ( . ), et l'ordre partiel de La induit un
ordre partiel de L\ ; donc L^ est une sous-algèbre de La pour (-^, . ) et <o est un
homomorphisme biunivoque de Li sur L^, sur K; milisll s'ensuit que îp, (p~~1 con-
servent (-^, . )[cara-<<6 ̂  a+*fr== 6 dans L^ ̂  9(0+*6) =9(0)4-* 9(6) ==9(6)
dans La^ 9(û?) ^?(^) dans La et L^, et a = b.c dans L ̂  9(0) === 9(6). 9(c)
dans La et dans L^].

3.3. Une extension Li est déterminée à une équivalence prés par l'assignation
de l'image K.i de K dans Li ; on note que plusieurs homomorphismes biunivoques
de K dans Li qui sont aussi isomorphismes de K sur Ki peuvent exister; mais
ils différent seulement par Feffet des automorphismes de K [c^est-à-dire
si A = = ( a ) est la famille des automorphismes de K sur lui-même et 91 un des
homomorphismes de K dans Li qui est de plus un isomorphisme de K surKi ,
tous les holomorphismes d^une telle sorte sont donnés parla famille (91. a), açA].

4. ^extension basique. — Soient K une algèbre ordonnée, tô(K) Falgèbre
de Boole formée par les sons-ensembles de K et partiellement ordonnée par la
relation d'inclusion c (6) . Pour X, Y de (33(K) désignons par :

/\ (X) l'ensemble desyçK., inférieur à au moins un xç. X;
V (X) Fensemble des z e K, supérieur à au moins un .rçX;
^. ( X ) Fensemble des x ç. K, vérifiant x^--=^fxi pour quelques *r/eX

et XY Fensemble des ( x . y ) pour xç\ etye Y.
Visiblement X est contenu dans chacun des ensembles /\ (X), \/ (X)

et^(X).

LEMME 1. — Les sous-ensembles A de K pour lesquels / \ ( A ) c A
v^*et ̂  (A) cA, forment une sous-famille M de d3(K) contenant o (^ensemble

vide), K, et l7 intersection de chaque sous-famille de M; la correspon-
dance A -> A == le plus petit élément de M contenant A, est une opération de
fermeture

A c A , T = À , A c B ^ À c B .
_^ *

Démonstration. — Les conditions / \ ( A ) c A et ^ ( A ) c A peuvent
^— *

évidemment être remplacées par /\ (A) = A et ̂  (A) == A. Aussi la vérification

que o, K et Fintersection ( n A ^ ) , des ensembles A)^ satisfaisant aux condi-

tions /\ ( A ) c A et V (A)cA, satisfont aussi les mêmes conditions est immé-

< • ) C : inclusion au sens faible, c'est-à-dire réïïexive.
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diate. Il en résulte que M est un treillis complet; et pour chaque A de (%(K) il
existe des éléments de M 3 A (K en est toujours un) ; Fintersection de ces
éléments nous donne le plus petit élément de M contenant A. Donc À existe;
et, diaprés la définition même AcA, A c B ^ - > A c B e t A = = = A .

LEMME 2. — Entre A( cK) et A il existe une suite non décroissante bien
ordonnée de sous-ensembles de R

A == A o c A i C ... cA(yC . . . cA^= A,
tels que

A^=^[A(A^)] et ^=(\J^
\ <T<P

v^j CL A^ vy2-^ »
\ <T<p /

pour un nombre ordinal-limite p; et Von a

A"B= A B pour A, B€O(K) .

Démonstration. — Construisons par induction la suite bien ordonnée de sous-
ensembles de K

AocA iC ... cA( jC ...,

en posant

A o = A ; A(T+I=^ [A(A<r ) ] et Ap=^"\Ao,
(T<p

pour un nombre ordinal-limite p. Cette famille ordonnée totalement par c
vérifie la condition que chaque sous-famille possède une borne supérieure (la
réunion); il résulte donc du lemme de Zorn que cette famille possède un élément
maximal A^. Alors A),-n 3 A.\ entraîne A\-n •== A.\, d^où A\== A),

carA^.i=^ (AA),)^^ A), et D A A ^ j .

Evidemment Ao===AcA et ^. [ / \ (A) j==A entraînent par induction A^cA

pour chaque o-; donc A^cA et A ^ c A = = = A ; d^aulre part A = = A o C A ^ ; et
donc A===A),; d^où nous avons A==A>^==A\ .

En utilisant ce mode de construction transfini de A à partir de A, nous allons
voir que

A B c C > A B c C ;

il en résultera par symétrie
A B c G > A B c C ,

donc aussi

A B c G > A B c C > Â B c C > A ~ i c î = C .

en remplaçant C par AB, ABcAB nous donne ABcAB; mais ABcAB

entraîne AB c A B ; donc AB == A B, et le lemme sera établi.
16
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II reste donc à montrer que AB C G ̂ > AB c C. Nous utilisons Finduclion trans-
finie :

i° AoB==ABcCparrirypothèsc;

2° si A^BcC alors A^iBcC, car A(T-H B == { x . b } , où bçB et ;r==V xi
i

dans K pour xi -s a/ de A<y; c'est-à-dire

A ( y + i B = ^ V (xi.b) , où ^.6-<<a,.6eA(yBcC,
( i

donc
^(^)e^*A(A<,B)c^A(C)=C, d'où A^BcC,

^

3° si A(yB c C pour chaque a~ <^, p un nombre ordinal-limite,.

ApB=r^jA(,TB=^j[A<,B]cC.
L<r<p J ^p

La propriété est vraie pour chaque A(y, en particulier pour A), === A, donc AB c G.
Nous pouvons maintenant introduire Pextension basique.

THÉORÈME 1. — La famille Lo des sous-ensembles non vides A de K pour
lesquels / \ (A)^=A=V (A), forment une extension de K avec la sous'famille

K O = = = { / \ (A) j (/?o(zr a eK.) comme image ûfeK, quand on prend comme relation
d'ordre partiel la relation d'inclusion^ la multiplication (. ) étant dé finie par

A . B = (AB) pour A, BeLo.

Démonstration. — L/associalivité de (. ) dans K entraîne celle de ( . ) dans Lo;
en effet si A, B, C sont dans Lo,

( A . B ) . C = A B G = A B G = ( A B ) G ;

on a de même A . (B .C) =A(BC) : or dans K, (AB)C == A(BC). D'autre part,
pour A, B, C de Lo,

A c B > (AC)c (BC) et ( C A ) c ( C B ) ,
>(AC)c(BC) et ( C A ) c ( G B ) ,
^ A . C c B . C et C . A c C . B .

Lo est donc une ( -<, . ̂ -algèbre.
Si { A,} est une famille (non-vide) d'éléments de Lo, ( UA, ) est évidemment

\ i /

leur somme ( V A/ \ dans Ly. Et cette somme est distribuée par ( . ) : car, si B € Lo,
\ i )

on a
B • ( 2 J A Q = B U A ^ = B U A f = B ( U A / ) = U ( B A ( ) = = = U ( B A ; )

\ i } i \ i } i i
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[car (^jBA,)c ^J(BA/) donc ( ̂ JBA,) c ( \J BA;); et chaque

BA^^jBA^donc \jKKi C ( ^JBA.V d'où ( \J^Ai\ C ( \J BA.M.
\ i / i \ i ) \ i / \ i / ]

De plus

( \J~^i\ =S(BA:•) -S/^^
\ i / i i

même démonstration pour la distributivité à droite.

Lu est donc une ( V , . ̂ -algèbre.

Il est clair que Ko = = = { / \ ( a ) { , a € K. est une sous-famille de Lo et que Inappli-
cation <po : a-> A( a) esl uae transformation biunivoque de K sur Ko.

De plus
a c b ̂  /\ ( a ) c A ( b ) dans Lo

et

a==^ a^ dans K entraîne A ( a ) =^. i A(^') i dans Lo,
^ /

car

a=^ a,, a,€A(^)><»e^ Ar \J { A(^) jl c ̂ j[A (^)l =^f A(^) i dans Lo
/ l- i i i

> / \ ( ^ ) < = ^ { A ( ^ ) i dansLo ;
i

d'autre part, chaque A( a t ) étant c A( a )» 7i{ A( a() ( dans Lo doit être C A( a)
i

aussi. Il s^ensuit que A( a) ==S{ A(a0 } (:^ans Lo, et comme toutes les sommes
i

dans Lo, ^jiA^)} esl distribuée par ( . ). Enfin a=b.c dans K entraîne
i

A ( a ) = A ( 6 ) - A(°) dans Lo, car

(/\b).(/\c)==(/\b)(/\c)^(/\b)(/\c)3b.c=a, d'où ( A ^).( A c)3 A(^);

et d^autre part ( /\b) ( A0) C( A^^) entraîne que

( A b).( A c) = (7^7[7^c(7~a") =( A ^)

II en résulte que 90 est un homomorphisme de R dans Lo avec Ko==9o(K) ,
et que cpo ©§1 aussi un isomorphisme de R sur Ko.

Lo est bien une extension de K avec Ko pour l'image de K, que nous appelons
l'extension basique de K.

5. L'extension basique parmi toutes les extensions, et les extensions normales.
— Une extension L, de K avec Ki pour Pimage de K, est appelée normale s^lya
un isomorphisme a de K^ surK vérifiant la condition (de normalité) (N) '. a^[ âi\i
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pour a, cii € K entraîne que

a(<^)<^ a(a,) dans Li ;
z

autrement dit

ço(a)<tV îpo(^) dans Lo>a(a)<V a(a,) dans Li.
i i

Observons d'abord que l'extension basique est normale (a = l'identité);
de plus :

0.1. Si L< est normale avec risomorphisme a vérifiant N, et si (3 est un
isomorphisme quelconque de K sur K< , (3 vérifie aussi (N).

En effet, soit y l'automorphisme a~'(3 de R sur lui-même; et soit A = j a^•\ c K,
et a€K. Considérons la suite A = A U , A | , . . . , A ^ = = A conduisant à A.
Si f(A(y) == B(T pour chaque (T, alors on voit par induction que

7 ( A x ) = Y ( Â ) = B = = - 7 7 T ) ;
donc

a<t i a f }=A=A) ,>Y(a )^y (A^ )=7(A^={Y^a7y ; ;

d'où, en vertu de la condition N vérifiée par a,

"[ïW^^^rTWJdansLi,
i

—— *
c^est-à-dire P(^)<^^ P ( ^ < ) dans L,.

Donc l'isomorphisme particulier a ou (3 de R sur K< qui satisfait la
condition (N) n'a pas d'importance. S'il en existe un, tous les isomorphismes
de K sur K< vérifient (N); en particulier, donc, Phomomorphisme <^ de K dans
l'extension Li.

THÉORÈME 2. — i° U extension basique est ^{-minimale parmi toutes les
extensions ;

2° Une extension ^-minimale parmi toutes les extensions est aussi une
extension normale.

Démonstration. — i° Soient L() l'extension basique avec Ko r= { / \ ( a, ) ) , a /€ K,
pour l'image de K, et Li une extension quelconque avec yi (K) = K^ pour l'image
de K et 91 un homomorphisme biunivoque de K dans L< (et un isomorphisme
de K sur K < ) .

Considérons d'abord une correspondance <p entre les sous-ensembles A de K et
les éléments Li, définie par

?(A)=^\i(a,)
a»€A

la somme étant prise dans Li. On a

A c B > y ( A ) - ^ y ( B ) donc ? ( A ) - < ç ( A ) ;
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mais, cTautre part, si A==A(» , . . . , A ^ = A est la suite entre A et A, nous
voyons que :

a. y(Ao)^<p(A);

6. si <p(A(,)^9(A), <p(A^i)^<p(A) J car ©(A^i) ==^ ?i(^), ou c<==^\
L < f

et c^-^a^eA(y, c'est-à-dire 9(A(y^i)==^ ^, ?i(^) (puisque 91 est un homo-
( i

morphismc), où 91 (0^) -<9 i (a^ ) -<y(A<y) -<Qp(A) d'où 9(A^ ) -^<p(A)1 ;

c. si Q ( A ^ ) - < o ( A ) pour chaque <7<p, un nombre ordinal-limile, alors

^(^^('U^)^^1^^
\ CT<p / 0-,f

où a^.€A(T, c'est-à-dire 94(a^)-^9(A(y) -<<p(A) donc y (Ap)-<(p(A) .
11 en résulte, par induction transfinie, que <p(A) == 9(A)^)-^9(A). Donc

y ( A ) == < p ( A ) pour chaque A c K.

Les éléments de Lo étant aussi sous-ensembles de K, y définit aussi une corres-
pondance de Lu dans Li.

Si A, A( sont éléments de Lo avec A ==^ A» dans L(( nous avons
i

y(A)=^%(A<)dansLi.
i

En effet

?(A)=<p|^A,|=yr^An=^\,<a^)=^*^\,(a/y)=^y(A^
L i J L i J i , j ( i ) i j ( i ) i

en posant
A<== {a^.}.

De plus A == B.C dans L (pour A, B, C, de Lo) entraîne

9(A)=9(B).îp(C)dans Li ;

en effet
cp(A)=y(B.C)=?(BC)=y(BC)=^\ i (^ .cy)

ij

= [s^^l [S^1^^]== îp(B)•<p(c)»
en posant

B = { ^ } et C= ;cy} .

Donc y est un homomorphisme de Lo dans L< ; de plus y ( K u ) == K.i, car

?( A a) == ̂  <pi(a/) = ïpi(a)eKi.
«• •< a
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Aussi, 91 étant un isomorphisme de K sur Ki,

A(ûO-^A(^)^a-<<6^îpi(a)^î) i (&)
et

?KA^) . (A^) ]= î[A(a.6)]= <pi(a.&)= ®i(a).<pi(6).

Il en résulte que 9 est biunivoque entre Kg, Ki et 9 et (p-4 conservent -< et
Donc 9 est un homomorphisme de Lo dans L^ sur K, c'est-à-dire la rela-
tion LoRL< est vraie.

2° Supposons LiR-minimale parmi toutes les extensions. Il en résulte
que I^RLo doit être vraie, où Lo est l'extension basique. Donc il existe un
homomorphisme ^ de L| dans Lo sur K, c'est-à-dire tel que ^ est un isomor-
phisme de Ki (l'image de K dans Li) sur Ko (l'image de K dans Lo). En prenant
pour a l'isomorphisme ^~1 9o de K sur K, nous voyons qu'il satisfait la condition

de normalité (N) : car si a, 0.1 sont éléments deK tels quea(a)-<V*a(aï) dans Li,
i

alo.rs on a, par l'application de l'homomorphisme ^ de Li dans Lo,

d'où

tHa.(a)]c<}J^ oc(^)1 =^*[^.a(a,)] dans Lo
L i J i

(A^)c^ [A(«0] dans Lo,
i

c'est-à-dire a€ UA^ÛI") • II en résulte que L< est une extension normale.
L i \

D'autre part, nous allons voir que chaque extension normale possède un
« noyau » qui est R-minimale. Le « noyau » d'une extension quelconque est
introduit dans le

LEMME 3. — Si LI est une extension de K avec (PI (K) = Ki pour V image de K

le sous-ensemble Li de Li, formé par les éléments qui sont sommes V 91 (ai)
i

d'éléments de Ki, est une sous-algèbre de L, pour ( -<<, . ) et une extension de K
avec 9<(K) = K< pour limage de K; nous appellerons L, le « noyau » de Li,

Observons d'abord que

r^s ^(^^i-fs'91^7^ ̂ s*^1^0^1^7^'"^^1^"^^
L i J L / J /,/ ,,;

donc Li est une sous-algèbre par rapport à (... ) de Li, avec l'ordre partiel de Li;
Li peut être considérée comme une sous-algèbre de L< par rapport à (-<, .);
de plus

s'rs*^.)")^'
>> L i{^) J A,^)J

®l(^);

>> L U.^) J A,^ (> . )
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c'est-à-dire Li contient la somme dans Li d'un ensemble de ses éléments ; celle
somme est donc aussi la somme dans Li, et Li étant une sous algèbre de Li par
rapport à (.), la somme y est distribuée (comme dans L^) . L^ contient K.i et
Phomomorphisme cpi de K. dans Li est aussi un homomorphisme de K dans Li ;
(pi est de plus un isomorphisme de K sur K < , comme plus haut. Donc Li est bien
une extension de K avec <pi (K) = Ki comme l'image de K.

THÉORÈME 3. — i° Le noyau d^une extension normale est une extension
R-minimale (1);

2° L^ extension basique est R4-minimale parmi les extensions normales^ et
elle est la seule extension de ce type, à une équivalence près.

Démonstration. — i° Supposons Li normale avec image Ki, et soit Li son noyau.
Considérons la transformation ^ deL^ dans l'extension basique Lo définie par

^ ) = ^ { A ( a / ) i = { a < )

pour les ai de K vérifiant ̂ i(ai)^ a( € L<). On a évidemment a =^.(fJ^ ̂ i) dansLi
i

et dans L^, pour les ai de K vérifiant (pi(ai)-^a; e ta-^P^^(a)c^((3) .

Montrons que ^ conserve V et . :

a. Si
a ==^. a; dans Li, où ay ==^ 91(^/0 dans Li ,

/ i

^-^* _
pour les aij de K vérifiant ^\{aji)^cf.j alors <Xy===^ y^^'f) d^s Li aussi, donc

i

a==^ «y^^ ^ çpi(ay0==^<pi(ay,)dans Li.
/ /' / / i

II en résulte que ^(a) 3 chaque 91(0,,), donc ^(a)3 chaque ^ (a/).
D'autre part <^(a) == { c/.•} pour les ÇA de K vérifiant 9 i (cÀ)-<a , où

9i(cy0-<^. <pi(a/,) dans Li.
^7

Pour Pextension normale L^ l'isomorphisme (pi de R sur Ki doit satisfaire la
condition de normalité (N), d'après (5. i ). 11 en résulte que

^i^)-^^ ®i(«/z)>^e{ ̂ ~ji\j,i\
l,i

(1) Note ajoutée en épreuve. — L'inverse est aussi vrai : une extension L^ est normale si son
noyau L^ est R-minimai; car si {à est un homomorphisme de L^ dans Lç sur K, alors a = {à~1 ipç est
un isomorphisme de K sur K^ vérifiant la condition de normalité (N).
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mais

donc
^-u u^-u u^s^^

/ i f i j

^)=={^?C^ ^(a,)=^(a,), et ^(a) =V^(ay) dans Lo.

i
6. Si

a == p. y dans L,, avec P=^\i(6,), ^=^\,(^

^ z

[pour les 6,, cy de R vérifiant (pi(&,)-^(3 e t9 i ( cy )^y]

a=p•ï==2*[;pl(6^)•?l(c^l=S^ l(^•c/);
^ i j

^ ( a ) = = { â î / , } , pour les ̂  de K vérifiant 94 ((^A)-^a.
Mais chaque < p i ( & ( . c / ) est -<a, donc

^(a)D^ Î?^}==(BC)(FC)=^(P)^(^,(< a /
</

où B == ( 6. j, C == { C j } , donc B == 4/(P), G == +(y) ; dWre part

yi(<^)-<a==^ 9i(6^.Cy)
^

dans l^extension normale L< entraîne que

^e{6 , .cy} , donc +(a)c { b i . c / ^;== +(p).4/(v).

Donc+(a)=^((3).^(Y).

Nous avons donc montré que ^ est un homomorphisme de Li dans Lo;
évidemment, ^[yi(a)] == 9o(^) î il en résulte que ^ est un isomorphisme de Ki
sur Ko (=== <po-?71 = la composition de deux isomorphismes de Ki sur K et de K
sur Ko).

L, vérifie bien la relation L^RLo, qui avec la relation LoRL' établie pour une
extension quelconque l/ de K, montre que Li est R-minimale parmi toutes les
extensions.

2° Supposons que Li est une extension normale et Lo Pextension basique de K
(avec les images Ki et Ko). Si nous considérons rhomomorphisme y de Lo dans L^
défini dans la première partie du théorème 2, y(A)-<y(B) dans Li pour A, B
de Lo, entraîne que

^%i(^)-^\i(^);
û.€A é.çR

donc chaque 9^0;) est -^^ y<(6y) dans Li ; Li étant normale, la condition de
Ay€B
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normalité poar Fisomorphisme (pi de K sur K.i entraîne que chaque a< est
dans { 6 y i y = = B , d^où AcB. Donc 9 (A) == 9(8)^ A = B, et 9 est biunivoque.

Nous avons déjà montré que 9 est un homomorphisme de Lo dans Li sur K.i ;
donc on a la relation LoR*Li.

Enfin, supposons que L< est aussi une extension R*-minimale parmi les
extensions normales. Il en résulte que LiR*Lo est vrai; il existe par conséquent
un homomorphisme biunivoque 9 de Li dans Lo qui est un isomorphisme de K<
sur Ko. [^extension LA avec Ri [==(pi(K)] pour Fimage de K peut aussi
être considérée comme une extension avec Visomorphisme (ô~1.90) de K sur K.i
pour Fhomomorphisme biunivoque de K dans Li (au lieu de 91) [voir les
remarques 3.3].

Donc la démonstration de la relation LoR*Li ci-dessus est valable avec 6-1 90 au
lieu de 91. Après cette modification dans la notation ci-dessus, nous avons
dans (0.9) un homomorphisme biunivoque de Lo dans lui-même tel que 0.9 se
réduit à la transformation identique sur Ko; mais, il en résulte que, pourA€Lo,

( e . y ) A = e . y ^ * f A ( a , ) ; ^ = ^ * 6 . ç { A ( ^ ) i = = ^ i A ( ^ ) i = = A ;
V/î iEA / û»€A <î«€A

c^est-à-dire : 0.9 est Fidentité sur Lo aussi. Donc 0, 9 sont transformations
univoques entre Lo et Li, inverses Fune de Pautre; et 9(Lo) == Li.

Donc 9 est un isomorphisme, sur K, de L^ sur L< , c^est-à-dire : Lo, L< sont
équivalents.

6. Cas particuliers. — 6.1. Demi'treillis multiplicatif. — K étant un demi-
treillis multiplicatif, nous pouvons considérer K. comme une (-^, .)-algèbre, où la
multiplication . est le produit ^ défini par Fordre. L^extension basique de K
s^identifîe alors avec Pextension canonique de ce système multiplicatif K pour les
sommes distributives, telle quelle est définie par M. H. M. Mac Nielle [7]. Parmi
les extensions de K, celles dans lesquelles la multiplication, est la même que le
produits-défini par Pordre, sont toutes normales. Car, soit Li une telle extension
et 9^ (K) Fimage de K. Alors, pour a, ai € K,

aç:{ai}i'^/\(a)c^ {A (^ ) j dans Lo,
i

d'où

A(a)=A(a ) -^* iA(^ )}=^*{A(a ) -A(a / ) j ,
l i

A(a)^A(^)=^*{A(^)-A(^•)-A(&) )<
i

et

A ( ^ ) - A ( ^ ) = ^ * { A ( 6 ) - A ( a ) - A ( ^ ) j .
i

LXXVIII.
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Ces relations dans Lo entraînent :

A(a)==^ Î A ( ^ ) - A ( a O j , A(a) -A(&)=]^(A(^)-A(^)-A(6)}
< r

et

A(6)-A(^)=^ iA^-A^-A^/)!
f

dans Ko, car les éléments de la forme /\ (a), /\ (a)^ /\ (6) == /\ (a— 6),
sont dans Ko.

Par l'application de l'isomorphisme A (û)->a de Ko sur K suivi par rhomo-
morphisme 91 de K dans L|, nous voyons que

?i(^)=^ ( ÎPl(a)-yl(a/)!=?l(^)-^*i?l(af)}<^A j9l(^)j
' f i

dans LI ; ûfonc Li ̂  normal.
L'extension basique Lo étant R*-minimale parmi les extensions normales, elle

est aussi c-minimale (car R*^c). Et le résultat de M. Mac Neille que Lo est
l'extension canonique revient à peu près à dire que Lo est la seule C-minimale
parmi les extensions avec multiplication ( . ) égale au produit (z-s) défini par
l'ordre. Donc notre théorème entraîne la C-minimalité, mais l'unicité de cette
extension c-minimale reste à montrer. On peut la trouver dans la démonstration
de M. Mac Neille. Ici remarquons seulement que la même extension sert à la fois
comme l'extension basique et l'extension canonique.

6.2. Demi-treillis additif. —Si nous considérons de la même façon un demi-
treillis additif K comme une (-^, . )-algèbre avec l'addition (^) jouant le rôle
de (. ), nous voyons d'abord que toutes les sommes qui existent dans K sont
distribuées par ( . ), la loi de distributivité résultant de la loi d'associativité de
l'addition. Donc l'extension basique Lo se compose maintenant des sous-ensembles
(non vides) A de K contenant les sommes (qui existent dansK) de sous-ensembles
de A; c'est-à-dire des « idéaux complets » de K, d'après la définition de
M. R. Vaidyanathaswamy [9]. L'extension canonique de K par « coupures »
définie par M. Mac Neille est isomorphe à la famille des « idéaux comprincipaux »
de K [9] qui est, en général, une sous-famille de Lo. Ces extensions satisfont
aussi la condition que la multiplication (. ) est la même que l'addition (—). Nous
verrons plus tard (exemple 1, § 7) que l'extension par « coupures » de K n'est
pas, en général, une extension R-minimale ou normale.

6.3. Les chaînes. — Une chaîne K peut être considérée comme un cas spécial
d'un demi-treillis multiplicatif ou d'un demi-treillis additif. Toutes les sommes
qui existent sont distribuées dans les deux cas, et l'extension basique est ici
équivalente à l'extension par « coupures » (7) .

('') Dans une chaîne K, les idéaux complets sont aussi idéaux comprincipaux.
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Plus généralement nous considérons une multiplication ( . ) (homogène par
rapport à l'ordre) définie dans la chaîne K. telle que a. b soit une fonction continue
par rapport à chaque facteur, quand K est muni de la topologie intrinsique
(définie par la base des ensembles ouverts formés par les demi-droites ouvertes et
leurs intersections finies). K est encore une (-<, .)-algèbre dans laquelle toutes
les sommes qui existent sont distribuées par (. ); car

a =^^ai dans K^(a == un a^) ou (a = lim sup { a,i } i )
i

^(6.a = un b:(ii) ou {b.a == lim sup{ b. a/}/)
et

(a.b = un fii.b) ou (a. b == lim sup} a/, b }i)

c'est-à-dire

et ̂ ^ai^b.a =^i(h.ni) et a.b ==V(^.6)
i i

donc

L'extension basique de K est donc l'extension par « coupures » ; autrement dit,
l'extension basique peut être obtenue par l'adjonction des limites supérieures.

Un cas intéressant est celui où K est la chaîne des nombres rationnels dans
l'intervalle (o, i), (fermé pour la multiplication); l'extension basique est équi-
valente à la chaîne des nombres réels dans le même intervalle (le nombre i
inclusif).

6.4. Les algèbres additifs avec une base additive finitaire. — Les modules
et les idéaux d'un anneau nous présentent des exemples d'al(çèbres avec une base
additive, finitaire. Nous définissons donc :

Un sous-ensemble multiplicativement fermé A d'une (-<, .)-algèbre K, est
appelé hase additivz finitaire de K si :

i° chaque élément de K est une somme (finie ou infinie) d'éléments de A
distribuée par (. ), et

2° à -<^ àf dans K pour ô, ô, e A entraîne que ô-< V ô^, une somme finie
1 y==l, . . . ,7i

de certains ô/, dans K.

THÉORÈME 4. — Si K est une sous-algèbre par rapport à (+, .) d'une

\^L ' ' r^gèbre L qui possède une base additive, finitaire A contenue dans K,
alors L est une extension de K équivalente à V extension basique Lo.

Démonstration. -— Observons que, dans K./ les sommes finies existent et sont
distribuées par ( . ) $ c'est-à-dire : K est une algèbre additive. Désignons par Ko
l'image de K. dans Lo.
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Considérons les transformations 9,/entre Lo et L définis par :

pourAeLo,

/ ( A ) = a = = V ai dans L(ou A c K c L )
CtiÇA

et pour a € L,
9 ( a ) = A = A ( a ) n K .

On a évidemment/( A ) eL e t ( p ( a ) € L o . Il est clair aussi que Ac^(p/(A) pour
chaque A de Lo et a >»/(?(«) pour chaque a de L.

D'autre part, si a? de K € 9/(A) et A € Lo, x ̂  V a» dans L. En exprimant .r,
tii € A

Oi au moyen des éléments de la base A de L, nous avons

^ ̂ =^^ ^=^Y^\/y
^ ai ÇA i \ j )

où Xk, aij sont dans A; d'où chaque ^A-<V V a/y dans L et, d'après l'hypothèse
1 i

sur A, x/f^ ^ aij[r} dans Li où aij'(r) -<<a/eA. Mais K contient avec les a^
r==l, ..., nie

(de A) aussi leurs sommes finies ^ a,y(,.) ; il en résulte que ̂ e A^^)? et
r=l, ....n^

de plus nous avons x =^ ^k dans K [car x ==V ^ dans Lo et x^ Xk sont
^ I- k

éléments dans la sous-algèbre pour (. ), K . Donc

^e^*A^(A)cA=A,

et y/(A)cA; c'est-à-dire pour chaque A de Lo

( 1 ) A=c/ (A) .

Pour a € L, nous avons la relation

a ==^ &; dams L,
i

6 f€ [AnA(a ) ]c [KnA(a ) ]= î (a ) ;

donc a-</9(a), ce qui, avec l'inverse déjà établie, nous donne :

(2) a =/;p(a) pour chaque a de L.

Les résultats ( i ) et (2) entraînent que / et <p sont des transformations biuni-
voques, inverses l'une de l'autre, entre L et Lo. De plus

AcB>/(A)-</-(B) et a -̂  (3> ç(a)c ?(?),

c'est-à-dire 9 et / conservent l'ordre, donc les sommes définies par l'ordre aussi.
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Alors pour a, p de L observons que a ==Vô/,^ ̂ ^ô,, où
r s

ô, .e[AnA(a) ]c?(a) et 8,€[AnA(p)]c<p(p),

entraînent que

a= ^ ai et P = ^ 6 / 5
^€<P(a^ ^eÇ(P)

ces sommes sont distribuées dans L, qui est une ( V , . )-algèbre, c'est-à-dire

a== ̂  a,, [j= ^bf.
«»€<P(a) ^-€y(p)

II résulte que

s(a).îp((3) ==^ [ ç(a^) j . ^. { ? ( & / ) } dans Lo (car ç conserve les sommes),
i I

Y^* V^*= 7 { ?(a/) !' ^ { ®(^/) j dans Lo (car toutes les sommes sont distribuées dans Lo),
i ,

==^ ;ç (a , ) . ç (6 / )dans Lo,
i, i

==V { /\(ai.b/)r\K j dans Lo,

^ï

=V { o(a,.6/){ dans Lo,

i j

=9) ^ (ai.bj) | car ç conserve les sommes, donc ® ^ (^i'b/) ==^, îC^*^/) ?

=,[(2-.).(5;-.)],
=?(a.P);

cp et y^=<p-1 conservent donc ( . ) aussi bien que l'ordre; donc ils sont des
isomorphismes par rapport à (-^, . ). Lo étant une extension de K, il en résulte
que Pisomorphe L en est une aussi, et L = Lo.

Applications. — I. Étant donné un anneau commutatifR et un sous-anneau S,
les S-idéaux de R forment une algèbre complètement additive L(R), avec la
relation d'inclusion comme ordre partiel et ( . ) définie par A.B == le plus petit
S-idéal contenant { ai. bj}, ai e A, bj e B.

/ ^"^* N

On vérifie facilement que L(R) est une ( Xj » • )-algèbre et que les S-idéaux
principaux forment une base additive finitaire, de L(B.). Les S-idéaux d^une
base finie forment une sous-algèbre F^(R) de L(R) pour (+, .) contenant les
S-idéaux principaux. Donc L(R) est une extension de F^(R) équivalente à
l'extension basique de F^(R).
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II. Soit maintenant T un sous-ensemble multiplicativement fermé, ne
contenant pas o, dans Panneau commutatif S. Alors on peut construire (suivant
M. A. I. Uskov [8]) un anneau R de quotients de la forme s- oùsçS^ tçT : î == i,t t t
si ^ . ^ .T==y .^ .T pour un T de T, Paddition et la multiplication étant définies
comme d4iabitude.

S peut être encore considéré comme un sous-anneau de R (immergé dans R

par Pisomorphisme ^->^^— { » tçTr, et Palgèbre 1^(R) des S-idéaux de R contient

une base addilive unitaire formée par les S-idéaux principaux. Cette base est
contenue dans la sous-algèbre I^(R) de L(R) par rapport à (+, . ) formée par les
S-idéaux fractionnaires (c'est-à-dire les S-idéaux A vérifiant la condition : At c S
pour un <eT). Donc L(R) est une extension de I,(R) équivalant à son extension
basique.

6.5 L'algèbre des transformations d7 un ensemble dans une (-<, ^-algèbre
avec o. — Soit A un ensemble quelconque et G une algèbre partiellement
ordonnée avec o (-< chaque x). L'ensemble CÀ des transformations { /} de A
dans C peut être considéré comme une (-<, . )-algèbre en définissant :

(/-^, pour/, gçC^) ̂  [fW^ê^W dans G, pour chaque açA].
et (/ == g , h pour /, g^ h e C^ ̂  [/(«) == g (^) • h (à) dans C, pour chaque a € A].

D'abord montrons le

LEMME 4. — Pour /, /, de C^

( f =5. fi dans CA \ ̂  | /(a) =^, fi(a) dans C, pour chaque r t€A [.
Y i ) L i J

11 est évident que f=^,fi dans CA dès que f(a) =^,fi(^) dans G, pour
i t

chaque aeA. Inversement soit /==V/t dans C^ et aeA; d'une part f(a)^
i

chaque/i(a) dans C; et d^autre part, soit c>- chaquè/((a) dans C(ceC) ; il
existe un élément/c de C^ qui est >- chaque fi et tel que/c(^) == c [fc est définie
par/c(;r)==/(^) pour x{-^. a) çA. elfc(a) === c]. II en résulte que/(.^^//==/

^
et c ==/c(o)>-/(a), dW /(a) ==^1/t(<ï) dans C. L'élément a étant choisi

/
arbitrairement dans A nous avons le résultat :

( i ) /^/==V/^ dans G^ v^ | / (<^) =^/t(a) da"s G, pour chaque aeA j .
\ i' ) L i J

Supposons maintenant quey==^. /i dans CA. Alors
i

S'f-^ê'fi} ^ f^-^fi-^\
i



— 253 —

et d'après (i), quel que que soit aeA, nous avons les résultats suivants dans C :

/(a) =^/<(a); ^(a)./(a) ==^[^(a)./<(a)]; /(a).^-(a) =^LA(a).^(a)].
i i i'

Étant donné un élément c quelconque de C, définissons gc de CA par: gc{x) = o
pour x(^~ a) eA el^c(^) == ^ î en remplaçant g ci-dessus par^.» nous avons

/(a)==^/,(a); c./(ûr)=^[c./,(a)]; /(a).c ==^[/<(a).c].
< < <

Ces relations étant valables pour chaque a de A et chaque c de C, il en résulte

que/(a) ==^ ./K^O dans G. pour chaque a de A.
/

Inversement, soit/(a) ==^/(a) dans C pour chaque aeA. D'après (i),
i

/===^,/i dans C^ de plus, pour un g quelconque de C^ et chaque a€A,
_____i

nous avons

(^./)(^)= eW-fW =^[^)'M^)] ==^(^/0(^
i i

donc [d'après (i)], ^./==S(^./*)î de même f'g==^{fi-g), d'où f=^fi
i i i

dans C^ ce qui démontre le lemme.
Une conséquence immédiate du lemme est que l'algèbre CÀ est additive ou

complètement additive en même temps que G. [avec (/4-*^) (a) =f{a) 4-*^(a)

dans G, ou /^V fi\ (a) ==V [fiW] dans G, pour chaque a e A J . En parti-
\ i ) i J

culier soit (EC) l'extension basique de G; alors (EC)A est complètement additive.
Nous allons voir que celte algèbre est isomorphe à l'extension basique E(CA) de CA.

THÉORÈME 5. —Pour Valgèbre de toutes les transformations d'un ensemble
arbitraire A dans une (-<, .^-algèbre C avec o, U extension basique est
isomorphe à Uctlgèbre de toutes les transformations de A dans ^extension
basique de C.

Démonstration. — Écrivons EC et ^(C^ pour les extensions basiques de G
et de C^ le résultat à montrer est donc (EC^^E^).

A chaque élément/de (EC^ nous pouvons associer un élément i{f) deE^^
en définissant : ((/) === l'ensemble des/y dans C^ vérifiant /v(a) €/( a) pour
chaque aeA.

i(/) est en effet un élément de E^) : car,

/eCS /-<A, A € i (7) > pour chaque a€Â,
/'(^X/^^ /v(^)e/(a), /(a)€(EC)> pour chaque aeA,

/(a)€/(a)>/€i(/),
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et
/^C^ /==^ A-'î Ar6^/)^ pour chaque aeA,

^—*
/(a) ==^ /v,(a) dans C (d'après le lemme 4),

r
/^(^^/(a), /(a)e(EG)> pour chaque a e A ,

/(a)e7(a)>/et(/).

D'autre part, à chaque élément ^ de E(CA) nous pouvons associer un
élément j (^) de (EC^ en définissant :

y(^)=Z où 7(a)= {/^^Oi^e^ P0"1' chaque a€ A;

/est bien un élément de (EC^ si /(a), pour chaque a de A, est dans (EC);
alors pour chaque a € A,

ceC, c-</^(a), /v€^>/c-</v, /,e^, ^eE(O), /c(a)==c

où/(.. de CÀ est définie par : fc{x) = o pour x(-^ a) çA el/c(a) .-== c

>/<:e^, /,(a)€/(a)>ce/(a);

el c ==V /v,(o) dans C,
5

A€^>^=^ ^v,, ^,-^A, /v,€5F, ^€E(CA), 6^)==^
A'

où •̂̂  et g sont définies par

^^(a*)=o pour a ? ( ^ a ) € A , é r^(a)=A(a)
et
^(^)=o pour a^âOeA, ^(^) = c>^v,e^, é^^, ^(^)€/(a)>c-€7(a).

Ces transformations /, y entre (EC^ et E(CA) sont biunivoques et inverses
l'une de l'autre; pour cela il suffit de montrer que (i.j) et ( / . i ) sont respective-
ment les transformations identiques de E^^ et (EC)^

Soient donc /^(EC^ et g = j.i{f). Il est facile de voir que g{ci)cj\a)
pour chaque a € Â . Inversement, pour un élément c de C dans /(a) il exisie
un/c de CA tel quc/c.(a) =c et fc{x) == o pour x(^éa) €A; il en résulte que
fc{x)ç.f{x) pour chaque x de A [car oe/(;r), qui est non vide, étant un élément
de (EC)]; donc fc^J'Çf) et c ==.fc(a).çg(a). Nous avons donc montré que
g{a) ==/(a) pour chaque a de A, à'où f= g •==j'.i(f) pour chaque/de (EC)^.

D'autre part, soit ^'eE(CA) et ^==i.j\êF). Il est évident que ^C^.
Inversement, pour un/de CA dans ^ et chaque a de A, on a/(a) e }/v(û) (/.egr?
c'est-à-dire il y a au moins un/,--=/^^) de S1 tel que /(ûf) ==/v(a)(^)- Associons
ainsi un f^a} à chaque a de A, et définissons g-^(a) de CÀ par g.^a} {x) = o pour
x (7^ a) e A et ^v(a)(a) ==/^,^(a) =/(a). l ien résulte que/(a)==^ g^a^a)

v(o)
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pour chaque a de A, et g^a} -^/v(a). Diaprés le lemme 4 on a donc/=V g^a}
dans C^ ^(a^/vta^/v^e^, ^eE^), donc/e^, c'est-à-dire ^C^ aussi.

Donc ^==i. y (3'') pour chaque ̂ eE^).
On vérifie sans difficulté que les transformations i, j conservent Perdre, et

que j conserve aussi la multiplication. Donc i'== j conserve la multiplication,
et t, j sont des isomorphismes [pour (-<, , )] entre lesalgébres E^^ et (EC)^
E(CA) étant l'extension basique de CÀ, (EC^ peut aussi être considérée comme
une extension de C^, équivalente à E^^, l'image de CÀ étant formée par
les y [A (/)],./eC\

D'après les résultats du paragraphe 6.3, nous pouvons choisir pour C,
EC respectivement les chaînes des nombres rationnels et des nombres réels dans
l'intervalle fermé (o, i). Nous avons donc le :

COROLLAIRE. — Si A est un ensemble quelconque^ Valgèbre additive de
toutes les fonctions rationnelles de A avec valeurs dans (o, i) possède comme
extension l'algèbre complètement additive de toutes les fonctions réelles de A
à valeurs dans (o, i); et cette extension est équivalente à l7 extension basique.

7. Quelques exemples. — Exemple 1. — Supposons que K soit le demi-
treillis additif formé par les sous-ensembles finis (ou vides) d'un ensemble
infini E [avec l'addition ( u ) pour .]. Nous considérons deux extensions de K :
la première Lo sera le treillis complet de tous les sous-ensembles de E, avec K
lui-même comme image de K; la seconde L< sera le treillis complet formé par les
sous-ensembles finis (ou vides) deE et l'ensemble E, Li contient aussi K lui-même
comme image de K. Pour Lo, L< aussi la multiplication (. ) est la même comme
l'addition ( U ).

Evidemment Lo est équivalente à l'extension basique de K, donc LoRL^ est
vraie. D'autre part la transformation identique de Li dans Lo est un isomor-
phisme de Li sur un sous-ensemble (L^) de Lo sur K; donc Li cL< est vrai. Mais
les relations LoRLi et L| cLo ne sont pas inversibles; évidemment Lo cLi n'est
pas possible; aussi E==V { ( a i ) } dans L^ E^^ { ( a i ) } dans Lo, quand [ai\

i i

est un sous-ensemble propre et non fini de E, entraînent qu'on ne peut pas
trouver un homomorphisme de Li dans Lo sur K; c'est-à-dire LiRLo n'est plus
possible.

Donc nous avons les conclusions suivantes :

1° R et c sont relations indépendantes.
2° n iR>R, n i c>R(ca rR>ce lR) .
3° il existe les extensions non normales; en etfel Li ne peut pas être normale

quand LoRLi n'est pas possible. (Observons que L< est isomorphe à l'extension
de K par « coupures ».)

4° II n'existe pas, en général, d'extensions R-minimales; car soit L( une
extension de K qui satisfait LiRLi (ou seulement L,cLi); il est facile de voir
que L(= LI, donc LiRLo n'est pas possible (quand LiRLo n'est pas vrai).

»7
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Exemple 2. — Soit K une (-<, . )-algébre avec un plus grand élément i, qui
est, de plus, un élément-unité pour la multiplication [par exemple l'algèbre des
nombres rationnels dans l'intervalle fermé (o, i)].

Pour l'extension basique Lo de R l'élément /\(i) est évidemment Pélément

maximum et un élément-unité. Supposons que M soit une (V 5 .^-algèbre

quelconque; et définissons un ordre -< et une multiplication . dans Li = (L()UM)
par

! x, y e Lo et x cy dans Lo ;
(x^y pour d? ,y€Li )^ a-.yeM et x ^y dans M ;

(x =y.-z pour x^ y, 3 € L i ) :

•reLo e tyeM.

x, y, Z^LQ et x = y.z dans Lu;
^î y? z € M et a? == y. ̂  dans M ;
y € Lo, z € M et x = y.
-s € Lo, y e M et x = z.

On voit facilement que L^, une (V » .)-algèbre, est aussi une extension de K

avec Ko[===9o(K) ] comme image de K. De plus L^RLo est vrai; car la
transformation (p :

cp(,c)==i si xeM(cLi),
^(x)=x si ;z*€Lo(cLi)

est évidemment un homomorphisme de L, dans Lo sur K. De LiRLo et LoRL
pour une extension quelconque L( de K, résulte que L< est aussi une extension
R-minimale; et Li^Lo quand M est choisi proprement. Donc, nous avons les
résultats :

i° plusieurs extensions de K peuvent être R-minimale;
2° non R*^->=r, car LoR*Li est vrai, mais Lo^ Li ne Pest pas.

Exemple 3. — Supposons que R soit le demi-treillis multiplicatif des trois
éléments (a, 6, o) avec o-<a, o^b, o-<<o, a-<a, b-<b^ et n pour ( . ) . L'exten-
sion basique Lo de K est fermée par les éléments { ( o ) , (o, a), (o, 6), (o, a, b ) }
avec n pour ( . ) . Nous considérons une autre extension Li de K formée par
Pensemble des éléments (0^ , ai, 61, Ci, û?i) avec un ordre réflexifet transitif ̂
et une multiplication associative ( . ) soumises aux conditions :

Oi^^i^Ci^di, Oi^^i-^ci-^^,
x^.d} = di .Xy == di pour chaque a?i de Li

et
^.yi=a?,nyi pour x^d^y^ x^y,ç.\^.

L, est une extension de K, avec Pimage K| constitue par le sous-ensemble
(oi, a^ b^). Le noyau de cette extension est la sous-algèbre d'éléments
(01, Oi, b^ c ^ ) qui est isomorphe à Lo par la correspondance :

Oi<-^(o) = oo, ai^->(a, o) = ao, 6i<-^(6, o) = 60, Ci<->(a, 6, o) == CQ.
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On en déduit facilement que Li est une extension normale. Mais L^ ne peut pas
être R-minimale* Car soit <p un homomorphisme de Li dans Lo sur K,

çp(ci)= 9(01-4-* 61) == ao-+-*6o= Co;

9(û?i)=9(û?i4-*ci) == y(rfi)-^*co>-co,

d^où y ( di ) == Co î mais

co= y(û?i)= ç(û?i.ai) 7^ îp(<^i).ç(ai) = co.ao== ao;

c^est-à-dire y ne peut pas conserver la multiplication (. ), s^il conserve les sommes
distribuées par (. ). Donc LiRLo est impossible; Li est un exemple d^une
extension normale qui n^est pas ̂ .-minimale.

8. Les congruences d'une algèbre additive avec o et de son extension basique.
— Supposons que K soit une algèbre additive avec un élément zéro,
0(0 -< x et o. ;r==a?.o==o, pour chaque x de K). L/extension basique Lo de R
possède aussi un élément zéro, A(°)-

Soit C(K) la famille des congruences (E) définie sur K pour (V ) (c^est-

à-dire E est une relation d^équivalence sur K telle que a==V ai et 6==^, bi
i i

dans K et aiTLbi pour chaque couple (a/, bi) entraîne aE6^. Avec la relation

d^ordre C pour ces congruences définies par

(EicE2)^(aEi6>aEs6) ,

on voit que C(K.) est un treillis complet.
Considérons alors la classe E(o) des éléments de K congrus à o par rapport à

une telle congruence E ; alors on a

aEo, 6-<a>6 ==(6-4-*o)E(6-4-*a)= aEo^bEo

et

a = ̂  0,1 dans Ki avec a^; E o ̂  a = ( ^ ai\•) ( ^. c i i } ^ ( 7 o ^ = o ^ - > - a E o ;
i \ i } \ l J \ l J

donc E(o) est un élément A de Pextension basique Lo de K.
Cette transformation 9 : Ei">Ai=== Ef(o) , de C(K) dans Lo satisfait évidemment

aux conditions :
E i c E 2 > A i C Â 2 et E=^\E,>A ==^A,.

i i

Plusieurs congruences E, peuvent avoir la même classe-zéro A==E/ (o ) ; mais

alors E = = = » | E i a en même temps A comme classe-zéro; donc il existe une
i

congruence minimum (E^) parmi toutes celles qui ont une classe-zéro A commune.
La nature de cette congruence (E^) paraît dans le
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LEMME 5. — Etant donné un élément A de Lo, ta relation binaire E^ définie
sur Kpar

( a E A 6 ) ^ [ A ( a ) 4 - * A = A ( ^ ) - + - * A d a n s L o ]

^ i^/ie relation de congruence pour (V ) wr K; ûfo /?f(^ /Œ classe-zéro
de EA e^ A, et EA ^ la plus petite congruence E ^r K ayant A joo^r
classe'zéro.

Il est bien clair, d'après la définition de la relation EA, quelle est réflexive,

symétrique et transitive. Soit alors 0==^. Oi, 6==^, é/ dans K, où aiE^èi est
î i

vérifié par chaque couple d^éléments (a(, &(•); on a

A(a)4-*A=r^*A(a,) j-h*A==^*[A(a,)+*A],

de même

A(6)+*A=^*[A(6/)-+-*A] et A(^)+*A = A(^)-4-*A.
î

lien résulte que A(a)-h*A ==/\(6)+*A, c'est-à-dire aE^é; donc EA est bien
une congruence pour ( ^ ) .

Pour un a de K,

aEAO^A(^) -+-*A=A(o) -h*A^A(«) -+-*A = A ^ A ( < ^ ) c A ^ a e A ;

donc la classe-zéro de E^ est égale à A.

Enfin, soit E une congruence pour ( ^ ) sur R avec A pour classe-zéro; alors,
pour c, r f € K ,

cEA<^>A(c)+*A ===A(^) -h*A dans Lo > j c, a,} = {( / , a,}, ou A = { a , j .

Soit C == j c, a/}, et G == Co, Ci, . . ., C),== G la suite bien ordonnée définissant G;
alors :

i° pour ^€Co==C, .c4-*c==c+*c ou c+*ai, ai-Eo; donc (.r+*c)Ec est
vérifié par chaque x € Co.

2° Si (;r+*c)Ec est vérifié par chaque x de C^ alors (;r4-*c)Ec est vérifié
par chaque x de C^-n, aussi; car si x e C<7+i, x ===^ .2*1 dans K, où Xi^y-iÇ. Co;

<
il en résulte que x +*c ==^ (^ +*c) et (j< +*c) Ec par l'hypothèse sur C^

i

(y,4-*c-)Ecet(^-4-*c)^(y,-4-*c)X,n-+-*c)

=(r/-t-*c)+*(^•-^-*c () =^4-(.n-hc)E(^-4-c)
et

(y, -+•* c) Ec ̂  (.c, -H* c) E c.
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Donc
(a--h*c)=V (.r/+*c)E^V c^ == c et (x -^*c) Ec

i

pour chaque x de C<y-n.

3° Si (x -4-*c) Ec est vérifie par chaque x dans chaque Co pour o- < p, nombre
ordinal-limite, alors {x +*c)Ec est vérifié pour chaque x dans CP==I^(C(T).

<r<p
L'induction transfinie nous donne donc (d7+*c)Ec pour chaque a? dans chaque C<y,

en particulier pour chaque x dans G),== G; mais dç. ̂  rf, ai ^ = ^ c, a/ ^ == C.
Il en résulte que (d-4-*c)Ec; de même, par symétrie, (c+*rf)Erf, et

enfin cErf; c'est-à-dire E^ cE, si E est une congruence quelconque avec A pour
classe-zéro. EA n'est donc autre que l'élément minimum dans la famille des
éléments de C(K) associée par (p au même élément A de Lo. Nous voyons aussi
que 9 applique <3(K) sur Lo, car chaque A de Lo vérifie <P(EA) == A. Nous avons
donc le

THÉORÈME 6. — I I y a un homomorphisme <p par rapport à ( n ) du treillis
complet <3(K) des congruences pour (Y.) d'une algèbre additive R avec
élément zéro^ sur le treillis complet Lo formé par V'extension basique de K,
<p(E) pour chaque E de <?(K) étant la classe-zéro de E.

Appelons un élément A de Lo régulier à droite si A.K c A. Il est clair que les
éléments de Lo réguliers à droite forment un sous-treillis LO(^) de Lo contenant K
et (o). De plus Lo(rf) est un idéal à gauche de Lo, car B.A est régulier à droite
avec A.

Une congruence E sur K est appelée régulière à droite (suivant M. P. Dubreil [2]),
si aE6^(a.c)E(6.c) pour tous a, 6, c de K. On vérifie aussitôt qu'une telle
congruence a pour classe-zéro un élément de Lo régulier à droite. Inversement,
quand A ( e L o ) est régulier à droite, la congruence E^ est aussi régulière à
droite : car

t ïEAB, (a, b, cK)>A(^)-+-*A = A ( ^ ) + * A ,
>[A(^)-^A].A(c)=[A(^)-+-*AJ.A(c),
>A(a).A(c)-+-*A.A(c)=A(^) .A(c)+*A.A(c) ,
>A(^) -A(c) -4-*A.A(c)+*A==A(^) .A(c) -+-*A.A(c) -+-*A,
>A(a).A(c)-^A=A(6).A(c)+*A,
>A(a.c)-+-*A=A(^)-4-*A,
>(a.c)EA(6.c).

Il en résulte que y est un homomorphisme par rapport à (n ) de sous-treillis
complet <5^(K) de C5(K) dés congruences régulières à droite, sur le sous-
treillis Lo(rf) des éléments de Lo réguliers à droite.

Supposons maintenant que ̂ possède un élément-unité à droite ed (x.ea= x
pour chaque x de K). Évidemment <po(^rf) ==A(^) est un élément-unité à droite
pour Lo. Alors nous avons le lemme :
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LEMME 6. — Étant donné un élément A de Lo régulier à droite^ la relation
binaire E^ définie par (aE^6) pour a, 6€K.^(a.a?eA si, et seulement
si 6.;z'eA, pour chaque x de K) est une relation de congruence (8) sur R
régulière à droite, ayant A pour classe-zéro; de plus E^ est la plus grande
congruence sur K régulière à droite avec A pour classe-zéro.

De la définition même de E^) résulte que E^ est une relation réflexive, symétrique
et transitive.

_ - * ^^*
Or, soit a ==-^. Oi, b =^. bi dans K, où aiE^bi est vérifié par chaque couple^l, U — — — / ^ ^t ^ICIAAO Ay,

;• i

d^éléments (a/, 6/). On a alors, pour chaque x de K,

a.x=^^ ai\.x=^ (ai.. '= f^ 0^.^==^ (of.aQeA

si, et seulement si chaque (a/ .*r)€A; de même b.xçA si, et seulement si
chaque (6 / .a ; )€A; mais (a,x) eA ̂  {bi.x) €A, par l^hypothèse. Donc
(a. .z-)eA^(6.^)eA, c^est-à-dire aE^6.

D^aulre part, si aE^b et c e K, alors

(a.c)..reA.^:a.(c..r)eA^':6.(c..r)eA^±(6.c)a?eA

pour chaque x de K; donc E^ est bien une congruence régulière à droite
Pour a € K ,

a E^ o ̂  a. erf € A ( car o .<°( /==oeA)^+a€A,

et inversement

aeA^-a .a-cA.KcA, s i^eK^a.a-eA pour chaque .reK.

Mais o.-^eA pour chaque ^€Â, d^où aE^o; donc la classe-zéro de E^ est A.
Enfin soit E une congruence sur K régulière à droite ayant A pour classe-zéro;

on a pour chaque x de K,

aEb:)-^-(a.x)E(b.x)^>(a.x)Eo si, et seulement si (b.x) Eo

^(a.x)e A si, et seulement si {b.x)€. A^->> aE^6;

donc EcE;^, et E^ est une congruence régulière à droite maximum avec A pour
classe-zéro, d^où le théorème :

THÉORÈME 7 ( f t ) . — i° U homomorphisme 9 du théorème6 est un homomor-
phisme par rapport à ( n ) du treillis complet (5(/(K) des congruences régulières
à droite sur le treillis complet L()(^) d^ éléments de Lo réguliers à droite.

2° Quand K possède un élément-unité à droite (e^) cet homomorphisme
de C</(K) sur LO(</) conserve aussi les sommes.

(8) Nous ne considérons que les congruences pour ( ^ ) à^ns ce paragraphe.
(9) Évidemment, on a des résultats analogues pour les congruences régulières à gauche.
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Pour déduire la deuxième partie du théorème 7, supposons que

E=^E,, [E,E,eer f (K)] , 9 ( E ) = A et c p ( E , ) = A < .

Il est évident que A3 chaque A/. D^aulre part, soit B un élément de L()(^, qui
est 3 chaque élément A/. Alors diaprés le lemme 6, chaque

E.cE^cE?/, (POU EçE?/ et ® ( E ) = A c^E?/) == B.

Il en résulte que <p(E) == A est bien la somme'VA/ dans LO((/) des 9(E/) == A/.
i

Tous ces résultats sont valables quand l'algèbre additive K est remplacée par
l'algèbre complètement additive L() ; on a alors un isomorphisme entre Lo et son
extension basique (Lo)o ''

A<-^A(A);

et les éléments réguliers à droite de Lo et de (Lo)o correspondent dans cet
isomorphisme : car A. Lo cA^"(/ \A).Loo C A(^-)- On vérifie, de plus, que les
restrictions à Lo, considérée comme une sous-algèbre de (Lo)o, des congruences
E^(A) et E^^ définies sur Lo, sont respectivement les congruences E^ el E;̂  définies
sur K.

Enfin, observons que pour A(^) régulier à droite dans (Lo)o,

CE^D^A^C^A-. iD,

où A::C, A::D sont les résiduels à gauche [1] de A par C et par D, dans

la (^ , .V algèbre Lo.
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