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SUR L'EMPLOI D'UN REPERE CANONIQUE DANS L'ETUDE
DES RESEAUX CONJUGUES;

Par M. V. Laran.

Introduction. — Dans un Mémoire paru au Bulletin des Sciences mathéma-
tiques (t. 67, 1943, p. 1-26), et qui a pour objet la détermination des surfaces
admettant une seconde forme fondamentale donnée, M. Elie Cartan introduit un
repére birectangle Me, e e; choisi de telle sorte que, le déplacement élémentaire
étant dM = w'e; + w?e,, la seconde forme fondamentale s’écrive (w!)2 - (w?)?
(en supposant la courbure totale positive). Le présent travail apporte une contri-
bution a la théorie d’un tel repére, que nous appelons le repére canonique
associé au réseau conjugué o' = o, w*=o. Le probléme de la détermination du
repére canonique est intimement lié, comme on le verra dans la seconde Partie,
a celui de la déformation des surfaces avec conservation d’un réseau
conjugué (1). Nous retrouvons notamment un fait déja signalé en 1go1 par
A. Demoulin (C. R. Acad. Sc., t. 133, 1901, p. 265), a savoir que toute la
difficulté du dernier probléme réside dans I'intégration d’une certaine équation
aux dérivées partielles du quatriéme ordre. Notre méthode nous permet de former
explicitement ladite équation; si 'intégration n’en parait pas possible dans le cas
général, elle se laisse effectuer dans certains cas particuliers, comme nous
I'indiquons briévement, en nous bornant au cas ou le réseau conjugué ne contient
pas de géodésiques. Un résumé de ce travail a paru dans les Comptes rendus de
I’ Académie des Sciences (t. 229, 1949, p- 1115).

I. — Repére canonique associé i un réseau conjugué.

1. Définition du repére canonique. — Un réseau conjugué étant tracé sur une
surface, nous lui attachons un repére birectangle Me,e.e;. M est le point courant
de la surface, e; et e, sont deux vecteurs respectivement tangents aux courbes
du réseau qui passent en M, e; est normal, unitaire et dirigé comme e; A e,. Si
les longueurs de e, et ¢, sont prises arbitrairement, la forme asymptotique s’écrit,
en posant dM = w'e; + w2e,,

D = a(wt)?+ c(w?).

(') Pour la bibliographie, voir S. FINIkoFF, Déformation a réseau conjugué persistant et pro-
blémes géométriques qui sy rattachent (Mém. Sc. Math., fasc. 96, 1939).
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a et ¢ sont des fonctions de point, dont on peut ramener les valeurs 4 1, en
disposant des longueurs de e, et e;. Au cas ou la courbure totale de la surface est
positive, on peut, en intervertissant au besoin les indices 1 et 2, supposer a et ¢
positifs et, en posant

ol= \/Ewl, »?= \/E(:)Z,
on obtiendra
(1) @ = (1) + (v2)

Les vecteurs tangents sont maintenant

€1 p 2
== 2= —=-
Va Ve
Si la courbure totale est négative, on peut supposer a négalif et ¢ positif. On
posera alors

e =

- I — -, ;
ol=y—awl, 0= \Jew?,

et la forme asymptotique deviendra
(2) ® =— (01)"+ (w?)"

Nous ferons les calculs en supposant ® réduite a I'expression (1); I'expres-
sion (2) conduit d’ailleurs a des calculs peu différents.

Supposons e; et e, choisis dés le début pour que @ ait Uexpression (1). Nous
dirons alors que le repére Me,e,e; est le repére canonique associé au réseau
conjugué; o' et w? seront dites les formes canoniques relatives au réseau.

2. Propriétés du repére canonique. — Le ds? s’écrit gy ww. Les formes cano-
niques »!, w? ne sont pas en général des différentielles exactes; nous poserons

(3) dw! = r{wtw?], dw?= s[w2nt].
Nous introduisons comme d’ordinaire les formes w;* par

de,= wile;+ w2es+ w,3e3,
des = wale)+ w2es—+ wades,

dea = w3le, + (.03262.

Dans de,, il n’y a pas de terme en e;, en vertu de ’hypothése (e;)?>=1. Siiet k

valent 1 ou 2, nous posons
wk=yk;w/.

Les vi*; sont les symboles de Christoffel généralisés; ils se distinguent des sym-
boles de Christoffel proprement dits en ce qu'ils ne sont pas symétriques par
rapport aux deux indices inférieurs; on a

(4) Yilo— yoal1 =1, Ya21— Y12a=s.
Puisque le repére est canonique, on a

5 3= »! Wed = w2
b b
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d’ou I’on déduit par différentiation extérieure

(6)

2[")1"‘01] -+ [(0)12-'- wgi)w?] = o,
{ [(w2+ wel)w!] + 2[we202] = 0.

Posons, pour alléger I'écriture,

w2 = aw! + Sw?, w1l = kol + pw?,
wel = Y0 + dw?, 02 = gw! + uw?,
c’est-a-dire
a=y2,  B=v,  v=rh, =1,
h= 11!y, p="1lyy o=T2%, p=T%

20 =0+ f.

Ces deux relations vont jouer un réle important dans la théorie. C’est a quoi se
réduisent, dans I'occurrence, les équations de Codazzi de la théorie générale.
Quant a ’équation de Gauss, elle devient simplement

(8) Kg=r,

K désignant la courbure totale et g le déterminant | g |.

Réciproquement, si les relations (7) et (8) sont satisfaites, et si I'on sait que
les équations w'=o0, w?=o0 définissent un réseau conjugué, il est possible
d’associer au ds? donné, g;;»'w?, une seconde forme (w!)? 4 (w?)?. En effet, on
a en premier lieu, puisque le réseau est conjugud,

wd=anl, 093 = cw?.

La condition (8) donne ac = 1. Les équations de Codazzi s’écrivent, compte tenu

de (7),

a+a(c—a)=o, ¢+ 6(a—c)=o;
. Ao s 1, . . .
elles équivalent, graiceac=—, a la seule équation aux différentielles totales
ada = (a*—1)(a?dw! + aw?),
qui admet évidemment la solution a =1.
3. Représentation sphérique. — Quelques particularités se présentent en ce

qui concerne la représentation sphérique. Si m décrit 'image sphérique, posons,
en appelant m et m, des vecteurs tangents aux courbes sphériques,

dm = m,n' 4 myn?,

et comparons avec
de:; = myle; + wy2es.

en tenant compte de de; = dm. Du fait que e, est orthogonal a e, et e,, on déduit
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facilement

(9) ‘ wyl=— gllw3— g2p3 = — gllol — gl2w?,
( w2=— gMw — g2%m = — g2lul— g2w?,

donc

des=(— glte,— g2es)wl+ (— g2le;— g22es) w2,
et, par conséquent,
(10) my=— glle, — gile,, me=— ge,— g?’e,.
Or, il est indiqué d’introduire, d’une fagon générale, a c6té du repére Me,e,,
le repére supplémentaire Me!e?, les vecteurs e!, e? étant définis par les relations
el.ea=o, el.e, =1, et.e;=o, er.ea=1. ‘
Cela permet d’écrire

elt=glle, + gle,, er= gtle, + ge,
et

(et)2= g1, el.e?= g2, (e2)2= g2
On en conclut, en revenant a (10),
(11) my=—el, my=— e?,

formules qui ne sont d’ailleurs qu’un cas particulier de la formule générale

m;=— q)ik ek,

en supposant qu’on a écrit
P = d;rwiwk,

Si I'on forme I’élément linéaire sphérique, ds'? (nous accentuerons tout ce qui
se rapporte a 'image sphérique), en posant

on a, d’aprés ce qui précéde,
(12) g;-k:ml.mk: el.ek = g”‘.

Or, on prouve facilement que les différentielles de', de? s’expriment en fonction
de e', e et e, par les formules

det = — wlet — wyle?— wsle;,
de?=— u,2e! — wy2e?— wy2es.
Donc
dm;=— w;' m,— wsl my+ w3tes,
dms=— w2m,— we?ms -+ w3%e€3.

Mais la sphére, en tant que surface dont le ds? est gjw/w* posséde des
formes (w;")" qui vérifient, par définition,

dmi= (0,1) my—+ (012) ma+ (0:*) e,

dms = (ws1) my—+ (ws2) ms+ (we3) 5.
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La comparaison donne, en particulier
P y
(13) (o) =—wl, (02)=—w, (021) =— w2, (02?) = — w2,

d’ou les relations entre les symboles sphériques et ceux de la surface,

’ o St ~ LA .
{ @ =, V' =—a, A=, s =—0;

(14)

’

F=—13, ¢ =—8, p=—0 w=—uy,
relations qui se résument en
(15) (vikj) =—v&y.

On remarque que la somme o + 7' est égale, au signe prés, a « + v, de méme

que p' est égal, au signe prés, a p, si bien que les formules (7) s’écrivent aussi
20/ =o'+,

16
(16) SV
ce qui est conforme a la régle générale suivant laquelle les équations de Codazzi
conservent la méme expression quand on y remplace les symboles de la surface
par les symboles sphériques.

4. Détermination du repére canonique. — Nous envisageons maintenant le
probléme suivant : le ds* d’une surface étant donné sous la forme giyw'w”, et
les lignes w'=o0, w*=o0 formant un réseau conjugué, trouver les formes
canoniques !, o*.

Les formes cherchées ne peuvent différer des formes connues que par un
facteur

(17) o= powt, 0= g

Nous résoudrons le probléme en deux temps. Dans une premiére étape, nous
ferons un changement du type précédent

(18) (w1)* = Eont, (02) =rnw?,
tel qu’apreés ce changement, la condition de Gauss (8) soit satisfaite
(19) : Kg*=1.

Le ds? étant invariant, on a

o 81 x _ 82 ot 822
fi11= E._,’ F12= Ir, az_)——-,q_,’.
eL, par suite,
l\g': l\g'.
£2n?

I1 suffira donc d’assujettir £ et n a la condition
2= Kg.

Lie produit £y n’est ainsi défini qu’au signe prés, mais on peut s’imposer la condi-
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tion que ce produit, qui figure dans
[(w1)(w2)'] =En[o' 2],

soit positif, ce qui revient a n’envisager que des changements conservant I'orien-
tation de la surface. Donc
tn =+ VKg.

Le résultat est réel, puisqu’on a supposé K > o.

Supposons que la transformation (18) ait été effectuée au préalable. Nous
appelons maintenant w! et w? ce que nous appelions tout a l'heure (')" et (w?)".
Le ds* donné, g wwk, est donc supposé vérifier

Kg=1.

Si nous faisons la transformation (17), il faut, pour conserver la propriété
précédente, que pg =1. Nous poserons, en conséquence, la transformation a

déterminer sous la forme

— — 1
(20) wl= twl, w2= ;o)‘l.

¢ doit étre choisi de fagon que les relations (7) soient satisfaites par les nouveaux
symboles de Christoffel, donc de fagon que

s 2
(21) ? )

al ©j
RI

-+
-+

)

o7l

w =1

Il nous faut savoir exprimer les nouveaux symboles en fonction des anciens,

quand on effectue la transformation (20). Le calcul direct ne présente aucune

difficulté, en raison de la simplicité de cette transformation. On peut aussi les
) p P

déduire des formules générales suivantes, qui généralisent, pour le calcul

pfaffien absolu, les formules classiques du calcul tensoriel.

St les formules de changement sont (')

W% = 0;%wi d’ou wi= 0yl
il a )

ona
(22) YafB = B 087 0P Y1k — 042 0p7 (8:P);,
le dernier symbole (0;¢); désignant une dérivée pfaffienne de 6?, selon le schéma

dip=(0,);w.

On trouve ici

(*) Les notations adoptées sont celles de R. LAGRANGE, dans son Ouvrage : Calcul différentiel
absolu (Mém. Sc. math., fasc. 19, 1926, p. 3).
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(les indices 1 et 2 dénotent des dérivées pfaffiennes). Nous obtenons donc les
deux équations

-4
alp—2h= 5 + 1Y,

?f_z(i) =t38+§,

¢ t/] 1t

qui se transforment, si 'on pose ¢*=z, en

Za=(2p — )5 — =
(23) : 1 £
(E>l=(2a—ﬁ);——8§.

Nous sommes assuré que ces deux équations ont au moins une solution, car,
d’aprés notre hypothése initiale, les lignes w!=o0, w?=o0 forment un réseau
conjugué; la seconde forme a donc pour expression a(w')?—+ c¢(w?)?. De plus,
d’aprés notre hypothése supplémentaire, K g =1, donc ac = 1; la seconde forme
est donc

a(wt)2+ :-z(wﬁ)?.

Si l'on écrit les équations de Codazzi, on trouve que a vérifie les deux équations
ar=(2p —Y)a— 2’

<—l)1=(2c——[3)lz—6a.

a

Ce sont précisément les équations (23); celles-ci admettent donc, au moins, la
solution 5 = a.

Cette remarque prouve, en outre, qu’a toute solution du systéme (23) corres-
pond une immersion du ds? donné, pour laquelle leslignes w' =0, »?=o0 forment
un réseau conjugué.

La condition de compatibilité des deux équations (23) est

Bo1— B19+ T3, —832= 0,

r et s ayant la signification indiquée en (3), et pouvant étre remplacés,

d’aprés (4), par

(24) r=p—y, s=o—0

Les équations (23) deviennent

(25) 0, = ﬁ-——20‘+8820,

Bp=—7y + 2p —ae 2,
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et la condition de compatibilité est

(26) e®[3y,—rd 4 23(2p — )]+ e ¥[a;—sa +2a(20 — B)]|
=2p— Y1+ 20— Bo+ 428 + r(3—20)+ s(y — 2p).

Cette condition détermine, généralement, €29 = z? par des calculs finis. On trouve
deux valeurs pour e?%, donc deux valeurs aussi pour e (qui doit étre positif).
L’une de ces valeurs vérifie nécessairement le systéme (25).

En conclusion, connaissant le ds* d’une surface et un réseau conjugué, on
peut généralement, par des calculs finis, déterminer au moins un repere
canonique associé & ce réseau. La surface sera alors essentiellement déterminée,
car son ds? est connu par hypothése, et sa seconde forme s’écrit

® = (w)+ (02)’ = eb(w!)2+ eH(w?)2.

Exceptionnellement, il pourra arriver que les deux solutions données par (26)
satisfassent (25); il y aurait, dans ce cas, deux maniéres d’associer au réseau un
repére canonique. En d’autres termes, la surface considérée ferait partie d’un
couple de surfaces isométriques avec correspondance du réseau conjugué
donné.

Enfin, il peut arriver que (26) soit satisfaite quel que soil 0; le systéme (25) est
alors équivalent a une équation de Pfaff complétement intégrable. On peut, dans
ce cas, associer au réseau conjugué une infinilé de repéres canoniques différents,
dépendant d’un paramétre. Cela revient a dire que le ds? donné est susceptible
d’une infinité d’immersions différentes, pour lesquelles le réseau donné est
toujours conjugué.

C’est de ce dernier cas que nous allons nous occuper. Son étude équivaut
d’aprés I'énoncé qui précéde, a celle des réseaux conjugués persistants

[réseaux (€)].

II. — Réseaux conjugués admettant une infinité de repéres canoniques.

5. Degré de généralité des surfaces possédant un réseau (£). — Supposons
que »' et »? soient déja des formes canoniques. Nous posons

wl=twl, w?= - w?,

~) -

et nous cherchons a quelle condition il est possible de déterminer ¢, avec une

constante arbitraire, de fagon que w! et w? soient, elles aussi, des formes cano-
niques. On a donc, par hypothése,

(27) 2p=a—+7, 26 =238+ 3,

et aussi

2p=0o-+Y, 20=28+f.

[R=-]

10

Le calcul fait dans les pages précédentes reste applicable; en posant ¢ = ¢*, on
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obtient la condition d’intégrabilité (26), mais celle-ci, en vertu de (27), s’écrit
simplement

(28) e®(8y—rd+2ad)+eV(a;—sa42ad)=d,—sa+3—rd+ 4ad.

On aura une infinité de solutions, si (28) ne contient pas 0, si, par conséquent

(29) 8y—rdé+2ad=o0, ay—sa+ 208 =0,

conditions qui peuvent s’écrire, avec les notations du calcul extérieur,
(30) d(dwt) —2ad[wlw?]=o, d(aw?) + 20 [ wtw?] = o.

Nous pouvons dés lors former le systéme différentiel qui détermine les surfaces
contenant un réseau du type étudié [réseau (T)].

Nous écrivons d’abord les deux équations différentielles linéaires qui expriment
le fait que @ se réduit a (w!)*+ (w?*)?, & savoir

(31) 0= wl, Wo? = w2,

Il est inutile de considérer (27) : c’est une conséquence de (31).
Pour donner la signification des fonctions « et &, qui figurent seules dans (30),
a Pexclusion de {3 et y, nous écrivons les deux relations quadratiques

(32) [(w2—awl)w?] =o, [(wst — 8w2)w!] = o.

Le systéme différentiel mixte (linéaire et quadratique) formé de (31), (32) et
(30) est le systéme qui détermine nos surfaces. Pour voir s’il est en involution,
différentions extérieurement (31); nous retrouvons des formules déja obtenues

en (6)
(33) f 2[witw!] + [(024 wt)w?] = o,

| [(02+ ot)ol]+ 2[0202]= o.

Les six relations quadratiques (32), (33), (30) contiennent six formes
secondaires

w12, 0wl ol 0?2, dd— 6w, da— aw,?,

et la matrice polaire est, en prenant les relations quadratiques dans Pordre
indiqué,

0? o o o 0 o
o wt o o o o
2 02 1
Zii :':1 2(‘)” 2::))? ::: z = 4(01) (o)
) —3w?2 o o wl o
— aw! o o o 0o w?

Son rang étant égal a 6, le systéme est e¢n involution, avec s, = 6, et sa solution
g g ) Y

générale dépend de siz fonctions d’un argument. C’est un résultat bien connu,

mais qui se démontre généralement par des calculs fort laborieux.

6. Image sphérique d’un réseau (£). — Si w!=o0, w?=o0 détermine sur la
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sphére un réseau image d’un réscau €, on a, en vertu de (30) et (14),
(34) d(fwl)+ 23y [wln2] =o, d(yw?)—a2f v [wln] =o.

Le triédre mm,mse, associé a un tel réseau sphérique vérifie, en raison
de dm = de;,

(35) (w3t) = o, (032) = w2,

D’autre part, les relations quadratiques donnant la signification des fonctions (3’
et y' sont

(36) [((w, y—3 )wi] = o, [((mgi)’—*('mi)w‘l]=o.

Le systéme différentiel qui détermine nos réseaux sphériques est formé des
équations linéaires (35) et des expressions quadratiques (36) et (34). Les difté-
rentielles extérieures de (35) sont nulles. En effet, d’aprés (13), ona

d(wat) = [(031) (@11)] + [(os?) (001 ] = — [0t nt] — [w2ey2]
et
dwl=[wiw 1]+ [w2w.t].

Il1y a bien égalité entre ces deux différentielles extérieures, a cause de
2[wiw] + [w2(w2+wt)] =0

qui est la premiére équation (6).

Pour décider de Pinvolution, il suffit donc de considérer les relations quadra-
tiques (36) et (34).

On peut écrire (36),

[(wat+ ' 0?)wl] = o, [(w2+ Y w)w2] =0
et (34), en tenant compte de do! = — [w'w,'] — [w?w,?],
[ <(—{,— “+ oyl — *{’u)‘2>u)’] + [(w 2+ Y ol)w?] =o,
B

’

[(wgi+{1w-)o)i]+[<$ = 2 {i'uﬂ)w?] =o.

On voit que ces quatre relations quadratiques contiennent les quatre formes
secondaires

’ ’

wel+ fw?, w2+ y wl, + oyt — v w2, —}—ku)z?—{i’w'.
Y

dp
{
La matrice polaire s’écrit

w! o ) 0
o w? o 0
0o w2 o o
w! o o w?

=(w!)2(w?)

Comme elle n’est pas identiquement nulle, on a s, = 4 : la solution générale
dépend de quatre fonctions arbitraires d’un argument. En comparant avec le
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résultat trouvé au n° 5, on voit qu’a loute image sphérique d’un réseau (Z)
correspondent une infinilé de réseaux () dépendant de deux fonctions arbitraires
d’un argument.

Précisons que les calculs précédents ne concernent que le cas général, celui ou
le réseau () ne contient pas de géodésiques (« 3£ 0).

7. Premiére intégration. — Les équations (30) donnent par addition
d(dwl+ aw?) = o,

donc dw! 4 aw? est une différenticlle exacte, dP, et 'on a
(37) 8=P,, a=P,.
La premiére équation (30) donne, en outre,
(38) —Pia+ rPy=2P,P,.

Si I'on appelle u et ¢ des intégrales premiéres quelconques de w! et w?, respec-
tivement, 1’équation (38) équivaut a

P _ P 0P
T dudv ~ " ou 9’
qui s’intégre par

P= %log(U-o—V),

U et V, respectivement fonctions de u et de ¢, sont deux intégrales premiéres
de w* et w?. Nous identifierons dans la suite U et u, V et ¢, si bien que

(39) P= élog(u-o—v).
Comme on a
' du = uy v, dv = 002,
on déduit de (37)
o~ uy _ V3
(4o) °= 2(u+v) *= 2(u +v)
et
du . dy
(41) T L

Si 'on se reporte aux équations (23), ou 'on fait2p —y=a, 20— =24, on
obtient I’équation complétement intégrable,

zdz 22 du + dv
= ’
22—1 2(u—+v)

dont la solution générale est, en désignant par % une constante arbitraire,

— . —
(42) z=\/}};i‘;, d'ol t=\/}’:'_*.

La solution évidente 5 =1 correspond a 4 infini.

Rl<
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La formule (42) montre comment, si le réseau est un réseau (), on passe d’un

repére canonique a un autre.

8. La fonction Q(u, v). — Nous allons prouver que les composantes contreva-
riantes du tenseur métrique, g'*, d’une surface possédant un réseau (%)
peuvent s’exprimer a U'aide de a, o, et des dérivées pfaffiennes premieres et
secondes d’une certaine fonction de point Q(u, v).

Partons de la relation fondamentale

dg'= —2g12m,1 — 2 g1 w41,
Nous en tirons notamment, 'indice inférieur désignant une dérivée pfaffienne,
(g1)e=—2g128— gl(a—+7),

a cause de 2p = o + 7. Cela peut encore s’écrire en introduisant r, qui vaut

Yila— Yol =m0 — v = x+y —_y = :z——\(’

’ - = v + 2 ] 2
(43) (gM)e=—2g128+2g1(r—a).
Par ailleurs, (29) donne

8')
(44) E- =r—2a.
De (43) et (44), on déduit
2 2 ol2 11 12
(i’:‘“) —% )gu f+r ou <lng%—> == )gua"“”
ou enfin
(45) (&)~ =—»e=
On prouvera de méme
82\ 8,0

(46) (m>1 s =g,

L’égalité des premiers membres permet de conclure que

est une différentielle exacte; posons = dQ. D’ou
1
(47) g1=2Q, g2=2Q, g=—_(Q:—rQ).

Ainsi se trouve ¢tablie notre proposition.

9. L’élément linéaire sphérique et la fonction Q(u, ¢v). — Le ds’2.sphérique
peut s’exprimer a l'aide des dérivées ordinaires de Q. En effet, nous avons vu
[formule (12)] que

ik = gtk
On a donc

(48) ds'?=3Q,(w!)?— (Qi2— rQi)owl w2+ 2 Qs(w?)?,
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d’ou, d’apreés (40), et tenant compte de Qqs— rQ, = Quouy9,, -

(49) ds'?= rﬁ:‘_—‘—)—)du?— Quv du dv + -{l—(;Q_:’_——v;dv?.

C’est une formule déja obtenue par A. Demoulin (C. R. Acad. Sc., t. 133,
19o1, p. 265). La fonction Q introduite au n° 8 ne concerne donc que I'image
sphérique des réseaux (). Nous savons, par 'analyse du n° 6, que la détermi-
nation de ces images sphériques n’introduit que quatre fonctions arbitraires d’un
argument. D’autre part, on voit facilement que Q doit vérifier une équation aux
dérivées partielles du quatriéme ordre, qu’on obtiendrait en exprimant que la
courbure totale du ds’? est égale a 1. Le rapprochement de ces deux assertions
prouve que la solution générale de cette équation du quatriéme ordre dépend de
quatre fonclions arbitraires d’un argument. Nous ne formerons pas ici I'équation
aux dérivées partielles que vérifie Q; nous la retrouverons plus loin, en utilisant
les relations que vérifient les inconnues u, (u, ¢), ¢2(u, ¢) qui figurent dans (40).

10. La surface S. — Avant de procéder a la détermination de u, et v,; il ne
sera pas sans intérét de vérifier que les conditions (34) sont les conditions néces-
saires et suffisantes pour qu'un réseau sphérique soit 'image du réseau asympto-

1
- - (w+vp
Sur S, la seconde forme quadratique est 25 w!w? et, en désignant par «, 3, ...,

tique d’une surface S dont la courbure totale serait K — —
q

o, 1 Ses symboles de Christoffel, les équations de Codazzi s’écrivent

(50) =—28+i+o0, =— 2%+ +p.

SN

Or, g désignant le discriminant du ds? de S, on a, comme toujours,

=;+f;’

. = b2
ou encore, puisque K =— =)
S
(51) [log(—K)li=—4F,  [log(—K)l.=—47.
SiK est de la forme — (~u—_:_—v¥, u et v étant des intégrales premiéres quelconques
de w! et w?, il vient
u, T (2] 3
(52) 2(u+v)_p’ 2(u+v¢) U

En tenant compte de u,»==rus, qui est une conséquence de du = u,w!, on



Q:r—z?, ;f_1=s—2§,

ce qui peut encore s’écrire
(53) d(Bwt) —2fy[wiw] =0, d(7w?)+2BY[0tw?]=o.
Réciproquement, si les équations (53) sont satisfaites, et si Bys<o0, on en

déduit par addition
d(}'_jml -+ ?")2) =0,

donc il existe une fonction £ telle que

=2, Y=,
et 'on voit, d’aprés (51), que £ n’est autre que —%log(—— K). La premiére
équation donne ensuite

fig—— 7‘.31-4- ZEY1B2= o,

ce qui s'intégre, comme on a vu au n° 7, par

£= %log(U + V).

Il suit de la que

= I

K=—w vy

Ni U ni V ne peuvent étre conslanles, car on aurait 8y = o, contre Ihypothése.
On peut donc prendre U=u, V=, et 'on retrouve

— I
K=—rmoy

Voyons ce que les équations (53) entrainent concernant les symboles sphé-
riques «, B/, ..., &' de S. On démontre facilement les relations

= S ~
T=—7 8:'_07

;/ = —Q, 5 = — f;
si bien que les équations (53) se transforment en (34). Ces relations (34) (avec
I’hypothése B'y'5£ o) expriment donc bien la condition nécessaire et suffisante
pour que le réseau sphérique »' =0, w?= o0 soit I'image du réseau asymtotique

d’une surface ayant — o pour courbure totale.

I
(w—+

11. Détermination de u, et vo. — Alors que le ds'? sphérique des surfaces
possédant un réseau (2) s’cxprime a I'aide de la seu)e fonction Q(u, v) et de ses
dérivées, le ds? de ces surfaces fait intervenir, en outre, u; et ¢,. En tenant
compte des expressions (47) trouvées pour gik, et des expressions (40) trouvées
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pour « et ¢, on montre aisément que I’élément linéaire de nos surfaces s’écrit

1

Qqu,——(ll«—l-V) Qm
o[22 s S 0 o 250 ]

(34) ds?=

Au lieu de u4 et ¢,, nous prendrons pour inconnnes auxiliaires £ et 0, avec

- . 2(u+v) 2_2(u+v)
(55) g2 = ! n= o
et, en posant
(56) R =QuQv— (u.+¢)*Qj,,
le ds? s’écrira
(57) ds? =2 =° Q" du?+2(u + ")En Quv du a’v+'q2Q" do?.
Puisque 'on a
_ Uy o= V2
T 2(u+v) T2 u+v)
on peut écrire (55) sous la forme
a1 e 1
= YT o

d’od, en prenant les dérivées pfaffiennes logarithmiques

28, 85 3u 20 ay 3vay
58 T8 wm n o e w
Mais, d’aprés (44), on a
0> A ay ~
= =r—2a, et de méme — = §— 23.
3 ’ o
En outre,
Uis=TUy, Vo = §Pa,
(58) devient donc
28 274
= =—4r—+2a — =— 45+ 2%
£ ) P 4
et, comme 'on a
2]
. S AN Sl N
2 2
il vient finalement
3 e
5 == — =B
( 9) E Y’ ,'] {
D’apreés (47),
. I
(60) gig?— (g12)2=adQ,Qs— Z(Ql‘:— rQy)*= adu, v R,

R ayant I'expression (56).
Or on sait que
dlog[g“g??—— (gi&)?] =— 2w, — 2w,
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Donc, a cause de (60), on obtient notamment

&y 3y Ui P21 Ry
(61) et st T ‘ﬁ““"’“‘z“
Par ailleurs
g12
dloggit=--2 > wal — 2!
-1
donne en particulier, compte tenu de g'* = 3Q,,
Qn -
: = Y—2A.
(62) 0 Pen Y2
Eliminons X en soustrayant (62) de (61) :
ay Uy Va1 Ry Qi o &2
(63) :+u—1+vg+f{~__‘*_2°‘+2g“¥'
Mais la seconde relation (40) donne
o QU TR . s —28.
a (22} u -+
Done (63) devient, compte tenu de 20 = 0 3,
. un Ry Qu 5 2412
§— 28+ ul+s+—B— Q‘ 8 — B+ i
A cause de 25 =0 — (3, et eu égard a (47), il reste
Uiy R1 Qll — Ql:&‘—‘ "Ql
W TR QT YT
ce qui peut encore s’écrire, d’aprés (59),
Ql ) E? quul 4]
log =L ) = % .
( ®uUR) T Q.
Remplacant Q, par Q. u,, et simplifiant, on obtient
9_11 E" Quu"z
R/).~ E R§
ou, en tenant compte de (40) pour exprimer 9 :
Qu . E" % (2%
(T{—>u. 2(u—+v)x- E R
Mais, d’apreés (55), on a
ot _E,
u® n
Notre formule devient done
Qu _ £o v § _ _E_v_ qu,
(r)u-““*")? AR,

LXXVIII.

Y.

12
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ce que nous écrirons finalement

(84) Y e e ()

Des calculs symétriques donneraient évidemment

Nu __ I R Qv X
(65) F ——‘——:,,(HV)Q—,,,(F);

Les formules (64) et (65) montrent comment s’obtiendraient £ et n si Q était
connu. L’intégration de ce systéme se raméne manifestement a celle d’une
équation linéaire du second ordre a une inconnue, qui introduit deux fonctions
arbitraires d’'un argument. Ainsi se trouve expliquée la différence entre le degré
de généralité du ds? et celui du ds'2.

12. Détermination de la fonction Q. — Il nous reste a former explicitement
I'équation du quatriéme ordre qui délermine Q. Nous 'obtiendrons en écrivant
I'équation de Gauss prise sous la forme

(66) dwt= [w2wy!] + [widw;st]

qui est une des équations classiques de structure.
Au second membre

[w2we!] = (ad — By) [wlw?] = [m — s—"E-:l] [dude]

en utilisant (40) et (59). Sil'on écrit (64) et (65), en abrégé,

(67) Mea, Yoa,
il vient
[0 wyt] = [Z‘(T:Tv’)‘z —-aas] [dudy].
D’autre part, puisque
w3=wl, Wyl = w?
et
wl=— gl — g2l =— gllul— gl2w?,
il vient
[wBwst] =— gt?[wlw?].
Mais
. 1 1
& =— E(Q”_ rQy)=— ;quul"h
d’ou

[0 ws] = %Q,“.[dudv].

Le second membre de (66) est donc, en divisant par [dudy],

1

1
axoyr QB+ ; Qe



Au premier membre

ot = dwl+pw?= 2 du+ £ dp,
/2 2
d (¢ Jd [\
t=| ()= (2
ot = [du<¢)2> dv<u1>][dudvj'

e+ P2 +é
P TS T iwre) 2t

A se tire de (61). En tenant compte de (40), on a

ay Vay U,

e — = —-28,
x Vs u—+v

3, Uiy U Ui

e = — — = —- —28.
[ uy u—+v u,

L’équation (61) donne donc, eu égard a 20= 3+,
. uyy | Ry
(68) -—2)\=zs—38+|’3+271_+ﬁ..

Mais, d’aprés (55)

= \/2(ut+ v)
donc
2Uyy u, _ gl _&
Uy 2(u+v) £ £

_ £ Ry _ U Euu . Ry uy
A U R R
et
N I Eu l-"u

P R I
Le premier membre de (66) est donc, divisé par [dudv],
d 1 E,, Jd 1 Eu Ru
ﬁ[«ww»*ﬁ]“%[«wﬂw+ﬁ_5ﬁ}

Il reste simplement

Finalement, 1'équation que doit vérifier Q est
J2logR I R /Qu\ /Qu 2Q
(69) dude — 2(u-+v)? [I*-@,(T)u<-ﬁ—)v]+dudv’

ou R désigne toujours Q,Q,— (u +¢)2 Q...

13. signification de R. — Reprenons la surface S sur laquelle ot = o, w'=o0
1

définissent les lignes asymptotiques, et qui a pour courbure totale — TET
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(Nous surlignons tous les symboles qui concernent S.) Selon la régle générale,
m étant le point courant de la sphére, et e’ désignant les vecteurs du repére
supplémentaire sur S, on a

m;=— Dy ek,

ce qui donne, dans le cas présent,

1o
3
<
lll
!
a

-~

ml=—-_b—e s
donc
Pu=BFe,  ga=BEe, =B
el, par suite,

, = b
(70) g ou ]é’ik|=b‘|é""l=’—g"
Mais on a
k=-—2,
s
donc
1 K=—£.
(7 ) bg
Or, d’aprés (49)
A Qu ulz T Qup r Qp‘«‘o-
gxi—_—Q(u+0)1 12 =T =~ U1by g”_—__—2(u+v)’
donc
o Ru 20,2
T 4(u+v)
et, par suite, (71) devient
53 Ruﬁvf
2 K=— —i——
(72) 462(u+v)?
Par hypothése K =— Ty B tire donc de (72)

4b2= Ru,2vs2, 277=\/§u1v2,

et la forme asymptotique de S s’écrit
(73) P =2bwtor= R u v v= /R dud.

Telle est la formule qui met en évidence la signification de la fonction R. )
Les calculs qui précédent permettent, en outre, de former I'élément linéaire ds*
deS. On a, en effet

Ti= ey Fu=— B, pn=E
o | gtk | g | | g |
r
—.. . I —g
!é’"[—?—f‘a
donc
- _Zz , - L — b,
é’u-—?gu; f12=— " 812 é’n=—§75’n,
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et, comme on a

il vient finalement

(74) dsa=(u+v),[ Qu du?

Q, dv?
m -+ Q.wdudv -+ ——] .

2(u—+v)
Ce ds?, comme le ds'? sphérique, ne dépend que de Q, et non de u, et ¢,.
Si H désigne la courbure moyenne de S, en appliquant la formule classique
2H® = ds'? + K dst.
on trouve immédiatement
2H® =— 2Q,.dudy,
d'ou, d’aprés (73),

K’:ﬁ’——i,
a pour expression
ar— _ wQ
A= Ruror
14. Cas particuliers. — L’équation (69) s’intégre dans le cas ou I'on ajoute
Phypothése
) u
(75) = (F) =o.

On trouve alors, avec une fonction arbitraire de ¢,

uy

1
(76) Q= jlog——+V,
ce qui entraine

oV’
(77) R= m

Quant a £ et m, on les détermine avec deux nouvelles fonctions arbitraires,

_ 22U . ,d I 2
(78) E——u—) T]—VU[VB—O(W—F;)-FVP
Les courbes u = C sont planes, dans des plans paralléles; les lignes ¢ = C sont
planes, elles aussi, dans des plans perpendiculaires aux plans des lignes u = C.
Les surfaces correspondantes sent les surfaces de Goursat.
Si V,=o, on a les surfaces de Peterson; les plans des lignes ¢ = G passent
par une droite fixe, orthogonale aux plans deslignes u = C.
Au cas oul'on a a la fois
(%)

(79) ,%‘ (&‘) =9

e
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on obtient, 4 désignant une constante arbitraire,

1, (u+h)(v+h),
(80) (): glﬂg———l—‘—:_——(;——-—,

ies surfaces correspondantes sont les surfaces de translation a courbes généra-
trices situées dans des plans rectangulaires.

La considération de la fonction Q permet de caractériser simplement les
surfaces a réseau () jouissant de certaines propriétés particuliéres.

Cherchons d’abord la condition pour qu’en tout point de la surface, les plans
osculateurs des courbes u = C, v = C qui y passent soient rectangulaires.

Le systéme d’équations aux dérivées partielles qui définit les coordonnées du
point courant M, % désignant la normale unitaire et la seconde forme étant
écrite Ldu?+ Ndv?, a pour expression

Mu,_gi llM,,«—%‘ UM+ LA,
1) 2 )
2 2
(81) M,w=§‘l 2M,‘+{'2 §M.,
M. =12 ng 222$M..+Nh

Au point M, la binormale & la courbe u = C a la direction M, A M,., c’est-a-dire,
d’apreés la seconde équation (81),

— { 212 % MuA My— NAEAM,..

On pose o' =/ Ldu, w*=/Ndp, donc

1

u, = el
1 \/L R

1
Vo= ——
VN
et, en outre,

2 N

z)__
1 (T

o7

\
{

==

ou, en tenant compte de (40),

22) N
{ 1 | aL(u-+v)

Mais (55) donne £2=2(u + ¢) L2, donc
{2 2}_ LN

£2

On peut donc prendre comme binormale (non unitaire) a la courbe u =G
le vecteur

L
B=(p Mt h) A M.
Des calculs analogues donnent comme binormale & la courbe ¢ = C,

, [N
B = (?M‘,+h> A My,
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Ecrivons que ces binormales sont orthogonales,

<I—;Mu+h> <§ Mv+lz> (I—;M,,-.-h) M. Nprr LE
, g2 n* g2 g2n?* 13
B.B' = N = N =0
(i;Mw+h>MV M. M, Na F
- n:

(en supposant le ds* écrit Edu?+ 2 F dudy - G dv?).

Le calcul donne

(82) — =

Or, compte tenu de (47)

E'Ci_F =— % = ﬁ(an—"Q-) = N‘}‘—‘EQ""“‘”: 221?1%’
si bien que (82) donne
Quo=2F0s
ou encore, eu égard a (55),
(83) Qo= sy

Telle est la condition pour qu’en tout point de la surface, les plans osculateurs
aux courbes u = G, v = C soient rectangulaires. Q doit donc étre de la forme

(84) Q=—§log(u+v)+U+v.

Cherchons, en second lieu, & quelle condition les courbes u — C sont planes.
Le vecteur B doit conserver une direction fixe le long de u=C, c’est-a-dire
que B, doit étre colinéaire a B. Or

L 2LE,

JB L,
- =<——-Mu+§: My, + ho— E:‘

L
e D M,,) A M, + (— M,+ h) A M.

g2
On remplace L, par V12 L— fr1 N en vertu d’une équation de Codazzi,
P p | 1§ | 2 q
h, par

FNM,— ENM,
“EG—F

en verlu d’une équation de Weingarten. Puis, dans le développement du dernier
produit vectoriel, on tient compte de

)

et il vient finalement
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Pour que B, soit colinéaire a B, il faut et il suffit que

F
B~ & bw

Or, on a vu tout a I’heure que
F qu
2L

EG—F: ~ 2LN

.
La condition devient donc, compte tenu de (55),

Quo= 2L2Nz I

En?  2(u+9)

C’est la condition (83) déja trouvée. Elle signifie donc a la fois que les plans
osculateurs aux courbes u = C et ¢ = C sont orthogonaux, et que les courbes
u =C sont planes. En raison de la symétrie, elle signifie aussi que les courbes
v = C sont planes : chacune de ces trois propriétés est donc équivalente aux
deux autres. ,

Il resterait a élucider comment doivent étre choisies U et V, dans la formule (84),
pour que Q satisfasse a 'équation du quatriéme ordre (69). Or nous connaissons
déja une solution dépendant d’une fonction arbitraire; c’est celle que donne la
formule (76), qui peut s’écrire aussi, en changeant légérement la notation

(85) Q‘=-—'§log(u+v)+%logu+v.
On a tout aussi bien, en intervertissant les réles de u et ¢,
(86) Q=-—-—;log(u+v)+~;—logv+U.

Ce sont, en fait, les seules solutions; nous montrons dans un autre travail, que
toute solution de (69) qui vérifie (83), vérifie aussi I’une des deux équations

()= £(8)-

et, par conséquent, s’exprime par (85) ou par (86).

(Manuscrit regu le 21 décembre 1949.)



