BULLETIN DELA S. M. F.

PIERRE CASAL

Etude des champs de vecteurs aléatoires, appliquée
ala cinématique des fluides turbulents

Bulletinde la S. M. F., tome 77 (1949), p. 141-147
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1949__ 77 141_0>

© Bulletin de 1a S. M. E., 1949, tous droits réservés.

L’acceés aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. F. » (http:
/fsmf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique 1I’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1949__77__141_0
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

ETUDE DES CHAMPS DE VECTEURS ALEATOIRES,
APPLIQUEE A LA CINEMATIQUE DES FLUIDES TURBULENTS;

Par M. Pierre Casat.

1. Introduction. — Nous étudions dans cet article la cinématique des fluides
turbulents, dans le cas d’une turbulence homogéne et non isotrope.

On sait que la théorie statistique de la turbulence se borne actuellement a
’étude du cas particulier de la turbulence homogéne et isotrope. Taylor Iintro-
duisit en 1921 [1] pour un écoulement a une dimension, ou la vitesse n’a qu’une
composante, fonction d’une seule variable d’espace et du temps. Au lieu d’étudier
la vitesse elle-méme, il étudie les moyennes, prises par rapport au temps, de la
vitesse, de son carré, ou plus généralement du produit des vitesses en plusieurs
points, c’esl-a-dire les corrélations des vitesses.

Karman et Howardt [2] généralisérent cette idée pour un mouvement a trois
dimensions tel que les propriétés statistiques de la vitesse soient les mémes en
tout point de I'écoulement et suivant toutes les directions, mouvement constituant
la turbulence homogéne etisotrope. Leur étude de la cinématique de ce mouvement
montra que toute la statistique du second ordre des vitesses, c’est-a-dire loute
corrélation entre deukx composantes quelconques de la vitesse en deux points quel-
conques, est connue a partir d’une seule fonction scalaire; cela rend simple I’étude
de ce cas de turbulence.

Larecherche de cette fonction, probléme de dynamique, a 6té menée a la fois
expérimentalement [3] et théoriquement [4] par de nombreux auteurs. Nous
n’approfondirons pas ce probléme n’ayant en vue que la cinématique de la
turbulence.

Le cas homogéne et isotrope est le plus simple possible, mais on n’est pas sir
qu’il se présente effectivement. Nous étudions ici la turbulence homogéne non
isotrope, cas beaucoup plus large pour lequel les propriétés statistiques sont les
mémes en tout point de l’espace, mais non suivant toutes les directions. Au lieu
d’une seuale fonction nécessaire pour décrire la statistique des vitesses, il nous
faudra ici un tenseur de corrélation, ensemble de neuf fonctions. On pourrait
donc s’attendre a de grandes difficultés pour étudier ce cas de turbulence. L’étude
cinématique que nous faisons des propriétés de ce tenseur nous permet d’obtenir
des résultats trés simples, en particulier pour 'expression de la fonction de dissi-
pation, qui joue un réle important dans l’étude dynamique de la turbulence, et de
I'interaction entre le courant moyen et le courant turbualent. D’autre part, nous
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montrons qu’on peut calculer d’'une maniére simple le tenseur de corrélation du
vecteur tourbillon & partir de ce tenseur, et résoudre aussi le probléme inverse, ce-
qui nous permet d’obtenir pour ces tenseurs une généralisation des formules-
de Poincaré-Lichtenstein, qui donnent la vitesse d’un ffuide en fonction du
tourbillon.

Pour avoir de la rigueur dans nos calculs, notre statistique sera basée non pas
- sur des valeurs moyennes temporelles, comme le faisait Taylor, mais sur des
valeurs moyennes stochastiques, comme le fait actuellement Kolmogoroff [5] pour
la turbulence isotrope. M. Kampé de Fériet (Congres International de Méca-
nique appliquée, Paris, 1947) a montré en effet que l'emploi des valeurs
moyennes temporelles conduisait a des contradictions. Dans le gas de la turbulence
isotrope et homogéne, l'utilisation des probabilités raméne le probléme a I'étude
d’une fonction aléatoire, notion récemment introduite par Slutsky. Dans le cas
présent de turbulence homogéne et non isotrope, nous aurons a utiliser des vec-
teurs aléatoires dont nous allons donner la définition.

2. Définition de la vitesse aléatoire. — Considérons ’ensemble de toutes les
expériences analogues possibles comme un ensemble infini &, d’épreuves E aux-
quelles nous supposons attaché un systéme de probabilité donné a priori. Au

>
point M, et a l'instant ¢,, la vitesse a (M,, ¢,) dépend de I’épreuve réalisée : c’est
un vecteur aléatoire, ensemble de trois variables aléatoires. A chaque épreuve E

. . . . * .
est ainsi attachée une fonction vectorielle aléatoire a (M, ¢, E) des trois coordon-
. -+ .
nées z,, &3, ; du point M et du temps. L’ensemble as(M, ¢) de ces fonctions

constitue la vitesse aléatoire du fluide. Z(M, t, E) estlaréalisation de cette vitesse
pour une épreuve E, c’est-a-dire au cours d’une des expériences théoriquement
possibles,

Soita;, i =1, 2, 3, les composantes de cette vitesse. a; sont trois fonctions sca-
laires aléatoires des quatre paramétres zy, 1, z; et ¢; nous noterons a;(z, t).

La statistique du second ordre de la vitesse sera donnée d’une part par les trois

valeurs moyennes (stochastiques) a;(z, ¢, E) et les neuf covariances

Qij(z, t, &, t) = [au(z, t) — ai(z, 1)) [‘_1/'(-"': t)—a;(«, t)]

Comme dans les applications que nous ferons, nous n’utiliserons que la statis-
tique spatiale, toutes les opérations étant faites 4 la méme époque ¢, nous n’écri-
rons pas cette variable.

Nous supposerons

(1) ai(z, E) =0

et poserons

(2) ai(z, E) a;(«, E)= A&, ).

Cela constitue le cas genéral. Si nous supposons la turbulence homogéne, les pro-
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priétés statistiques sont les mémes en tout point de I'espace, les covariances ne
sont fonctions que des trois variables y; = z; — z;

Qij(2', z) = Ay (y).
Si les dérivées des deux premiers ordres de chaque covariance existent et son¥

>
continues, les dérivées partielles de a existent et sont continues en moyenne
quadratique. Leurs différentes covariances sont données par

day(x) . JAy(y) A, x)
_dx—a—a’<x)—— dya  Odxa !
() da/(z) dr;u'(}') = 2%y
e 97p
dai(z) da,—(x) d°Ail(.}’) IA;;
dxg Ozl =T s Iy dzadxﬁ

cas homogéne cas général.

Notons tout de suile que dan’s le cas de la turbulence homogéne, nous avons la
conséquence que nous appellerons propriété de symétrie :

da; da; _ da; da;
Sl;aﬂ—%é‘d—xlp = a.t_tg a;i = o,
qui n’est pas vérifiée dans le cas général, mais qui n’est pas caractéristique de la
turbulence homogéne.
Notons enfin que ces différentes dérivées partielles peuvent ne pas étre définies
sur chaque épreuve, mais le sont, sous les hypothéses indiquées plus haut, que
nous supposerons réalisées, en moyenne quadratique. Ainsi seront entendus

. . . >
définis la divergence ou le rotationnel de a.
Ainsi la statistique d’un vecteur nécessite la connaissance de neuf fonctions

>
formant le tenseur de corrélation du vecteur a.
Ces neuf fonctions se réduisent a six car

a'if(zj z,) = al'i(x')bx)’
cas homogéne
Ay(y)=Aji(—y)

Le fluide étant incompressible, nous avons en outre 1'égalité
. ' >
(3) diva =o.

En multipliant cette égalité par a.(.z") et en prenant l’espérance mathématique,
il vient
dak(a:)

oz (&) =o

ou

%) dAki

= W
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ou de la méme maniére

, OA
4 _— =
(-I ) d)’k 0,

"<

(4) et (4') sont d’ailleurs équivalents, car Aj;(y) =Aji(— y).

3. Calcul du tenseur de corrélation du vecteur tourbillon. — Nous pouvons
définir en moyenne quadratique le vecteur
—> >
(5) rota = b(z).
Nous nous proposons de calculer, en fonction du tenseur A;;(y), le tenseur
bi(2)b;(2") = Bij(y).
Calculons par exemple B,
Bio— <da3 _ da, <da1 . da, )
=\ dz, dx;;) oy, — ory)’

02 Ay _ 02 A3 + ()EA21+ 02 A3,
dy:0ys - dysdyr  dyi  dy1dys

. Bla=—
Nous allons transformer cette forme peu maniable a I’aide des égalités (4). Nous
pouvons par un calcul élémentaire mettre B,, sous la forme

B1» =

0?2 02 02 02
(m—*—d‘yo d_}’ >An+ (A“—‘—Anﬁ—A )

et de méme nous pouvons mettre By, sous la forme

33—(0.}/% m a3 )t 33 1 29 -+ Ay : dyf,-:( 11—+ Aas 33 )s
ou, en appelant
‘ U=An+ A+ Ay

o N 02U B 8;j=0 si l;é]
(6) ‘ Bi/—AA/t+ m - 511 AU ( = si l=_]).

Cette forme (6) est simple dans le sens ou elle ne fait intervenir que A;;()) [ou
A;j(—y)] et l'invariant tensoriel U(y), somme des termes de la diagonale.
Cette fonction U a une signification immédiate : c’est la moyenne au sens du
calcul des probabilités.du produit scalaire des vecteurs aux points considérés

> >
U=a(z) a(z'),
on voit que :

o ———
(7) V=b(z)b(z), =—

>
Remarquons que si nous supposons a son tour b(z) dérivable en moyenne qua-
> —
dratique, nous aurons divb = o puisque b estun rotationnel, et en posant ¢ = rotb

nous déterminerons de la méme maniére C;;(y) = ci(z) cj( ) en fonction des B;;
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par la méme formule (6). Nous pouvons calculer aussi C;; en fonction de A;; et
nous trouvons simplement

(8) ‘ Cij= AAAy;

et de méme si
W= 2 Cu,

(9) W=—AV AAU.

4. Inversion des formules précédentes. — Nous nous proposons de calculer
maintenant A;; en fonction de B;j, ou ce qui revient au méme, de calculer B;; en
fonction de G;;. La formule (8) nous montre la maniére la plus simple d’opérer, en
passant par 'intermédiaire de A;; : '

Dans (8), A;; est la fonction inconnue, C;; est une fonction donnée. Nous sup-
poserons que C;; est une fonction réguliére, nulle a I'infini. (8) est une équation
de Poisson par rapport 4 AA;; et a pour solution

ady(M)=— = [l cy(P) L au(P),

M étant un point de 'espace des y, P un point courant (variable d’intégration) et
r = MP.

D’apreés les propriétés du potentiel newtonien, AA;;= f(M) réguliére, s’annu-
lant a 'infini, nous avons alors .

Ay=— = [J 1Py aup),

A;; étant déterminé, I'équation (6) nous donnera B;;; le probléme est résolu.
En fait, il sera inutile de calculer tous les A;; mais senlement U, on aura alors

U
Bij=— _ﬂcﬂ(P) do(P)+ Silv""dy,dy,
avec
_ X 11 ,
V__M W(P)Ldo(P) e U= lﬁxiﬂ MW(P) do(P){ % do(P).

Cette derniére formule nous donne par conséquent la statistique du second
ordre d’un.vecteur lorsqu’on connait celle de son rotationnel. C’est 'analogue de
la formule de Poincaré-Lichtenstein donnant la vitesse d’un fluide en fonction du
vecteur tourbillon, mais ici pour les tenseurs.

Nous nous sommes placés ici dans le cas d’une turbulence homogene, c’est-a-
dire d’'un champ homogéne de vecteurs aléatoires. Il est facile de refaire les calculs
de dérivation dans le cas général. Nous obtiendrons des formules analogues. Les

@;; étant fonction de six variables, nous devrions remplacer —

J2 92
dyq dyp PaT e Jz'g

ou » mais il apparait des termes supplémentaires qui sont des S;je3 et qui

dz'adzg
ne sont pas nuls comme dans le cas particulier traité. Tous ces termes supplémen-
taires rendent alors les formules peu maniables et empéchent de les incerser.
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Nous pOuvons dire que ces termes S; j23 donnent une mesure de l’ecart entie
la turbulence étudiée et la turbulence homogéne. S '

5. Nous allons préciser cecien étudiant maintenant la fonction de dissipation.
La fonction de dissipation est I'énergie dissipée dans le fluide par unité de
temps et de volume. Elle a été calculée par Lord Rayleigh et est égale comme on
sait &
E=02+

Jdx, dza dxs Jxy

- (ou, dus  duy au,)
— 4 e

Sa valeur moyenne au sens du calcul des prohabllxtés est donc

Tl

et ed 1l
E=0>+ /|5 1212+ /;S» :,1-}—’53”1

Dans le cas de la turbulence homogéne, nous voyons donc qu’elle est egale en
moyenne & la valeur probable du carré du vecteur tourbzllon

E=0%& (AU )y =o."
Ici encore la différence du cas genéral avec la turbulenee homogéne s’exprime a
laide des S.
6. Examinons enfin les tensions turbulentes. Nous savons qu’elles représentent
Uinteraction du courant d’agitation sur le courant moyen et sont -
: g o—
P;= 2@7[“4‘(-"3)“/@)]'
TR
Elles sont évidemment nulles pour la turbulence homogéne, puisque
ui(x)u;(x)= A,/(o)'-—" const.
Nous pouvons voir qu’elles sont nulles aussi pour loute turbulence vérifiant les

conditions de symétrie S=o. Les équations de Reynolds sont identiques aux
équations de Navier. Le courant moyen est le méme que le courant lammau‘e

Ru(z, x/)zzul( -du i(x)

dzxj
i

Posons en effet

Nous avons

' ‘ ‘ du;(x) dui(z)
P;=Ri(z, ) or — = 2 (;x ) di:, ) _
j

qui est égal,,.puisqpe’s ==o0, 4

¥ TR e TR - JdRy du,(a: ) du,(x)
oz, = ()z T

=
et est done nul d’aprés I'équation (3).
Comme 22 1
omme 5 ..—0, que que soit &, on @

Ri("’:: z )'_" R;(z, °°)
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Il s’ensuit que R; (z, 2’) estnul en admettant que la corrélation est nulle lorsque
z' — z est infini.

Donc
) I’/‘ = 0.

7. Conclusion. — Cette ¢tude cinématique nous a montré les résultats simples
que I'on obtient pour la turbulence homogéne, malgré le fait que 'on ait a consi-
dérer neuf fonctions de corrélation au lieu d’une seule dans le cas particulier de la
turbulence isotrope. Nous avons vu que cette simplicité vient du fait qu'iln’y a
pas d’interaction entre le courant moyen et le courant turbulent. Il pourrait y
avoir intérét a étudier des cas simples de turbulence, 8 deux dimensions par
exemple, pour lesquels il y aurait une interaction entre ces deux courants, c¢’est-a-
dire pour lesquels I’hypothése ne serait pas vérifiée.
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