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UN CHAPITRE DE LA GEOMETRIE RECENTE DU TETRAEDRE
SYMEDIANES ET SECOND.POINT DE LEMOINE;

Par M. Vicror TutsavLr,

Tennie (Sarthe).

Dans un triangle ABG, les symédianes AK, BK, CK qui concourent au point
de Lemoine K, constituent, a la fois, les lieux des points dont les distances aux
cOtés adjacents sont proportionnelles aux longueurs de ces c6tés et ceux des points
de rencontre des antiparalléles égales relativement aux cdtés des angles B et C,
CetA, AetB.

Dans un tétraédre ABCD, les points dont les distances aux plans de trois faces
sont proportionnelles aux rayons des cercles circonscrits aux triangles de ces faces
décrivent les droites AL, BL, CL, DL qui joignent les sommets au second point
de Lemoine L ( premiéres symédianes), tandis que les points de rencontre de
trois sections antiparalléles égales obtenues en coupant les triédres (A), (B), (C).
(D) par des plans paralléles aux plans tangents A la sphére circonscrite aux
sommets A, B, C, D décrivent les droites A'L, B'L, C'L, D’'L qui unissent les
sommets du tétraédre tangentiel T'= A’B'C'D’ au point L (secondes symédianes).
En général, les symédianes AL el A’L sont portées par des droites distinctes. de
méme que les symédianes BL et B'L, CL et C'L, DL et D'LL.

Notations. — Considérons un tétraédre T = ABCD inscrit a une sphére (O, R),
de centre O et de rayon R, dans lequel les lettres a, &', b, b, c, ¢’ désignent les
longueurs des arétes BC, DA, CA, DB, AB, DC et les diédres suivant ces arétes,
les lettres A, B, C, D et V les aires des faces BCD, CDA, DAB, ABC ct le
volume, et les letires R; et A; ({ =a, b, ¢, d), les rayons des cercles circonscrits
aux triangles des faces et les hauteurs issues des sommets A, B, C, D.

A. — PREMIERES sYMEDIANES.

1. Tutorime. — S l’on marque sur chacune des faces BCD, CDA, DAB,
ABC d’un tétragdreT les points Ay, By, Cy, D, dont les distances auz trois arétes
qui limitent ces faces soient inversement proportionnelles aux arétes opposées,
les droites AA,, BBy, CC,, DD, concourent en un point L dont les distances
auz plans des faces sont proportionnelles aux rayons des cercles circonscrits
auz triangles BCD, CDA, DAB. ABC, et réciproquement (second point de
Lemoine).
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En effet, les coordonnées normales du point Dy, dans le triangle ABGC,

<tant proportionnelles a —-,, b" L, les coordonnées barycentriques de ce point
Z,, ~. De méme les coordonnées barycentmques du
point A,, par rapport au triangle BCD, sont proportionnelles a —,, %, 7+ On en

conclut déja que les droites AD, et DA, divisant 'aréte BC dans le rapport :

sont proportionnelles a ;:

sont situées dans un méme plan, ce qui suffit a prouver que les droites AA,, BB;,
CC,, DD, sont concourantes.

Désignons maintenant par z, y, 3, t des coordonnées barycentriques par
rapport au tétraédre T. Nous avons trouvé pour les points D, et A, respecti-
vement,

a b ¢ ,
~1‘2J’23=E7:Z-,:L7=ab’c':bc a'ea'd’,
d b a
1Bit=— i1 —=bca ca'd :abc.
4 c'b'd ‘

Il en résulte que les droites AA;, BBy, CCs, DD, concourent en un point L
pour lequel

(1) z,y.3:t=abc ;bd'a i ca'd;abe,
de sorte que ses coordonnées barycentriques sont entre elles comme les produits

des trois ardtes des faces correspondantes, ou comme les quantités

Re  Re Re Ru.
Ra' Ry’ ke’ ha
Réciproquement, si I'on désigne les coordonnées normales du point D, dans le
wriangle ABC par z4, 4, 21, on a

et et e .Y . 3
1B = G B sind C Csine’
c’est-a-dire
I I I
I11.7'1231=zl-72?¢
en tenant comple de ce que
sina = 3aV sinb = 36V sinc—acv
= 2AD’ = %BD’ ~2CD’

el ainsi de suite pour les points A4, By, C;.

N. B. — Les distances du point L aux plans des faces BCD, CDA, DAB, ABC

sont égales a
Ratgh, Rytgh, R.tgd, Rgtgh,

9 étant I’angle défini par la relation (*)

(2) ab'c’ + be' a’ + ca'b’+ abec =12V cotb.

(Y) V. TritsavLt, Annales de la Société S:ientifique de Bruxelles, 1922, p. 175.
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CororrAtrE. —.Dans un tétraédre T, les symédianes AAy, BB;, CCy, DD,
passent par les centres des cercles inscrits aux triangles t; découpés dans les
trigdres (A), (B), (C), (D) par des plans paralléles aux plans tangents & la
sphere circonscrite en A, B, C, D.

Si «, B, v sont les sommets du triangle t; sur les arétes DA, DB, DC,

3) @' Da=0b'.DR=c.Cy=ky;

d’ou, en vertu des propriétés de I'inversion,
(4) — = b_b/ = = = 730"
Or, les droites AD,, BD,, CD, rencontrent les arétes BC, CA, AB en des

points A", B”, C” qui partagent ces arétes dans les rapports

.c b a
L) =
¢’ b a

ole
o o
SR

Donc les droites DA’, DB”, DC" coupent les c6tés By, ya, o du triangle ¢4 aux
points A", B”, G" qui les divisent dans les rapports

A.lllﬁ ccl BIII,Y aal cﬂla bbl
o = 770 T = 7 -y = o7
A7y T B By oo 7B vy

et les droites a A", BB"”, yC" concourent au centre I; du cercle inscrit (Iz) au
triangle ¢4 sur la symédiane DD,. Méme conclusion pour les symédianes AA,,
BB,, CC, et les triangles ¢,, 2, t..

2. Points associés du point L. — 1° Si l'on change le signe d’une des coor-
données barycentriques des points Ay, By, Cy, Dy, par rapport aux triangles BCD,
CDA, DAB, ABC, pour obtenir les associés (Ayp, Asg, Arg), (Bic, Bia, Bia),
(Cia, Ciay Cus), (Dig, Dus, Dy.) de ces points, les droites (AA;, BBy, CCy,,
DDy.), ..., (DDy, AAy4, BByg, CCy4), concourent aux points L., Ly, L¢, Ly
associés du point L par rapport au tétraédre T.

Takorkme. — Les points L et L,, L et Ly, L et L, L et Ly divisent harmoni-
quement les symédianes AA,, BB,, CC4, DD,.

Cela résulte de I'expression des coordonnées normales des points L, Ly, L, La
qui sont proportionnelles a

('_' Ray Rb, Rc’ Rd); (Ra, - Rb: RCy Rd)7 (Ra, Rb7 - RC) Rd)) (Rﬂ7 Rb: RC; - Rd)

2° Sil’on change les signes de deux coordonnées barycentriques des points A,
By, Ci, Dy, on obtient, d’abord, trois autres associés de ces points dans les
triangles BCD, CDA, DAB, ABC, puis trois points L,, L,, L, associés du
point L, dont les coordonnées normales, par rapport au tétraédre T sont propor-
tionnelles a

(Ray Rb: _Rc7 ’_Rd)> (Ra: - Rb; R07 - Rd)’ (_ R(,, Rbs RC) - Rd)
LXXVI. 7
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quand les points Ly, Ly, L, sont situés dans les combles suivant leé arétes BC,
CA, AB.

'3 Sil'on désigne par (A’, BY, C)), (B", A], C}), (C", A}, B}), (A", B, C”) les
pieds des céviennes des points Ay, By, G, D, dans les triangles BCD, CDA,
DAB, ABG, les points Ly, Ly, L, sont situés sur les droites C'C}, B"B}, A’A]. Il
résulte aussi des divisions harmoniques constatées sur la ﬁgure, que les points
L et Ly, L et Ly, L et L, partagent harmoniquement les segments C"Cj, B"B;,
A’A", et que les points L, Lj, L, sont situés dans les combles AB ou CD,
AC ou DB, BC ou AD du tétraédre T. '

4° Le point de Lemoine L et les sept points associds se répartissent en
deux groupes

(L, Ly, L, LS)) (La, Ls, Le, Ld)'

On peut aussiles grouper de maniére que deux d’entre eux soient alignés sur un
des sommets du tétraédre T. Suivant le sommet choisi, il y a quatre répartitions
différentes :

A) LetLsg LjetLy, LsetL;, L;etLyg,
(B) LetLy, LjetLs LsetLy LjyetL,
(C) LetL;, LjetLy LsetLs LyetlLy,
(D) LetLyg, LjetLy LsétL L;etL,.

3. Sections antiparal}dles du tétraddre T. — Ce sont les triangles ¢; découpés
dans les triedres (A), (B), (C), (D) par des plans paralléeles aux plans tangents
en A, B, G, D a la sphére circonscrite (O, R) du tétraédre T.

1° Si on désigne par o, B/, y' les longueurs des cotée By, ya, «B du triangle ¢4
el que 'on pose (1, corollaire)

'+ B +y=2p et
il résulte des relations (4),
p = A(aa' + bb' + cc'), p—o' = A— ad' + bb'+ cc’),

1)__[3’.___)\(aa'+ bb'+cc')’ p——'y': k(aa’+ bb'—cc').

Los formules classiques donnent

24A VR

— 2 s, A St
(5) Sa=240VR,  ri= ——ap—s

péur Taire du triangle ¢4 et le rayon de son cercle inscrit (I). De plus, la
distance 1T/, du point I; au plan BCD est égale a

Iglar= rq sina = ry sinA,

« ¢tant 'angle diédre suivant By, A I'angle de la sphére (O, R) avec le plan BCD,
tandis que la distance LI, du point L au méme plan est

LL, = Rotgh
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On a donc, d’abord,.

(6) DL T IL, = R,igo’
puis

P_l_d _ _ka ab'd+bcd' + ca'b’ + abe
(7) DL ~ a'b'¢ ad’ + bb' + cc’ ’

en introduisant les expressions (2) et (5) dans les égalités (6). Dans le cas
oul,=L,ona
(8) ka - aa’+ bb' + cc’ .

ab'c ab' ¢+ bc'a’ + ca'b'+ abe

2° Il résulte des égalités (4) que si I'on choisit les puissances 4; relatives aux

sommets A, B, G, D, de maniére que
ka_kb_lx;_ ka 1

- (9) adbe bea cab” abc Kk
les sections antiparalléles #; correspondant & une méme valeur de 4 sont égales.

En vertu de (7) et des relations analogues, les parallé¢les aux rayons AO, BO,
CO, DO de la sphére (O, R) menées par les centres des cercles (I;) inscrits aux
triangles ¢; rencontrent la droite LD en un méme point o tel que

Dl; Ow Lo

ﬁ-=-ﬁ et r(—)-=m_, wlgy=m.0D = mR.

I—m=

Les cercles égaux (I;) sont situés sur une méme sphére (w) de centre w dont le
carré du rayon est égal a

(10) o= ol 4+ rf = R m?+ (1— m)* 1g2],

en fonction d’un rapport donné m, de R et de tg (sphére de Tiicker).
Sim =0, ¢ =R g0, [seconde sphére de Lemorne (ou des cosinus)] (*).

4. Tétraddre métaharmonique B=L, L, L. Ly (*). — 1° Lemue. — Etant
donné un tétraédre T et un point dans le plan de la face ABC, dont les coor-
données barycentriques, par rapport au triangle ABC, sont m, n, p, on a

(11) (m-f-n+p)‘1.ﬁi2 =(m+ n+ p)(ma't+ nb?+ pc'*) — (npa*+ pmb?+ mnc?).

En effet, si la droite AD, rencontre 'aréte BC en A’, le théoréme de Stewart
appliqué aux distances AA’, b, ¢ du point A, puis aux distances DA, ¥/, ¢’ du
point D, aux points collinéaires A", B, C, donne déja

(n~+ p)ﬂA_A.’3’= (n+ p)(pb2+ nc?) — npa2,
et
(n+ p)’ﬁi = (n+ p)(pc?+ nb?) — npa.

(*) P. DELENs, Mathesis, 1937, p. 447.
(*) Nous montrerons plus loin que le-tétraédre © est inscrit A la sphére (O, R).
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Le méme théoréme appliqué aux distances DDy, DA", o' du point D aux points
collinéaires Dy, A”, A donne la relation (11).
2° Pour la commodité, posons

ua' + bb' +cc'=s, aa'bb' cc’ = P,
, ‘ot
ab'c'+ be'a' 4+ ca b’ + abe = p,+ py+ p.+ p,=S.
lLorsque

a b

m = 9 n = — =
P 7! P

e

représententles coordonnées barycentriques d’un point Dy dans le triangle ABG (1),
on a

S—2p, " / bbb 9 ot
lll+ll+1)=——;l,—b,—c,—-, ma?’*=aqaa, no:= 5 pci=cc,
p P P
» [0 ' ) , ' D ,
NPa = ———— ac mb2 = ——— bb mne'? = ———cc’.
7 a'bc T’ P a'b'c "’ a'b'c

Pour ces valeurs de m, n, p, on déduit de (11) ’expression simple

— S—2
(1) DD:: s. ———‘E'l—;alblc"
(5—py)

du carré de la longueur de la symédiane DD, et des formules analogues pour

\A,, BB,, CC,, au moyen de permutations circulaires convenables sur.les
lewres @, @', .... En se reportant a la relation (1) et au théoréme (2), on obtient
facilement les rapports .

DL _S—p, DLg DL _ S—py,
Ib,~ "p, " DL, DD, ~ S
d’ou successivement,
(13) DL = »si;(S—zpD)a’b’c’,
—2 .
(14) DLd:S—:_ap—nabc’

el ainsi de suite. On a aussi
(1h) DL.DLd=-{

T
Sabe,...,

de sorte que les produits des distances des sommets A, B, G, D du tétraédre T
au second point de Lemoine L et & chacun de ses associés L; sont propor-
tionnels aux produits des arétes aboutissant & ces sommets (ou auz sinus des
triedres A, B, G, D).

Tukoritve. — Dans un tétraedre T, les associés L; du second point de
Leuvoine L se confondent avec. les points ot les symédianes AA,, BBs, CCy,
DD, rencontrent la sphére circonscrite.

Car, en raison de la relation (8),

(16) DL.DLy = g-a’b’c'=lc,,,
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ka étant puissance d’inversion qui transforme la section antiparalléle ¢, passant
par le point L en la sphére circonscrite (O, R).

Cororraire. — Dans un tétraédre T, les coordonnées barycentriques du
second point de Lemoine L sont inversement proportionnelles aux coordonnées
normales de ce point, par rapport au tétraddre tangentiel T'.

3° Le théoréme de Stewart appliqué aux distances AD,, o/, AL, du point A aux
points collinéaires Dy, D, Ly, donne

—2 — ad' 4+ bb'+ cc’\ ,
(17) AL(1—<———S-:2—P—D—>(L be,

—_—2 ——a
et U'on obtient des expressions similaires pour BLy, CLy, par des permutations
circulaires convenables sur les lettres a, o, b, &/, ¢, ¢

Les relations (12) a (16) entrainent les suivantes :

S S
(18) =2, 7F¢ =5 = §Veoors’
a'b'c S—2p, 1S

w o-F ey it
(20) AB =2,

— 2 Ju—1 J—

DLy _ ALy BLs CLg

d_ Ad -2 (1,
(20 AV = The T ¥oa T Tab ¢

N. B. — Dans un triangle ABC ou la symédiane AK rencontre le cercle

circonscrit en un point K., on a la relation

AK, BK, _CK,

—_— 3
be ca ab

analogue 4 (21).
4° Des égalités (13) et (14), il résulte encore les relations
2sP

sz’

LD.LLy= LD(DLy— DL) = LD.DL,y— DL = —

qui déterminent la puissance

(22)

— 2sP
L -5
du point L par rapport a la sphére circonscrite (O, R) et, par suite, I'expression

25P
Sz

(23) OL’= R:— s

du carré de la distance du centre de la sphére (O, R) au point L en fonction du
rayon de cette sphére et des longueurs des arétes du tétraédre T.

5° Tukoritme. — Dans un tétraddre T, si les puissances des sommets A. B,
C, D, par rapport & une sphére (), sont proportionnelles aux produits «'be.

(1) Cette relation constitue une relation de celle de /’¢tolémée au tétradde.
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Yea, c'ab, a'b'c' des arétes aboutissant & ces sommets, cette sphére (w) appar-
tient au faisceau (F) formé par la sphére circonscrite (O, R) et le plan de
coordonnées barycentriques a'be, b'ca, c'ab, a'b'c’. (Faisceau de Schoute).

En effet, soient (7) le plan radical des sphéres (O, R) et (w, p); «, 3, v, 0 les
projections orthogonales des sommets A, B, C, D du tétraédre sur le plan (r);
M, N, P, Q, S, X les inlersections du méme plan et des arétes BD, DC, CB, BA,
AG, AD. On a, en grandeur et en signe,

J—

Ao —g*=tka'bc=20w.Aq, E-u_)z—p*= kb'ca =20wB.B,

Co —¢?=ke¢'ab=20w.Cy, Dow —p*=ka'b'c’=20w.D3,

k étant un coefficient arbitraire.
Le plan (BB, D3) coupe le plan (m) suivant une droite qui passe par’le
point M et
MB:MD.=B@:D8 =b'ca:a’'d'c.

Le point M et, par analogie, les points N, P, Q, S, X et le plan () qui les
conlient restent donc fixes lorsque k varie. Par suite le lieu du centre de la
sphére (w), lorsque k varie, est la droite A menée du.centre de la sphére cir-
conscrite perpendiculairement au plan (n) de coordonnées barycentriques a’'be,
I'ca, c'ab, a'b' ¢, par rapport au tétraédre T.

Cororrare I. — Le plan (w) se confond avec le plan harmonique du point L.
par rapport au tétragdre T.

Car les puissances des points A, B, C, D, par rapport 4 la sphére (, p) sont
inversement proportionnelles a ab'c/, bc'a’, ca'b', abc ou encore a AR,, BR,,
CR,, DRy, et le pdle du plan radical (w) des sphéres (O, R) et (w, p), pour le
. R. Ry Rc Rg
tétraédre T, a pour coordonnées barycentriques h_:," B’ ,—Lf, e

Cororrame 1. — A deuz valeurs k, et ky du coefficient k correspondent
deux sphéres dont les centres w, et wy sont situés sur le diamétre de Brocaro OL
etlona

Ow, M O(O;: kl . kg.

N. B. — Autre propriété du point L. — Sil’on change le signe d’une des puis-
sances pour avoir successivemelit (— ka'be, kb'ca, kc'ab, ka'b'c"), (ka'bc,
—kbca, kc'ab, ka'b'c!), (ka'be, kb'ca, —kc'ab, ka'b'c'), (ka'be, kb'ca,
kc'ab, —ka'b'c'), & ces puissances correspondent des sphéres (wi), (@),

(@1); (@s)-

Les plans rad:
(wa) et (@), «ooy e,
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concourent au centre radical des quatre sphéres (wi), (1), (w3), (w4) dont les
coordonnées barycentrigues

1 ’ ’.
z.y:i3. t_abc F—— 5’"5 —-,-abc be'a' ica'b'; abe

sont identiques & celles du point de Lemoine L.

6° Tutoritme. — Dans un tétraédre T, le plan polaire du second point
de Lemome L, par rapport & la sphére circonscrite, se confond avcec le
plan (1) du faisceau (F )

En vertu des relations (16), les puissances des sommets A, B, C, D du
tétraédre T, par rapport aux sphéres décrites sur LL,, LL;, LL;, LL; comme
diamétres sont égales a

4’.=.%a’bc, pr= %b’éa, Yi= %c’ab, o= -;—a'b’c"

Les sphéres (A, «), (B, B), (G, v), (D, d) décrites des points A, B, G, D
comme centres avec «, {3, v,  pour rayons sont orthogonales a une sphére (w, p)
du faisceau (F) dont le centre w est sur le diamétre de Brocard OL du tétraédre T.

D’aprés les relations (13), on a

— — s

AL —BL =§(a’bc—b’ca), ceeg
et, dans le cas présent,

Aw —Bw = —(a be—b'ca), ....

Le centre » de la sphére (w, p) orthogonale aux sphéres (A, «), (B, 8), (G, v),
(D, 3) est donc tel que

Ow: OL
et les points w et L sont confondus.
Cette sphére (w; p) dont le carré du rayon

2sP  —2 N
pﬁ—DL —8’———sT =L0 —R!=),

est orthogonale a la sphére circonscrite au tétraédre T etle théoréme est démontré.

Corouamge. — Le plan polaire du point L, par rapport & la sphére (L, p)
se confond avec le plan () du faisceau (F).

TatorEME REcAPiTULATIF. — Dans un tétraédre T, le second point de
Lemowe L a le méme plan polaire par rapport au tétraddre et & la sphére
circonscrite (*).

(1) V. TuksauLt, The American Mathematical Monthly, 1946, p. 537.
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7° Tatorkme. — Les sections antiparalléles du-tétraedreT sont semblablesé
celles du tétraedre G.

Sil'on désigne par as, a;, by, b, ¢4, ¢, les longueurs des arétes du tétraédre T
qui se confondent avec les transformées des arétes BC, DA, CA, DB, AB, DC par

—_— .
Pinversion (L, Lo —R’::)\), en vertu des propriétés de cette transformation,
on a, d’abord,

_ A . A
“=4rpie’ “T*ID.IA’
A L
(24) b=bierxs ' =Y7pIB’
| 5
V9=°tae’ ST °IpILc
puis
(35) ad’ b6 _ ¢ _ LA.LB.LC.LD
arady b b, ey A2 ’
et le théoréme est démontré.
Tutorime. — Les tétraédres T et G ont méme second point de Lemome L.
P

En raison de propriétés déja démontrées (1) et (2), les sommets Lq, Ls, L, Lag
du téiraédre B qui coincident avec les barycentres de masses proportionnelles
A (—abd, b'd, ca'tl, abe), (ab'c', —bc'd, ca'¥, abe), (ab'c!, bc'a!, —ca'¥,
abc), (ab'c', bc'a', ca'b!, — abc), appliquées aux sommets A, B, C, D du
tétraédre T, sont affectés de masses proportionnelles a

S—o2p,, S—2p, S—o2p., S—ap,,

dont le barycentre se confond avec le point L. Or, d’aprés les relations (24), et si
'on pose
3 —K PsK
(TALB.LC.LDy _ ST T
il vient
¢t1b’lc’,=p(S-2pA), bic’1a’,=|.L(S—2pP),
i@ b = p(S—2pc), arbycy =p(S—2py).

Le barycentre L, de masses proportionnelles & a; ¥, ¢, bi¢ @, c1a'\ b, aybycy,
appliquées aux points L,, Ly, L, Ls qui, en raison des relations (1), se confond
avec le point de Lemoine du tétraédre B, coincide donc avec le point L.

Tutonime. — Les tétraedres T et ® ont méme angle 8 de Brocarp.

En vertu des propriétés de I'inversion, le rapport des volumes V, et V des
tétraédres G et T,
VoM
V = (LA.LB.LC.LD)"
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D’apres la formule (2), on a donc, de proche en proche,

_ mbici+bidial+eaad by +aibiey  2pS  XKS 8
coth= vV =nV, T T nv v oo
0, = 0 désignant 1’angle de Brocard du tétraédre %.
CororLuire I. — Les symédianes des tétraédres T et  sont collinéaires

(tétraédres cosymédians) et les symédianes du tétraedre B sont divisées harmo-
niquement par le point L et par les sommets A, B, C, D du tétradre T.

Conorrare II. — Une sphére de Ticker du tétraédre T est une sphére
de Tucker du tétraedre G.

En particulier, les secondes sphéres de Lemoine (L) des tétraedres T et &
sont confondues.

Cororrare IIl. — Les tétraédres T et G sont circonscrits a un ellipsoide,
d’aze OL, qui touche les plans des faces auz pieds des symédianes AA,, BBy,
CCy, DD, et L A, LyB, L.C,, LqD', de ces tétraédres.

Cororraire IV, — Les douze arétes des tétraédres T et G sont tangentes &
un ellipsoide de révolution qui passe par les coniques inscrites auz triangles
de leurs faces aux pieds des céviennes des points Ay, By, Cy, Dy et A, B, C',
Dy, et par rapport auquel les tétraédres T et B sont polaires réciproques.

5. Tétraedre B, =LL,;L,L,. — Tutortme. Le tétraédre B, est conjugué
par rapport a la sphére circonscrite aux tétraédres T et .

Les collindarités de trois des sommets des tétraédres T, B, B, (1, 4°), ainsi
que les divisions harmoniques associées font que ces létraédres forment un
systéme desmique, et les poles des plans LL;L,, [, LL;, LL, L, par rapport au
tétraédre T, se confondent avec les points Ly, Ly, L. Le plan L L, L; rencontre
les droites L, A, L, B, L, C aux conjugués harmoniques du point L, par rapport
aux segments ALy, BLg, CLg, et ces points sont situés dans le plan polaire du
point L,, par rapport a la sphére circonscrite (O, R) au tétraédre T.

Le plan LL, L, et, par analogie, les plans LL, Ly, LL,L; sont donc les plans
polaires des points Ly, L;, Ly pour la sphére (O, R), de méme que le plan L, L, L;
est le plan polaire du point L, par rapport a la méme spheére (4, 6°).

CoroLLare 1. — Le tétraédre B, est orthocentrique et son orthocentre
coincide avec le centre O de la sphére (O, R).

Cororratre I, — Les tétraedres T et G ont le méme tétraédre G,.

B. — SEcoNDEs sYMEDIANES.

Des plans paralléles aux plans tangents en A, B, C, D a la sphére cir-
conscrite (O, R) découpent dans les triedres de sommets A, B, C, D des
triangles ¢, &, tcy tq semblables entre eux, par la condition que chaque coté de
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P'un d’eux est proportionnel au produit aa', b, cc’ de I'aréte antiparalléle dans la
méme face du tétraédre T par I'aréte opposée.

Ces plans sont les transformés de la sphére (O, R) par des inversions (A, &,),
(B, ks), (C, k¢), (D, ka), les puissances ka, ks, k¢, k4 étant arbitraires.

Si Ion choisit ces puissances relatives aux sommets A, B, G, D de mariére
qu’elles vérifient les égalités (g), les triangles ¢4, ¢, ;, ta correspondant & une
méme valeur de k sont égaux.

Tutortme. — Dans un tétraddre T, les sommets A", B', C', D" d’un
-tétraddre T"= A"B"C'D" dont les plans des faces découpent dans les triédres
de sommets A, B, G, D des sections antiparalleles égales t,, ty, t., t sont situés
sur les droites A'L, B'L, C'L, D'L qui joignent les sommets A', B/, C!, D' du
tétraedre tangentiel I' au second point de Lemoine L du tétraddre fonda-
mental, et réciproquement.

En effet, en vertu des relations (8), les distances du centre d’homothétie K des
tétraédres T’ et T” aux plans des faces homologues de ces tétraédres sont propor-
tionnelles a a'be, b'ca, c'ab, a'b'c'. Le point K reste donc fixe lorsque k varie et
les sommets A”, B’, C’, D" du tétraédre T" décrivent les droites A'K, B'K,
CK, D'K.

Or le tétraédre T" se réduit & un point qui se confond avec le point de
Lemoine L du tétraédre T lorsque, (8),

a' be aa’ + bb' + cc’

k = — =
ka ab’ ¢+ bc'a’ + ca’ b’ + abe

=3
=3

Le centre d’homothétie K des tétraédres T’ et T” se confond donc avec le point
de Lemoine L.

Réciproquement, soient g, 2, e €l Lay, ths, Ler los sections antiparalléles du
tétraédre T menées par un point D’ de la droite D'L et par le point L. Les
distances du sommet A aux plans ¢, et £,; sont entre elles comme D'D" est 2 D'L.
Le rapport des puissances k, et kq; qui transforment ces plans en la sphére
circonscrite au tétraédre T est donc égal a celui de D'D” a D'L et il en est de
méme pour les rapports des puissances ky et ky, k. et k., correspondant aux
plans ¢, et s, tc el L.

En vertu de la relation (8), on a donc

DD ke _ ks _ ke ka ks ke

et les sections antiparalléles (24, ¢, ¢;) puis, par analogie, les sections (¢, ¢, ta),
(ey tay ta)s (ta, ta, to) sont égales.

N. B. — Les antiparalléles aux cétés BG, CA, AB du triangle ABC menées par
le point D, ou la symédiane D'L rencontre le plan de ce triangle et limitées a ces
c6lés, sont proportionnelles & aa’, bb', cc'. Les coordonnées normales de ce point,
dans le triangle ABC, sont donc proportionnelles a

a(—aa' + bb'+cc’), b(aa'— bb' +cc'), c(aa’+ bb'—cc'),
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et ainsi de suite pour les points A;, By, C; ou les symédianes A'L, B'L,, C'L
. rencontrent les plans des faces correspondantes du tétraédre T.

C. — Ttrratpre 15s0p¥NAMIQUE. T.

Lorsque le tétraédre fondamental T est isodynamique,
aa’ = bb' = cc'.

Dans cette hypothése, certaines des formules obtenues dans le tétraédre quel-
conque se simplifient. Ainsi, les coordonnées normales des pieds (A4, By, Cy, Dy),
(A3, B;, C;, D;) des symédianes (AA,, BB, CC,, DD,), (A’A,4, B'B,, C'C;, D'Dy).
par rapport aux triangles des faces BCD, CDA, DAB, ABC du tétraédre T, sont
proportionnelles a

(¢, b'ya), (a,b,¢), (c,¥,a), (a b,ec),

et les points A, et A,, By et By, Cy et Gy, D, et D, se confondent avec les points
de Lemoine des triangles des faces correspondantes du tétraédre T,

Les symédianes AL et A’L sont donc portées par deux droites confondues, de
méme que les symédianes BL et B'L, CL et C'L, DL et D'L.

N. B. — Certaines des propriétés précitées des symédianes et du second point
de Lemoine ont été signalées dans ce cas particulier ou le tétraédre T estisodyna-
mique par J. Neuberg (*) et M. N. A. Court (?) et pour le tétraédre quelconque
par P. DeLens (3), M. M. R. Bouvaist (*), R. Blanchard (*) et par nous-méme (?).

Nous avons pensé qu’il pouvait étre utile de les rassembler en les complétant
par des méthodes élémentaires.

(') Mémoire sur le tétraédre (Bulletin de I’ Académie royale de Belgique, 1884).

(?) Modern Pure solid geometry, New-York, 1935.

(3) Mathesis, 1937, p. 144.

(*) Mathesis, t. LVI, p. 352 (par le calcul).

(*) Mathesis, t. LVI, p. 158.

(%) The Mathematical Gazette, 1947, t. 221; Annales de la Société scientifique de Bruxelles,
t. LXI, p. 12.

(Manuscrit regu le 1° mars 1948.)



