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BULLETIN
DE LA

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE

SUR CERTAINS RAPPROCHEMENTS ENTRE LA GÉOMÉTRIE DES ESPACES
DE RIEMANN ET LA MÉCANIQUE RATIONNELLE CLASSIQUE;

PAR M. EMILE COTTON.

A tout système matériel à liaisons holonomes indépendantes du temps corres-
pond un espace de Riemann : On prend pour coordonnées d'un point de cet espace
les paramètres de position du système matériel et pour élément linéaire le produi t
de la force vive par le carré de la différentielle du temps. Cette correspondance
entraîne des rapprochements qu'il est naturel d'étudier.

Nous montrons, au début de ce travail, comment les notions si importantes en
Géométrie riemannienne de dérivée et de différentielle absolue d'un vecteur
peuvent être présentées d'une façon simple par l'emploi de notions élémentaires
(Tun usage courant en Mécanique rationnelle. En utilisant, dés le début des
calculs, des expressions de Pfaff comme M. René Lagrange l'a fait dans sa Thèse,
nous obtenons une expression très générale des coefficients figurant dans les
formules de dérivation absolue.

Ces formules conduisent immédiatement à la forme donnée aux équations diffé-
rentielles de la Mécanique par Volterra : En adjoignant aux paramètres de position
des variables nouvelles qu'il appelle caractéristiques, il substitue aux équations
différentielles du second ordre un nombre double d'équations du premier ordre.
Les variables canoniques appelées parfois moments conjugués sont un exemple
bien connu de telles caractéristiques; un autre exemple est donné par les projec-
tions du vecteur rotation instantanée sur les axes principaux d'inertie dans le cas
du mouvement d'un solide. Quelques lignes au sujet des mouvements spontanés à
caractéristiques indépendantes de Volterra mettent en évidence l'intérêt que
présente à leur propos la théorie des groupes finis et continus, et notamment les
travaux de M. Vessiot.

Jusqu'ici les liaisons étaient supposées holonomes et indépendantes du temps;
nous étendons ensuite les résultats au cas où ces deux restrictions sont écartées.

LXXVI.



La notion de courbure géodésique d'une courbe de l'espace de Riemann trouve
une application intéressante dans un problème traité tout d'abord par Painlevé,
celui de la formation des équations différentielles des trajectoires. Aux champs de
vecteurs attachés aux points de l'espace de Fiiemann Correspondent des champs
d'états cinétiques qui peuvent être utilisés dans diverses questions de Mécanique;
c'est ainsi que les formules classiques d'Hydrodynamique concernant l'emploi des
coordonnées curvilignes orthogonales s'établissent simplement par l'emploi de
caractéristiques de Volterra.

Il est facile de présenter les questions étudiées ici comme un chapitre de Méca-
nique servant d'introduction à la théorie des espaces de Riemann; mais nous
avons ici, pour plus de brièveté, supposé connus les éléments de cette théorie tels
qu'ils sont exposés dans les ouvrages de M. E. Cartan.

Les numéros en caractères gras figurant entre crochets dans le courant du texte renvoient
ù la J ^ i b l i o ^ i a p l i i e suivante :

1. APPELL, Traité de Mécanique rationnelle.
2. CARTAN (E.), La Géométrie des Espaces de Riemann {^Mémorial des Sciences

mathématiques, IX).
3. C\HTAN (E.), Leçons sur la Géométrie des Espaces de Riemann {Cahiers Scienti-

fiques, U) .
4. CAHTAN (E.), Leçons sur les invariants intégraux.
5. .CARTAN (E.), La Théorie des groupes finis et continus {Cahiers scientifiques, XVIII).
6. DAHBOUX, Leçons sur la Théorie générale des Surfaces.
7. HUSSON, Les trajectoires de la Dynamique {Mémorial Se. Math., LV).
8. LAGRANGE (R- ) , Sur le calcul différentiel absolu {Thèse, Paris, 1923. Annales Fac.

\c'. Toulouse).
9. LI ÎVI CIVITA, Nozione di parallélisme in una varieta qualcunque {Rendiconti Cire,

Mtfth. Palermo, XLIÎ, 1917).
10. L K V I CIVITA E AMALDI, Lezioni di Meccanica razionale.
11. VKSSIOT, Sw Pintégration des systèmes différentiels qui admettent des groupes

continus de transformations {Acta Mathematica, XXVIII, 1904).
12. VKSSIOT. Sur les systèmes d'équations différentielles du premier ordre qui ont des

i^V sternes fondamentaux d'intégrales {Annales Fac. Se. Toulouse, VIII, 1894).
13. VILLAT, Leçons sur les fluides visqueux.
14. VOLTERRA, Sopra una classe di equazioni dinamiche {Atti délia .R. Acad. délie

Scicnze di Torirw, XXXIII, 1897-98).
<

4. Système matériel et espace de Biemann. — Soit S un système matériel
assujet t i à des liaisons holonomes et indépendantes du temps. Nous le supposons,
pour simplifier, constitué par des points matériels; soit M l'un d^eux, m sa masse.
Les liaisons sont représentées paramétriquement par les variables u^, M2 , . . ., u'1,

A toute position de S correspond un point P d^un espace de Riemann /?, les
coordonnées de P étant u^ . . ., u'1 et dont Pélément linéaire

d.^ == S g i j du1 duf = 2 T dt2

est le produit de la force vive 2T de S par le carré de la différentielle du temps (A).

( ' ) On peut rapprocher cette interprétation mécanique d'un espace de Riemann de la réalisation
géométrique de cet espace par une variété V, à n dimensions plongée dans un espace euclidien



Nous considérons au début deux espèces de vecteurs attachés aux divers
points M de *S' : les mesures des uns sont de dimension nulle par rapport aux
niasses, et à tout vecteur y de cette première espèce correspondra un vecteur mv
de la seconde espèce attaché au même point. (Exemples : vitesses et quantités de
mouvement/accélérations et forces).

Un mouvement de ^compatible avec les liaisons étant défini par les expressions
des paramètres u1, . . ., K" en fonction du temps t, le vecteur vitesse v du point M
à Finstant t est la somme géométrique

n̂ àM , , du1

i^w ou ^-^r
D^une façon générale, nous* dirons qu'un système de vecteurs est régulier

lorsque le vecteur v de première espèce attaché à tout point M de *S' est la somme
géométrique ̂ ^ X1', les nombres X4, ...', X71 étant les mêmes pour tous les
points de S. On peut regarder X1, ..., X71 comme les composantes contravariantes
par rapport au repère naturel [3, p. 92] d'un vecteur X attaché au point P de R ;
la lettre majuscule V rappellera dans la suite'qu'il s'agit d'un être géomé-
trique relatif à l'espace de fiiemann, pour éviter toute confusion avec les
vecteurs attachés aux points matériels de S.

Si les X1' sont regardés comme des valeurs numériques de dérivées du-^ les
vecteurs de première espèce du système régulier sont les vitesses v des points M ;
Pensemble X de ces vitesses et des quantités ÔQ mouvement correspondantes mv
sera appelé état cinétique de S. J- ,.

Soient alors v des vecteurs quelconques d^ première espèce attachés aux
points M, mv les vecteurs correspondants de seconde espèce, o- le système ainsi
formé, la puissance de o- pour Pétât cinétique X est par définition la somme des
produits scalaires Smvv; S désigne une addition étendue à tous les points de S.

Deux systèmes de vecteurs de seconde espèce sont dits équivalents (vis-à-vis
des liaisons) s'ils ont des puissances égales entre elles pour tout état cinétique
de S.

On peut écrire la puissance de o- :

Sm^=SS77u^.X< ou SX^
au1

à n-hv dimensions. Si toutes les masses admettent une commune mesure, on Ïa prend comme
unité, les m sont alors des nombres entiers. ..Regardant un point M de masse m comme la superpo-
sition de m points de masses égales à l'unitç que les liaisons obligeraient à coïncider, on est
ramené au cas où tous les points de S auraient pour masse l'unité. Soient alors x^= £p y^ == S.,,
^i^^ïî ' " i ^1== ^si les coordonnées rectangulaires de ces point», on a évidemment /

d^=yrfÇ/8, v = 3 / — n .

Inversement un dsî défini positif étant donné on peut, diaprés un théorème de Schisefli [2, p. 5a],
le regarder comme l'élément linéaire d'une variété V,, à n dimensions incluse dans un espace
euclidien à n-4-v dimensions et admettre que / î - + - v = 3 ^ , ^.entier (en ajoutant au besoin une
ou deux coordonnées nulles). Si Ci, ..., ^ sont les coordonnées rectangulaires d'un point P de
cette variété, on IuL associe dans l'espace euclidien à trois dimensions les points M^, x^ == ^»-;>
Vi= ç»(-i, -»<= ç,<, de masses égales à l'unité.
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en posant<
X<= Smï^î et , X/=: Ï<^X<,

^ désigne le coefficient de gij dans le déterminant dont les éléments sont gij
divisé par ce déterminant.

Les Xi et les X/ sont les composantes covariantes et contravariantes -d'un
Vecteur x. Par suite, à tout système de vecteurs mv correspond ainsi un
système régulier et un seul. On sait que la notion d'équivalence et le calcul des
composantes Xi ou X^ interviennent en Statique, en Dynamique et dans la théorie
des percussions.

2. Dérivation et différentiation absolues d'un vecteur. — Supposons qu^un
Vecteur x et son point d'application P soient fonctions d'une nouvelle variable T :
les coordonnées de P sont fonctions connues de T ainsi que les composantes X*
de x. La variation en fonction de T des points M de S et des vecteurs c, mv, -du
système régulier correspondant à X est par cela même connue.

Les dérivées géométriques ,-» m ' ^ ' ^e ces vecteurs ne forment pas en général
un système régulier, mais il existe un système régulier équivalent à cet ensemble
et auquel correspond un vecteur y ; par définition y sera la dérivée absolue du
Vecteur IL par rapport à T. Le produit de y par dr sera la différentielle absolue
du Vecteur X. L'équivalence de cette définition et de la définition habituelle
résultant de l'identité des formules qui les traduisent sera bientôt mise en
évidence.

Pour obtenir de suite les formules générales qui nous seront utiles, nous ferons
intervenir dans nos calculs non pas les dérivées -7-» mais n formes linéaire^
indépendantes p1 de ces dérivées telles que les caractéristiques de Volterra (t).

Nous poserons p1 dr == c»)1, les co1 [ou (^(û?)] étant n expressions de Pfaff linéai-
rement indépendantes :
(i) o)<==sr^^
dont les coefficients -T^ sont fonctions des variables iA1, .. ., M71; nous les supposons
d'un même degré d'homogénéité par rapport aux masses.

( 1 ) Volterra, dans deux mémoires [14] a donné et étudié une forme générale des équations de la
Dynamique des systèmes assujettis à des liaisons (holonomes ou non) bilatérales et indépendantes
du temps. Il définit l'état cinétique d'un tel système par v nouvelles variables p1^ ..., p * qu'il
appelle les caractéristiques (v degré de liberté du système); les composantes de la vitesse de tout
point M du système sont de même des formes linéaires des caractéristiques. Les composantes d'un
déplacement virtuel sont de même des formes linéaires de v variables infiniment petites ôw1, ...,
Stv" les caractéristiques du déplacement virtuel du système. Volterra ne fait pas usage d'une
représentation paramétrique de celles des liaisons qui sont holonomes; mais il est facile de voir
qu'en utilisant une telle représentation les p1 et les Sw* sont bien de la forme —^—- et 0^(8),
les (x)1 étant, comme ci-dessus, des expressions de Pfaff.

Appell [1, tome II, Ch. XXIV] utilise parfois des variables analogues dans des exemples de la
forme simple qu'il a donnée aux équations de la Dynamique des Systèmes à liaisons non holonomc».
Voir aussi Levi Civita et Amaldi [10, tome IIi, Ch. Vj. Les liaison» considérées par cet
trois Auteurs peuvent dépendre du temps.
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Les composantes (souvent désignées par p , q^ r) de la rotation instantanée d^un
solide mobile autour d'un point sont un exemple simple de caractéristiques de
Volterra. remploi d'expressions de Pfafr est courant dans les questions de
Géométrie et de Calcul différentiel absolu [2, 3, 8].

Aux expressions de Pfaff co1 on associe^ par l'identité df== ^SAi/ûj', n formes
linéaires Ai/des dérivées parlielles de la fonction /(^S • • • ? U 7 Ï)» ^e telles
formes sont appelées symboles de transformations infinitésimales; nous dirons
plus brièvement symboles de Lie.

Soient
(a) dw^ S-^t^

les formules obtenues en résolvant les relations (i) par rapport aux différentielles,
on a

(3) ^t=^^ Ï=^'r^f-

Les coordonnées *r, y, z de tout point M de «S1 rapporté aux axes rectangulaires Ox,
Oy, QJS sont fonctions de u1, . . ., M"; soit Ai M le vecteur d'origine M ayant pour
projections A» a?, A»j-, A»^. L'opération Ay/appliquée à ces projections donne un
nouveau vecteur dont l'origine sera M et que nous désignons par AyAiM; il est,
en général, distinct de A,-AyM. Posons

(4) (AyA()/==A/Af/—A,A//==S,c^A,/,

les Cji, sont, en général* des fonctions de u1, u9, ..., un et Cjis-\- Cijs=^ o. Ce sont
encore les coefficients, des covariants bilinéaires des n expressions de Pfaff consi-
dérés comme formes linéaires des binômes ^(d)^'^)—^(^^^(d) [5].

Nous utiliserons de même pour le Vecteur à dériver x de nouvelles composantes
contravariantes

a?*=sr^x^,
et les anciennes composantes covariantes Xi subissent une transformation corres-
pondante, donnant les nouvelles composantes covariantes Xk telles que l'on ait

S.^==2Xy^,

quelles que soient les valeurs des dérivées —r- » * • • ? -y- •
Le vecteur v d'origine M est la somme géométrique ZA^M^1, d'où Fon déduit

l'égalité géométrique

m^=S/7iA,M^-+-Sw^^A,M=SwAfM^-+-ïmA/,A, .M^^, Ph=i^'

Le produit scalaire de ce vecteur de seconde espèce par la vitesse w de M dans
un mouvement quelconque compatible avec les liaisons ZAyMjo7 où les expres-

sions ï>j= ̂  seront considérées comme des fonctions arbitraires du temps t
* ut

donne la puissance du vecteur m—9 Par une addition S étendue à tous les
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points M de S^ on obtient la-puissance de X et les coefficients des expressions/^
sont, dans le noaveau système^es .composantes covarianles yj du Vecteur y
dérivée absolue de X par rapport à T :

(5) yy= SSwA;MA/M d^- -+- SSmA;MAAA/M^'/^.

L'élément linéaire de l'espace R est la somme

ds^= 2T<^2== Sww2^2= S(S/7^ArMlo rSA,Mco^)= SG^^œ^;

les coefficients G/..y=== Gjr sont les sommes de produits scalaires SmArMAjM.
Le premier terme du second membre de (o) est donc ZG^—7-; nous allons

calculer le coefficient f/ijiàe xiph.
On calcule les expressions AyMA^A^M en utilisant d'une part les relations

obtenues en effectuant les permutations circulaires des indices A, ?, / dans la
formule

A A ( A ^ M A / M ) = A ^ A ^ M A y M -+- A ^ M A ^ A / M ,

et, d'autre part, celles qui proviennent de

• S C / ^ A ^ M A / M = = A ; M A A A ^ M — A ; M A , A A M

par l'emploi des mêmes permutations circulaires.
On obtient ainsi (en tenant compte des identités c,-^+cy^== o),

2 A / M A A A / M = = A A ( A ^ M A / M ) - + - A , ( A A M A y M ) — A ; ( A À M A ( M )
-4- S ( Chis A, M Ay M -h Cjis A.s M AA M -+- Cjhs A, M A< M ),

par multiplication par m et addition étendue à tous les points de «S, on a fina-
lement
(6) ' ÏAA-== S m A y M A / ^ A ; M == - [ A A G f y + ' À ^ G A y — A ^ G ^ f ]

-+- - S [ Ch is Gsj -1- Cjis G s h -+- C j h s Gst ] •

Signalons en passant les formules

(7) ^h]i—^ijh=^ChisGsj,

{ ;' ) T hji -i- T A //• = A /t G;y.

Nous avons donc
^p<! ^ ) y/ = s G./ -^ + ̂ hjixiph.

Le second membre est une forme linéaire des dérivées -7- et -j-, en multipliant
par dr on a Informulé de différentiation absolue

(9) y j d^=î)xj=^ Gi/ dx1-^- S-p^ .̂

3. Cas particuliers. — 1° Quand on prend ^=^du^ . . . , (ûn==dun^ on

a Ai/= —p • • • » An/= ^-—î toutes les expressions cjis sont nulles et les coeffi-



cients G,,=^, L'expression (6) s'écrit ^ [^Z + ̂ ' - ̂ } c'est le sym-

bole de Christoffel de première espèce P.'1 qiie M. Cartan désigne par I\/; il est
maintenant, d'après (7), égal à r/^; les composantes covariantes de la différen-
tielle absolue sont alors

( Io) DXy==s^^x^-+-sr/^x^^;
on en déduit les composantes contravariantes

(!I) DX/ ==.^x;- sr^x, du\ r^ = s^r;,,,

où les expressions 1^= ^ sont les symboles de Christoffel de seconde espèce
[2, p. i i] . L'équivalence entre la définition classique de la dijférentiation
absolue et celle que nous avons donnée est donc établie par l'identité des , jr-
mûles qui les traduisent.

2° Lorsque les coefficients dj sont constants, la formule (6) se simplifie, le
premier terme du second membre étant nul. On peut obtenir qu'il en soit ainsi
ainsi par un choix convenable des c*)1', il est même possible de les prendre de façon
que Grs== o lorsque r - y ^ - s . Dans ces conditions, on a

(6/) Wf= ^ChijQjj^-CjihGhh-^-CjkiÇ'u}.

3° De plus, si les u1 sont tels que les Gu soient tous égaux à l'unité et G/^= o
pour r^-s

^2==S(œQ2,
il vient

(6<f) W<= ̂ hij-^Cjih-^Cjhi},

formule équivalence à celle que M. René Lagrange donne dans sa Thèse [8] de
plusY^-t-TAi7===o.

La formule de dérivation (8) s'écrit aussi

(B') y j = -^ -+- SCT^, rsji^^hftp11, nr^4-w//==o, Tn//=o,

la formule (8') est analogue à celle qui donne, dans la cinématique classique, les
projections sur des axes rectangulaires mobiles 'de la dérivée par rapport au
temps T d'un vecteur variant de lui-même avec T. Cette analogie explique l'expres-
sion de transport par équipollence ou parallélisme utilisée à propos d'une notion
importante due à Lévi-Civita [9].

4° Supposons les G^ constants et admettons de plus que les symboles A,:/
soient ceux des transformations infinitésimales d'un groupe fini et continu L
simplement transitif: les u1 sont ce que M, Carton [5] appelle les composantes
relatives d^un groupe à n paramètres^ alors les c/^sont les constantes de struc-
ture du groupe; les expressions -p '̂n y?» sont aussi constantes.



Si par. exemple 5' est un solide mobile autour d'un point fixe 0,en prenant les
axes principaux d'inertie relatifs à ce point comme axes OX, OY, OZ liés à S en
désignant par Gn, 6225 Gas les moments d'inertie correspondants (A, B, G avec
les notations habituelles) et appelant cy1, or2, cy3 les composantes suivant ces axes
de la rotation instantanée (généralement désignées parjo, y, r), on a

aT = Gn(roi)2-h GsaCro2)2-^ GasCro3)2, cis2^ Gn(coi)2-+- G22(t«)2)2-h G33(o)3)2.

On exprime facilement co1, co2, &)3 en fonction des angles d'Euler ^, 6, 9 et de
leurs différentielles, on en déduit les expressions Ai/, As/, A3/et leurs crochets
ce qui donne

C231==I , C: î21=—I, C3i2=ï l , Cl32 = = — I , Ci23==I , C213 = — I ,

tous les autres c étant nuls.
Les formules (9) s'écrivent maintenant

(12) D.ri= Gii6/a-i-+- l (Gn—G22-+- G33)^3^2—- I(Gll-^- Gas— G^)^-^, . . . .

4. Équations du mouvement. —Nous supposons maintenant que la variable T
û?^ n° 2 ̂  ̂  temps t et que les vecteurs v sont les vitesses des points M de S
dans le mouvement défini par la donnée des u1 comme fonctions de t. On a

du1 o)î .
I/F '̂' rf^" '̂'

les vecteurs , » m-, sont les accélérations et les forces d'inertie changées de
sens.

Nous appelons avec Levi-Civita et Amaldi forces actives les forces autres que
les forces de liaison; ne les supposant pas nécessairement connues dans la suite,
nous n'utilisons pas ici la dénomination fréquente forces données.

Nous supposons maintenant les liaisons sans frottement; d'après le principe de
d'AIembert le travail élémentaire des forces opposées aux forces d'inertie est égal
à celui des forces actives. Les formules (8) conduisent alors à la forme générale
des équations du mouvement utilisant les caractéristiques de Volterrd

W SGf^ "+- ̂ hnP1?^ Py, JD'= ^»

nous désignons par Ay les premiers membres de ces équations. Les seconds
membres Py s'obtiennent en donnant au travail virtuel des forces actives, pour un
déplacement infiniment petit de S compatible avec les liaisons, caractérisé par les
différentielles au1 ou les expressions de Pfaff (»)'(ô) la forme 2Pyci)^(ô)y on peut
dire aussi que Py est la puissance des forces actives pour un mouvement virtuel
où pJ== i , toutes les autres caractéristiques p1 étant nulles.

En prenant &/== du', . . . , co^^ dun, on a les équations de Lagrange écrites
en groupant les termes contenant les dérivées du même ordre et où les coeffi-
cients I\/i==I\/A sont les symboles de Christoffel de première espèce

. . . _, d^u1 -_ du1 duh ^w ^^-dtr^^^^t'dr^^
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le travail virtuel des forces actives est 2 Qy <W. Nous désignons par >.y les premiers
membres de ces équations.

Les équations (i3) sont évidemment des combinaisons linéaires des équations
de Lagrange, il est facile d'en obtenir les coefficients. Écrivant de deux façons
différentes le travail virtuel des forces opposées aux forces d'inertie

on«
£Aya)/(8)=2Xr5M r,

A^==ST^.

Le mouvement d^un solide autour d^un point fixe 0 donne un cas particulier
intéressant des équations (i3), on déduit en effet-de la formule de dérivation
absolue correspondant aux formules (12) les équations d'Euler

(i5) Gn^1-h(G33-G2s)7?î^=Pi, .,..

A toute décomposition en carrés de la force vive et de ^élément linéaire

(ï6) 2T=S(joQî, ^2=S(ioQ2

correspond la forme suivante des équations (i3)

(i?) -^ -+- ̂ hjtpiph•= Py, TA / f= ^[cAf/+ c j i h ^ - c j h i } ,

ou d'après (7')» on a
i rA7f+YAf;=0.

Cette forme générale des équations du mouvement est identique à Vune de
celles que donne Volterra dans son premier Mémoire [14']; notre calcul des
coefficients y ne fait intervenir que les fonctions Chij figurant dans le développe-
ment des crochets (A^A»)/.

5. Mouvements spontanés à caractéristiques indépendantes* — Supposons
Vêlement linéaire de la forme (16) et admettons de plus que les coefficients v/,,/
soient constants ou plutôt que les sommes ^hji-\~^ijh. le soient, les équations (17)
présentent une analogie manifeste avec les équations d'Euler. Si de plus les forces
actives sont équivalentes à zéro, les Py sont nuls, nous avons une extension du
cas d'Euler et de Poinsot dans la Dynamique du corps solide. Les équa-
tions (17) qui s'écrivent alors

(18) ^- -+- ̂ hjtP1?11 =•- o,

constituent un système du premier ordre qui peut s'intégrer séparément; ceci
fait, on achève de déterminer le mouvement par l'intégration du système

0)< ,
W) di^^'
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Voltcrra appelle mouvements spontanés ceux qui correspondent à des forces
actives nulles et mouvements spontanés à caractéristiques indépendantes ceux
pour lesquels le système analogue à (18) étant à coefficients constants peut
être intégré séparément.

L'emploi des groupes continus permet de construire des éléments linéaires ds9

et par suite des systèmes S à liaisons holonomes remplissant ces conditions.
On part d'un groupe simplement transitif L, ou, ce qui revient au même, du
groupe des paramètres L d'un groupe quelconque A. Les composantes relatives
du déplacement du repère mobile de A ou, en d'autres termes, les expressions de
Pfaff associées aux symboles des transformations infinitésimales de L donnent les
expressions de Pfaff (^l. On prend alors pour élément linéaire une forme quadra-
tique à coefficients Gij constants définie positive de ces expressions de Pfaff.

Les Chij sont les constantes de structure de L, les y '̂i donnés par les for-
mules (6) sont aussi constants et le système (17) où Py==o est bien séparément
intégrable.

Prenons par exemple le groupe des paramètres du groupe des substitutions
linéaires .r'== ax-\- b'y

da . db — dcft -h db^
C)1 = — — ? t^L)2= — — ; ds^-=—————-———» Clal=—C2l2==I

a a a2

Ions tes autres c sont nuls; on a facilement ya 12==—Yi22==i elles équations (18)
sont ici

dp1 dp^
-^-+(^)2=0 -^.-^1^=0;

elles sont bien de la forme indiquée par Volterra [14, p. 543] et correspondent
a a==ro, (3=1. L'élément linéaire a "^——est celui d'une surface à courbure
totale constante égale à — i telle qu'une surface pseudosphérique [6, tome I, p. 80];
on peut prendre pour S un poilit mobile sur une telle surface.

Les équations du mouvement d'un solide autour d^un point fixe quand aucune
force active n'intervient (cas d'Euler et de Poinsol) correspondent de la même
façon au cas où A est le groupe des rotations autour de 0, L le premier groupe
des paramétres de A, l'élément linéaire estds2^ Gu (co1)2-^ Gaa^2)2-^ G33(&)3)2

et admet les transformations du groupe L.
' Les mouvements spontanés à caractéristiques indépendantes d'un système S

construit comme nous venons de l'indiquer en partant d'un groupe simplement
transitif L a n variables sont déterminés par un système (E) de 2 n équations
diderentielles du premier ordre. On voit facilement que (E) admet les transforma-
tions du groupe L. On peut en ramener l'intégration suivant une théorie
générale de Lie et de M. Vessiot [11, p. 3o8] à celles d\un système résolvant
{tel que le système 18) et d^un système de Lie formé par les équations (19).
En résolvant ces dernières équations par rapport aux dérivées, on a d'aprés les
formules (2)

'Î-W-



c^est bien la forme d'un système de Lie correspondant au groupe L dont les trans-
formations infinitésimales sont données par les formules (3). M. Vessiot a donné
une théorie de l'intégration des systèmes de Lie [12]. M. Volterra dans ses deux
mémoires a étudié celle des systèmes résolvants. Pour le cas d'Euleretde Poinsot,
le système de Lie s'intègre par une quadrature [1, Ch. XX].

6. Systèmes à liaisons non holonomes. — Nous avons- supposé jusqu'ici les
liaisons holonomes alors, que Volterra ne fait pas cette hypothèse. Nous allons
montrer maintenant que les équations (i3) et remploi des caractéristiques se
prêtent à la détermination du mouvement d^ un système S où des liaisons non
holonomes sans frottement et indépendantes du temps s^ a joutent, aux liaisons
holonomes seules considérées jus qu^ ici. Conservons la représentation paramétrique
de ces dernières, nous choisissons les formes w1 de façon que les liaisons nouvelles
soient traduites par les équations

(20) o^-^rso, ..., (jî -'-y == o, l-^-q=n\

seules peuvent être différentes de zéro les caractéristiques/?' pour lesquelles/^ /.
On peut appliquer les équations (i3) au mouvement du système S dont la

liberté est ainsi réduite en adjoignant aux forces actives antérieures les réactions
correspondant aux liaisons ajoutées. Soit ^P* cn)y(ô) le travail virtuel de ces réac-
tions additionnelles; nous devrions remplacer, dans les équations (i3), Py par
Py4-P^*, Mais, puisque nous supposons les nouvelles liaisons sans frottement,
nous admettons que le travail virtuel des réactions est nul quand les équations (20)
sont vérifiées; en d'autres termes P^, . . ., P̂ * sont nuls et en définitive les équations
du mouvement du système sont

(21) SG/y^-+-SYAy^^=p^ ^=^ ( A , î , 7 = = i , 2 .../),

on notera que les Gij coefficients des termes en — ne font intervenir que les
valeurs de / e t / au plus égales à l, et que, par contre, d'après les formules (6), le
calcul des coefficients ^hji des termes en piph fait intervenir les coefficients Gsj où s
peut être supérieur à l.

Cette méthode appliquée au problème classique de la bille de billard roulant et
pivotant sans glisser sur un plan horizontal redonne les résultats connus.

Montrons qu'M/i choix, convenable de co1, . . . , ûi)71 permet d^ avoir encore
û^r^l^cn)1)2. Les co étant d'abord pris seulement de façon que les liaisons addition-
nelles, qui peuvent être holonomes ou non, soient données par les équations (20)
considérons dans ds^^ ZG^ûûW le groupe ds2 des termes où les indices prennent
les valeurs i, 2, .... l. En remplaçant &)1, . . . , (ù1 par / formes linéaires de ces
mêmes expressions, formes dont les coefficients peuvent dépendre de ^1, M2 . ..., M",
on réduit ds2 à la somme des carrés de ces nouvelles formes. On peut donc
supposer û)1, . . . , (ù1 choisis de façon que ds^= (ût)1)2-^-, . .-(-(c*/)2; admettons
qu41 en soit ainsi et écrivons

ds^ =(to)1)2 -+-... -^((riO2 •+- 2 tù^W1 -^...-+- 2 (ri^-h^O2,
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w1, . . ., w1 sont des formes linéaires et dcr^ une forme quadratique de co^1, ..., ^n

(les coefficients de ces diverses formes peuvent dépendre de toutes les variables u)\
nous posons

ds1^ (t*)i-h wi)»+. ..-+-(o^-+- w7)2-»- ^a1; 'û^(yî= ^—(w1)»—...—^)1;

cela nous permet d'admettre qu'un choix convenable de co1, . . . , w1 donne
ds^^Ç^)2-^-. . .4«(û^2.^_^y^ mais en remplaçant co^1, . . ., w"- par des combi-
naisons linéaires convenables et s'appuyant sur la loi d'inertie des formes quadra-
tiques, on peut obtenir que da2 soit aussi la somme de carrés de n—/formes
linéaires, ce qui démontre la proposition énoncée.

Avec le nouveau choix de co1, ,. ., co'1, les liaisons additionnelles sont encore
traduites par des équations de la forme (20), et les équations (21) s^écrivent

(22) Ay= -^ -+- ̂ kjiP1^^ P/ (l, 7, h = I, 2, . . ., Q.

Cette remarque sera utile plus loin.

7. Liaisons dépendant du temps. — On donne aux équations du mouvement
une forme analogue aux précédentes lorsque les liaisons dépendent du temps, mais
une modification importante intervient alors.

Supposons d'abord les liaisons-holonomes. Les coordonnées de chaque point M
du système S sont fonctions des paramétres u^ .. ., u^ et du temps (; nous
adjoindrons un paramètre u^1 que nous prendrons égal à t et nous ferons corres-
pondre à la position de *S' et à l'instant t le point P de coordonnées curvilignes
M ' , . . . , u'1^ de l'espace Riemannien lî drôlement linéaire

û?S2= 2Tû^= î.gijd^duJ.

Les vecteurs v et mv attachés au point M de 6'peuvent maintenant dépendre du
temps; par exemple, pour la vitesse de M dans un mouvement compatible avec les
liaisons, P est la somme géométrique Z—X* qui comprend d'abord les termes

considérés antérieurement pour lesquels i ̂ - n, X^=== —(- et ensuite le terme

<^M „ , àm
-«____ X.'1'̂ 1 — ___ •
àu'^ ~ àt

Nous considérons encore le système de Vecteurs v et mv comme régulier »i v
est la somme géométrique Z —-. X1 ; X1, . . ., X71"4'1 définissent un Vecteur x attaché
au point P de 7?; si les v doivent être considérés comme des vitesses X71"1'1 ==; i.
Les notions de puissance, d'équivalence vis-à-vis des liaisons (dépendant de (), la
définition et le calcul des composantes covariantes de X s'étendent aux cas actuels
de même que la définition et le calcul de la dérivée absolue par rapport au para-
mètre r et de la différentielle absolue d^un Vecteur.

Nous utiliserons encore des expressions de Pfaff c»)^, ( t== i, . . ., /i-l-i) elles
caractéristiques p1, . . ., pn•}•{ correspondantes, mais u^^ sera toujours du^^ ou
dl à un facteur près.
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Nous avons maintenant n +1 symboles de Lie au lieu de n ; la formule de
dérivation absolue (8) reste valable.

Mais pour passer aux équations du mouvement de *S' sous l'action de forces
actives, il faut se rappeler la différence essentielle qu'il y a entre les mouvements
compatibles avec les liaisons dépendant du temps jusqu'ici considérées et les
mouvements virtuels compatibles avec les liaisons existant à l'instant t. Pour
ces derniers, u'^ doit être régardé comme une constante, donc pour le calcul du
travail élémentaire des forces ordinaires et des forces d'inertie ôu'^'^o,
^-n(^) ̂  o; en d'autres termes, on forme les équations (i3) pour7== 1 ,2 , ..., n,
de plus l'hypothèse de l'absence de frottement fait que les seconds membres P
de ces 7i équations se calculent avec les seules forces actives.

On vérifie d'ailleurs facilement, en prenant œ1 == du', . . ., û^^ du*^ que les
équations de Lagrange ordonnées par rapport aux dérivées secondes et premières
(u*)'== —î (u1)"^ —,— ( ( = = 1 , 2 , . . . , / i ) sont identiques aux équations de la
forme (i4) où ^s coefficients T/ij-i sont, pour j ̂ n^ les symboles de ChrîstofTel
relatifs à Pélément linéaire à n 4- i variables dS ' 2 .

En second lieu, quand les liaisons dépendent du temvs et qu^il s'en trouve
de non holonomes; on prend comme plus haut n -+-1 variables u1 (paramètres de
position et temps) et l'élément-linéaire

â?S-2 = 2 T c&» == ï G/y eu1 <D/,

en choisissant, comme plus haut, les expressions de Pfaffde façon que les liaisons
additionnelles (non holonomes en général) soient données par û '̂*"1 == o, co^sso
et que c»)7*'1"1 ne contienne que la différentielle dt.

Pour un déplacement virtuel compatible avec les liaisons existant à Finstant ^,
seuls («^((î), . . ., ^W peuvent être différents de zéro; on prendra donc les
l équations (22) correspondant à j = = 1 , 2 , . . . , l et on leur adjoindra les
q équations p1^1 == o, . . ., ̂ "^ o. Les coefficients y^y» des l premières équations
font intervenir les coefficients de û?S2 forme quadratique des n -4- i expressions
cj*, . . ., ûj'1"1"1. L'emploi des caratéristiques de Volterra est ainsi applicable
dans tous les cas où les liaisons sont bilatérales et sans frottement,

8. Courbure géodésique d'une courbe de l'espace de Riemann. — Supposons
de nouveau les liaisons holonomes et indépendantes du temps, transformons les
équations ( i4) en prenant comme variable auxiliaire l'arc s de la courbe C décrite
dans R par le point Pcaractérisant la position de S ai l'instant <• Nous obtenons ainsi

w ̂ ^(ff-^-^-ï' ^^'^"ïï-
Le Vecteur de composantes L/ est le Vecteur unitaire U tangent à C; le

Vecteur C de composantes My est le Vecteur courbure géodésique de C.
De même, quand on utilise les caractéristiques de Volterra les équations (i3)

donnent

(,4) ^^i-+-M/^y==Çy £,==ïG,/cr', Af/=ïG<y^^STA/^t^,nu==^-
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Les expressions Lj, M, sont respectivement les composantes des Vecteurs U

dev—— P"110"1"'1'' si les "' sont tels ̂  dsî= 2((a••)a Ies dernières formules (24)

Lj = CT/ = VSf, M, = -̂ 1 -t- ÏY4/,-Bl(,3A.

On établit facilement la relation ÎL,-M,==o, le Vecteur courbure géodésique
est normal à C. -

On a ainsi des équations analogues aux équations intrinsèques du
mouvement d'un point dans l'espace ordinaire : Appelons Force le Vecteur f
de composantes covariantes Q, (ou (?,) ayant pour origine le point P de /? de
paramètres u1, • • . , u"; Force tangentieUe le Vecteur f, projection de f sur la
tangente à C en P, Force normale fje Vecteur différence géométrique f- f,. Les
formules vectorielles mettant en évidence l'analogie sont
(25) ïl=u^ ^-(â)2-

On les npplique à la formation des équations différentielles des trajectoires
des mouvements de S sous l'action de Forces connues (il s'agit des courbes C
décrues par P dans l'espace de Riemann). Painlevé a posé et résolu ce problème-
voir le bon exposé de la question par M. Husson [71.

. La différence géométrique f-1, donne f,; g se calcule à l'aide du théorème
des forces vives, qui donne pour les équations (i4)

rfT _ ds dis _ dui cfis _ - du'
dt - dtdt?-î'îl•d^' rfF^Q'riT

et les composantes covariantes de f,,
(2G) N/=Q,-L,SQ^'

par suite

W) • -Nl - Nî - _ N»
M, M,-•••-M;

la valeur commune de ces rapports est g)2 ou aT. Le nombre des relations (27)

indépendantes est 71-2, car les numérateurs et les dénominateurs des rapports
sont les composantes de Vecteurs situés tous deux dans le n - i plan normal à C.

Supposons que les Forces t appartiennent à un champ conservait/, c'est-
à-dire que leurs composantes Q. soient les dérivées d'une fonction V(u1, ..., u").
L'intégrale première des forces'vives permet de compléter les équations (27)-
on a ainsi, A étant une constante, les équations cherchées

^). .̂..̂ ,̂

S'i( n'y a pas champ conservait/, on ajoute aux n - 2 équations (26) une
équation^ ^=2^.1 </» M( ds



S'il n'y a pas de forces actives, les trajectoires (géodésiques) sont données par
les équations M»=== o.

On forme aussi bien les équations différentielles des trajectoires en utilisant les

caractéristiques de Volterra ou plutôt les expressions ̂  == OTS en remplaçant My

et N; respectivement par My et Ny= Çj—LjlÇivj1; si 1; (W, est une différen-
tielle totale exacte, les Forces f appartiennent à un champ conservatif.

On retrouve d'une façon simple l'extension des théorèmes de Meusnier et
d'Euler à la Géométrie riemannienne en observant que pour tout mouvement
de S où la force vive est constamment égale à l'unité f< .== o et la Force normale f
donne le Vecteur courbure géodésique de la courbe 6\

Supposons que cette courbe C appartienne à une variété V/ de l'espace /?, ou.
plus généralement, que les coordonnées de ses points vérifient n_l équations
complémentaires de Pfaff. Nous avons vu plus haut qu'on pouvait prendre les
expressions co1' de façon que l'élément linéaire de R et les équations complémen-
taires de Pfaff soient

Û?52=S((i)/)2 cù^-1 = 0, . . . , O^ = 0.

On se donne les u1 en fonction de s vérifiant les équations suivantes (où OT, == ̂ )

CT^1=0, . . . , C T " = 0 , (OT')24-...-+-(ro02==i,

les composantes Ci, . . ̂ Qn du vecteur courbure géodésique de C sont données
par les équations

drsî -
(Î9) -^- -t-S^CTW==Çy (A, i , j = = 1 , 2 , . . . , /) .

(30) SïAar^ro^Qa (À, i = l, 2, . . .. l, a --= l -+-1, . . . : n ).

Les formules (3o) dont on trouvera l'interprétation géométrique dans un
ouvrage de M. Cartan [2, p. 45] expriment analytiquement l'extension de ces
théorèmes.

9. Champs (Tétats cinétiques. — Un champ de Vecteurs est défini quand on
fait correspondre un Vecteur à tout point P de R en d'autres termes quand on se
donne n fonctions X/ des paramètres u', . . ., u1', et qu'on les regarde comme
composantes covariantes d'un Vecteur. Interprétons en mécanique ces Vecteurs
comme des états cinétiques d'un système matériel S, nous aurons un cîunnp d'états
cinétiques.

M. Cartan (2, p. 12) utilise dans la Géométrie des Espaces de Puemann à
n dimensions n champs de Vecteurs unitaires permettant l'emploi des expressions
de Pfaff; on peut donc considérer que n champs d'états cinétiques de base
Ci, . . ., 6n permettent de définir un état cinétique e d'un système matériel 6* : la
vitesse de tout point M de S dans l'état e est la somme géométrique des vecteurs
obtenus en multipliant le vecteur vitesse de M dans l'état cinétique e/par la carac-
téristique de Volterra/^'. Si les puissances respectives des étals cinétiques de base
pris deux à deux sont nulles, la force vive de S est la somme I G,, (j»')2 ; si de plus
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pour chacun des états cinétiques de base la force vive de <î? est égale à Punité, elle
sera pour un état cinétique quelconque 2(p1)2.

Supposons les liaisons holonomes indépendantes du temps, à tout champ d'états
cinétiques correspond un champ riemannien de Forces. Il est commode, pour le

MT»

trouver, d'utiliser les variables canoniques />i=== -r,—-7 (avec la notation habi-

tuelle). Elles sont les composantes covariantes d'un Vecteur donnant les vitesses
[on pourrait aussi les considérer comme composantes contravariantes en prenant
c»)*'== Igij duJ]. Nous supposons donc. les pi fonctions connues de i^, . . ., t^1. Le
calcul des y ne fait intervenir que les composantes, de aT et leurs dérivées pre-
mières; un calcul classique (1, tome II, Chap. XXV) donne aux équations du
mouvement la forme
^ . dpj ^ àK dui àK
(3Î) W=^-^ W-^

OÙR^ZT^/^—T=:T, puisque les liaisons sont indépendantes du temps, est
exprimé en fonction de u'', . . ., u11.

Cherchons quelles Forces correspondent à des mouvements où ces états ciné-
tiques sont réalisés. On a

dp; _ ̂  àpj duh __ ̂  àK dp,
~dt ~~ 2^ <Ju71 ~dt ~ 2^ 'àp'h duh^

o — Ï)K- V^ K ^ i==^ K - V âK- dph- V-^-^^z--î-c^^
"/- àu'j ^2^ àpk au,!'- ~~ àui ^ Zà'àph ̂  ̂  2^ ~^\àuh ~ àuJ ) '

en désignant par K la fonction de M1 , . . . , ufl^ obtenue en remplaçant dans K les
pi par leurs expressions en u ' , . . ., ^/(, nous trouvons • |

-••A.'

o.-^+V^-^-^. «
'7 ouf ^ àpk \àuh àul I .

Un champ riemannien de forces correspond ainsi au champ d'états ciné-
tiques; de plus, si celui-ci est, conservatif^ c^est-à-dire si Si'pj-duJ est la différen-
tielle d'une fonction 0(^1, . . ., M"), le champ de forces l'est aussi [6, Livre V,
Chap. VIIÎ], soit ̂ Qjd^^ U(^1, . . ., M^), le théorème des forces vives donne :

(32) 2T =A6 == 2 ( U - » - A ) .

La notion importante de Vecteurs parallèles (ou plutôt équipollents) intro-
duite par Levi-Civita en Géométrie riemannienne s'applique tout d'abord à deux
vecteurs ayant pour origine deux points infiniment voisins, elle s'étend ensuite à
deux points quelconques reliés par une courbe C de l'espace 7?. Toutefois, pour
certains espaces R et pour certaines familles de Vecteurs, le résultat du transport
par équipollence peut être indépendant du chemin suivi, et il peut arriver de plus
que par tout point de R passe au moins un Vecteur de la famille. Ce cas se pré-
sente lorsque le système d'équations linéaires aux différentielles totales

(33) dpi— ^TÏrPk 0^= o,
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admet des solutions (il n'est pas cependant nécessaire qu'il soit complètement
intégrable). Supposons qu'il en soit ainsi, ou, comme nous le dirons, qu'il
existe au moins un champ de Vecteurs équipollents entre eux donné par des fonc-
tions 7?i, ..., pn, de M1, . . . , u'1. Rappelons d'autre part que pour un mouvement
uniforme du point représentatif P sur une géodésique quelconque de l'espace B,
les Vecteurs donnant les vitesses de composantes contravariantes (u1)' se corres-
pondent par équipollence le long de la géodésique correspondante. Le transport
par équipollence conservant les produits scalaires et les mesures, on aura

(34) S pt( u1 y =a constante,

(35) ^g1^ PiPî s=: constante.

L'équation (34) met en évidence une intégrale première des équations des
géodésiques linéaire par rapport aux vitesses paramétriques (u1)'. De plus, puis-
que lesjOt vérifient les équations (33) et que Tfr = 1̂ ,

S-^-sr^gp

ce qui montre que Ipidu1 est la différentielle d'une fonction 6(^', . . . , M");
diaprés (35)A6 est une constante. Un champ de Vecteurs équipollents entre eux
donne donc un champ conservait/ d'états cinétiques pour lesquels la force
vive est constante. En multipliant les pi par un même nombre, on peut obtenir
que cette constante soit égale à l'unité. Choisissons les variables indépendantes
de façon que u' ==Q et que de plus ^i==v0 pour i>> i (un théorème de Beltrami
[6, tome II, p. 5o6] montre la possibilité d'un tel choix. On a ainsi ^^^i ,
g^=^o pour i^> i, le vecteur dérivant de 6 = u^ a pour composantes covariantes
p^ === 0,^1 ===o pour i > i ; les équations (33) montrent que tous les symboles F^
sont nuls; les Tur le sont aussi et l'on a

r - ̂ rl _4_ ^(1 à^ir - ̂ T - n* ar" ~à^ ^ 'àur ~~ -^T - ̂ i - °-

Par suite ds^ == (du1 )2 + ds\ ; dans Vêlement linéaire ds\ figurent seulement
M2, . . ., i^ et leurs différentielles.

On vérifie facilement ensuite que l'existence de l solutions distinctes du sys-
tème (33) permet de ramener ds^ à la forme
(36) ^2= (^1)24_. . .+ (^/)2+ ^2,

ds} ne dépend que de î -1-1, . . ., u1. Si l== /i, JR est euclidien; il en est de même
si ^==/i — i, car ds^ ne dépendant que de Mn, un changement de cette variable
permet d'avoir gnn'===-1- Si ds2 a la forme (36) avec l<.n — i, on peut dire que
R est par f alternent euclidien.

De tels espaces avaient déjà été étudiés en Géométrie [2, p. 53]. En Mécanique,
des exemples simples sont donnés par les systèmes matériels S assujettis à des
liaisons telles que le centre de gravité de S se meuve librement soit dans tout
l'espace où se trouve S, soit sur une surface développable, soit enfin sur une
courbe.

LXXVI. 2
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10. Emploi de» caractéristiques de Volterra en hydrodynamique. — Des sim-
plifications notables se présentent dans les questions étudiées plus haut (n05 là 4)
quand le système se réduit à un seul point matériel M de masse égale à l'unité et
qui n'est assujetti à aucune liaison, cas particulier dont nous allons voir l'intérêt.
La représentation paramétrique de l'espace euclidien ordinaire où nous considé-
rons le point M, faite au moyen des variables M1, i^3, a3, est toujours indépendante
du temps.

Puisque m == i , les vecteurs correspondants v et mv de première et de seconde
espèces peuvent être regardés comme coïncidants. Comme il n'y a pas-de" liaison,
deux vecteurs équivalents d'origine M sont nécessairement confondus et tout
vecteur attaché à M est régulier. La régularisation dun" 2 est ainsi toute faite et
la dérivée et la différentielle absolues d'un vecteur coïncident, avec la dérivée et
la différentielle ordinaires.

Un champ d'états cinétiques (n° 9) est maintenant un champ de vecteur»
vitesse dans l'espace habituel. Un tel champ—comme Pavait observé Darboux—
est en quelque sorte réalisé par le mouvement d'un fluide, le point M étant main-
tenant imaginé. Ce rapprochement rend naturel l'emploi des équations de Lagrange
oa dos caractôristiq.ues de Volterra en Hydrodynamique.

Montrons à ce propos comment les formules du n° 2 donnent rapidement de»
formules classiques relatives aux coordonnées curvilignes orthogonales [13, chap.I]^

Les expressions («)1, c»)2, co3 sont choisies de façon que les caractérisiiques cor-
respondantes de Volterra donnent les projections d'un vecteur sur les tangente»
aux trois lignes coordonnées; ces tangentes formant un trièdre trirectangle, le»
composantes covariantes Xi'et contravariantes X1 sont identiques. On a

, du1 „ du'1 , du3

(O1 == —.— ) O)2 = —.— y tri3 == -î— î
Ai As hy

( A i , Aa, As sont fonctions de u\ M 2 , u3) et ^2= (où1)2-^ ((i)2)2-!-^3)2.
Les symboles de Lie associés aux expressions û)2 sont évidemment Ai/==Âi —'••

Leurs crochets donnent
A / A / A /A/djj == -^—' » GUI ==— -^— » Cifs = o pour s^i et s ^J,

On a donc (6"), poury== i
Ai/it Ai As As Ai AaAi

7211 =s "iT^ Ï313= "7^ ̂ """""ir' ̂ llï=î- -AT-'
toutes les autres expressions Y A < I étant nulles. La formule (8) donne comme pre-
mière composante (celle qui correspond à la tangente MTi à la ligne u^ ==const.,
u9 ==const., tangente orientée dans le sens u^ croissant) de la dérivée absolue par
rapport à T du vecteur p dont nous désignons les composantes par X*==Xi ==pi

/Dp\1 /DP\ flfe1 A-iAi '.(u» Ai As ,cx)3 As Ai ,a)1 As Ai , œ1

W =a {D.h =3 ^ + "hT^d. ̂  -AT^ ^ ~ ~^~p d. - -AT^ ^t

les autres composantes ( — ) se déduisent de celle-là par permutations circu-
laires des indices i , 2, 3.
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Si v est là vitesse en M à l'instant t (Tun fluide dont le mouvement peut n^être
pas permanent, j^, ^2, p3 sont fonctions de u^ ^2, u^ et du temps t ' , elles devien-
nent fonctions de T si Fon fait décrire à M une courbe donnée par les expressions
de ^i, M2, u3 en fonction de T; nous supposons d^abord T indépendant de (. Alors

, . dp1 . .h)1 . , h)2 . . to3

(27) -^ = A,^ ̂  A^< ̂  + A3/>< ̂ .

On a ainsi les projections (—). sur les tangentes MTi aux lignes coordonnées
du vecteur dérivée de v par rapport à T

(Dp\ o)1 (JI)1 œ3

Dr^^a^^a^^àT*

a«= A^i-^-1^ -^^, o»= A^^^, ^3- Aa^4- ̂ jo',

les autres 0»; se déduisent des précédents par permutations circulaires des
indices i, a, 3. Remarquons que a»-; est la projection sur MT» du vecteur dérivée
de v suivant la direction MTy, alors ̂ - = i, tous les autres <u étant nuls.

Les neuf expressions aij sont les composantes d^un tenseur à deux indices. Par
contraction, il donne la divergence de v\ on peut le considérer comme la somme
d'un tenseur symétrique et d^un tenseur antisymétrique, ce dernier est le
tourbillon.

Enfin pour le calcul de raccélération, dérivée du vecteur v par rapport à ^, on
prend T== ^, mais comme y?1,^2,/?3 sont dans le cas général d'un mouvement non
permanent fonctions de ^1, u2, M3, ^, on ajoute aux seconds membres des for-
mules (3^) les termes -L- et les projections cherchées sont

jt= - -h a^pi-t- a<2JD2-^- a^p3.

(Manuscrit reçu le i" mars 1947-)


