BULLETIN DELA S. M. F.

EMILE COTTON

Sur certains rapprochements entre la géométrie
des espaces de Riemann et la mécanique
rationnelle classique

Bulletinde la S. M. F., tome 76 (1948), p. 1-19
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1948__76__1_0>

© Bulletin de la S. M. E., 1948, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. E. » (http:
/fsmf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique I’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1948__76__1_0
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

BULLETIN

DE LA

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE

SUR CERTAINS RAPPROCHEMENTS ENTRE LA GEOMETRIE DES ESPACES
DE RIEMANN ET LA MECANIQUE RATIONNELLE CLASSIQUE;

Par M. Emiee Corron.

A tout systéme matériel a liaisons holonomes indépendantes du temps corres-
pond un cspace de Riemann : On prend pour coordonnées d’un point de cet espace
les paramétres de position du systéme maléricl et pour élément linéaire le produit
de la force vive par le carré de la différentielle du temps. Cette correspondance
entraine des rapprochements qu’il est naturel d’étudier.

Nous montrons, au début de ce travail, comment les notions si importantes en
Géométrie riemannienne de dérivée et de différentielle absolue d’un vecteur
peuvent étre présentées d’une fagon simple par ’emploi de notions él¢mentaires
d’un usage courant en Mécanique rationnelle. En utilisant, dés le début des
calculs, des expressions de Pfaff comme M. René Lagrange I’a fait dans sa Thése,
nous obtenons une expression trés générale des coefficients figurant dans les
formules de dérivation absolue.

Ces formules conduisent immédiatement a la forme donnée aux équations diffé-
rentielles de la Mécanique par Volterra : En adjoignantaux paramétres de position
des variables nouvelles qu'il appelle caractéristiques, il substitue aux équations
différentielles du second ordre un nombre double d’équations du premier ordre.
Les variables canoniques appelées parfois moments conjugués sont un exemple
bien connu de telles caractéristiques; un autre exemple est donné par les projec-
tions du vecteur rotation instantanée sur les axes principaux d'inertie dans le cas
du mouvement d’un solide. Quelques lignes au sujet des mouvements spontands a
caractéristiques indépendantes de Volterra mettent en évidence lintérét que
présente a leur propos la théorie des groupes finis et continus, et notamment les
travaux de M. Vessiot.

Jusqu'ici les liaisons étaient supposées holonomes et indépendantes du temps;
nous étendons ensuite les résultats au cas ou ces deux restrictions sont écartées.
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La notion de courbure géodésique d’une courbe de I'espace de Riemann trouve
une application intéressante dans un probléme traité tout d’abord par Painlevé,
celui de la formation des équations différentielles des trajectoires. Aux champs de
vecteurs attachés aux points de 'espace de Riemann correspondent des champs
d’¢états cinétiques qui peuvent étre utilisés dans diverses questions de Mécanique;
c’est ainsi que les formules classiques d’'Hydrodynamique concernant ’emploi des
coordonnées curvilignes orthogonales s'établissent simplement par 'emploi de
caractéristiques de Volterra.

Il est facile de présenter les questions étudiées ici comme un chapitre de Méca-
nique servant d’introduction a la théorie des espaces de Riemann; mais nous
avons ici, pour plus de briéveté, supposé connus les éléments de cette théorie tels
qu’ils sont exposés dans les ouvrages de M. E. Cartan.

I.es numdros en caractéres gras figurant entre crochets dans le courant du texte renvoient
4 la Bibliographie suivante :

1. Aveect, Traité de Mécanique rationnelle.

2. Cartan (E.), La Géométrie des Espaces de Riemann (Mémorial des Sciences
mathématiques, IX). ‘

8. Canran (E.), Lecons sur la Géométrie des Zspaces de Riemann (Cahiers Scienti-
Srques, ).
. Canran (E.), Lecons sur les invariants intégraux.
.Carran (E.), La Théorie des groupes finis et continus ( Cahiers scienti figues, XVIII).
. Darpoux, Lecons sur la Théorie générale des Surfaces.
Husson, Les trajectoires de la Dynamique (Mémorial Sc. Math., LV).
L.araNGE (R.), Sur le calcul différentiel absolu (7hése, Paris, 1923. Annales Fac.

LT FN

Se. Toulouse).
9. Luvt Civita, Nozione di parallelismo in una varieta qualcunque (Rendiconti Circ.

Math. Palermo, XLII, 1917).

10. Levi Civira B AMaLpl, Lezioni di Meccanica razionale.

11. Veisstor, Sur lintégration des systémes différentiels qui admettent des groupes
continus de transformations ( Acta Mathematica, XXVIII, 1904).

412. Vussior, Sur les systémes d’équations différentielles du premier ordre qui ont des
systémes fondamentaux d’intégrales (4Annales Fac. Sc. Toulouse, VIII, 1894).

13. ViLrar, Lecons sur les fluides visqueux. )
14. Vourerma, Sopra una classe di equazioni dinamiche (A¢ti della .R. Acad. delle

Seienze di Torino, XXXIII, 1897-98).
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1. Systéme matériel et espace de Riemann. — Soit .S un systéme matériel
assujelli a des liaisons holonomes et indépendantes du temps. Nous le supposons,
pour simplifier, constitué par des points matériels; soit M 'un d'eux, m sa masse.
les liaisons sont représentées paramétriquement par les variables u!, u?, ..., u",

A toute position de § correspond un point P d’un espace de Riemann R, les
coordonnées de P étant u!, ..., u” et dont I’élément lindaire

ds?= X g,y dul duj = 2T dt?

est le produit de la force vive 2T de S par le carré de la différentielle du temps (*).

(') On peut rapprocher cette interprétation mécanique d’un espace de Riemann de la réalisation
géométrique de cet espace par une variété V, 4 n dimensions plongée dans un espace euclidien
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Nous considérons au début deuz espéces de vecteurs attachés aux divers
points M de .S : les mesures des uns sont de dimension nulle par rapport aux
masses, et & tout vecteur ¢ de cette premiére espéce correspondra un vecteur me
de la seconde espéce attaché au méme point. (Exemples : vitesses et quantités de
mouvement, accélérations et forces).

Un mouvement de .S compatible avec les liaisons étant défini par les expressions
des paramétres u!, ..., u" en fonction du temps ¢, le vecteur vitessé ¢ du point M
a linstant ¢ est la somme géométrique

oM, .., . dul
—— (u?) ol (u')—gt—-

D’une fagon générale, nous dirons qu’'un systéme de vecteurs est régulier
lorsque le vecteur ¢ de premiére espéce attaché & tout point M de .S est la somme
géométrique Z——-—X les nombres X1, ..., X étant les mémes pour tous les
points de .S. On peut regarder X4, ..., X" comme les composantes contravariantes
par rapport au repére naturel [3, p. 92] d'un vecteur X attaché au point P de R;
la lettre majuscule V rappellera dans la suite’ qu'il s'agit d’un étre géomé-
trique relatif & Uespace de Riemann, pour éviter toute confusion avec les
vecteurs attachés aux points matériels de S.

Si les X! sont regardés comme des valeurs numériques de dérivées %u_t, les
vecteurs de premiére espéce du systéme régulier sont les vitesses v des points M;
Pensemble X de ces vitesses et des quantités de mouvement correspondames my
sera appelé état cinétique de S.

Soient alors ¢ des vecteurs quelconques de premiére espéce auachés aux
points M, mo les vecteurs correspondants de seconde espéce, ¢ le systéme ainsi
formé, la puissance de o pour I’état cinétique X est par définition la somme des
produits scalaires Smoe; S désigne une addition étendue a tous les points de .S.

Deux systémes de vecteurs de seconde espéce sont dits équivalents (vis-i-vis
des liaisons) s’ils ont des puissances égales entre elles pour tout état cinétique
de S. ~

On peut écrire la puissance de o :

vav:Svaj—MX' ou X, X!

A n—+v dimensions. Si toutes les masses admettent une commune mesure, on la prend comme

unité, les m sont alors des nombres entiers.Regardant un point M de masse m comme la superpo-

sition de m points de masses égales 2 l’umte que les liaisons obligeraient 2 comcxder, on est

ramené au cas ou tous les points de S auraient pour masse l'unit. Soient alors z, =%, y, =%,
=&, ..., 5,=&; les coordonnées rectangulaires de ces points, on a évidemment

d,a:Z dif, v=3{—n.

Inversement un ds? défini positif étant donné on peut, d’aprés un théoréme de Schlefli |2, p. 53],
le regarder comme Il'élément linéaire d’une variété V, i n dimensions incluse dans un espace
euclidien & n-+v dimensions et admettre que n—v =3[, [ entier (en ajoutant au besoin une
ou deux coordonnées nulles). Si &, ..., &, sont les coordonnées rectangulaires d’un point P de
cette variété, on lui. associe dans I’espace euclidien 2 trois dimensions les points M,, z,=%, .,
Y= 1y 8;= &,y de masses égales A P'unité.



_ en posant
X,=Smv-— et. Xi= 3,8 X,,

&%/ désigne le coefficient de g;; dans le déterminant dont les éléments sont g;;
divisé par ce déterminant.

Les X; et les X/ sont les composantes covariantes et contravariantes .d’un
Vecteur X. Par suite, & tout systéme de vecteurs my correspond ainsi un
systeme régulier et un seul. On sait que la notion d’équivalence et le calcul des

composanles X; ou X/ interviennent en Statique, en Dynamique et dans la théorie
des percussions.

2. Dérivation et différentiation absolues d'un vecteur. — Supposons qu’un
Vecteur X et son point d’application P soient fonctions d’une nouvelle variable ¢ :
les coordonnées de P sont fonctions connues de 7 ainsi que les composantes X?
de x. La variation en fonction de 7 des points M de S et des vecteurs ¢, mo, du
systéme régulier correspondant 4 X est par cela méme connue.

Les dérivées géométriques Z ) m— de ces vecteurs ne forment pas en général

un systéme régulier, mais il existe un systéme régulier équivalent A cet ensemble
et auquel correspond un vecteur y; par définition Yy sera la dérivée absolue du
Vecteur X par rapport & t. Le produit de ¥ par dr sera la différentielle absolue
du Vecteur x. L'équivalence de cette définition et de la définition habituelle
résultant de l'identité des formules qui les traduisent sera bient6t mise en
évidence.

Pour obtenir de suite les formules générales qui nous seront utiles, nous ferons

. . . dul . . .
intervenir dans nos calculs non pas les dérivées =2 mais n formes linéaires

indépendantes p' de ces dérivées telles que les caractéristiques de Volterra (*).
Nous poserons pi dr = w’, les w' [ou w!(d)] étant n expressions de Pfaff linéai-

rement indépendantes :

[©) wi= ETL dur

dont les coefficients I’ sont fonctions des variables u!, ..., u"; nous les supposons
d’un méme degré d’homogénéité par rapport aux masses.

(1) Volterra, dans deux mémoires [{4] a donné et étudié une forme générale des équations de la
Dynamique des systémes assujettis & des liaisons (holonomes ou non) bilatérales et indépendantes
da temps. Il définit Pétat cinétique d’un tel systéme par v nouvelles variables p!, ..., p* qu’il
appelle les caractéristiques (v degré de liberté du systéme); les composantes de la vitesse de tout
point M du systéme sont de méme des formes linéaires des caractéristiques. Les composantes d’un
déplacement virtuel sont de méme des formes linéaires de v variables infiniment petites 3w, ...,
8w les caractéristiques du déplacement virtuel du systéme. Volterra ne fait pas usage d’une
représentation paramétrique de celles des liaisons qui sont holonomes; mais il est facile de voir
qu’en utilisant une telle représentation les p# et les 8w sont bien de la forme w'{;;i) et wi(8),
les wi étant, comme ci-dessus, des expressions de Pfaff.

Appell [1, tome II, Ch. XXIV] utilise parfois des variables analogues dans des exemples de la
forme simple qu’il a donnée aux équations de la Dynamique des Systéines A liaisons non holonomes.

Voir aussi Levi Civita et Amaldi [10, tome II,, Ch. V]. Les liaisons considérées par ces
trois Auteurs peuvent dépendre du temps.
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Les composantes (souvent désignées par p, ¢, ') de la rotation instantahée d’un
solide mobile autour d’un point sont un exemple simple de caractéristiques de
Volterra. L’emploi d’expressions de Pfaff est courant dans les questions de
Géométrie et de Calcul différentiel absolu [2, 3, 8].

Aux expressions de Pfaff wi on associe, par I'identité df = 2 A, fwi, n formes
lindaires A;f des dérivées partielles de la fonction f(ut, ..., u”); de telles
formes sont appelées symboles de transformations infinitésimales; nous dirons
plus bri¢vement symboles de Lie.

Soient
(2) dur = Zn]wl

les formules obtenues en résolvant les relations (1) par rapport aux différentielles,
ona . .

3) Ap=zudl, 9 _snia

Les coordonnées z, y, 5 de tout point M de Srapporté aux axes rectangulaires Oz,
Oy, O sont fonctions de u!, . .., u; soit A;M le vecteur d’origine M ayant pour
projections A;z, Ay, A;z. L'opération A;f appliquée & ces projections donne un
nouveau vecteur dont 'origine sera M et que nous désignons par A;A;M; il est,
en général, distinct de A;A;M. Posons

(4) (A/'A‘)f= A/Agf— A[A,‘f: Z,cl‘“Asf,

les cji, sont, en général, des fonctions de u!, u?, ..., u” et ¢ji;+ cijs== 0. Ce sont
encore les coefficients des covariants bilinéaires des n expressions de Pfaff consi-
dérés comme formes linéaires des binomes wi(d)w/(8) — wi(8)w/(d) [B].

Nous utiliserons de miéme pour le Vecteur a dériver X de nouvelles composantes
contravariantes

zi= “I“rX’,

et les anciennes composantes covariantes X; subissent une transformation corres-
pondante, donnant les nouvelles composantes covariantes z; telles que I'on ait

21&P"="x/%’

dun
dr
Le vecteur ¢ d’origine M est la somme géométnque 2AMzi, d’ou I'on déduit

I'dgalité géométrique

quelles que soient les valeurs des dérivées dT-, veey ——

dv dxt d wh
a — 1 £ = = tph e 0,
m— =ImAM e + Imzx 7 AM= }:mA,M d +2mA1, (Muziph, P p

Le produit scalaire de ce vecteur de seconde espéce par la vitesse w de M dans
un mouvement quelconque compatible avec les liaisons ZA;M p/ ou les expres-

sions pl ‘—5 seront considérées comme des fonctions arbitraires du temps ¢

donne la puissance du vecteur m‘di:- Par une addition S étendue a tous les
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points M de S, on obtient la-puissance de X et les coefficients des expressions p/
sont, dans le nouveau systéme,es, composantes covariantes y; du Vecteur §
dérivée absolue de X par rapporta t:

i
(5) y,-=szmA,MA,M‘i—’i+szmA,MA,.A,Mztph.

L’élément linéaire de 'espace R est la somme
dst=2T dit=Smw?dt?=S(EmA,MuIA;Mw’) = ZGrww;

les coefflicients G,,= Gy, sont les sommes de produits scalaires SmA,MA,M.

Le premier terme du second membre de (5) est donc 2Gj; :; nous allons
calculer le coefficient y;jide zip*.

On calcule les expressions AjMA;,AM en utilisant d’une part les relations
obtenues en effectuant les permutations circulaires des indices &, ¢, ;j dans la

formule .
' AR(AMA;M)=AsAMA,;M+ A,MAzA,;M,

et, d’autre part, celles qui proviennent de
Scas AsMA;M = A;MA,AM —A;MAAM

par 'emploi des mémes permutations circalaires.
On obtient ainsi (en tenant compte des identités ¢;j;—+cjis=o0), ’
2A;MARAM =As(AMA; M)+ A;(ARMA;M)— A;(ARMA;M)
+ Z(crisAsMAM + cjis AL(MARM + cjrc AcMA M),

par multiplication par m et addition étendue i tous les points de S, on a fina-
Iement

(6)" Yrji=SmA;MA;, A;M = %[AhGU—)—‘AIG},]‘— A;Gyi]
+ % 2[cnisGsj+ ¢jisGsn+ ¢jns G ]-
Signalons en passant les formules

(7) Yhji— Yijr = ZcnisGsjy
") Yhji~+ Yhij= AnGyj.

Nous avons donc

dxt
' 3) yi= EGiiTm- +2'yh/-ix‘ph.
T
dxt  duk
Le second membre est une forme linéaire des dérivées —— et ——; en multipliant
par dx on a la formule de différentiation absolue :
(9) yjdi=Dax;j= X Gy dat+ Iypjztwh,
3. Cas particulierl. — l° Quand on prend w'=du', ..., o"=du", on

aA f= —-, +++y Ay f= 5, toutes les expressions cji; sont nulles et les coeffi-
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. _ ) . ) [ dgt/ dghj dghi . .
cients G,,= g,,. L'expression (6) s'écrit ;[m -+ 7)711 — 57 | clest le sym-

bole de Christoffel de premiére espéce [};‘] que M. Cartan désigne par I'y;; il est

maintenant, d’aprés (7), égal a I';j;; les composantes covariantes de la différen-
tielle absolue sont alors

(10) DX;= Zgy; dXi+ 20, X! dut;
on en déduit les composantes contravariantes

(11) DX/ =.dX;— 3T} Xz duh, Tk = SgikT s,

N . h .
ou les expressions I'j,= %jk z sont les symboles de Christoffel de seconde espéce

[2, p. 11]. L'équivalence entre la définition classique de la différentiation
absolue et celle que nous avons donnée est donc établie par l'identité des ,or-
mules qui les traduisent.

2° Lorsque les coefficients G;; sont constants, la formule (6) se simplifie, le
premier terme du second membre étant nul. On peut obtenir qu'il en soit ainsi
ainsi par un choix convenable des w’, il est méme possible de les prendre de fagon
que G,s= o lorsque r ¢ s. Dans ces conditions, on a

I
(6") Thjt= 3 (¢h1jGjj+ ¢jin Gar+ ¢jniGul.

3° De plus, si les wi sont tels que les Gy; solent tous égaux & l'unité et G,;=o

pour r£s
ds?= Z(wl)?,

il vient

1
(6") Yhjt= = (Chtj=+ Cjth =+ Cjnt)s
2

fermule équivalente a celle que M. René Lagrange donne dans sa Thése [8] de
plus vaji—+yaij=o.
La formule de dérivation (8) s’écrit aussi

, | dxl
(8 yi= g +Impzt,  wp=2vauph,  wptw=o,  wj=0,

la formule (8') est analogue a celle qui donne, dans la cinématique classique, les
" projections sur des axes rectangulaires mobiles 'de la dérivée par rapport au
temps 7 d’un vecteur variant de lui-méme avec z. Cette analogie explique Iexpres-
sion de transport par équipollence ou parallélisme utilisée a propos d’une notion
importante due a Lévi-Civita [9].

4° Supposons les G;j constants et admettons de plus que les symboles A;f
soient ceuz des transformations infinitésimales d’un groupe fini et continu L
simplement transitif : les ! sont ce que M. Cartan [5)] appelle les composantes
relatives d’un groupe & n paramétres, alors les c;is sont les constantes de struc-
ture du groupe; les expressions y4ji, 75; sont aussi constantes.
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Si par exemple S est un solide mobile autour d’un point fixe O, en prenant les
axes principaux d’inertie relatifs a ce point comme axes OX, OY, OZ liés a S en
dé¢signant par Gyy, Gae, Gys les moments d’inertie correspondants (A, B, G avec
les notations habituelles) et appelant &', »?, »° les composantes suivant ces axes
de la rotation instantanée (généralement désignées par p, ¢,r), on a

2T = Gu(w‘)"—l— Ggg(m’)2+ Ggs(m’a)'-’, ds? = G“(u)1)3+ ng(w2)2+ G,;(w“)’.

On exprime facilement w!, w?, »?* cn fonction des angles d’Euler §, 68, ¢ et de
leurs différenticlles, on en déduit les expressions Ay f, A, f, A; f et leurs crochets
ce qui donne

Ca31 =1, Cynn=—1, C312=1, Cize=—1, Ci23 =1, C13=—1,

-lous les autres ¢ étant nuls.
Les formules (g) s’écrivent maintenant

(l?) Dz = Gy dxy + %(G“—— ng-l— G33)$3w2—«';- (G11+ Gn—— G;z)x%ﬁ, P

4. Equations du mouvement. — Nous supposons maintenant que la variablet
du n® 2 est le temps t et que les vecteurs v sont les vilesses des points M de S
dans le mouvement défini par la donnée des u* comme fonctions de t. On a

dul . wl
—_—= — = gh= pi
dt x5 & =T=PS

les vecteurs g;, m% sont les accélérations et les forces d’inertie changées de
sens.

Nous appelons avec Levi-Civita et Amaldi forces actives les forces autres que
les forces de liaison; ne les supposant pas nécessairement connues dans la suite,
nous n’utilisons pas ici la dénomination fréquente forces données.

Nous supposons maintenant les liaisons sans frottement; d’aprés le principe de
d’Alembert le travail élémentaire des forces opposées aux forces d’inertie est égal
a celui des forces actives. Les formules (8) conduisent alors a la forme générale
des équations du mouvement utilisant les caractéristiques de Volterra

i dpl ml
(13) 2642 + Syuuptph=P;  pt=15

nous désignons par Aj les premiers membres de ces équations. Les seconds
membres P; s’obtiennent en donnant au travail virtuel des forces actives, pour un
déplacement infiniment petit de §' compatible avec les liaisons, caractérisé par les
dilférentielles Su ou les expressions de Pfaff w/(8) la forme ZP;w/(8); on peut
dire aussi que P; est la puissance des forces actives pour un mouvement virtuel
ou p/=1, toutes les autres caractéristiques p’ étant nulles.

En prenant o'=du', ..., o= du,, on a les équations de Lagrange écrites
en groupant les termes contenant les dérivées du méme ordre et ou les coeffi-
cients T'j;=Tj; sont les symboles de Christoffel de premiére espéce

du? dut duh
(14) 81— + Iy i = U
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le travail virtuel des forces actives est 2Q; du/. Nous désignons par 2 les premiers
membres de ces équations.

Les équations (13) sont évidemment des combinaisons linéaires des équations
de Lagrange, il est facile d’en obtenir les coefficients. Ecrivant de deux facons
différentes le travail virtuel des forces opposées aux forces d’inertie

2Ajwi(3) = 2, dur,
on a
Aj= Enjhs

Le mouvement d’un solide autour d’un point fize O donne un cas particulier
intéressant des équations (13), on déduit en effet-de la formule de dérivation
absolue correspondant aux formules (12) les équations d’Euler

dpt
(15) Gujd—t' +(633—Ggg)p’p3= Pi,

A toute décomposition en carrés de la force vive et de l'élément linéaire
(16) 2T = Z(pt)e, dst= Z(wl)?
correspond la forme suivante des équations (13)

dpi 1
(17) _a’PT +Zyapp' PP =P yaj= leny+ ¢jin+cjnld,
ou d’aprés (7'), on a
Yhjt+ Yhij = 0.

\

Cette forme générale des équations du mouvement est identique & U'une de
celles que donne Volterra dans son premier Mémoire [14]; notre calcul des
coefficients y ne fait intervenir que les fonctions cs;; figurant dans le développe-
ment des crochets (AzA;) f.

B. Mouvements spontanés 4 caractéristiques indépendantes. — Supposons
Pélément lindaire de la forme (16) et admettons de plus que les coefficients y;;i
soient constants ou plutdt que les sommes ya;;—+vi;x le soient, les équations (17)
présentent une analogie manifeste avec les équations d’Euler. Si de plus les forces
actives sont équivalentes a zéro, les P; sont nuls, nous avons une extension du
cas d’Euler et de Poinsot dans la Dynamique du corps solide. Les équa-
tions (17) qui s’écrivent alors

dpi
(8) d—[; “+ Zynpipt=o,

constituent un systéme du premier ordre qui peut s’intégrer séparément; ceci
fait, on achéve de déterminer le mouvement par I'intégration du systéme

wl '
(19) zn=pr
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Volterra appelle mouvements spontanés ceux qui correspondent a des forces
actives nulles et mouvements spontanés & caractéristiques indépendantes ceuz
pour lesquels le systeme analogue & (18) étant & coefficients constants peut
étre intégré séparément. ‘

L’emplot des groupes continus permet de construire des éléments linéaires ds?
et par suite des systémes S & liaisons holonomes remplissant ces conditions.
On part d’un groupe simplement transitif L, ou, ce qui revient au méme, du
groupe des paramétres L d’un groupe quelconque A. Les composantes relatives
du déplacement du repére mobile de A ou, en d’autres termes, les expressions de
Pfall associées aux symboles des transformations infinitésimales de L donnent les
expressions de Pfaff w’. On prend alors pour élément linéaire une forme quadra-
lique a coefficients G;; constants définie positive de ces expressions de Pfaff.

Les c4;; sont les constantes de structure de L, les yj; donnés par les for-
mules (6) sont aussi constants et le systéme (17) ou P;=o est bien séparément
inlégrable.

Prenons par exemple le groupe des paramétres du groupe des substitutions
linéaires z' = az + b;

da db da? + db?
= =’ w= Z ds? = — Clag=— C212=1
tous I¢s aulres ¢ sont nuls; on a facilement Y35 = — y120=1 et les équations (18)
sonl ici
dp?

dp* .
T+ (= T —pip=o;
elles sont bien de la forme indiquée par Volterra [14, p. 543] et correspondent

da?+ db?
2

a a=o0,3=1. L’¢lément linéaire est celui d’une surface a courbure

totale constante égale 8 — 1 telle qu’une surface pseudosphérique [6, tome I, p. 80];
on peat prendre pour .S un point mobile sur une telle surface.

Les équations du mouvement d’un solide autour d’un point fixe quand aucune
force active n’intervient (cas d’Euler et de Poinsot) correspondent de la méme
facon au cas ou A cst le groupe des rotations autour de O, L le premier groupe
des paramétres de A, I’élément linéaire est ds?= Gy, (0!)? + Gja(0?)?+ Gj3(@?)?
“et admet les transformations du groupe L.

. Les mouvements spontanés a caractéristiques indépendantes d’un systéme §
construit comme nous venons de I'indiquer en partant d'un groupe simplement
transitif L & n variables sont déterminés par un systéme (E) de 2n équations
dillérentielles du premier ordre. On voit facilement que (E) admet les transforma-
tions du groupe L. On peut én ramener Uintégration suivant une théorie
générale de Lie et de M. Vessiot [11, p. 308] & celles d’un systeme résolvant
" (tel que le systéme 18) et d’un systéme de Lie formé par les équations (19).
En résolvant ces derniéres équations par rapport aux dérivées, on a d’aprés les
formules (2)

L sappt:

dt
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c’est bien la forme d’un systéme de Lie correspondant au groupe L dont les trans-
formations infinitésimales sont données par les formules (3). M. Vessiot a donné
une théorie de 'intégration des systémes de Lie [12]. M. Volterra dans ses deux
mémoires a étudié celle des systémes résolvants. Pour le cas d’Euler et de Poinsot,
le systéme de Lie s’intégre par une quadrature [1, Ch. XX].

6. Systémes a liaisons non holonomes. — Nous avons: supposé jusqu’ici les
liaisons holonomes alors, que Volterra ne fait pas cette hypothése. Nous allons
montrer maintenant que les équations (13) et 'emploi des caractéristiques se
prétent a la détermination du mouvement d’un systéme S ot des liaisons non
holonomes sans frottement et indépendantes du temps s'ajoutent aux liaisons
holonomes seules considérées jusqu’ici. Conservonslareprésentation paramétrique
de ces derniéres, nous choisissons les formes w? de fagon que les liaisons nouvelles
soient traduites par les équations

(20) wl+t=o, vy, | witg=o, l+g=n;

seules peuvent étre différentes de zéro les caractéristiques p? pourlesquelles i < .

On peut appllquer les équations (13) au mouvement du systéme S dont la
liberté est ainsi réduite en adjoignant aux forces actives antérieures les réactions
correspondant aux liaisons ajoutées. Soit 2P} w;(9) le travail virtuel de ces réac-
tions additionnelles; nous devrions remplacer, dans les équations (13), P; par
P;+ P;. Mais, puisque nous supposons les nouvelles liaisons sans frottement,
nous admettons que le travail virtuel des réactions est nul quand les équations (20)
sont vérifides; en d’autres termes P}, ..., P; sontnuls et en définitive les équations
du mouvement du systéme sont

w! -
(21) EGl] +27h11Pl1’"_P/: P1=$ (h7 Lj=1,2...1),
. dp! . .
on notera que les Gij coefficients des termes en —7-ne font intervenir que les

valeurs de Z et j au plus égales a [; et que, par contre, d’aprés les formules (6), le
calcul des coefficients y4j; des termes en p? p” fait intervenir les coefficients Gy ou s
peut étre supérieur a /. '

Cette méthode appliquée au probléme classique de la bille de billard roulant et
pivotant sans glisser sur un plan horizontal redonne les résultats connus.

Montrons qu'un choiz.convenable de o', ..., w* permet d’avoir encore
ds? —2'.(4)‘)2 Les w étant d’abord pris seulement de fagon que les liaisons addition-
nelles, qui peuvent étre holonomes ou non, soicnt données par les équations (20)
considérons dans ds?== 2G,jw'w/ le groupe ds? des termes ou les indices prennent
les valeurs 1, 2, ..., {. En remplacant !, ..., w! par { formes linéaires de ces
mémes expressions, formes dont les coefficients peuvent dépendre de u!, u?, ..., u",
on réduit ds* a la somme des carrés de ces nouvelles formes. On peut donc
supposer w!, ..., o’ choisis de fagon que ds?= (w!)?+ ...+ (w’)?; admettons
qu’il en soit ainsi et écrivons

=(01)+...+ (o) + 20t @t +. ..+ 20w/ + de?,
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w!', ..., w!sontdes formes linéaires et do? une forme quadratique de 0!, ..., w®
(les coefficients de ces diverses formes peuvent dépendre de toutes les variables u);
nous posons

dst= (wl+ wi) 4. 4 (0f+ w/)2+ dot; dot = do*— (wipt—. .. — (wh)s;
cela nous permet d’admettre qu'un choix .convenable de w', ..., »’ donne
ds?=(w')?+. ..+ (w¥)2+ do?, mais en remplacant w*, ..., w" par des combi-

naisons lindaires convenables et s’appuyant sur la loi d’inertie des formes quadra-
tiques, on peut obtenir que da? soit aussi la somme de carrés de n — I formes
lindaires, ce qui démontre la proposition énoncée.

Avec le nouveau choix de w!, ..., o, les liaisons additionnelles sont encore
traduites par des équations de la forme (20), et les équations (21) §’écrivent

dpi ..
(22) A}=%+27/,,-,Riph=P,- 5, h=1,2,...,10).

Cette remarque sera utile plus loin.

7. Liaisons dépendant du temps. — On donne aux équations du mouvement
une forme analogue aux précédentes lorsque les liaisons dépendent du temps, mais
une modification importante intervient alors.

Supposons d’abord les liaisons-holonomes. Les coordonnées de chaque pointM
du systéme S sont fonctions des paramétres u', ..., u® et du temps ¢; nous
adjoindrons un paramétre u"** que nous prendrons égal a ¢ et nous ferons corres-
pondre a la position de S et a I'instant ¢ le point P de coordonnées curvilignes
u', ..., ut de Pespace Riemannien R d’élément linéaire

dSt=2Tdt*= X g;;duldul.

Les vecteurs v et mo attachés au point M de .S peuvent maintenant dépendre du
temps; par exemple, pour la vitesse' de M dans un mouvement compatible avec les

liaisons, ¢ est la somme géométrique E%X" qui comprend d’abord les termes
. . . - i .
considérés antérieurement pour lesquels { < n, X!= ‘!duT et ensuite le terme

_,dM N+ — ﬁ .
dun+1 ot

Nous considérons encore le sysiéme de Vecteurs ¢ et me comme régulier si ¢
. oM ; .
est la somme géométrique 2;2—;. Xi; X!, ..., Xn* définissent un Vecteur X attaché

au point P de R; si les v doivent étre considérés comme des vitesses X"t =1.
Les notions de puissance, d’équivalence vis-a-vis des liaisons (dépendant de t), la
définition etle calcul des composantes covariantes de X s’étendent aux cas actuels
de méme que la définition et le calcul de la dérivée absolue par rapporl au para-
metre 7 et de la différentielle absolue d’un Vecteur.

Nous utiliserons encore des expressions de Pfaff o, (i=1, ..., n+1)etles
caractéristiques p!, ..., p"*' correspondantes, mais w"* sera toujours du™*! ou
dt & un facteur pres.
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Nous avons maintenant n +1 symboles de Lie au lieu de n; la formule de
dérivation absolue (8) reste valable.

Mais pour passer aux équations du mouvement de .S sous I'action de forces
actives, il faut se rappeler la différence essentielle qu’il y a entre les mouvements
compatibles avec les liaisons dépendant du temps jusqu’ici considérées et les
mouvements virtuels compatibles avec les liaisons existant a Uinstant (. Pour
ces derniers, u"+* doit étre régardé comme une constante, donc pour le calcul du
travail élémentaire des forces ordinaires et des forces d’inertie du"+! —o,
w1 (3) = o0; en d’autres termes, on forme les équations (13) pour j=1,2,...,n,
de plus I’hypothése de I'absence de frottement fait que les seconds membres P
de ces n équations se calculent avec les seules forces actives.

On vérifie d’ailleurs facilement, en prenant w'=du’, ..., "= du*, que les
équations de Lagrange ordonnées par rapport aux dérivées secondes et premiéres

(w5 22, (i 2
forme (14) ou les coefficients I sont, pour j < n, les symboles de Christoffel
relatifs & I’élément linéaire a n 4 1 variables dS?.

En second lieu, quand les liaisons dépendent du temvs et qu’il s'en trouve
de non holonomes; on prend comme plus haut n + 1 variables u’ (paraméires de

position et temps) et l’élémentlllinéaire

({=1,2,...,n) sont ideniiques aux équations de la

dSt=2Tdtr*= EGjjwiw/,

en choisissant, comme plus haut, les expressions de Pfaff de fagon que les liaisons
additionnelles (non holonomes en général) soient données par w+'=o0, w*==0
et que w™** ne contienne que la différenticlle dt.

Pour un déplacement virtuel compatible avec les liaisons existant a I'instant ¢,
seuls w!(3d), ..., w/(3) peuvent &tre différents de zéro; on prendra donc les
! équations (22) correspondant & j=1,3,..., ! et on leur adjoindra les
q équations pf+*=o, ..., p*=o. Les coefficients y4;; des ! premiéres équations
font intervenir les coefficients de dS? forme quadratique des n + 1 expressions
w!, ..., o, L'emploi des caratéristiques de Volterra est ainsi applicable
dans tous les cas ou les liaisons sont bilatérales et sans frottement.

8. Courbure géodésique d’une courbe de l'espace de Riemann. — Supposons
de nouveau les liaisons holonomes et indépendantés du temps, transformons les
équations (14) en prenant comme variable auxiliaire I'arc s de la courbe C décrite
dans R parle point P caractérisant la position de Sa I'instant ¢. Nous obtenons ainsi

dis ds\? . dut ad*ut du! duh
(23) L/-dT-t—Mi(t—i;) =Q;L;j= Egu'z-- M= Zg i +EI‘/,,~[E- =

Le Vecteur de composantes L; est le Vecteur unitaire u tangent a C; le
Vecteur ¢ de composantes M; est le Vecteur courbure géodésique de C.

De méme, quand on utilise les caractéristiques de Volterra les équations (13)
donnent

2 de wh
(24) L/%+M,‘(§) = Qy L;=2XGy;w!, MI=ZGllEl+zYiI'm1mﬁ’mh=E'
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Les expressions Lj, M; sont respectivement les- composantes des Vecteurs u
et ¢. En particulier, si les wf sont tels que ds?= 2(w;)? les derniéres formules (24)
deviennent .

Lj=wi=wj Mj=£;;£+!“{hnﬂ'ﬂ$".’
On établit facilement la relation 2L;M;=o, le Vecteur courbure géodésique
est normal a C.

On a ainsi des équations analogues aux équations intrinséques. du
mouvement d’'un point dans U'espace ordinaire : Appelons Force le Vecteur £
de composantes covariantes Q; (ou Q;) ayant pour origine le point P de R de
paramétres ul, ..., u*; Force tangentielle le Vecteur f, projection de f sur la
tangente 3 C en P, Force normale f,le Vecteur différence géométrique £ — f,. Les
formules vectorielles mettant en évidence I’analogie sont
(25) f,=u-2,%s fv=c(57';)2-

On les applique a la formation des équations différentielles des trajectoires
des mouvements de S sous Uaction de Forces connues (il s’agit des courbes C
décrites par P dans 'espace de Riemann). Painlevé a posé et résolu ce probléme;
voir le bon exposé de la question par M. Husson [ 7].

La différence géométrique f — f, donne f,; % se calcule a I'aide du théoréme

des forces vives, qui donne pour les équations (14)
dT _ ds dis dul d?s dul

T aaw i I =iy

¢t les composantes covariantes de f,

dul
(26) Nj=Qj—L;2Qi—-
par suite
) N_N_ _N
(27 My M, T M,

ds\? .
la valeur commune de ces rapports est (j:) ou 2T. Le nombre des relations (27)

indépendantes est n— 2, car les numérateurs et les dénominateurs des rapports
sont les composantes de Vecteurs situés tous deux dans le » — 1 plan normal a C.

Supposons que les Forces £ appartiennent & un champ conservatif, c’est-
a-dire que leurs composantes Q; soient les dérivées d’une fonction U(ut, . .., u®).
L’intégrale premiére des forces vives permet de compléter les équations (27);
on a ainsi, A élant une constante, les équations cherchées

(28) ., . -f—=...=—=2(U+h).

Sl n’y a pas champ conservatif, on ajoute aux n— 2 équations (26) une
squation & N 5 1
quation & & =2 ¢
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$’il n’y a pas de forces actives, les trajectoires (géodésiques) sont données par
_les équations M; = o.
On forme aussi bien les équations différentielles des trajectoires en utilisant les

wi
caractéristiques de Volterra ou plutét les expressions —- — w¢, en remplacant M;
ds d

et N; respectivement par M; et Nj= Q;— L;ZQ;w’; si 2Q;wi, est une différen-
tielle totale exacte, les Forces f appartiennent 4 un champ conservatif.

On retrouve d’une fagon simple 'extension des théorémes de Meusnier et
d’Euler a la Géométrie riemannienne en observant que pour tout mouvement
de S ou la force vive est constamment égale a I'unité f,— o et la Force normale f
donne le Vecteur courbure géodésique de la courbe C.

Supposons que cette courbe C apparlienne a une variété V, de l'espace R?, ou.
plus généralement, que les coordonnées de ses points vérifient n — [ équations
complémentaires de Pfaff. Nous avons vu plus haut qu'on pouvait prendre les
expressions w' de fagon que I’élément linéaire de R et les équations complémen-
taires de Pfaff soient

ds? =X (wl)? w’+1=0,4 Lo, =0,

On se donne les ut en fonction de s vérifiant les équations suivantes (ou =

ds |
witt=o0, ..., "= 0, (o' )+ +(wl)2=1,
les composantes —Qn c ,@n du vecteur courbure géodésique de C sont données
par les équations
' dw/ ..
(29) .-;1_+LY}l/lmhmi_Ql (h’ l,J='727 "'71)‘
(30) S raimliel = Q, (hyi=1,2,....LLa=1I[~+1,...:0).

Les formules (30) dont on trouvera l'interprétation géométrique dans un
ouvrage de M. Cartan [2, p. 45] expriment analytiquement l’estension de ces
théorémes.

9. Champs d’états cinétiques. — Un champ de Vecteurs est défini quand on
fait correspondre un Vecteur a tout point P de R en d’autres termes quand on se
donne n fonctions X, des paramétres u', ..., u”, et qu’on les regarde comme
composantes covariantes d'un Vecteur. Interprétons en mécanique ces Vecteurs
comme des états cinétiques d’un systéme matériel S, nous aurons un champ d'états
cinétiques. ‘

M. Cartan (2, p. 12) utilise dans la Géométrie des Espaces de Iiemann a
n dimensions n champs de Vecteurs unitaires permettant emploi des expressions
de Pfaff; on peut donc considérer que n champs d’¢lats cinétiques de base
e, ..., 8, permettent de définir un état cinétique e d'un systéme matériel S: la
vitesse de lout point M de S dans I'état e est la somme géométrique des vecteurs
obtenus en multipliant le vecteur vitesse de M dans I'état cinétique e, par la carac-
téristique de Volterra p’. Si les puissances respectives des élats cinétiques de base
pris deux a deux sont nulles, la force vive de S est la somme 2 Gy;(p')*; si de plus



— 16 —

pour chacun des états cinétiques de base la force vive de .§ est égale a I'unitd, elle
sera pour un état cinétique quelconque Z(p¥)?.

Supposons les liaisons holonomes indépendantes du temps, a tout champ d’états
cindtiques correspond un champ riemannien de Forces. Il est commode, pour le

trouver, d’utiliser les variables canoniques p;= 1;) (avec la notation habi-

J(
tuelle). Elles sont les composantes covariantes d'un Vecteur donnant les vitesses
[on pourrait aussi les considérer comme composantes contravariantes en prenant
w’=2g;;du/]. Nous supposons donc.les p; fonctions connues de u!, ..., u". Le
calcul des y ne fait intervenir que les composantes, de 2T et leurs dérivées pre-
miéres; un calcul classique (4, tome II, Chap. XXV) donne aux équations du
mouvement la forme

dp; _ o _ K dul oK
(1) i A il P

ou K=2p;p* —T=T, puisque les liaisons sont indépendantes du temps, est
exprimé en fonction de o/, ..., u".

Cherchons quelles Forces correspondent & des mouvements ol ces états ciné-
tiques sont réalisés. On a

D N %p dut N K dp;.
dt Jul dt dpn duh’
Qe K Py K K dpy 5 0K (9 9,
' duy dpi dul — dui dpn oul ipn dut  dui
en désignant par K la fonction de u!, ..., u”, obtenue en remplaaant dans K les
pi par leurs expressions en u/, ..., u", nous trouvons 3
TE N
_JK op; Opn
Q=0 " aﬁ(m—m) ¢

Un champ riemannien de forces correspond ainsi au champ d'états ciné-
tiques; de plus, si celui-ci est conservatif, c’est-a-dire si 3 pjdui estla différen-
uelle d’une fonction 0(ut, ..., ur), le champ de forces Uest aussi [6, Livre V,
Chap. VIIT], soit 2Q;du/=U(ut, ..., u"), le théoréme des forces vives donne :

(32) 2T = A0 = 2(U + A).

La notion importante de Vecteurs paraliéles (ou plutét équipollents) intro-
duite par Levi-Civita en Géométrie riemannienne s’applique tout d’abord a deux
vecteurs ayant pour origine deux points infiniment voisins, elle s’étend ensuite a
deux points quelconques reliés par une courbe C de I'espace R. Toutefois, pour
certains espaces R et pour certaines familles de Vecteurs, le résultat dn transport
par équipollence peut étre indépendant du chemin suivi, et il peut arriver de plus
que par tout point de R passe au moins un Vecteur de la famille. Ce cas se pré-
sente lorsque le systéme d’équations linéaires aux différentielles totales

(33) dpl— 21‘1‘,. Pk dur = o,
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admet des solutions (il n’est pas cependant nécessaire qu'il soit complétement
intégrable). Supposons qu’il en soit ainsi, ou, comme nous le dirons, qu'il
existe au'moins un champ de Vecteurs équipollents entre eux donné par des fone-
tions py, ..., pn de ut, ..., u". Rappelons d’autre part que pour un mouvement
uniforme du point représentatif P sur une géodésique quelconque de I'espace R,
les Vecteurs donnant les vitesses de composantes contravariantes (u’)’ se corres-
pondent par équipollence le long de la géodésique correspondante. Le transport
par équipollence conservant les produits scalaires et'les mesures, on aura

(34) = pi(ut) = constante,
(35) £ gt/ pip; = constante.

L’équation (34) met en évidence une intégrale premiére des équations des
gbodésiques linéaire par rapport aux vitesses paramétriques (u?)'. De plus, puis-
que les p; vérifient les équations (33) et que I'f, =TI'*,,

Ipy

= Erf.pr= 2T} pr = '&"
ce qui montre que Zp;du’ est la différentielle d’une fonction 6(u/, ..., u"):

d’aprés (35) A8 est une constante. Un champ de Vecteurs équipollents entre eux
donne donc un champ conservatif d'états cinétiques pour lesquels la force
vive est constante. En multipliant les p; par un méme nombre, on peut obtenir
que cette constante soit égale a l'unité. Choisissons les variables indépendantes
de fagon que u!' =0 et que de plus g4;=0 pour { >1 (un théoréme de Beltrami
6, tome II, p. 506] montre la possibilité d’un tel choix. On a ainsi gt =1,
p p g

&'=o pour i > 1, le vecteur dérivant de 6 = u! a pour composantes covariantes
P1=0, p;=o0 pour { > 1; les équations (33) montrent que tous les symboles I'}
sont nuls; les Ty, le sont aussi et 'on a

Jgr ‘_,_g_l_l 9gir _ diir

Tur= 9 T 9ur T out T our T

Par suite ds?=(du')? + ds}; dans Uélément linéaire ds} figurent seulement
ul, ..., u" et leurs différentielles.

On vérifie facilement ensuite que l'existence de ! solutions distinctes du sys-
téme (33) permet de ramener ds? a la forme

(36) dst= (dut)2+. ..+ (dulyr + ds?,
ds} ne dépend quede u®*t, ..., u'. Sil=n, R est euclidien; il en est de méme
sil=n —1, car ds’_, ne dépendant que de u,, un changement de cette variable
permet d’avoir gnn=1. Si ds? a la forme (36) avec {<n —1, on peul dire que

R est parfaitement euclidien.

De tels espaces avaient déja été étudiés en Géométrie | 2, p. 53], En Mécanique,
des exemples simples sont donnés par les systémes matériels S assujettis & des
liaisons telles que le centre de gravité de § se meuve librement soit dans tout
Pespace ou se trouve .S, soit sur une surface développable, soit enfin sur une
courbe.

LXXVI, 2
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10. Emploi des caractéristiques de Volterra en hydrodynamique. — Des sim-
plifications notables se présentent dans les questions étudiées plus haut (n°* 12 4)
quand le systéme se réduit & un seul point matériel M de masse égale a 1'unité et
qui n’est assujetti 4 aucune liaison, cas particulier dont nous allons voir I'intérét.
La représentation paramétrique de I'espace euclidien ordinaire ou nous considé-
rons le point M, faite au moyen des variables »!, u?, u?, est toujours indépendante
du temps.

Puisque m =1, les vecteurs correspondants ¢ et m¢ de premiére et de seconde
espéces peuvent étre regardés comme coincidants. Comme il n’y a pas-de liaison,
deux vecteurs équivalents d’origine M sont nécessairement confondus et tout
vecteur attaché & M est régulier. La régularisation du n® 2 est ainsi toute faite et
la dérivée et la différentielle absolues d’un vecteur coincident.avec la dérivée et
la différentielle ordinaires.

Un champ d’états cinétiques (n° 9) est maintenant un champ de vecteurs
vitesse dans l'espace habituel. Un tel champ — comme I'avait observé Darboux —
est en quelque sorte réalisé par le mouvement d’un fluide, le point M étant main-
tenant imaginé. Ce rapprochement rend naturel I’emploi des équations de Lagrange
ou des caractéristiques de Volterra en Hydrodynamique.

Montrons & ce propos comment les formules du n°® 2 donnent rapidement des
formules classiques relatives aux coordonnées curvilignes orthogonales [13, chap.1],

Les expressions w?, w?, »?® sont choisies de fagon que les caractéristiques cor-
respondantes de Volterra donnent les projections d’un vecteur sur les tangentes
aux trois lignes coordonnées; ces tangentes formant un triédre trirectangle, les
composantes covariantes X; et contravariantes X' sont identiques. On a

(i, hay ks sont fonctions de ut, u?, u?) et ds?= (0?)? + (w?)2+ (0*)2.
Les symboles de Lie associés aux expressions w? sont évidemment A; f = A; (;)—-.{; .
Leurs crochets donnent

Ak Ak . .
Cu'i==——-,i ’9 Cij1 =— ——I/z 'a Cijs =0 pour s3£¢ et s# 7,
1 t
On a donc (6"), pour j =1
N =Aih! = 17t8 =_A3hi"¥ ’=_Alhi’
7211 —*h’ ) Yais ——ha y Y113 —h4 11 -}h
toutes les autres expressions vyzy; étant nulles. La formule (8) donne comme pre-
miére composante (celle qui correspond & la tangente MT, a la ligne u? = const.,
u? = const., tangente orientée dans le sens u* croissant) de.la dérivée absolue par
rapport  r du vecteur ¢ dont nous désignons les composantes par X! =X; = p

D= D= - R YRl

Do\? _ Dy _ dp' Afh’ “w Ak ws Ashy wl Ayhy w!
( ) —( )."TJ?'"T, P+ TGPz~ P 'F

les autres composantes (%S)l se déduisent de celle-la par permutations circu-
laires des indices 1, 2, 3.
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Si ¢ est la vitesse en M & I'instant ¢ d’un fluide dont le mouvement peut n’étre
pas permanent, p*, p?, p3 sont fonctions de u,, u,, u, et du temps ¢; elles devien-
nent fonctions de 7 si 'on fait décrire & M une courbe donnée par les expressions
de ut, u?, u® en fonction de 7; nous supposons d’abord = indépendant de ¢. Alors

) dpt w? w32 w3
(27) Ti"c; = Ayp! &=+ A:P‘E': + Ap! =

On a ainsi les projections (%). sur les tangentes MT; aux lignes coordonnées

du veeteur dérivée de v par rapport 4 7

D”) =ay W anE.
<E P “‘T-,"'“"dr s

I Ph = A.p‘-l--é-,‘rh’p', agy= Ay pt-+ é,%#’-p',

les autres a;; se déduisent des précéddents par permutations circulaires des
indices 1, 2, 3. Remarquons que a;; est la projection sur MT; du vecteur dérivée

de ¢ suivant la direction MT}, alors % =1, tous les autres & étant nuls.

Les neuf expressions a;; sont les composantes d’un tenseur & deux indices. Par
contraction, il donne la divergence de ¢; on peut le considérer comme la somme
d’un tenseur symétrique et d’un tenseur antisymétrique, ce dernier est le
tourbillon. ) ‘

Enfin pour le calcul de Paccélération, dérivée du vecteur ¢ par rapport a ¢, on
prend 7 = ¢, mais comme p', p?, p* sont dans le cas général d’'un mouvement non
permanent fonctions de u!, u?, u?, ¢, on ajoute aux seconds membres des for-

i . .
mules (37) les termes % et les projections cherchées sont

. dpt
Ji= di:- -+ a“P‘-!— dnp’—l— tlt;pa.

(Manuscrit regu le 1¢* mars 1947.)



