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UNE PSEUDO-FONCTION ET L'ÉQUATION D IZUMI;

Considérons Inéquation

u'{x ) = a ( x ) u [ CT ( x )] -+- b ( x ).

Sous les conditions
|CT(^) |<I ,

l a - l ^ i ,

Izumi a démontre l'existence d'une solution qui converge dans
la région

M<i ('î.

L'auteur a démontré le théorème plus général suivant :
Si

|w( . r) |^ i ,
[ a - l ^ i ,

une solution existe qui converge dans la région

M^i.

Par conséquent nous pouvons résoudre une équation

u'(x) = a(x) u(a;} •+• b(x) u[vs{x)\

qu'on ne saura pas résoudre au moyen de la méthode d'Izumi(2).
La question se présente. Est-ce qu'on peut étendre la région de

convergence au delà du cercle de rayon un ?
C'est impossible à moins qu'on impose une restriction sur la

fonction 5r(.r).
L'exemple suivant démontrera la vérité de notre énoncé.

( 1 ) TohokuMathematical Journal, 1929, p. 10.
(2) 1/auteur a présenté la démonstration au Journal'de Duke University.
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Considérons Inéquation

( ï ) u'(x)-=r. a ( x ) u ( x i )
r s i x ) = x*

où a(x) est uoe fonction entière dont les coefficients sont positifs.
Si nous développons u(x) dans le voisinage de

notre équation prendra la forme
(2) vi/Çjz) == b(z)w('î2-^ ^i) (1),

b(z) comme a(x) est une fonction entière dont tous les coefficients
sont positifs.

On voit immédiatement que la série w(z) qui satisfait formelle-
ment àT équation (2) diverge partout. Par conséquent z == o, x = ï
est un point singulier de u(x).

Nous démontrons que le théorème ci-dessus entraîne comme
conséquence l'existence d^une série de points singuliers qui for-
ment tous les éléments d\m cercle de rayon un.

11 s^ensuit que la circonférence du cercle ci-dessus est une
coupure pour u(x).

Démonstration. — De Péquation-( ï) nous tirons le système

ut(x)^aii(x)u(xi) (2),

u'fx) = a\î(x) uÇx*^ -»- aiî(x) u(^),

a*'(x) == a^(x) u(^î) •^-a^(jn) u(aî^) -+-.. .-h arr(^) iti^),

Après avoir résolu le système ci-dessus nous obtiendrons

Utx^) = - i Ar^'O) -+- Ar,l^(;r) -+-. . .-h ^rrU^(x) }.

En général A ̂ é o quand [ x \ == ï . Donc u^x^) a un point singu-
lier pour

^==1,

puisque u{x) a un point singulier pour x == ï .

(') Cette transformation est effectuée de la manière suivante :

U(x}3sw(X—t)-SW(M)^

UÇX1)^ (VCd?2—!) 33 W { 2(X—ï)-\-(X—l)2 ( S= W(a«(-+-^1);

(2) a(x)=:a^(x)f a^(x)==a'(x)
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Les racines de cette équation

xîr=l

sont
aKic . . aKî: ..p^==cos—^--hîsm-^- (Â-=I, 2, ..., 2^,

pi est un point SINGULIER de uÇx^).
Supposons que

x = çk

spit un point ordinaire de la fonction 4(4?). Donc

x = ?k

est un point ordinaire de la fonction

f(x) == . J Arl U^X) -+- Ari^O) -h. . .-t- ^rr^C.P) j.

Mais
/(a?) ==x MO»^.

Par suite .r == pA est un point ORDINÀIHE de u^x^}.
Nous sommes arrivé à une contradiction.
Par conséquent p/,. est un point singulier de u(x).
Les points p^ sont sur la circonférence du cercle de rayon un.
Quand r-^oo. l^ensemble des points p/, sur la circonférence

devient partout DENSE.
Nous pouvons construire la circonférence entière au moyen des

points p^.
Il en résulte que la circonférence est une coupure de la fonc-

tion u(x),
Nous avons démontré notre théorème.

Il est impossible détendre la région de convergence de la
solution de Inéquation d^Izumi au delà du cercle de rayon un
sans qu^on impose une restriction à la fonction vs(x).

Nous sommes arrivé g la limite (1 ) (Angliçe-Ultimate).

(l) Voir THOMAS, Riquer's Existence theorems (Annals of Mathematics^ p. 309,
lignes 25-3o).
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Reprenons Inéquation

( i ) H' ( x ) = a ( A' ; M ( x'1).

Nous en avons fait Pétudé en supposant que « n(jc) est une
fonction entière dont les coefficients sont positifs ». -

Nous allons supprimer cette restriction.
Nous ferons la transformation

U{.V)===W(Lo^3!}==EW{Z),

u( x4- ) == w( Log x"- ) === v?( i Log x ) = w( î 2 ),
x = e2, z == Loga*,

,, , . dz , . î .u (x) == w { z ) -j— == w (z ) — == w{ .z)e~ •s.dx ' x

Donc nous pourrons remplacer Péquation ( î ) par Inéquation
transformée

(a) w'i z ) = eza(ez}w{'2z)

ou

(2') w ' { z ) == b( z ) w l i z )

ou

(2') W t ( z ) b - } ( z ) = W(23) .

U fie fonction holomorphe au voisinage du point

X=ï, ^==0,

qui satisfait à [équation^ ci-dessus n^ existe pas (^ ).

l^r suite le point (A) est un point singulier de Féquation (a"),
Donc nous pourrons démontrer que la circonférence du cercle

de convergence est une coupure de la fonction u(x) (2).
Nous pouvons aussi considérer Inéquation

u ( x ) = ^ a ( x ) u ( £ c î ) - ^ - b ( x ) .

( l ) L'auteur a présenté la démonstration au Journal de Duke University.
( 3 ) Le procédé de démonstration est semblable à celui du premier Chapitre.
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La solution peut s^écrire

u't x ) == c v ( x } -+- TO f x ).

La solution particulière cr(vC) est holomorphe dans le voisinage
du point

x = i, ^ = o,

F(.Z*) ̂  une pseudo-fonction^ qv^on ne saura pas prolonger au
delà du cercle de rayon un.


