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SUR L'INTEGRATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES ;

Par M. H. Kgess.

Introduction.

Les recherches qui font 'objet de ce Mémoire se rapportent aux
équations aux dérivées particlles. Nous nous limitons dans ce
travail a la construction des équations aux dérivées partielles
linéaires. Dans une¢ premiére Partie nous donnons une méthode
générale qui permet de déduire de toute équation linéaire intégrable
et de sa solution une autre équation linéaire intégrable et sa solu-
tion. Dans une deuxiéme Partic nous appliquons notre méthode a
la construction des équations hyperboliques intégrables et de leurs
solutions. Nous nous sommes propos¢ de chercher toutes les équa-
tions hyperboliques qui possédent une solution présentant deux
fonctions arbitraires et leurs dérivées. Nous supposons les équa-
tions ramences a leur forme canonique.

Nous exposerons dans d'autres Mémoires la partie de nos
recherches qui se rapportent a la construction des équations ellip-
tiques intégrables et a celle des équations paraboliques intégrables.

La méthode qui nous a permis de construire les équations
linéaires intégrables a deux variables indépendantes et leurs solu-
tions peut étre appliquée a la recherche des équations intégrables
non linéaires ou a plus de deux variables indépendantes et de leurs
solutions.

PREMIERE PARTIE.

1. Nous donnons dans ce chapitre une transformation générale
qui permet de déduire de toute équation linéaire du second ordre
et intégrable de sa solution une autre équation linéaire du second
ordre et sa solution. La méthode permet de construire toutes les
équations lindaires intégrables en partant des plus simples d’entre
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elles. Dans la seconde Partie de ce Mémoire nous donnerons les
équations hyperboliques intégrables et leurs solutions.

2. Considérons I’équation complétement linéaire

(1) s(uy=Ar—2Bs+Ct--Dp+Eqg+Fu=o,

dans laquelle les coefficients A, B, ..., F sont des fonctions de
deux variables indépendantes x et y, la fonction inconnue étant
désignée par u. La condition pour que I'équation (1) soit la somme
de deux dérivées par rapport aux variables 2 et y est que I'on ait
I'tdentité

ﬂ + o J2B - d-_C Jb {)E .

do? “drdy Jdy? Jr Jdy

(2)

Lorsque les coefficients de P'équation (1) ne satisfont pas a
Pidentité (2), on peut chercher a la mettre sous la forme d’une
somme de deux dérivées partielles en la multipliant par un facteur
convenable 5. La condition pour que I'équation (1) puisse étre la
somme de deux dérivées partielles est que la fonction z satisfasse a
['équation

92Az 2Bz 4:Cz dJDz JEz

_U2E I pa—.
ot T20ray T T ar oy TUEEC

(3)  L(3)=

L’équation (3) s’appelle I'équation adjointe de I'équation (1).
Réciproquement, 'équation (1) est ’équation adjointe de 1'équa-
tion (3). Le probléme de I'intégration de 'une de ces équations est
équivalent a celui de I'intégration de I'autre.

Supposons que l'on connaisse une solution quelconque z, de
I'équation adjointe (3). Le produit de la multiplication de I'équa-
tion (1) par la quantité 3, peut se mettre sous la forme

. Jd JA 3, du JB 3z, Ju
3% = — —— — Az — —Bz -——Ds3
(4) zi3(10) d.r( u— A Dyl Ty B e .u)
Jd JB 3, Ju JC z, Jdu . _
_Ty(—uj-r—-b-lh.;ﬁ——u T +Cz.(—)~y+h...u>_o.

Les expressions qui figurent dans les parenthéses peuvent étre
considérées comme les dérivées partielles d’une fonction U que
nous appellerons la « fonction associée » a la fonction u.
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La fonction U est définie par les relations

N JU ., du .., du dBZ, 0CZ, .
(5) e BZ, or T GZy o U= —u i + EZ,u.
. JU . ou . du PEVA JBZ,
(61 ,)ﬁ' =-—A7 i BZ, 4[{' +u e + u 5 DZ, w.

Lorsque I'on multiplie de méme I'équation (3) par une solution u,
quelconque de Péquation (1), on obtient un produit qui peut se
mettre sous la forme

. J AVA L, Jduy JBZ . di \)
- J — i — AL, _ ) —— A
(7) bl = o < "o AZ o T T BZ IR Du, 7
J JB7 L, du, JC7 ., diy L
— == 37— — uy —— -+~ Gl — “uy
’)."< ey + BZ ar u, T [‘4).)' +I~ul/>

La fonction Z associ¢e a la fonction s est définie par les relations

, a7 JIB7, JC7 e oy,
N o —II,W—ll,T«+-I»L o +(,LW—.—I,N,I‘,,
)% TAVA JIBZ odu, . ou,y o,
‘ e gy e — Al — — BZ — — ..
t9) g ", 0 ", T \7Z or BZ a7 Duw, 7

Lorsque P'on remplace dans ces expressions la fonction 7, par
une solution Z; de I'équation (3). la fonction associée ¢ prend une
valeur Z, définie par les relations :

)z IRZ. )G ., .,
T T Rl YRl R 1 NAALR b RN DIV
‘ .r . I).)' o ". Vv
)% INZ. IBZ .du odu )
oy e u,’ L ! '—A[l"_)—[_nl,,’ L Du,Z,.
u.r

-
rl}’ a.r ! l).l' I)Y

La fonction g, nous permet d’é¢liminer les dérivées des coefli-
cients de I'équation (1) des relations (5) et (6). Nous obtenons
pour déterminer la fonction U les expressions

JU .odu o Au Loduiy u oduy VISR
1) = = Bl - +CL, — —BL, — — G, = = L
e Jdr Yo "y Yor ! Jdy o J.r u,’
U ., 7 . ) 14
() Y Az R, 2 e, D gy e e
Dy Jar /)_y ar o, :)'y u, AR
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Les valeurs des dérivées de la fonction U peuvent s’écrire

(14) 3{%: le1Z1£%+Cu1Z1£[%+%%

(15) ZTB:—Allizlé;%—Bltilig;;—i+(§i%
Ces relations nous donnent

(16) a%(%,ﬁ“ >=(§1——Bu121)£{‘%—0ull,di’uil-ly

(17) %(%— >=M,215“’;7“1-.-(cw.ﬁBu,'zz,)(;“’;17“1
Nous posons .

(18) U' = c—‘E—U.

Uy

Les relations (16) et (17) deviennent, en remplacant U’ par U,

JU . , Jd u .0 u
(IQ) d_.l‘ _(,1—Bu1l1)(—)‘—l‘ Z_Clnlil)‘_}/ I‘I“'?
oU Jd u J u
{20) d?‘A"“Z‘J}Z+<C‘+B"’Z‘)¢Eif,'

Les relations (19) et (20) définissent une transformation qui
permet de déduire de toute équation (1) intégrable une autre
équation intégrable el sa solution. L’élimination de la fonctlion u
nous donne I’équation
P 2 )2 v __(B2— Yu2 7.2
—:)7[3 +2B()—(');{l)—uj; -o—CfUE L8 (Buﬂfc.“’ﬁ.

J Aw 2, J {1+ Buy 2,4 JU
[(d_x G (B —AC)w3Z3  dy c;ﬁ-(Bﬂ-ACpffZ;—’)J}
J ILi—Bw Z, J Cu, 7, JU
(=3 et~y G ) )

(21) A

3. Les résultats obtenus permettent de construire toutes les
équations linéaires intégrables et leurs solutions. Supposons qu’une
équation (1) intégrable soit donnée avec sa solution u. Si l'on
désigne par u, une solution particuliére de I’équation (1) et par Z,
une solution de I'équation adjointe, les relations (10) et (11) nous
~ permettent de calculer la fonction Z,. Les relations (18) et (19)
nous donnent une fonction U et I'équation (21) équation a laquelle
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clle satisfait. Les coefficients des termes du second ordre de I'équa-
tion (21) sont les mémes que ceux de I'équation (1). Les propriétés
essentielles des équations linéaires sont déterminées par les termes
du second ordre.

Nous pouvons continuer 'application de la méthode et déduire
de 'équation (21) une aulre équation intégrable et sa solution.
D’aprés la maniére dont on a calculé les expressions (19) et (20),
il résulte que la fonction U peut s’obtenir par des quadratures. La
méthode peut donc étre appliquée indéfiniment. On ne sera jamais
arrété par des expressions qui ne sont pas intégrables.

Pour appliquer la transformation définie par les relations (19)
et (20), on doit calculer unc intégrale Z, de I'équation adjointe a
I’équation dont on part. Ce calcul peut étre simplifié en déduisant
de méme les équations adjointes les unes des autres ainsi que leurs
solutions par la méme méthode.

4. Lorsque l'on remplace dans les relations (5) et (6) la solu-
tion u par la valeur particuliére u, on obtient les expressions défi-

nissant une fonction U,

¥ oY
(22) U, = RZ.()il—o—CZ.’)[i——u.dI —u.'z(—L'+EZ1u..
d.r Jdr Jdy dx Jy
. JU, . duy . du, JAZ, JBZ,
(25) I{V *_ALl—(;;_BLI()_T_’_UIT)J’—+I“W’_DZ‘L“.

Nous ¢liminons au moyen de la fonction U, les dérivées de la
fonction u, des relations (8) et (g). Nous obtenons les expressions

(21} J9% y JBZ " JCZL " JBZ, L —u JCZ, Z . U, 12
7 oy YT LT Ty 4 T o I

05 9 u JAZ —u JBZ JAZ, L JBZ, 7 " oU, Z

(23) dy — "ox "oy “e T, T dy L, dy I,
On en déduit les expressions plus simples

" - 9L . . 0L dU L

(26) })'Jf-_Bu'th)—rT._('u'lﬂd?l—i_’—;.;i’

. gz ‘ I I A . d 1 JU, Z

(27) oy .‘\u‘l,.;).—rrZ~‘+B11.L.;);Z—|+—')T;-Zvl-

Nous pouvons écrire ces relations sous la forme plus pratique
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pour les applications

‘)8) i(p—‘é— >: (U]‘FBU]Z]) ,—--—1—‘ II|L|——) Z

da Z| ll 71
A J (G N 0 17 J 1
(29) {{—};(T—5>-—-—:\ll| 1——-ZI-+(U|—~BU17;)-—-2—I'
Nous posons
U,z
| A R o
(30) V=7 z.

La substitution de cette valeur dans les expressions (28) et (29)
nous donne ¢n remplacant ¢’ par { et en changeant l¢ signe de u,
les relations

% A . T/
(31) ;}i:(U:—BulZ,)—’— Z—;—hu,Z,’—,Zl—,
. )% VA Z
(32) ’;‘~A1¢|Z1—~Z—|+4U.+Bu|7|)—Z-

Lorsque 'on compare les relations (31) et (32) avec les rela-
tions (19) el (20), on remarque que I'on passe des unes aux autres
en permutant Uy, &y, u el u, respectivement avec &;. Uy, Z et Z,.
L’équation a laquelle satisfait la fonction § s’obtient en faisant la
méme permutation dans 'équation (21). On obtient I'équation

2 2y 2 (B:— AC) w272
(33) ,(,)75_4-’ ’)i;y_’_c:;)? U3 (Buizll\ ) u3 L3
[(l Au,Z, _‘__li U,+ Buwu, Z, >£
dr U2—(B2—AC)u2Z2  Jy Ui—(B2—ACHu}Z}/ dr
J U —BwZ, J (R WA %
< dr G3—(B*—AC)uil3 +7{;Uf—(Bf—1\Cllz?Z?)@]::

Pour que les transformations qui se rapportent a I'équation (1)
et a son équation adjointe (3) se correspondent exactement, on
doit se servir des relations (16) et (15) pour transformer I'équa-
tion (1) et des relations (28) et (29) pour I'équation adjointe (3).
Les équations transformées s’obtiennent en substituant Cl—'[:—' —UaU

dans P’équation (21) et p—'z — ¢ a ¢ dans I'équation (33). Suivant

le but que I'on se propose, il y a avantage a employer des groupes
différents de ces relations.

‘La transformation obtenue permet de construire toutes les ¢qua-
tions linéaires intégrables et leurs solutions en partant des plus
simples d’entre elles.
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DEUXIEME PARTIE.

5. La transformation donnée permet de construire toutes les
¢quations hyperbeliques en partant de la plus simple d’entre elles.
Des transformations connues sont des cas particuliers.

Nous considérons I'équation hyperbolique générale

D u Ju due

—_— - a-— 4+ b— 4+ cu = o.
drdy Jdr ‘

(34) T

Nous prendrons pour le coefficient B de Péquation (1) la

1 . , .
valeur 5 Les relations (10) et (11) nous donnent pour déterminer

la fonction ¢, les expressions

. J%, I A . duy ,
(35) ;E~;<—111H+L.D?)+bzt.t.,
e W 1 L, Juy

(36) ”)7 = ';( lll‘(‘{T_Zl Ty—>—~auxZg.

Les relations (16) et (17) nous donnent pour déterminer la
fonction U les expressions

Jd [Ciu i\ Jd u
3~ —(>——U)= ( — — —
i rl.r( u, ) .ACI 2 )r)x u,’

(38) ,ﬁ(gﬂ_b):<cl+ﬂ>i_’£.
dy \ w, P dy u,

6. Nous supposons que l'équation (34) est identique a son
équation adjointe. L’¢quation correspondante qui a ¢été étudiée

par Moutard peut s’écrire
J2u

dcdy

(39)

Les relations (36) ¢t (37) nous montrent que la fonction g, est
constante. Sil'on suppose que £, est nul et que on prenne Z,
¢gal a u,, les relations (37) et (38) nous donnent, si 'on rem-

u u .
place E—;— — U par — —; les expressions
1 1
(40 d ou _ui Jd ou
49) dr w, 2 dr uy’
(41) Jd ou _uy d u
: dy w2 dy w
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Nous obtenons la transformation donnée par Moutard.
7. Les équations hyperboliques peuvent étre construites au

moyen d’autres relations qui peuvent étre établies directement.
L’équation adjointe de I'équation (34) est

, 27 oL YA . (_)t} _ t)l_? _
(42) +le— 7 oy Z =o.

dx dy - dr b ()7

Supposons que l'on connaisse une solution Z, de I'équa-
tion (42). L’équation (34) peut s’écrire

J [du J [JL, _
();((F+alt>zl—’).7<'ﬁ—bZ1)U—0.

La fonction U associée a la fonction u est définie par les rela-

tions
718} 07

(43) ;—IZ(T;—bZ1)u,
U

(44) :); = (3—;+au> Z,.

Lorsque I'on suppose que I’on connait une solution u, de I'équa-
tion (35), par un calcul semblable a celui que nous venons de faire,
on obtient pour la fonction associée ¢ a la fonction Z de 'équa-
tion adjointe (42) les expressions

J YA
(45) 9;—((—);—172) Ui,
; xR _ (d_u_
(46) o=\ “+aw, ) 7.

Ces relations permettent d’éliminer les quantités a et b des
relations (43) et (44). Pour ne pas multiplier le nombre des
fonctions que présentent ces relations, nous supposerons que Z
est égal a Z, dans les expressions (45) et (46). Nous désignerons
par ¢, la valeur que prend ¢. Nous avons

N ()§1 _ JZ,
(47) Tp—(;)—;—bzl)uh
" (2 )
(48) g =\ oy “+au, ) Z,.

La substitution des valeurs de a et de & dans les expres-
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sions (43) et (44) de U nous donne les relations

g (v _ o LM
(49) 4).1?< u°, U)=2% or ]
d (Giu Ny Jd u
(JO) ;{T/(—ur— )—(,1—-—"121);‘;/ l'l—"

8. Nous appliquons les relations obtenues a la recherche des
équations qui ont leurs invariants égaux a 'ordre prés et auxquelles
correspondent des suites de Laplace présentant un nombre pair
d’équations. Nous avons étudié ces équations dans notre Theése
de doctorat (Paris, 1925). Les équations peuvent se mettre sous
la forme réduite

J*u 1 dlogh Ju
dedy 2 dxr dy

(31)

L’¢équation adjointe de cette équation est égale a sa premiére
transformée de Laplace et est

07 1 r)log).c)_Z_+ 11)?|og}‘_))z_o
drdy 2 dr  dy 2 dxdy ; -

(52)

Les solulions des équations (51) et (52) sont reliées entre elles
par la relation

I
N

(53) 7=

l

2l
e

S

)

Les relations (47 ) et (48) nous donnent pour les dérivées de o,
les valeurs

A ”é — u2
(54) or Yo
. e} 1 [du\*
- I _ 1 [Jui\*
(35) o ;.(,)y>

L’élimination de u, entre ces relations nous donne pour I'équa-
tion a laquelle satisfait g,

("25' PRI
drcdv )

(36) ~ Jr dy

La valeur de la fonction g, est

\ N 1 /Jduy\?
(57) C1=fu7d.1?+i(’7)}-i) dy.
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La fonction { déterminée par les relations (45) et (46) satisfait
aussi a l’équation (56) lorsque I'on suppose que Z et u, sont
reliées par la relation (53). Ea fonction U déterminée par les
relations (43) et (46) satisfait de méme a I’équation (56) lorsque
I'on suppose que Z, et u, sont reliées par la relation (53). Nous
pouvons exprimer u, €t Z, au moyen de ¢, dans les relations (49)
et (50). Nous posons

1 U 1
(58) t_uT —U= 5‘, U

Les relations (49) et (50) peuvent s’écrire en remplacant U’

par U, )
J U

Jd u
(59) or _“——I = Ct;ﬁ, ”—d——c;’
‘n ar
Jox
I
0% —
s 5
d U Ydrdy 0 u
60 —_ — L — Pl - .
(60) Jdy S 25 dy 9%,
a Jdx dy s
9r

Nous retrouvons la transformation de M. Goursat que nous
avons utilisée pour construire les équations qui ont leurs inva-
riants a 'ordre prés et auxquelles correspondent des suites de
Laplace présentant un nombre pair d’équations. Les relations (59)

et (60) ne changent pas si 'on remplace g, par % et que l'on
permute u et U.

9. Les termes de 'équation hyperbolique peuvent étre groupés
autrement. Les expressions qui définissent les fonctions associées
correspondant a u et z s’obtiennent en permutantx et y et a et b
dans les relations (43) et (44). La fonction U, associée a u est
définie par les relations

(61) %=<%+bu)z,,‘

LXII. 9
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Les relations (43) et (44) et les relations (61) et (62) montrent
que les fonctions U et U, associées a la fonction u ne sont pas
indépendantes. Ces relations montrent que U et U, sont reliées
par la condition

(63) U+U;=Z1u+C.
La quantité C est une constante arbitraire.

La fonction ¢’ associée a la fonction Z est définie par les rela-
tions

aH' [duy
(64) ;)_l- = (E’--Fbm) Z|,
Ja' (JL
(6)) W = (‘dj/-—al> uq.

Les quantités ¢ et ¢’ sont reliées par la relation
(66) (+{=wZl+C,.

La quantité C, est une constante arbitraire.
Lox:sque’ Ion remplace dans les expressions de U, U,, ¢ et ¢/,
u par u, et Z par Z,, ces fonctions prennent des valeurs

(\67) (D) :c!;
(68) (U1) =(¢).

10. Les relations que nous avons obtenues nous permettent de
construire les équations hyperboliques intégrables en partant de
la plus simple d’entre elles et leurs solutions. Ces relations nous
permettent également de montrer que l'on peut ramener une
¢quation d’un certain rang par rapport aux variables a une équa-
tion de rang inférieur. Par conséquent on peut ramener une
équation hyperbolique d’un rang quelconque par rapport aux
variables a la plus simple de ces équations.

11. Pour simplifier I'écriture et rendre plus claires les démons-
trations qui vont suivre, nous poserons quelques définitions.

Nous dirons que les relations (61) et (62) définissent une
transformation en z et nous la désignerons par T,.

Nous dirons de méme que les relations (43) et (44) définissent
une transformation en y que nous désignerons par T,. La fonc-
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tion U que I'on obtient par 'application de cette transformation
sera désignée dorénavant par U_,.

Nous dirons encore que les relations (16) et (17) définissent
une transformation en .z et en y et nous la désignerons par T, ;.

Les fonctions que 'on obtient par I'application de ces transfor-
mations sont désignées par U, et U_, pour les distinguer des
fonction u, et u_, que I'on obtient par I'application des transfor-
mations de Laplace.

12. Les transformations T, en .z élévent le rang d’une intégrale
par rapport a la variable 2 d’une unité en régle générale et laissent
dans la régle le rang de l'intégrale par rapport a y sans change-
ment. C’est ce que nous allons d’abord montrer.

Considérons donc I'équation (34) et supposons que sa solution
soit de rang m —1 par rapport a « et de rang n + 1 par rapport
a y. Nous pouvons représenter cette solution par l’expression'

(69) u=2X+1X+...4+2p XMW+ uY 4+ Y. 4w, YO
Pour simplifier I'écriture et les démonstrations nous posons

(7o) Su)y=hru—+hu ...+ rpum,
(71) Silu)=pu—+pw +...+ w,wn,

La solution u représentée par l'expression (6g) peut donc
s’éerire avec ces notations

(72) w=f(XY+fi(Y).

Nous désignerons par g(u) et g,(u) les équations adjointes des
équations (70) et (71). Nous avons les relations

. A
(73) vf(l()—ltg(V)-4(};]3(ll,v),
24) F)=ugie)= 2B
(- v fi(r _ug.kvb_()—y 1w, v),

les expressions B(u, ¢) et B, (u, ¢) étant bilinéaires par rapport
duetay,

" Lorsque l'on remplace dans les relations (61) et (62) u par
I'expression (72), on obtient deux groupes de termes qui con-
tiennent respectivement la fonction X et ses dérivées et la fonc-



— 132 —

tion Y et ses dérivées. Nous désignerons les parties correspon-
dantes de la fonction U, par (U,)z et (U,)y. Nous avons donc
par définition la relation

(75) Ui = (Up)z +(Uy),.

Nous calculerons séparément les valeurs des fonctions (U,),
et (Uy),.

Nous avons d’abord, lorsque 'on remplace dans les relations (61)
et (62) la fonction u par I'expression f(X), la valeur de (U,), :

(76) (Ut).z:‘/‘[')'f")(.:()—l—bf(.\')] Z.d.r—f—(%é/——al >f(X)(/)

Nous pouvons intégrer par parties et mettre cette relation sous
la forme

(77) (Ui)e=1, f(X)—f<(iZ—'—bL)f(X)d.p
NELE

af(X)] Z,dy.

L’expression sous le signe d’intégration étant par définition une
différentielle exacte pour toutes les valeurs de la fonction arbi-
traire X, nous pourrons lui appliquer le théoréme qu’a donné
Darboux pour les expressions de ce genre ( Théorie des surfaces.

t. 1L, p. 165). Nous pouvons remplacer dans la relation (73)  par X

et ¢ par (d)Z’ bL,)

La relation devient

JZ, A JdZ,
<7);——bl ) £(X) = Xg.<7)—— -I)Z,) +2 ’)I (xl o ——bZ,)

La substitution de cette valeur dans la relation (7~ ) nous donne
pour déterminer (U, ), I'expression

(78) (U,)x:z,f(X)-—B(x")—Z'-—bz> fx (‘iz—l—bz)/

0 f(X)
+[ ay

af() - _Rl(x,”z' —bZ,)] dy.

L’expression sous le signe d’intégration devant étre une diffé-
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rentielle exacte, d’aprés le théoréme de Darboux on doit avoir

) JZy
Jd [df(X JL
(80) ﬂ[.gyuaﬂx)_#a(x. 2 —on)] =o.

L’intégrale Z de l'équation adjointe a I'équation (34) est de
rang n + 1 par rapporta z et de rang m + 1 par rapport a y. Par
conséquent si I'on désigne par X, et Y, des valeurs particuliéres
des fonctions arbitraires que comporte la solution Z, de I'équation
adjointe a I'équation (34), le polynome g<%€—1 —bZ,) doit étre
indépendant de y et 'ordre de la dérivée de X, qu’il présente
est m + n + 1. Ce polynome n’est pas nul en général comme on .
peut s’en rendre compte en calculant le coefficient du terme qui
présente la plus haute dérivée de X,.

Nous posons

02, .
(81) Xg(r)—;—bl)_xr

La fonction (U,), a donc pour valeur, si nous substituons X
a X,

X; X’ JZ,
(82) (Ul).l':Z]f 'T“‘]—B[TZ'T oz bZ1] X
e(@m—om)] le(@—n)™

La fonction f(u) présentant les dérivées de u par rapporta z
jusqu’a 'ordre m, la quantité (U,)2 contient les dérivées de X
jusqu’a Pordre m + 1.

Nous calculerons maintenant la valeur de la fonction (U,),.

Nous obtenons la valeur de (U, ), si nous substituons dans les
relations (61) et (62) f,(Y) a u. Nous avons

(83) (U.)_,.:f [')f(‘)(xy)-o-bf,(Y)] Zldx—o—(%%—-—aL)f,(Y)dy.

La relation (74) donne lorsque I'on remplace u par Y et ¢

par (‘% —aZ, ) Pexpression

Jdl, Jdl, ) 07,4 .
(5 —am) ) =Yg, (7 —az.)+ 78 (Y, s‘;—“z*)'
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Nous obtenons donc (U,), en intégrant par parties la valeur

; A ,
(84) (Uy)y =18, <\. a7 —al,,>

+‘/[’L_fﬂi,’ b fi(Y)— 2 g, (Yl aal —aZ1>] dr
o.r . or v

7.
+Yg, (’—’# ——aZ.) dy.

La quantité sous le signe d’intégration étant une différentielle
exacte, le théoréme de Darboux nous donne les équations de con-
dition

) l) I)Zy . Y .
(85) J:;“(T;;““’”)*”’
i i f1(Y) 17 I)Z|
8 _— < —_— —_— ==
(86) ,4;'[ S i — (v aZ.) o.
., A . R )
La quantté g, T /1L,> ne dépend donc pas de z et 'on

montrerait par un raisonnement semblable a celui qui a été donné
. 7., r oy
pour la fonction g (7; —b L,> que cette quantité n’est pas nulle
en général.
Nous posons done

)7,
(87) Ye ('—h—,'—a74> =Y,

La velation (84) donne pour la quantité¢ (U,), lorsque l'on
remplace Y, par Y la valeur

(38) (Ui, = B,

Le polynome B,(u. ¢) présentant les dérivées de w et de ¢
jusqu’a lordre n — 1. la fonction (U,)y est donc de rang n +1
par rapport a la fonction Y.

Lorsque I'on remplace dans la relation (55) les fonctions (Uy),
et (Uy), par les valeurs données par les relations (82) et (88), on
obtient pour la fonction U, associée a la fonction u qui est la
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solution de 'équation (34) 'expression

o) U=z f|—2 X o[ X ] x
. i 7., W /A ) or
5(W > ﬁ’(?;?‘ !
+ B, Y RAN B

/A , Iy -
oG —an) "

Comme nous I'avons démontré en régle générale le rang de la
fonction U, par rapport a la fonction arbitraire X dépasse celui de
la fonction u d’une unité et son rang par rapport a la fonction
arbitraire Y n’a pas changé. 4

Nous concluons donc de ce qui précéde qu’une transforma-
tion T, définie par les relations (61) et (62) permet de déduire
d’une équation hyperbolique intégrable et de sa solution une
autre équation hyperbolique intégrable et sa solution, le rang de
la solution de la nouvelle équation par rapport a la fonction arbi-
traire X ayant en général augmenté d’une unité ct son rang par
rapport a la fonction arbitraire Y n’ayant pas changé.

Les transformations T, nous permettent de déduire d’une équa-
tion hyperbolique intégrable et de sa solution une suite d’é¢qua-
tions hyperboliques intégrables et leurs solutions. Le rang de ces
solutions par rapport a la fonction arbitrairc X augmente d'une
unité d’une équation a l'autre et leur rang par rapport a la fonc-
tion arbitraire Y reste constant en général.

13. Des considérations semblables a celles que nous avons
faites sur la transformation T, pourraient étre données sur la
transformation T, définie par les relations (43) et (44). Nous
pouvons donc nous borner a donner les résultats. De toute équa-
tion hyperbolique intégrable ct de sa solution une transforma-
tion T, permet de déduire une autre équation hyperbolique inté-
grable et sa solution. Le rang de la solution de la nouvelle
équation par rapport a la fonction arbitraire X n’a pas changé et
son rang par rapport a la fonction arbitraire Y a augmenté d’une
unité en général.

14. La conclusion Qui résulte des considérations précédentes
. est que P'application répétée des transformations T, et T, permet
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de déduire de toute équation hyperbolique intégrable et de sa
solution une suite d’équations hyperboliques et leurs solutions.
Le rang de ces solutions par rapport aux fonctions arbitraires X
et Y augmente en général indéfiniment. Par conséquent si I'on
partde I’équation hyperbolique la plus simple 'application répéiée
des transformations T, et T, permet d’en déduire une suite
d’équations intégrables et leurs solutions, le nombre caractéris-
tique de ces équations augmentant indéfiniment.

Pour démontrer que les transformations T, et T, permettent
de construire toutes les équations hyperboliques intégrables et
icurs solutions, il reste a prouver que ces transformations per-
mettent de passer inversement d’une équation intégrable quel-
conque et de sa solution a I'équation la plus simple et a sa solu-
lion.

15, Le rang de la solution de I'équation (34) a été supposé
égal a m +1 par rapport a « ¢l & n+1 par rapport a y. Cette
solution peut étre représentée, ainsi que Darboux I'a montré
(Théorie des surfaces, t. 11, p. 48), par un déterminant :

X X’ .. Xim) Y Y’ . Y
, . ,
N £y ceear™ Jh Y A
{(90) =M £y s R S 2 e R 4 L N
! om) - ! n
Loenct Lmenot ooe Tminer Ymaner Ymaener - Yivens

dans lequel les quantités .z; sont des fonctions de z, les quan-
lités y; des fonctions de y et M une fonction de x et de y qui ne
joue pas de role dans la démonstration. Lorsque I'on donne aux
fonctions z; et 3 toutes les valeurs possibles, on obtient toutes
les équations dont le nombre caractéristique est m + n.

Nous pouvons vérilier d’abord au moyen de cette expression
de u qu’une transformation T, nous permet de déduire d’une
équation hyperbolique une autre équation hyperbolique dont le
rang de la solution est augmenté d’une unité par rapport a .« et
dont le rang par rapport a ) n’a pas changé. La valeur de u
permet de préciser la démonstration.

La solution de I’équation adjointe a 'équation (34) peut étre
représentée par un déterminant du méme ordre que celui de la
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solution u, les nombres m et n devant étre permutés. Nous repré-
senterons la solution de I'équation adjointe par le déterminant

X X' Lo X Y Y’ R (L
' " '
£ £\ . LY 7, R T
(91) Z=N| & T T T LYTREETI L
’ " ' m.
I Evwntt Emanst oo Embinnt Mmen-et Mmener oo Tk

les quantités £; sont des fonctions de x, les quantités v; des fonc-
tions de y et N une fonction de z et de .

Lorsque I'on remplace dans la valeur de u (9o) les fonctions X
et Y par l'un quelconque des m + n—+1 couples de valeurs
(ery ¥1)y (Lo 32)e o oos (Zmsnsty Ymsnsr ), cette fonction u
s’annule. Les relations (61) et (62) nous montrent que, en négli-
geant une constante d’intégration, la fonction U, s’annule égale-
ment pour ces mémes valeurs de X et de Y. La relation (89)
montre que la fonction U, s’annule encore lorsque I'on remplace
X et Y par l'unité. Pour établir la relation (8g), nous avons sup-

pos¢ que le polynome en X, g(‘f}—zz' — bZ1>, etle polynomeen Y,

07, ,
&1 (== — aZ, ) ne sont pas nuls. Nous pouvons montrer que ce

n’est pas le cas en général.

La solution de I'équation adjointe a I'équation (34) que nous
avons désignée par Z, s’obtient en donnant a X et a Y dans
Pexpression (g1) des valeurs particuliéres N et Y,. Lorsque 'on
remplace les fonctions X et Y par I'un quelconque des couples de
valeurs (£, 1), (o, M2)y -+ oy (Emsnsty Mg ) la valeur de Z est
nulle.

Nous poserons

A
(92) & <’jr — I)Z) =o(.r).

Lorsque la fonction Z est nulle, la fonction g(iﬁ—i -—bZ) qui

est linéaire par rapport a ’)—L -— bZ s’annule aussi et comme elle
dx

ne dépend pas de y, il suffit de remplacer dans cette fonction

X par une des valeurs £,, 25, ..., Enynyy Ou par une combinaison

linéaire de ces valeurs, pour qu’elle s’annule. La fonction ¢(x)
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admet donc les racines £y, £a, ..., £y.n.y €l les combinaisons

linéaires de ces valeurs que nous pouvons représenter par 'expres-
sion

(93 ) E=x E1 -+ 1-_»5&“9" B ol S| Em+n 1y
les quantités oy, oy, ..., %, ., étant des constantes. Par consé-
quent, lorsque la quantité X, n’est pas égale a 'une des expres-
. . . . JZ .
S10nS £4y Zay - ooy S ou E, la fonction g(ﬁ'- — b[.) n’est pas
ax

nulle et la valeur de (U,), a bien la forme donnée par la rela-
tion (82).

Des considérations semblables a celles que nous avons données
pour la fonction (U, ). peuvent étre faites sur la fonction (U, )y.
Nous poserons

)7,
{94) g1<’ '—aL):M}‘).

dy

La fonction () s’annule lorsque la quantit¢ Y, de la fonc-
tion Z, est égale a I'une des valeurs ny, ns, Nm 0y OU & une com-
binaison linéaire de ces valeurs

(95) n = @u o+ pz'fn* B ,3m+/:+1 T +n+1y

les quantités By, Bay ..., Bmins Ctant des constantes.

Lorsque la quantité Y, n’est pas égale a 'une des expressions 7y,
JIZ,
Ay
la valeur.de (U,)y a bien la forme donnée par la relation (88).

La conclusion qlii résulte de ce qui précede est que lorsque les
quantités X, et Y, que présente la fonction 7, ont été choisies de

Nas « o oy Nimen . OU M, la fonction g, ( — (lZ‘> n’est pas nulle et

maniére que les fonctions é{(% — bZ,) el gy (% maZ,> ne
s’annulent pas, la fonction U, s’annule pour les m + n 4 2 couples
de valeurs (zy. ¥ )y (Zay 32)s + ooy (Bmcnirs Ymanss )s (1,1) el est
de rang m —+ 2 par rapport a & et de rang n —+ 1 par rapport a j-.

Les transformations que nous avons désignées par T, per-
mettent donc de déduire d’une équation hyperbolique intégrable
et de sa solution de rang m —+- 1 par rapport a .z et de rang n + 1 par
rapport & y une équation hyperbolique intégrable dont la solution

est en général de rang m + a par rapport a x et de rang n + 1 par
rapporta y. ’
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Des considérations entiérement semblables a celles que nous
avons données sur les transformations T, pourraient étre faites
sur les transformations que nous avons désignées par T,. Nous
pouvons donc nous contenter de donner le résultat.

Les transformations T, permettent de déduire d’une équation
hyperbolique intégrable et de sa solution de rang m -1 par rapport
a.zetde rang n + 1 par rapport a y une équation hyperbolique inté-
grable dont la solution est en général de rang m + 1 par rapport
a.r et de rang n +- a par rapport a .

Par des applications successives des transformations T, et T,,
on peut donc déduire d’une équation hyperbolique et de sa solu-
tion une série d’équations hyperboliques et leur solution, le rang
de ces solutions par rapport & « et leur rang par rapport a y
devenant de plus en plus grand.

16. Les considérations précédentes permettent de démontrer
facilement que les transformations T, et T, permettent de déduire
d’une ¢équation hyperbolique intégrable et de sa solution de
rang m -1 par rapportd x et de rang n -+ 1 par rapport a y
d’autres équations hyperboliques intégrables dont les solutions
sont de rang plus petit que m —+ 1 par rapport a z et de rang plus
peuit que n 1 par rapport a ».

Pour éviter les répétitions nous nous occupons sculement des
transformations T,. Le raisonnement serait tout a fait semblable
pour les transformations T,.

Nous démontrerons que par un choix conyenable des fonctions \
et Yy que présente la solution 7, de Péquation adjointe de I'équa-
tion hyperbolique donnée, la transformation T, correspondante
permet de déduire de cette équation et de sa solution que nous
supposons de rang m 41 par rapport a x et de rang n +1 par
rapport a ) une équation hyperbolique dont la solution est de
rang m -1 par rapport a x el de rang n par rapport a y.

Lorsque l'on prend pour X, unc valeur donnée par la rela-
A 3
Jx
le signe d’intégration de l'expression donnant la valeur de Ia
fonction (U,), est une différentielle exacte. Nous obtenons donc
pour la fonction (U, ), une expression dont le rang est m + 1 par
rapport a .

tion (93), la fonction g( bZ.) est nulle et la quantité sous
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Lorsque 'on prend de méme pour y, une valeur donnée par la

relation (95), la fonction g, <%—1——- aZl, ) est nulle et la quantité

sous le signe d’intégration de I’expression (83) donnant la valeur
de la fonction (U,), est une différentielle exacte. Les valeurs
prises pour X, et Y, ne doivent pas étre les mémes combinaisons
des fonctions &4, Eq, . . ., Em, nys et des fonctions myy may -« oy Nipnpis
parce que la fonction Z, serait nulle. La ‘transformation T, et
toutes les relations que nous en avons déduites n’auraient plus de
sens. La fonction (U, ), est donc de rang n — 1 par rapport a y.

La fonction U, est donc de rang m + 1 par rapport a z et de
rang n par rapport a y et notre proposition démontrée.

17. Les propriétés des transformations T, que nous avons
données peuvent étre combinées de diverses maniéres. Nous avons
montré que dans larégle, ces transformations permettent de déduire
une équation hyperbolique intégrale et de sa solution de rang m —+ 1
par rapport a x et de rang n —+ 1 par rapport a y une ¢quation
intégrable dont la solution est de rang m —+ 2 par rapport a z et
de rang n -1 par rapport a y. Lorsque I'on choisit convenable-
ment la quantité X, on peut conserver le rang m + 1 de la solu-
tion de la nouvelle équation par rapport a « et la transformation
donne une autre équation dont la solution est de méme rang m —+ 1
par rapport a z et de rang n + 1 par rapport a y que I’équation
d’ou l'on est parti. Par un choix convenable de la quantité Y, le
rang de la solution de I’équation transformée peut étre rendu plus
petit.

Nous avons donc deux nouvelles transformations qui donnent
deux nouvelles équations. Lorsque la quantité X, est quelconque,
la transformation nous donne une nouvelle équation dont la solu-
tion est de rang m + 2 par rapport 4 z et de rang n par rapport
a y. Le nombre caractéristique de I’équation n’a pas changé.
Lorsque I'on choisit convenablement les fonctions X, et Y,, nous
avons démontré que la solution de la nouvelle équation peut étre
de rang m —+ 1 par rapport & et de rang n par rapport a y.

18. Des considérations semblables a celles qui précédent peuvent
étre données sur les transformations T,. Nous ne donnons que les
résultats.
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Les transformations T, permettent de déduire ainsi que nous
I’avons déja énoncé d’une équation hyperbolique intégrable et de
sa solution de rang m -+ 1 par rapport a x et de rang n —+ 1 par
rapport & y une équation hyperbolique dont Ia solution est en
général de rang m +- 1 par rapport a x et de rang n + 2 par rap-
porta y.

Lorsque I'on choisit convenablement la fonction X, on peut
construire une transformation T, qui permet de déduire d’une
équation hyperbolique et de sa solution de rang m —+ 1 par rapport
a x et de rang n + 1 par rapport a y une nouvelle ¢quation hyper-
bolique dont la solution est de rang m par rapport a z et de
rang 2 -+ 2 par rapport a y.

Lorsque I’on choisit au contraire convenablement la fonction Y,,
on peut construire une transformation T, qui permet de déduire
d’une équation hyperbolique et de sa solution de rang m —+ 1 par
rapport a x et de rang n -1 par rapport 4 y une autre équation
hyperbolique dont la solution est de rang m —+ 1 par rapport a
et de rang n -+ 1 par rapport a y. Le rang des solutions de I'équa-
tion dérivée et de I’équation transformée par rapport a z et leur
rang par rapport a y sont donc les mémes.

Lorsque la valeur des fonctions X, et Y, est choisie convenable-
ment, on peut construire une transformation T, qui permet
de déduire d’une équation hyperbolique et de sa solution de
rang m -+ 1 par rapport a z et de rang n + 1 par rapport d y une
¢quation hyperbolique dont la solution est de rang m par rapport
a z et de rang n + 1 par rapport a y.

19. Des transformations T, convenablement choisies per-
mettent donc de déduire d’une équation hyperbolique donnée
et de sa solution des équations hyperboliques dont le rang des
solutions par rapport a y devient de plus en plus petit.

Des transformations T, convenablement choisies permettent de
méme de déduire d’une équation hyperbolique et de sa solution
des équations hyperboliques dont le rang des solutions par rapport
a z devient de plus en plus petit.

Par conséquent par I'application des transformations T, et Ty,
on peut déduire, d’une équation hyperbolique donnée et de sa
solution, des équations hyperboliques dont les solutions sont
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de rang de plus en plus petit par rapport a z et de rang de
plus en plus petit par rapport a y. Ces rangs peuvent étre diminués
jusqu’a devenir égaux a l'unité. Les équations hyperboliques
intégrables et leurs solutions peuvent étre ramenées a I’équation
hyperbolique la plus simple et a sa solution.

La conclusion qui résulte des considérations précédentes est que
les transformations T, et les transformations T, permettent de
construire toutes les équations hyperboliques intégrables et leurs
solutions en partant de la plus simple d’entre elles et de sa solu-
tion. Nous avons démontré en effet que ces transformations per-
mettent de déduire de la plus simple des équations hyperboliques
et de sa solution des équations hyperboliques dont les solutions
sont de rang de plus en plus grand par rapport a = et de rang de
plus en plus grand par rapport a y~. Nous avons démontré de plus
que ces transformations permettent de déduire d’une équation
hyperbolique donnée et de sa solution des équations hyperboliques
dont les solutions sont de rang de plus en plus petit par rapport
a z et de rang de plus en plus petit par rapport a y. Ces rangs
peuvent étre diminués jusqu’a devenir égaux a 'unité. L’équation
hyperbolique correspondante est évidemment I’équation

u
dzdy = °

Les équations hyperboliques intégrables et leurs solutions
peuvent donc toutes étre déduites de la plus simple d’entre elles
et de sa solution.

(A suivre.)



