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SUR QUELQUES PROPRIETES DES SYSTEMES DE POINTS
DANS LE PLAN ET DES COURBES GAUCHES ALGEBRIQUES;

Pir M. Pauvr DusrriL.

Introduction et préliminaires. — lL.es problémes relatifs a la
détermination des courbes algébriques planes passant par un sys-
téme de points donnés el les propriéiés de ces systémes ont 6L
étudiés pour la premiere fois par Cramer et ont retenu depuis
['avtention d'un assez grand nombre de mathématiciens : Cayley (1),
Bacharach (2). Zeuthen (%), et plus récemment MM. Castel-
nuovo (*). Gambier (%) ¢t Légaut (¢). Apreés ces travaux, dont les
derniers surtoul contiennent des résultats nombreux et détaillés.
il ne semble utile de revenir sur ces problémes que pour donner,
a laide d’une méthode trés diffévente des indications générales
el précises sur les nombres qui semblent caractériser le mieux un
svstéme de points.

Un résultat fondamental et qui semble avoir été un peu perdu
de vue par quelques-uns des géométres (ui se sont occupés de ces
(uestions, est fourni par le théoréme de Hilbert relatif a Uezistence
d’une base finie (") : le plan étant rapporté a un systéme de coor-
données homogénes. si nous considérons les formes F(z,. 24, x.)
qui s’annulent en chaque point du systéme S considéré, toutes ces
formes peuvent se représenter d’une maniére linéairve et homogeéne
au moyen d'un nombre fini d’entre elles; autrement dit. on a pour

(') Cambridge Math. Journal, vol. 3; Math. Ann., t. 30.

() Math. Ann., t. 26.

(3) Math. Ann., t. 31,

(%) Torino Mem., (2), t. 2.

(®) Annales Ecole Norm. Sup., (3), t. 41 et 42.

(8) Annales de Toulouse, t. 16, ou Thése, Paris 192).

(") D. Hunerr. Uber die Theorie der algebraischen Formen, Math, Ann.,

t.36.
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chacune d’elles une identité

o FeAF o A\ Fy

ou les A;sont des formes. Les formes F précédentes engendrent un
tdéal homogéne, que nous désignerons par dg, el qui admet la
base (F,, ..., Fi). L’¢wude du systéme de points revient a celle de
cet idéal.

Le systéme de points ou I'idéal correspondant ¢tant donnés, la
base n’est pas définie d’une maniére unique, ni méme le nombre
de formes dont elle se compose. Nous considérerons uniquement,
parmi toutes les bises possibles. celle ou celles qui comprennent
le nombre minimum de formes, A. Ce nombre est un de ceux qui
caraclérisent le systéme de points donné; si A = 2, ce systéme est
'intersection totale, ou compléte, de deux courbes. Jai indiqué,
duns un travail dont les résultats nous serviront fréquemment ici (),
comment on peut définir, pour un idéal homogénc donné, une
telle base comprenant le minimum de formes (Ch. I, §3). D’apresla
maniére dont une telle base est construite, les formes F,, ..., F;
dont elle se compose sont rangées par ordre de degrés a,, ..., ax
non décroissants : &, Say< ... Sog. Ces degrés des formes de bases
sonl k nombres qui contribuent également a caractériser le systéme.
Rappelons encore cette propriété évidente qu'une quelconque des
formes de la base considérée ne peut pas s’exprimer d’'une maniére
lin¢aire et homogeéne en fonction des précédentes. En particulier, Fy
n’est pas multiple de F . Les courbes Fy =0, F,=o0 sont particulié-
rement importantes, on les appelle premiére et deuxiéme courbes
minima du systéme de points. Nous supposerons en général que
les deux courbes minima sont sans partie irréductible commune.
Il en est certainement ainsi quand la premiére courbe minima est
irréductible, hypothése toujours vérifiée dans le cas particuliére-
ment important d’un systéme de points section plane d’une courbe
gauche irréductible.

Un autre résultat fondamental du a Hilbert. concerne la

(') P. Dusren,, Quelques propriétés des variétés algébriques se rattachant
aux théories de U'Algébre moderne, travail devaat paraitre dans la collection
¢ditée en mémoire de J. Herbrand (Hermann). J'utiliserai surtout iciles résultats
du Chap. 1. On pourra aussi consulter denx Notes aux Comptes rendus de
U Académie des Sciences, t. 196, p. 1270 et 1637.

1™
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Sonction caractéristique d’un idéal homogéne f, c’est-a-dire le
nowmbre y (¢, {) de conditions linéairement indépendantes pour
qu'une forme de degré [ appartienne a l'idéal considéré. Si ¢ est
un idéal engendré par des formes a n + 1 variables, cette fonction
est égale, pour { grand, a un polynome en ! dont le degré est égal
au nombre de dimensions maximum des différentes- variétés irré-
ductibles dont se composc la variété de ¢. Dans le cas de Uidéal ag
attaché a un systéme de points, la fonction y(ag, {) n’est autre que
le nombre de conditions linéairement indépendantes pour qu’une
courbe de degre / passe par tous les points du systéeme; dés que /
est supérieur ou égal a une certaine limite. elle est constante ct
¢gale au nombre N des points du systéme.

L¢ comportement de la fonction caractéristique (¢, ) d'un idéal
quelconque pour toutes les valeurs de Z, ou plutot celui de la fone-
tion complémentaire

?‘((r l): A _l(ty l)y

l+n
a fait Pobjet d'intéressantes recherches de MM. Macaulay ¢t
Sperner (') qui ¢tablissent la double inégalité
() lowa, L —1)Jnrv<o(a. 1 S(Dn .

ot (D)., =C",, et on wn+t) désigne la fonction de Macaulay de
la variable « pour l'indice n + 1. Ces inégalités sont caractéris-
tiques. en ce sens que si 'on se donne une suite de nombres
Bys D1e o eos re ..., satisfaisant & ces inégalités. il existe toujours
un idéal homogene a. tel que 'on ait

sia. )= o

De plus. conime Pa montré M. Sperner, on peut déduive des iné-
galités (2) les théorémes de Hilbert sur Pexistence d’une base finic
et sur la forme de la fonction caractéristique pour les valeurs
élevées de /. '

Cependant, les inégalités (2) on l'on fait n = 2 ne permettent
pas d’obtenir des résultals trés précis concernant les svstémes de

(') F. S, Macaclay, Some properties of enumeration in the theory of
modular systems (Proc. London Math. Soc. t. 26, 1927, p. 531). — E. SpERNER.
Uber einen kombinatorischen Satz van Macaulay und seine Anwendungen
auf die Theorie der Polynomideale (1bh. math. Seminar d. Univ. Hambourg,
t. 7. 1929, p. 1490
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points. Cela tient au fait que I'idéal a4 relatif a un tel systéme S
présente une propriété qui le distingue essentiellement des idéaux
homogénes les plus généraux, engendrés par des formes a trois
variables; a5 est défini par sa variété S, donc par sa décomposition
en idéaux primaires. et celle-ci ne contient pas de composant pri-
maire relatif a 'idéal (z,, x,, £.), ou, comme nous dirons, de
composant impropre. Or J’ai montré dans le travail déja cité que,
pour étudier la fonction caractéristique d’un idc_éal homogéne «
n’admettant pas de composant impropre, il y aavantage a appliquer
les inégalités de MM. Macaulay et Sperner a I'idéal @ engendré par
les formes Fr(‘v. y ooy Zy) quise déduisent des formes F (x4, £, ..., 20)
de a par la substitation z,= o0 (I'espace linéaire z,= 0 ne con-
tenant aucune des variétés irréductibles correspondant aux compo-
sants primaires de a). On a alors. en posant

A, Y=o(a. Ly —o(a, I —1) [V=q>([1, l)],
les inégalités
O3 [ACa, I —1)w<A(a, 1) S (D),

«qui sont celles que nous utiliserons (). L’idéal a n’admetiant pas
de composant impropre, il y a d’ailleurs une relation trés simple
entre les bases de @ et de @ : le nombre & est le méme pour ces
deux idéaux, et I'on a

az(Fh ey Fk’,

/

a = (Fy, ?x)

Nous allons appliquer ces résultats a 'idéal ag défini par un sys-
téme de points S, et, d’'une maniére plus générale, a un idéal a a
trois variables, n’admettant pas de composant impropre : ceci
revient a admettre que le systéme de points considéré peut com-
prendre des points multiples, qu'on peut imposer aux courbes
passant par les points du systéme telles ou telles conditions de
contacts en l'un ou l'autre de ces points. Le paragraphe 1 est
consacré a I’étude, au point de vue base et fonction caractéristique,
de I'idéal a correspondant; dans le paragraphe 2, j’étudie I'idéal a
lui-méme. Enfin, les résultats ainsi obtenus admettent quelques

(Y) P. Dusner, loc. cit., Chap. I, § 1, formule (7).
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applications intéressantes a la théorie des courbes gauches : on
trouvera ces applications au paragraphe 3. ‘

|. Base ot fonction caractéristique de I’idéal 0. — Lidéal @ est
un idéal primaire impropre. car, d’aprés le choix de la droite
Iy == 0, sa variéié se réduit a .y =0, xy=o.

Les propriétés de la base de cet idéal résultent de la forme trés
simple de la fonction de Macaulay u'? pour l'indice 2. On a

u??=wu--1 (pour u =o0); ul2'=0 (pour u=o0).
Cela résulte immédiatement. soit de la définition de cette fonction,
~oit des formules générales qui permettent de la calculer (*).
Tutoreme . — 8¢ x, désigne le degré de la premiore forme
de base ¥y (2) de a. on a pour cet idéal
A<oy-+1.

~Certains des degrés ay, ay, ..., o des formes Fy, Iy, ..., Fy
peuvent étre é¢gaux; supposons que 'on ait

Ay = 7= Ay, = Pi.
Tyt = oo == Ay, = Pa > By,
Ao s ARyl e e = A =3, > Bn-y (% =i rpy=hk).

I.%id¢éal @ admet done #; formes fondamentales () pour le
degré B;. Donc, en désignant par ag; le multiple fondamental de a
pour ce degré, nous avons

o(a. B:) = ¢(ag, Br) — %
Or, cn appliquant Pinégalité (2) a idéal a5, on a
olag, 8:)29(ag, Bi—1) ~1=e(a, Bi—1) +1  (i=o2 ...)
d’on
e, 0) 200, { —1) i+ pour ! =B,

(1) K. Sekr~kR, loc. cit,, (9), p. 150-151.

(?) Nous devrions désigner les formes de a_par la notation F : nous conmservons
au cours de ce paragraphe simplement la lettre F pour la commodité de
I'éeriture. - : ‘

(22) Les formes I sont dites formes fondamentales. Nous appelons multiple
fondamental de @ pour le degré I l'idéal 4, engendré par les formes de a4 dont le
degré est inférieur a I.
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Pour un nombre { compris entre a, et a; ct différent des ;, on

simplement
pla. )2¢la, I —1) 1.

Supposons ces inégalités écrites pour toules les valeurs de 7 de
o+ 1 & ax et ajoutons-les. Nous obtenons, en tenani encore compte

de (2), et en remarquant (ue q)(ﬁ, o, ) =x,,

Ap— oy - /.‘gqa(—f;, ak)gau-~ I,
d’ou

1) ) hk<oy 1.

Remarque. — Si la limite précédente est atteinte 1 A = oy +1,
on a nécessairement
o, ap) = ap-r1.

donc la fonction caractéristique de a est nulle pour { = «,.

Autre démonstration. — Les k formes de bases F,, I, . ... F;
satisfont aux hypothéses suivantes : elles sont premiéres dans leur
cnsemble (c’est-a-dire qu’il n’existe aucune forme les divisant
toutes), elles sont rangées par ordre de degrés non décroissants :
a,<ay< ... <oy, enfin, une quelconque d’entre elles n’appartient
pas a 'idéal admettant pour base I’ensemble des précédentes. Ces
hypothéses entrainent I'inégalité (4) (').

Il en est ainsi quand «, =1. En effet, I, n’étant pas divisible
par Fy, il résulte du théoréme de Noether que toute forme F de
degré a > a, satisfait a 'identité

F= A\|F1+A:F-_).

on ne peut donc pas avoir A > 2.

Supposons le théoréme vrai quand le degré minimum des formes
considérées ne dépasse pas a, —1, et démontrons-le quand ce
méme degré est a,. F, est égale au produit de «, facteurs linéaires
dont un au moins, ®,, ne divise pas I,. Nous avons donc, d’aprés

(') La démonstration suivante, ainsi que celle du théoréme II, s'inspire de
raisonnements faits dans ma Thése (Chap. IV, paragraphes 2 et 3; Paris, 1930),
pour des théorémes analogues concernant les idéaux de polynomes. Je I'ai repro-
duite ici complétement parce que les hypothéses, sensiblement différentes,
exigent quclques modifications. )
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ce qui précéde,
O Fooody @y Fi=AF, B, i=5 . k).

ot B est une forme de degré a;— 1. Considérons les formes
®, B,. ..., B Elles sont rangées par ordre de degrés non décrois-
sants. Llles peuvent étre divisibles par une méme forme ¥ de
degré u (112 0), les quotients respectifs W,, Wy, . ... Wy étant pre-
micrs dans leur ensénible. Dans la suite W', W,, ..., ;. aucune
forme n’appartient a I'idéal admettant comme base Pensemble des
précédentes, car la velation

.

\l‘i: U|‘F1 U;g‘r;t e e T U,'_|‘V,‘_1,

entrainerait. comme on le voit en multipliant les denx membres
par @ ' ¢l en tenant compte de (5).

Fi— A, = U F - Un(Fy— B - Ui (Fiy— A Fa,

ce qui est impossible, puisque F; n'appartient pas i lidéal
(Fi. Fyo o000 Foo)). La suite ¥, W, L. .0 W) satisfait done aux
mémes hypothéses. et nous avons

h—1loay—1—u 1.
c’est-a-dire
h<xy 41,

ce qu’il fallait démontrer.

Nous allons étadier maintenant la fonction caractéristique de
I'idéal a. .

Cette fonction est identiquement nulle pour toutes les valeurs
du degré [ qui sont an moins ¢égales @ une certaine limite /.
exposant de Pidéal a. Nous commencerons par déterminer une
limite supéricure simple de 4.

Levve.— St formes¥, ¥, .. .. F, de degrés 2,<2,< .. . <,

sont premiéres dans leur ensemble, il existe une forme W, de
degré o, appartenant a (F,, Fyo .00, F,), et premicre a k.

Il ¢n est évidemment ainsi pour % = 2.
Supposons donc la proposition vraie pour un nombre de formes
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inféricur ou égal a X — 1. et démontrons quelle est vraie pour 2.
formes.

Soit ® le plus grand commun diviseurde Fy, Fy, ... F,_ ;i ®est
premier a Fy et les formes @, =F,:®, ..., &, ,=F,_,: ®, sonl
premiéres dans leur ensemble. On peut donce trouver une forme de
méme degré que @, _,, appartenant a l'idéal (®,, ®@,, ..., &,_,),
et premiére a ®,. En la multipliant par ® et par un facteur
premier & ®, de degré convenable, on obtient une forme

T=® \® ... =\ dy = W= — N Fooy,

de degré o, dans laquelle le crochet est premier a @,. Cela étant,
nous pouvons choisir la constante a; de maniére que la forme

Wy G Fie o o B+ a5y,

soit premiére a IYy. 1l saffit de montrer que cette forme ne s'annule

Yo \ T
pour ancune des valeurs de ~ qui annulent I,. ¢’est-a-dire ® ou @, .

) . . .
Les valeurs de " qui sont racines de @, n’annulent pas ¥ si a;, est

différentde zéro: et pour que les valeurs de ‘i qui sont racines de @,

sans Uétre de ®) n’annulent pas W5, il suffit que a, soil choisi
p ’ q
différent d’un nombre fini de valeurs bien détermindes.

Les k formes de bases F,, F,, ..., Fi de I'idéal a satisfaisant aux
hypothéses déja formulées, désignons par Fy la premiére d’entre
elles telle que F,, F,, ..., Fysoient premiéres dans leur ensemble

x> 2). D’aprés le lemme précédenl, nous pouvons supposer Iy
. P P ) P PP

premiére a Iy, puisque le lemme permet, s’il n’en est pas ainsi, de
la remplacer par une forme de méme degré avant cette propriété.

Twioreme Il. — On a
(6) lhSay+ay— Kk -1,
Nous devons monltrer que le nombre a4+ ay— A 4 1 est supé-

rvieur ou égal a Uexposant [, de I'idéal a, et pour cela que, si l'on
fait sur un systéme de coordonnées fixes X, Y la transformation

r=X—+uY,

ou © est un paramétre, 2> %44 appartient a l'idéal a. Remar-
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(uons que 'on a, d’aprés le théoréme de Noether,

== W F = Hy Fy,

SH F =@ T e ap TPy a0 ) By,

puisque I est premiére a IF,; il suftit donc d’établir la relation

ok k-t Fu' N |r“ rw F'27 . .,-(.)F‘_) =

ou. en posant

[/ ' .
‘.‘a—1| '1*1——A,

la relation un peu plus générale

EEERECE DR N (L=, .ouy M

Cette relation est évidente pour o, =1 (A =12). car le quotient
de y® par ®, = y — tu est divisible par 2. Supposons donc le
théoréme vrai toutes les fois que le degré minimum des formes de
base ne dépasse pas a, —1.

n désignant par ®,, comme dans la deuxiéme démonstration du
théoréme I, un facteur lincaire de F, ne divisant pas Iy, nous
avons, d’apreés (4),

B3l = A\ 3o F, 4+ B yBrod,,
Dauatre part. si
o=y —tr (F =00,

on a
GO = qd — oo,

q = .,m-i -+ [',-.,-4-1—24__ ) _I-(n——l,
d’ou
D3 o= A\ B ol — yB(gAF,+ Biyw) d,.

Iin posant
Vi= 0B Al By B,

nous devons montrer (lll('

Vi (@), roFy 0By o) 20 Br) =,

Considérons l'idéal (@', By, ..., By, Fy, Bayy, ..., By), les
formes de base ¢étant supposées rangées par ordre de degrés non
décroissants : en particulier, le degré ay de Fo est supérieur a
celui de B;. Les formes précédentes sont premiéres dans leur
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ensemble, sans quoi ¥y, Fay. ..., Fy ne le seraient pas. De plus.
dans la suite partielle @, B;. ..., By, aucune forme n’appartient a
I'idéal défini par les précédentes, car

Bi (@, By, ..., Biy)
entrainerait
Fo (8, By Py ol Ko,

Nous devons ici distinguer deux cas :
a. Fe (@), By, ..., By).

Si nous considérons les A formes @, B,, ... B;, ¥y, B, i, ..., By,
aucune n’appartient @ Pidéal défini parles précédentes. @ étant de
degré oy — 1, nous pouvons appliquer le théoréme a l'idéal défini

par ces formes; on a
yBi+w Fy

B+ L b
R i+ “, )
ou
pr=gy—1—hk+1=aj—hk=8—1.
Or, V; comprend le terme yB+»B; pour lequel on a, a fortiori
VOB Ty,

¢t des termes de la forme

LTy Iro—T, (T=1.....0).
Comme

VBT, T (@, pe—t F, L o=t B = .,

ces lermes appartiennent eux aussi a f,,, et 'on a bien

Vi ey
o, Fo ™ (9, Bs. ..., By),
soil
0 Fo= Uy &)+ Us By ...+ Uy By,

Le p.g.c.d. W de @, By, .... By divise aussi Fy; il en résulte
que les formes ¥, B; ., ..., Bz sont premiéres dans leur ensemble,
et par conséquent que ®,, By, ..., B;, By, ..., Bz le sont aussi.
D’autre part, aucune de ces formes n’appartient a I'idéal défini par
les précédentes, et. puisque @ est de degré &, — 1, nous appli-
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querons le théoréme a l'idéal (@, By, ..., B;). Ona
VEOBT(D, 208, ..., 29 By (T dl.
Le¢ terme y3+wB; de V; appartient donc a r,,.

Les autres termes sont de la forme Az™'y3+e—k,. Or, le
degré 2y de F étant supérieur a celui de By, (7) entraine

F, “(&#,, By, ..., By, ¥Bs, ..., ¥By).

et chacun des termes considérés appartient encore a €,, ce (ui
démontre le théoréme,

l.c degré de toute forme de base étant évidemment inférieur ou
¢gal a {,, nous déduisons du théoréme précédent Vinégalité

(8) 24 Say+ ay— K =41,

Six = 2, ¢’est-a-dire si I'idéal a provient d’un idéal @ = ag cor-
respondant & un systéme de points S dont les deux premieres
courbes minima n’ont pas de partie commune, les inégalités (6)
et (8) deviennent
(6") LW Say+ay—Ah+1,

(8" ySay - ag— A+ 1.

Nous pouvons maintenant étudier les variations de la fonction
z(a, 1)
Examinons d’abord le cas ot x est quelconque. Pour { << z,. on

a évidemment
g(a. ) =0, y(a. )=1l+1.

Pour /2y, la fonction 3 satisfait a I'inégalité (3), ce qui donne
ola, I — 1) +1<g(a, 1)SE+1,
d’ou
o<y (a. 1)<y (a, 1 —1).

On peut remarquer que l'apparition de A formes de base (fonda-
mentales) pour le degré [ entraine

‘/’(;. l) < /(; {—1)—2
En particulier, pour / = ay, on a

g0, ag)<y(n, 2) —x+1=@—x+1.
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A partir de cete valeur, la fonction ¥ continue a étre monotone
non croissante. Elle est identiquement nulle pour (2 /,.

Les remarques suivantes permettent d’apporter quelques préci-
sions supplémentaires. Soit®le p. g. c. d. des formes Iy, ..., Iy_,;
posons Fy=@®,, ... F,_, =®®, ,. Lesformes®,, ..., P, _,sont
premiéres dans leur ensemble. Pour ! < «,, I'étude de 1'idéal a se
raméne a celle de 'idéal b=(®,,.... ®,_,); ona, en désignant
pav v le degré de @, '

t;(n l) =0o(b, [ —v),
c'est-a-dire
x((i. 1) =46, l—v)+w.

Pour 12> o, on éludiera idéal (F,, ..., Iy)=c. Nous pouvons
remarquer que des multiples de F, linéairement indépendants
de degré [ < a, + v sont certainement linéairement indépendants
mod (F,, .... F_,), puisque @ est premier a F,. 1l en résulte
qu’on a
?t(,[):—'{b(b,l—v}»~l—u;+l (ay S < ay—+v).
d’ou
ya, DSy (e, &)y = y(b, § —v) v —({ —ay+1),

I'égalité ayant licu ¢videmment pour { < oy .
Supposons maintenant x = 2.
Pour ! < «,, on a toujours

o ) =0, (o, 0)=1+1
Ponr 2, <1 < ay, on a
(o D=l—a+1, 7(n,1)=a,.
Dans I'intervalle (). lg—1), 'inégalité (3) donne encore
o<y (a, )<y (a, t—1).

La fonction 3 (8, [) est donc non croissante. En remarquant que
I'idéal a est diviseur de 'idéal (F,, F,), on voit que, siles deux
formes F,, F, sont premiéres entre elles, on a constamment, pour

2,S8l<ay - ay—1,
x(a, l)ga,—i—a,——l——l.

On peut également trouver une borne inférieure de la fonction
+(a, 1) dans Pintervalle (a5, {,— 1), car on aura évidemment une
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limitation supéricure de 9(6, l) en prenant le cas o les A —
formes F,. Fy. ..., F; sont de degré «,, et ou les multiples de
degré ! de cés formes et de F, sont linéairement indépendants
jusqu’au moment on ils constituent toutes les formes de degré [.
On a donc
a,—(/.'—lul——az—o—l)gx(;, ).

Si Pon pose ‘

B=(h—1q¢g-+r (0Sr<<h—uy,
I'inégalité précedente s’éerit

(h—1)(qg+ay—1—1) 4 r<y(a, 1),

ot I'on en déduit pour /y la limite inférieure

—1

/4.21,—%—6(/—?—1—.\),

&(u) désignant Penlier immédiatement inférieur a u.

Knfin, pour 121,, la fonction /KE l) est identiquement nulle.
~ Réciproquement, toute fonction de ! varianl comme nous venons
de Pindiquer est, d’aprés un théoréme de M. Sperner ('), la fone-
tion caractéristique d’un idéal homogénce impropre a deux
variables.

Il est peut-éire utile de résumer les résultats qui viennent d’étre
obtenus dans le cas on F, est premiére a I, au moyen de la figure
suivante : ’

Fig. 1.
L
3
a, A Ay
/
B’
ol
¢ a, al C B aea,l
arog-kel

2. Etude des systémes de points. — Soit

u=[q.. ceey GH]

(')-E. Seen~en, loc. cit., p. 158,
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un idéal homogeéne engendré par des formes & trois variables et
n’admettant pas de composant impropre. Chacun des composants
primaires g, . ... gy a comme variété un point dans le plan; si
chaque g; s¢ confond avec I'idéal engendré par toutes les formes
s'annulant au point M; qui lui correspond, l'idéal a est engendré
par toutes les formes s’annulant simultanément en tous les points
M;; nous le désignerons alors par ag. S étant le systéme des
points M;.

La drode o= o ne contenant aucun des points M;, nous pou-
vons appliquer a l'idéal a engendré par toutes les formes F (o0, 24, .z,),
ou F(uy, £y, 22) 0, les résultats du paragraphe 1. En revenant
a a, nous avons alors des propriétés de cet idéal.

Le théoréme 1 donne ainsi (').

Tutoreme I'. - Si k= k(a) désigne le nombre des formes de
base de o, on a
kSay+1,

a; étant le degré minimum des formes de a (degré de la pre-
miere courbe minima de S).

La fonction caractéristique y (4, 1) satisfaisant a la relation

(9\, . X(“a l)—x(ll l_l)=x(a' l)a
nous VOyOnS :

1° que cette fonction est croissante pour 1 < I,:

2° que les points qui représentent ses valeurs dans un systéme
d’axes [, y sont, pour /2 a,, les sommets d'une ligne polygonale
convezxe, tournant sa concavité vers les y négatifs (puisque
z(a, )<y la 1—1);

3° qu’enfin cette fonction conserve une valeur constante N pour
{2 1,— 1. Si tous les points du systéme S sont distincts, N n’est
autre que le nombre de ces points (?).

(') Nous nous appuyons ici sur la relation : k(a) =k(3); voir P. DuBRetl,
loc. cit., (8), Chap. I, § 3.

(*) N points imposent en effet N conditions indépendantes aux courbes de
degré assez ¢levé. Algébriquement, on peut remarquer que, pour ! grand
H
N
7.(a, 1) = L AL
it
et que, pour un systéme de N points distincts, on a H=Net y(g,, {) =1.
LKL 18
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Nous voyons que la limite /, introduite dans le parﬁgmphe pré-
cédent joue ici un rdle important. Rappelons que les degrés. a,,
%y, ..., @i des différentes formes de base de @ satisfont aux inéga-
litds : Sy <. Sl A,

Nous allons préciser ces résultats dans le cas ou les deux pre-
miéres courbes minima F, = o, F; = o sont sans partie commune.
Nous supposons donnés les degrés a,, «; de ces courbes et le
nombre & des formes de base, et nous cherchons entre quelles
limites peut étre comprise la fonction y (a, /). Nous obtiendrons en
particulier les limites entre lesquelles peut étre compris le
nombre N. ‘

La figure 1 permet de résoudre aisément ce probléme, en tenant
compte de (9). La ligne brisée descendante qui représente, pour
[> ay, la fonction % (0, 1) est comprise entre A, B'B et A,CB.

Cela étant. pour [ << a;. ona

(8, 1_&%{);1_*2),

puis, pour z, <1 < 2,

ay(ay+1)

gu l)y=— . oy (L —ay +1).

Soit maintenant

23 SIS ay -+ ay — k.,
Nous avons

2 (% +1)
*)

VACARS v(ay—a )y Ay — U2y — 2 O — (1),

c¢'est-a-dire

(L —ag~+1)({ —ag~+ 2)

7.(a. D)< "

= - 1)ay—

= u(l).

ay(ay—+1)
D)

A partir du point / = 2z, — 1, la parabole y = II(l) est au-desseus
de la droite D d’équation

2 (2 +1) o (a3 —1)

(DY y = (=2 +1)ay = 2, 2y— + (I —ag+1)ay.

Pour | =, + ay —h2>1,— 1, on a certainement y(@, ) =N, de
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sorle que
. (h—1)(h—2
NSy = aa— A) = ay2,— —————)————’-
= 5
En posant. comme précédemment,

(10) 2 o= (h—1ig e o<r Zhk--1),

Fig. .

(D)

a1 apTaeg-l  apay-k ajeay-?

nous avons, pour {Say + ¢ --1,

2, D2y aa—1)+ay—(h—1)+ x—2(k—1)+...
cay—(l—ay+1) (A —1).
¢’est-a-dire
(2 —1)

N >,y —
/'(I‘.[“ 1 &2 >
(—ay+1)(L —ay-+2) wil),

et — gy — (A —1) ”

puis, pour { > 2y o — 1,
g0 L)2 0, 2y g —1),

¢est=a-dire

ay (ay—1) 2y —k+4+r 1
goaly2a 7, — T T T

En particulier, N est supéricur ou égal & cette hmite.
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Les résultats relatifs & la foncuon caractéristique peuvent étre
résumés au moyen de la figuve ci-dessus.

Pour oy -- 1< /< 2+ ay- - A, la ligne polygonale représentative
estcomprise dans le domaine A, B'EC/CA,.

Quant au nombre N, il satisfait auxr inégalités

(h—1)(h—2)

(1n) N\ Coyay - Sajas
= 5 =
el
. Lyl A =T oty — A +r 41
(12) N2 ag— -q 3
= 2] 92
, N Ayt ay— 1) . ¢ —1)
(12" PP L el LMY SR AC Al 1N
= : )
" N Ay —1)  a (% +1)
(127 2o Ay -~ 2 .
= P = )

Remarque I. — Li'inégalité (12”) a é1é établie par M. Légaut ().
Elle lui permet d'obtenir sur les systémes de points un résultal
que nous allons rappeler rapidement. Soit S un systéme de N
points. (; et C, ses deux courbes minima que nous supposons
sans partic commune et de degrés respectifs «, et . G, et Cy se
recoupent en dehors de S suivant un systéme S,, appelé premier
réduit de S. Gy n'est certainement pas premiére courbe minima
de S,. En effet, en désignant par $,, B, les degrés des courbes
minima de Sy, nous avons d’aprés (12")

‘8“‘3'“1‘—'“éz,y_._.—\,'a"’a’_l-’
P = 9
c’est-a-dire
BiSayy—1.

Il en résulte ue si F'on construit le réduit Sy de S, et ainsi de
suite, on obtient un nombre fini de systémes de points, et que l¢
dernier d’entre eux ne peut étre qu’une intersection totale.

Remarque 11. — L’inégalité (11) montre que N ne peut étre
égal @ oty s que si k== 2, c’est-a-dire pour 'intersection totale de
deux courbes. Pour un tel systéme, ¢ = «, et par suite l'inégalité
(12") montre qu’on a effectivement N = x, «,. Il n’y a rien de sur-

(') M. Lisacr, Thése (Paris 1925), p. 92.
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prenant a retrouver ainsi le théoréme de Bezout pour Vintersection
de deux courbes planes se coupant en des points distincts : dans
des cas plus généraux, certaines proprié¢tés de la fonction caracté-
vistique de Hilbert interviennent dans sa démonstration (V).

On voit de méme que, si A = x, 1,
oy (ot —1)

2

N = a0y —

Donnons encore quelques applications trés simples des inéga-
lités (11) et (12).

Considérons le systéme S de N points situés sur une conique;
P’idéal ag admet 2 ou 3 formes de¢ base. Si A=12, ona N=2a,.
N est donc pair. S1 A =3, on a N=122,—1, N est donc impair.
Réciproquement, tout systéme de N = 2, points sur une conique
est intersection totale de cette conique et d’une courbe de degré
xy. Tout systétme de N = 2« — 1 points sur unc conique définit
un idéal admettant trois formes de base : le premier membre de
I'équation de la conique, et deux formes de degré «.,.

On peut considérer que les systémes de points les plus simples
apreés les intersections lotales sont ceux pour lesquels I'idéal cor-
respondant admet seulement trois formes de base. Une condition
suffisante pour qu’il en soit ainsi est que 'on ait

N2, — 3 (2

Les conditions nécessaires sont, en posant

oy = - r (()gl'gl),
que Pon ait
ay(x;—1) Py p—

A0y — " - " SNSopzy—1.

cest-a-dire, si 2, = ap,

a.(a.—n»

oy oy —
)

-l —1)SNS 2 2 —1,

(') Cf. B. L. van der WAERDEN, Eine Verallgemeinerung des Bézoutschen
Theorems (Math. Ann., t. 99, p. 497).

(k—t)(k—2)
2

(?) L'inégalité <a,a,— N fournit en effet, elle aussi, une

limite supérieure de &. 184
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eUstoag=op+1.
nay— (D)

" ~- 2SN Soya,—1.

D’une maniére plus générale, on peut se demander, étant donné
un systéme S de N points, pour lequel on connait les degrés a,.
a3 des deux premiéres courbes minima. entre quelles limites est
compris le nombre A des formes de base.

Si nous posons

—1 — 2
N = 72— ul -(—-L——)T}p——)z:L (B>1).
nous ayons .
s B
Soit d’autre part
(o —1 ]
V:mag——'(—%———)—i—; (v20).
On a
(g —r)y(ay—hk+1+1r)  ai—r .
w2 qg(ay—hk+1- ry= .= = = —(ay—=r).
2 q(2 v ) —1 F—1 (2 ):
c¢'est-a-dire. puisque v + oty -—r 2> 0.
F> 2=t A=
SEvab g —r T oa ey
Orv, s oy=zam. onar<m —1 et par conséquent
5> fmr—m —1)>  om—+1)(3m—1)
' = am 4y - am -y
Sioyz==om +1.omar<met par conséquent
A l>(~un—f—l)ﬁ——m'2 (m41)(3m 1)
= omA4+14+v 2M 14
Ezxemple. -— Considérons sur une courbe du quatriéme degré
(ay = 4) un systéme de N = fa, —— 5 points. On a
15
=9, V=, k§ﬁ<3 I\'—IZ]{) donc k= 1.

Si 'on considére N = {ay, — 4 points, on a

r=v =4 A<B < Ir——lz%), done A=13 ou k=4.
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Nous terminerons 'étude des systémes de points en montrant
sur un excmple comment les résultats du paragraphe 1 permettent
de déterminer, au moins dans certains cas, la base de 1'idéal défini
par un systéme de points dont les deux premiéres courbes minima
ont une partic commune.

Considérons 18 points dont 14 sont sur une conique y d’équa-
tion ®(xy, 24, £3) = 0, les 4 autres en dehors. Toute courbe de
degré ! inférieur a 7 passant par les points du systéme S ainsi
défini comprend nécessairement la cohique y. et a une équation de

la forme
. DA, P+ A, dy) = 0.

ot A, et A, sont deux formes arbitraires de degré /— 4 et ou
®,—o0, ®,=—o0 sont deux conique:e distinctes passant par les
4 points non sur y. On a donc

y(a. 1)y =13, yla, 5) =1). 7(a, 6)=17.

Il y a nécessairement au moins une courbe du septiéme degré
F = o passant par les points de S et ne comprenant pas y comme
partie irréductible, car s’il n’en était pas ainsi, on aurait
x(a, 7) =19 alors qu’évidemment y(a, 7)<18. D’autre part a5 ne
peut pas contenir deux formes du septiéme degré linéairement
indépendantes modulo (®®,, ®®,), car on aurait alors

r(a, 7) =17, donc {4209, k24,
tandis que, d’aprés (6),
L+ k<4 +7 +1=12
Nous avons donc

1 (7) =17, lo=8, d’ou k<.

Voyons si ag peut admetire une quatriéme forme de base du hui-
tiéme degré. Considérons pour cela I'idéal a et comparons-le a
I'id¢al (F, ®®,, ®®,). Toute forme du huitiéme degré appartient a
I'idéal (F, ), puisque 827 -+- 2 — 1, donca l’idéal(F, oD, 0—02),
(622 -+ 2-—1). On a donc

ag = (I, ®®,, b,)

. Ak =3
0 = (F, ®®,, db,).
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Dans Uexemple précédent, on arriverait plus rapidement au
vésultat en considérant S comme 'ensemble de deux intersections
wtales @, . b, et ®.F, I' = 0 étant une courbe de degré 7 passant
par les points situés sur (7), el en remarquant qu’on peut assu-
jettir cette courbe a passer par les quatre autres points. On a
Hl()l‘s

as = [ @y, D,), (O, F)| =(F, db,, b, ).

Mais la méthode qui vient d’étre indigquée est valable dans des cas
plus ¢tendus que ce raisonnement. On pourra s’en rendre compte
en étudiant par exemple un systéme constitué par 5 points situés
sur une droite et 16 points formant lintersection compléte de
deux courbes de degré 4.

3. Quelques applications A la théorie des courbes gauches
algébriques. — Soit C une courbe gauche algébrique; nous dési-
gnons par ¢ 'idéal engendré par toutes les formes ¥ (g, 24, s, 23)
~‘annulant sur la courbe, par ¢ l'idéal engendré par les formes
(o, &1, &3. xy), enlin par a idéal engendré par les formes
O (2, ry, xy) sannulant en chacun des points d’intersection M;
de la courbe G avee le plan 2y = o, qui est supposé¢ naturellement
ne contenir aucunce partic irréductible de C. On a ca; rappe-
lons que si ces deur idéaur sont égaur, la courbe C est dite de
premiere espece (V). Cette définition exprime que toute courbe
du plan .2y = o passant par le systéme S des points M; est section
par ce plan d’une surface de méme degré contenant la courbe.
Toute intersection totale ou toute courbe complémentaire d’une
intersection totale est de premiére espéce.

Il résulte de la définition méme des courbes de premiere espéce
(que certaines propriétés des systémes de points dans le plan
s'¢tendent immeédialement a ces courbes. Ainsi, puisque les

idéaux ¢ el ¢ = a admettent le méme nombre de formes de base :

Tueonimr.— St C est une courbe de premiere espéce, U'idéal
admet aw plus «, -+ 1 formes de base, a, désignant lz degré de

() P. Dunnen., Quelques propriétés des variétés algebrigues se rattachant
auz théories de l’Algébre moderne, Chap. 11. La définition précédente est
indépendante du choix du plan z, = o.
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la premiére surface minima de C :
bM<y —+1.

D’autre part, si la courbe G, toujours de premjere espéce, est
supposée irréductible, ses surfaces minima sont irréductibles et il
en est de méme des courbes minima du systéme S, qui n’ont done
pas de partie communé. Par conséquent les indgalités (11) et (12)
ot N désigne le degré de C. sont valables. En particulier; le
nombre A admet une autre limite supéricure définie par la relation

(k—1)(h—2
(k=) (k—=2) <ayaa— N,
3 TR
Comme nous I'avons vu, il en résulte que Pona A =3 si N est

¢gal & ayas—1 oud a,ay-—o. Les courbes pour lesquelles A =3
constituent a elles seules I'cnsemble des points communs a trois
surfaces algébriques (évidemment minima pour la courbe),
cosemble qui dans le cas géncéral se compose d'une courbe ¢t d’un
systéme de points.

Tutorime. — Pour toute courbe gauche complémentaire d’ une
droite, on a h = 3. Il en est de méme pour toute courbe gauche

complémentaire d’une conique et non située sur une qua-
drigue (').

Remarquons en ecffet qu'une courbe apparienant & Pune des
deux catégorics définies dans I'énoncé est de premiére espéce,
comme courbe complémentaire d'une intersection totale. Soient
oy, oy les degrés des surfaces dont la courbe forme, avec une
droite ou une conique, lUintersection totale. On voit immédiate-
ment que, dans les deux cas, ces surfaces sont les deux premiéres
surfaces minima de la courbe. Comme le degré N de I courbe est
dgal @ oy oty — 1 Ou oty oty — 2, on a bien la proposition ¢noncée.

Pour une courbe gauche de premiére espéce. le nombre /. intro-
duit dans les paragraphes précédents a une. signification bien
simple. Nous avous vu que % (0, /)=N pour [21,—1. 1l en
résulte que 'expression 7 (¢, I) = N/ —P + 1 de la fonction carac-

(') Si la courbe C était située sur une quadrique, la démonstration suivante
serait en défaut. Comme on le voit directement, la courbe serait alors une inter-
section totale : k = 2.



— 280 —

téristique de U'idéal ¢, ou encore de la postulation de lu courbe C.
valable pour /grand, I'est dés que 12/, — 2 (et seulement pour ces
valeurs). Or. nous avons -

l‘,’;’z,-ﬂ.-a,—/-‘ -~ 1I.
Par suite, on «a
) yie [y=Nl—P <1,

s que
lZoay - xy— h—1,

st Goest une courbe de premiere espece ; en particulier, dés que
[2a; + ay— 3 si G est Iintersection compléte de deux surfaces de
degrés oy, ay; dés que 12 a,+ 2, — 4 si € admet sculement trois
formes de base; dés que 12« + a,— 5, si G est quelconque.

Ou sait que dans la formule précédente (13), P désigne le genre
de la courbe C si celle-ci n’admet pas de points doubles cffectifs.
En nous placant dans cette hypothése, nous allons obtenir facile-
ment Pexpression du genre d’une courbe de premiére espéce, a
partir de la fonction caractéristique % (8, 1) relative au svstéme de
points section.

Nous utiliscrons pour cela la formule

(1) p\t.l,»-—y_(r,l—l)::ﬂ?. l):;x(a.l».
qui s'éerit, pour [ =1,
(4H . g6 —ur=y(a .

Ecrivons les équations (14) pour toutes les valeurs du degré depuis
Cunité jusqu’a une valeur 12>/, — 2, nous obtenons
/
<l <
(1)) |’r—:§\/—zx(0,)~}.
R

ce gqui détermine P

Ezemple. -- Considérons les courbes de premiére espéce tracées
sur une quadrique. On a b =2 si le degré N est pair, N=2a,:
hk = 3 si le degré N estimpair, N = 2a, — 1. La ligne brisée repré-
sentant dans le plan (7, ) la fonction caractéristique, se compose
de la droite D, d’équation y =27+ 1 ponr 1<1<2,— 1, puis de
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la droite = \. On a donc

] Ay 1
2;_(:«, ‘A)zz (2% 1)+ (I —ag+1)N.

L=t =

Si N = 2 2,, on obtient

le(a"x)zm—-(a,_,),’ l,:<N‘—-._>='

=1

SiN=2a,—1,0na

_ (N—1)(N —3).
(

I3
27.(“7)‘)=1N—(“1—‘)(12-‘2). P

A=t

La méme méthode permet de retrouver bien aisément les beaux
résullats d’Halphen sur le genre des courbes gauches (*). Si C
est une courbe gauche de seconde espéce, 'idéal ¢ est un multiple
de I’idéal a, on a donc

7.(" l) "'X,(‘a l—1n= /(;y 1)27.(“: l),

I'in¢galité ayanlt lieu pour au moins une valeur de /. On a donc des
relations valables pour toute courbe gauche en remplagant dans
(14) et (14') le signe = par 2, le signe > devant figurer au moins
unc fois s’il s’agit d’'une courbe de seconde cspéce. Il en résulte
que, si l’on pose

!
Moy@ny=ni—r,

=i

le nombre P, constitue une borne supérieure pour le genre de
la courbe C, cette limite ne ﬁoztvant étre atteinte que pour des
courbes de premiere espéce.

Cela étant, cherchons la valeur maxima du genve d’une eourbe
gauche (a,22) de degré donné N.

Trutorkme. — Le mazimum du genre des courbes gauches de

(') HavrrHeN, Sur la classification des courbes gauches algébriques (Journ.
Ecole Polytechnique, t. 31).
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degré N est le genre des courbes de premiere espece de degré N
(racées sur une quadrique, c’est-a-dire

N—2)\2 L \ — | —
P = (——):> pour N pair, P = (I\—”—,(N———s—) pour N impair.
) i

L.e théoreme sera ¢tabli si nous montrons qu’on obtient le
!

minimum de la somme Ez(u, %) pour a; = 2. 1l suffit pour cela

de montrer, comme on le voit en se reportant a la figure 2, que,
pour &, > 3, le point C'n’cst pas au-dessous de la droite D, d’¢qua-
tion y = »/4-1, qui correspond a a, = 2, c’est-a-dire que l'on a

(% —1) x—Kk+r—+1
+q

(1) Ny= a; 29—
) 0 2 5 5

22(ay+-ay— k) +1.

Puisque I'ona ¢g2>1, r>-  “tte inégalité résulterade la suivante

1+ +1—3k
(=2, )

¢’est-a-dire de
at+oa,+1— 3Kk

%z 2(a)— 2)

(2:23),

qui, en raison de a2 ay, sera vérifiée si

af-- 20 +—1— 3k

>
ne 2(ay—2)

b

I'est elle-méme. Or, cette inégalité s’écrit

(16) al—6a,+3hk—120

et est véritice quel que soit &, > 3, toutes les fois que

/e > 13(_),

¢'est-a-dire

Si k =2, (16) est satisfaite pour «,235; si a, =3 ou 4, on recon-

nait facilement que 'inégalité (15) est vérifiée. On a en effet, pour

1‘::;, h=2a:

¢=3, r=o0, No=3a22(3+ay) —§-+1=120+3 puisque ;23

"
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el, pour o) = 4y h=1n:

g="1. r=o. Ny=4222(f+2)— fj+1=20+) puisque o, {.

Ni k= 3. (16) est satisfaite pour o, 2 4. Et pour o, == 3, (15) Uest
puisque 'on a
¢ =1, r=i,

Np== Jay— 2293 4 2) — 6+ 1=22+1 puisque  a,2 3.

Le théoréme est ainsi dén'nonl,r('-, et nous voyouns qu’il v a identité
entre les courbes de genre maximum pour un degré N donné ct
les courbes de premiére espéce du méme degré tracées sur une
quadrique.

On remarquera que Uinégalité (12'), donnée par M. Légaut dans
sa thése. ne permettrait pas d’'établir les résultats qui précédent.

On sait enfin que, d’aprés Noether, les courbes de genre maxi-
mum parmi celles d’un degré donné qui se tronvent sur unc
surface I, sont complémentaires d’une courbe plane tracée sur X.
Toute courbe plane étant une intersection totale, nous voyons que
ces courbes sont, elles aussi. de premiére espéce.



