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SUR QUELQUES PROPRIÉTÉS DES SYSTÈMES DE POINTS
DANS LE PLAN ET DES COURBES GAUCHES ALGÉBRIQUES;

PAR M. PAUL D t J B B K I L .

Introduction et préliminaires. — Les problèmes relatifs à In
détermination des courbes algébriques planes passant par un sys-
tème de points donnés et les propriétés de ces systèmes ont été
étudiés pour la première fois par Cramer et ont retenu depuis
l attention d'un assez grand nombre de mathématiciens : Cayley(1),
Bacharach ( 2 ) , /.eutheu ( : î ) , et plus récemment MM. Castel-
nuo \o ( '• ). Gambier ( J ) et Légaut ( < $ ) . Après ces travaux, dont les
derniers sur tou t contiennent des résultats nombreux et détaillés.
il ne semble utile de revenir sur ces problèmes que pour donner,
a l'aide d'une méthode très différente des indications générales
et précises sur les nombres qui semblent caractériser le mieux un
système de points.

Un résultat fondamental et qui semble avoir été un peu perdu
de vue par quelques-uns des géomètres qui se sont occupés de ces
questions, t'st fourni par le théorème de Hilbert relatif à Y existence
(Vune base fnw ( 7 ) : le plan étant rapporté à un système de coor-
données homogènes, si nous considérons les formes F(,To. x\^ x^ )
qui s'annulent en chaque point du système S considéré, toutes ces
formes peuvent se représenter d'une manière linéaire et homogène
au moyen d'un nombre fini d'entre elles; autrement dit, on a pour

( 1 ) Cambridge Math. Journal, vol. 3; Math. Ann., t. 30.
( 2 ) Math. Ann., t. 26.
( 3 ) Math. Ann., t. 3 1 .
(^ Torino Mem., (2). t. l0.
( à ) Annales Ecole Norm. Sup., (3), t. 41 et 42.
(6) Annales de Toulouse» t. 16, ou Thèse, Paris 1925.
('') ï>. Hirm:nT. Uber die Théorie der algebraischen Formen, Math. Ann.,

t. 36.
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chacune d'elles nue identité

< n r==^Fi ... \x.F/,.

où les A/sont des formes. Les formes F précédentes engendrent un
idéal homogène^ que nous désignerons par rt^, et qui admet la
base (F|, . . . . F/{.). L'étude du système de points revient à celle de
cet idéal.

Le système de points ou l'idéal correspondant étant donnés, la
base n'est pas définie d'une manière unique, m même le nombre
de formes dont elle se compose. Nous considérerons uniquement,
parmi toutes les bases possibles, celle ou celles qui comprennent
le nombre minimum de formes, A . Ce nombre est un de ceux qui
caractérisent le système de points donné; si A == 2, ce système est
l'intersection totale, ou complète, de deux. courbes. J 'ai indiqué,
dans un travail dont les résultats nous serviront fréquemment ici (1),
comment on peut définir, pour un idéal homogène donné, une
telle base comprenant le minimum de formes (Ch. I, § 3). D'après la
manière dont une telle hase est construite, les formes F|, . . ., F^
dont elle se compose sont rangées par ordre de degrés « i , . . ., oc^.
non décroissants : a, < OL^ . . . < a^. Ces degrés des formes de bases
sont À' nombres qui contribuent également à caractériser le système.
Rappelons encore cette propriété évidente qu'une quelconque des
formes de la base considérée ne peut pas s'exprimer d'une manière
linéaire el homogène en fonction des précédentes. En particulier, Fa
n'est pas multiple de F" i . Les courbes F ,==o,F3==o sont particuliè-
rement importantes, on les appelle première et deuxième courbes
minima du système de points. Nous supposerons en général que
les deux courbes minima sont sans partie irréductible commune.
Il en est certainement ainsi quand la première courbe minima est
irréductible, hypothèse toujours vérifiée dans le cas particulière-
ment important d'un système de points section plane d'une courbe
gauche irréductible.

Un autre résultat fondamental du à Hilbert. concerne la

( 1 ) P. DIBI{I:II., Quelques propriétés des variétés algébriques se rattachant
aux théories de l'Algèbre moderne, travail devant paraître dans la collection
('•ditec en mémoire de J. Herbrand (Herroann). .Tutiliserai surtout ici les résultats
du Chap. t. On pourra aussi consulter deox Notes aux Comptes rendus de
F Académie des Sciences, t. 196, p. 1270 et 1637.

17 •
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fo/fcf/'on c ( f r a ^ • t ( ' l l ' t s t i ( f u e d'un idéal homogène r, c'est-à-dire le
nombre y ( f , /) de conditions linéairement indépendantes pour
qu'une forme de degré / appartienne à l'idéal considéré. Si C est
i in idéal engendré par des formes à n -+- i variables, cette fonction
est égale, pour / grand, à un polynôme en / dont le degré est égal
au nombre de dimensions maximum des différentes-variétés irré-
ductibles dont se compose la variété de C. Dans le cas de l'idéal rts
at taché à un système de points, la fonction ^(ttg, /) n'est autre que
le nombre de conditions linëaire.ment indépendantes pour qu'une
courbe de degré / passe par tous les points du système; dés que /
est supérieur ou égal à une certaine limite, elle est constante et
égale au nombre Ni des points du système.

Le comportement de la fonction caractéristique/(C, /) d'un idéal
quelconque pour toutes les valeurs de /, ou plutôt celui de la fofic-
fioft complémentaire

cp(c. ^-cy, ,,-;<(c, /;,
a f a i t l 'objet d'intéressantes recherches de MM. Macaulav et
Sperner (1) qu i établissent la double inégalité

^ > l 9 < o , /—i)]^1^^*». / )^( /) ,^i .

on {l)n. i === C//^,, ( t t ol1 ^ l / l4 '1) désigne la fonction de Macaulay de
la variable // pour l'indice ^ + i . Ces inégalités sont caracti'ris-
tiques, en ce sens que si l'on se donne une suite de nombres
y,,, 91. . . ., y/. . . ., satisfaisant à ces inégalités, il existe toujours
l in idéal homogène rt. tel que Pon a i t

s» a. /) = cp/.

De plus. coin nie l'.i moniré M. Sperner, on peut déduire des iné-
galités { ' > } les théorèmes de Hilbert sur l'existence d'une base linie
et sur la forme de la fonction caractéristique pour les valeurs
élevées de /.

Cependant, les inégalités ( a ) où Pon fait n == a ne permettent
pas d 'obtenir des résultats très précis concernant les systèmes de

( l ) F. S. M A ^ ; A ( L A V , Some properties of enumeratiwt in thé theory of
modular Systems {Proc. London Math. Soc. t. 26, 19^7, p. â3i). — K. SPERNEK.
Uber ftinen kombinatorischen Satz •van Macaulay und seine Anwendungen
auf die Théorie der Polynomideale {Abh. math. Semiiwrd. Univ. Hambourg,
t. l, 1929. p. 1 4 9 1 .
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points. Cela tient an fait que l'idéal ils relatif à un tel système S
présente une propriété qui le distingue essentiellement des idéaux
homogènes les plus généraux, engendrés par des formes à trois
variables; ilg est défini par sa variété S, donc par sa décomposition
en idéaux primaires, et celle-ci ne contient pas de composant pri-
maire relatif à l'idéal (x^^ .ri, ^.j), ou, comme nous dirons, de
composant impropre. Or j'ai montré dans le travail déjà cité que,
pour étudier la fonction caractéristique d'un idéal homogène il
n'admettant pas de composant impropre, il y a avantage à appliquer
les inégalités de MM. Macaulay et Sperner à l'idéal (l engendré par
les formes F(.r,, ..., ,x,i) qui se déduisent des formes F (^, x ^ , . . . , Xn)
de il pa r l a subst i tut ion .z\, === o (l'espace linéaire ^^==0 ne con-
tenant aucune des variétés irréductibles correspondant aux compo-
san ts primaires de il). On a alors, en posant

A (n, / ) = o(a. / i — î p f r t , l — î ) [ == ?(n, /)],

los inégalités

|A(n, /--i)p^A(a, QSKO/.,

qui sont celles que nous utiliserons ( ' ). L'idéal rt n 'admettant pas
de composant impropre, il y a d'ailleurs une relation très simple
entre les bases de (l et de il : le nombre k est le même pour ces
deux idéaux, et l'on a

a= (Fi, . . . , F fc ) , - a== (Fi, ....F/-).

Nous allons appliquer ces résultats à Pidéal (Indéfini par un sys-
î^me de points S, et, d'une manière plus générale, à un idéal rt à
trois variables, n'admettant pas de composant impropre : ceci
res ient à admettre que le système de points considéré peut com-
prendro des points multiples, qu'on peut imposer aux courbes
passant par les points du système telles ou telles conditions de
contacts en l'un ou l'autre de ces points. Le paragraphe 1 est
consacré à l'étude, au point de vue base et fonction caractéristique,
de l'idéal 0 correspondant; dans 1e1 paragraphe 2, j'étudie l'idéal û
lui-même. Enfin, les résultats ainsi obtenus admettent quelques

( ') P. DPHKKIL, toc. cit.f Cliap. I, ^ 1 , formule ( 7 ) .
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applications intéressantes à la théorie des courbes gauches : on
trouvera ces applications au paragraphe 3.

t . Bar •t fonction caractéristique de Pidéal a. — L/idéal tt est
un idéal primaire impropre, car, d'après le choix de la droite
./•„ === o, sa variété se réduit ù ,/;i == o, x^ == o.

Les propriétés de la base de cet idéal résultent de la forme très
simple de la fonction de Macaulay u{î} pour l'indice 2. On a

u^i == u -'- i ( pour u ~-^- o ) ; u^ == o ( pour u == o).

Cela résulte immédiatement, soit de la définit ion de cette fonction,
^o i l des formules générales qui permettent de la calculer ( ( ).

THÉORÈME J. — Si v.\ désigne le degré de la première forme
<le hase F, ( 2 ) de rt. on a pour cet idéal

Â ^ a i - i .

Certains des degrés a,, a^, . . ., a/, des formes F i , Fa, . . . . F^
peuvent être égaux; supposons que l'on a i t

a, ==...== a^, == pi.

0^,.^, = = . . . = = Ox,4-X, = ^2 > PI .

ay,.......+.̂ _ î = . . = a/. == 3// :-> p/,-1 ( %i - . . .- - x/, = /•).

L^idéal il admet do.nc x, formes fondamentales ( J ' / ) pour le
(ie^ré (3/. Donc, en désignant par rt^/ le multiple fondamental de (l
pour ce degré, nous avons

c p ( r t . i î() = cf)(tl^, p / ) — x / .

Or, en appliquant l'inégalité ( 2 ) à l'idéal lï^, on a

y^p ^ ) ^ ( p ( a p , > P / — i ) - i= ®((i, p i — i ) - r - i ( i = ^. . . . ).
d'où

< p ( r t , / ) ^ ® ( a , / — l ) — x , - 4 - i pour / ^ ^.

( 1 ) K. SPKRNER, ^oc. a<,, (9), p. i5o-i5i. _
( 2 ) Nous devrions désigner les formes de (I par la notation F : nous conservons

au cours de ce paragraphe simplement la lettre F pour la commodité de
l'écriture.

( 3 a ) Les formes F sont dites formes fondamentales. Nous appelons multiple
fondamental de tt pour le degré / l'idéal rt; engendré par les forme» de tt dont le
degré est inférieur à /.
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Pour un nombre / compris entre a, et a^ et dînèrent des p/, on a
simplement

< p ( û . O^dl, / — i ) " i .

Supposons ces inégalités écrites pour foules les valeurs de / de
a, + i à Q(.k et ajoutons-les. Nous obtenons, en tenant encore compte
de (2 ), et en remarquant que <p( rt, a, ) === x , ,

a / - — a i i - À ^ t p ( i l , o i ^ . ) ^ a A — i ,
d'où

Remarque. — Si la l imite précédente est atteinte : A == a, 4- i ,
on a nécessairement

<p(r t , a/.) = a<--r i.

donc la fonction caractéristique de <ï est nulle pour /== a/.

Autre démonstration. — Les A' formes de bases F|, 1̂  . . ., Fx-
satisfont aux hypothèses suivantes : elles sont premières dans leur
ensemble (c^est-à-dire qu'il n^cxiste aucune forme les divisant
toutes), elles sont rangées par ordre de degrés non décroissants :
^\<^<^2<^ • • • ̂ ^ enfin, une quelconque d'entre elles n'appartient
pns à l'idéal admettant pour base l'ensemble des précédentes. Ces
hypothèses entraînent l'inégalité (4) ( ' )•

II en est ainsi quand < x , = = = i . En effet, Fa n'étant pas divisible
p;ir Fi, il résulte du théorème de Noether que toute forme F de
de^ré ac^aa satisfait à l'identité

F = A , F i - h A , F . 2 .

ou ne peut donc pas avoir À > a.
Supposons le théorème vrai quand le degré minimum des formes

considérées ne dépasse pas a , — i , et démontrons-le quand ce
même degré est a,. F, est égale au produit de a, facteurs linéaires
dont un au moins, ^i, ne divise pas Fa. Nous avons donc, d'après

( 1 ) La démonstration suivante, ainsi que celle du théorème II, s'inspire de
raisonnements faits dans ma Thèse (Chap. IV, paragraphes 2 et 3 ; Paris, 1980)^
pour des théorèmes analogues concernant les idéaux de polynômes. Je l'ai repro-
duite ici complètement parce que les hypothèses, sensiblement différentes,
exigent quelques modifications.
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ce qui précède.

< > 1 < i 'l'i^i. F/-= A/F,. B,4*i ( /' — ;. . .., / ^ .

un B/ est nue forme de degré a / — i. Considérons les formes
{^\, B.i. . . .. B^. Elles sont rangées par ordre de degrés non décrois-
sants. Elles peuvent être divisibles par une même forme ^ d<*
degré ,a(^^o), les quotients respectifs W,, Wy, . . ., U^ étant pre-
miers dans leur ensemble. Dans la suite 4',, y;,, . . ., W/. aucune
forme ^appartient à l^idéal admettant comme base l'ensemble des
précédentes, car la relation

U\-= lî,^ U r̂, ... (i/-,^,-i,

r i i l r a î n e r a i l , comme on le voil en multipliant les deux membres
pur <î>i H' cl eu tenant compte de (;*)) .

r y — A / l ^ - L i F , - U: , (F ,— \:,F, ) - - . . . : l i / - i ( F / - t — A / - , F , ) ,

ce qui est impossible, puisque F/ n'appartient pas a l'idéal
(F(. F.j. .... F /_ | ) . La suile ^i. l^>:{. .... ̂  satisfait donc aux
mêmes hypothèses, et nous avons

cCst-à-dire
/ ; ^ a , - 4 - i .

ce qu'il fallait démontrer.
Nous allons éludier maintenant la fonction caroctèri^timu' de

l'idéal rt.
(^•^(^ foiiclion ( •s ( identiouemeni nulle pour toutes les valeurs

4lu de^î'é / qui sont au moins égales ù une certaine limite /o.

exposa ut de l'idéal rt. Nous commencerons par déterminer une
limite supérieure simple de /,».

LEVTVTR. - Si ^ formes Y\. F,,, . . . . F, de degrés ai < .̂»^ . . . ̂ a,
sont premières dans leur ensemble^ il e-viste une forme H', de
d'^'re a,, appartenant à (F,. F.j. . . ., F>), et première à F,.

1 1 en est évidemment ainsi pour ). == '><.
Supposons donc la proposition vraie pour un nombre de formes
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i u fé r ieur ou égal a ^ — i . et démontrons quelle est vraie pour A
formes.

Soit<l> le plus grand coirun un diviseur de F,, F.j, . . ., F,_, ; <l>e.sl
premier à F\ et les formes <ï>, == F, : ̂ , . . ., <î»,__i == F,_, : <I>, soni
premières dans leur ensemble. On peut donc trouver une forme de
même degré que ^-n appartenant à l'idéal ( C » , , ^ ^ , . . ., ^/...i),
et première à < & « . En la multipliant par <P et par un facteur
premier h ^i de degré convenahle. on obtient une forme

T - ̂ [ \, <t>, ... - A)--, <t*)-, ] - \ , r, -.'..- \,_i F,_ ,,

de degré a>, dans laquelle le crochet est premier a < Ï > < . Cela étant,
nous pouvons choisir la constante a\ de manière que la forme

U'/ - \i Fi - ... \>-i V i .-i -+- a\ F,,

soit première à F\. Il suff i t de montrer que cette forme ue s'annule

pour aucune des valeurs de '- qui annulent F,. c'est-à-dire ̂  ou < l> i .

Les valeurs de ' qui sont racines de 0, n'annulent pas 4'\ si a\ est

dînèrent de zéro ; et pour que les valeurs de •/ qui sont racines de ̂

( sans l'être de <^) n'annulent pas 4^, il suffit que a/ soit choisi
dînèrent d'un nombre fini de valeurs bien déterminées.

Les k formes de bases F',, Fa, . . ., F -̂ de l'idéal rt satisfaisant aux
hypothèses déjà formulées, désignons par F^ la première d^entre
elles telle que F'(, F\, . . . , F\ soient premières dans leur ensemble
( x ^ a ) . D'après le lemme précédent, nous pouvons supposer \\
première à F ( , puisque le lemme permet, s'il n'en est pas ainsi, de
la remplacer par une forme de même degré a ^ a u t cette propriété.

TUKOREME II. — On a

(6 ) ^ < » ^ a l - ^ - 3 l X — — À ' - 4 - ! .

Nous devons montrer que le nombre a i - ( - ax—À'+ i est supé-
rieur ou égal à l'exposant /o de l'idéal rt, et pour cela que, si l'on
fait sur uu système de coordonnées fixes X, Y la transformation

.r=.\-^u\,

où u est un paramètre, x^'^7-*"1^ * appartient à l'idéal rt. Remar-
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([lions que Von a, d'après le théorème de Noether,

/.a^a.-i^ H, F , — Hy.Fy.

- Hi Fi— («o^'0 1*"1-^-- • •-^- (^-t'0'1""^^"'1^-. • .-"- aai-i^'31*-1 ) F^,

puisque F-x est première à F,; il suffit donc d'établir la relation

r^i - ̂ op^ - • ( r^ .roF^, .... .^>F^) = c^,

on. cil |)osanl
? - a , ~ i - Â ,

)
\\\ relation un pcii plus génémie

,r^ '"l^i fa) ( i == ^, ..., /^>.

(^ette relution csl évidente |)our ai === i (k == ^) , car le quotient
de y^ par ^i = y — tx est divisible par x^. Supposons donc le
théorème vrai toutes les fois que le degré minimum des formes dé
lyase ne dépasse pas a, — i .

l^n désignani par<P^ comme dans la deuxième démonstration du
théorème I, un facteur linéaire de F, ne divisant pas F-j, nous
a\ons. d'après (4 ^

Y^^V;= \,^^>F,+ R,y[^<î>i.

D'îliitre part. si
< 1 » i = = , r — f . r ( I^i === (î>i<î^, },

on î(
( 0 ) ̂  q^i — f^.r^^

q == r"*-1 -+- /.rr^0-2 +. . . — t^ -1 .r°>-',
d\)Ù

i > ro F/ =: \/. r.̂  ̂  ./•f" l^. -T- ̂ '^ </ A/F, -T- B/yto) 4>i.

l^n posant
\/=^A,F,-r-B,j-:^,

nous devons montr(*r que

V < ( < î > , , .r<->F,. .^B,. . . . , ^.>B^.)=^.

Considérons Fidéal (^\-, B3. . . . , B^ Fa, B^^.(, . . . , B^), les
formes de base étant supposées rangées par ordre de degrés non
décroissants : en particulier, le degré a:j de F^ est supérieur à
celui de B,. Les formes précédentes sont premières dans leur
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ensemble, sans quoi F ( , F^. . . ., F/ ne le .seraient pas. De plus.
dans la suite partielle < Ï > , , B;î, . . ., B)., aucune forme n'appartient à
l'idéal défini par les précédentes, car

H, ( < î > , , B:,, . . . , R , - i )
entraînerait

F, - < F , , F,. Fa, . . . , F / - , ) .
Nous devons ici dist inguer deux cas :

a. ^CD^n B^ • • • . B/-).

Si nous considérons les A formes <I^, B.i, .... B-^, Fa, B>^i, ..., B^,
aucune n'appartient à l'idéal défini parles précédentes. <î^ étant de
de^ré ai — i , nous pouvons appliquer le théorème à l'idéal défini
par ces formes; on a

rPr^'Fa }
^-i^r-^

ou
^ == ai — l — À' 4- l = ai — À = jà — i.

Or, \i comprend le termeyP^B,- pour lequel on a, a fortiori

F^R.OO)»

et des termes de la forme

.,.T-1 ̂ -K.)-T F, (- = I . . . . . C.J).

Comme
)-^+r,)-TF, - ( 4»',, .yto-T+i F.,, . . . . .^>-^1 B/.) = G_^.,,

ces lermes appartiennent eux aussi à C^, et l'on a bien

v.Ccio.
/^ l'sCC^i» Bo- • • • ' aA)»

.soit

(7) F,== Ui< î> ,+U: tB3-^ . . . 4 -^B) , .

Le p. g. c. d. ^F de ^, Bs, . . .. B). divise aussi F./; il en résulte
que les formes W, B^( , . . ., B^ sont premières dans leur ensemble.
et par conséquent que ̂ , Bs, . . ., B),, B\^, . . ., B^ le sont aussi.
D'autre part, aucune de ces formes n'appartient à l'idéal défini par
les précédentes, et. puisque ^\ est de degré a » — i , nous appli-
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querons le théorème à l'idéal (€^ B.,, . . . , B^). On a

.n^B/r-^, .̂ B.,, ..., .^B^Oo»

Le terme y^B/ de V< appartient donc à r^.
Les autres termes sont de la forme A.^'^y^^'^Fa. Or, le

degré aa de F étant supérieur à celui de B),, (7) entraîne

^."W, ^BS, . . . , .yB^, yBs. ...,^'B)J.

et chacun des termes considérés appartient encore à C^, ce qui
démontre le théorème.

Le de^ré de toute forme de base étant évidemment inférieur ou
égal à /o, nous déduisons du théorème précédent l'inégalité

W y./-^ai-- ïx—^-4- i .

SA % == 2. c'est-a-dire si l'idéal a provient d^un idéal 0 == us cor-
respondant a un système de points S rfonr fe^ d<?M.r premières
murbes minima n'ont pas de partie commune, les inégalités (6)
et (8) deviennent

^>\) / , . ^ a i + a î — À - - t - i ,
( ^') ï / ^ a i — a î — À -4-i.

Nous pouvons maintenant étudier les variations de la fonction

•/.{^l}^
Examinons d^abord le CHS où x est quelconque. Pour l < a, . on

a évidemment
î p ( u . / )= ( » , . ^(a. / ) = / - + - i .

l\)ur / ^a , , la fonction 9 satisfait à l'inégalité (3), ce qui donne

y(ti, / - [ ) -+- i^<p(û, /)^/-+-i ,
<l<0^'l

^/(o. ^^x(û^-i).

On peut remarquer que l'apparition de \ formes de base (fonda-
mentales) pour le degré l entraîne

/(î, ̂ /.(ï, /-i)-^.

Kn particulier, pour / === a^ on a

y( r t , <Xx)^ / , ( a , a i ) — x - ^ i = = « i — . x - + - i .



— 26Î) —
A partir de ceKe valeur, la fonction '/ continue à être monotone
non croissante. Elle est identiquement nulle pour I > I Q .

Les remarques suivantes permettent d ̂ apporter quelques préci-
sions supplémentaires. Soit ̂  le p. g. c. d. des formes F,, . . ., Fx-< ;
posons F, = <I><&i, . . ., FX-( ==<M^-i* l^s formes^,, . . ., <Ï^__(-sont
premières dans leur ensemble. Pour /< a^, Fétude de l'idéal 0 se
ramène à celle de Fidéal b==:(<ï^, . . ., ^x-0; ^u a, en désignant
par v le degré de ^,

tt(n. /) „: ts( b, / — ^ »,
c'est-à-dire

^(ii. / ) = = / ( b , /-^-4-v.

l )our l^y.^ on étudiera Fidéal (F ( , . . . , F^)-=:c. Nous pouvons
n^narquer que des multiples de ï\ linéairement indépendants
de degré / <^ x,. 4- v sont certainement linéairement indépendants
mod (F,, . . . . F^_|). puisque ^ est premier à F^. Il en résulte
qu'on a

s < c, / } =^ œ ( b, / — v ) -- / — »x -l- I ( ̂  ̂  ^ < ^y. -*- v )•
<Foû

x(^ ̂ x^ O^y/^ ^ — ^ + ^ — ( / - a x - + - i ) ,
Fégalilé ayant lieu évidemment pour / << a y , , .

Supposons maintenant x == a.
Pour / << a,, on a toujours

P^)-^ / , ( * » , / ) = = / 4 - 1 .

Pour a, < < << a.j, on a

^ ( û 1 ) ^ 1 — 2, -h i, / ( rt, / ) -^ a i.

Dans Finlervalle (a-j, /•— i), l'inégalité (3) donne encore

^x(<l^)^(^-*)•
La fonction % ( t t , 1} est donc non croissante. En remarquant que
Fidéal û est diviseur de Fidéal (F(, Fa), on voit que, si les deux
formes F,, F, sont premières entre elles, on a constamment, pour
•x- j^/^a, -t- a.j— i,

7.̂  l)^^-+-»ï—i—l.

On peut également trouver une borne inférieure de la fonction
%(a, /) dans Fintervalle (a», IQ— i ) , car on aura évidemment une
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l imi ta t ion supérieure de o(rt . /) en prenant le cas où les Â — i
formes Fa. ^3. • . ., F^ sont de degré aa. et où les multiples de
degré / de ces formes et de F, sont linéairement indépendants
jusqu'au moment ou ils constituent toutes les formes de degré /.
On a donc

a t — ( / . — i ) ( / — a , - h i ) ^ y ( f t , /).
Si l'on pose

ai -= ( k • •— i } (/ -h r ( o ̂  /• < À — i ),

l 'inégalité précédente s'écrit

( A — i ) ( (f 4- a, — i — /} -h r ̂  y ( il, / ),

f t l 'on eu déduit pour /ç la limite inférieure

/ ,>a,-6(———-),
\ À ——— I /

<&( M ) désignant l'entier immédiatement inférieur a u.
Enfin, pour l ^ l ^ , la fonction %( 0, /) est identiquement nulle.
Réciproquement, toute fonction de l variant comme nous venons

de» l 'indiquer est, d'après un théorème de M. Speruer ( ' ), la fonc-
tion caractéristique d'un idéal homogène impropre à deux
variables.

Il est peut-être utile de résumer les résultats qui viennent d'être
obtenus dans le cas ou Fa est première à F, au moyen de la figure
suivante :

Fig. '.
z

«. <x,«4-î
Ot^afÂtt

ï. Étude des systèmes de pointe. — Soit

a ==[«h. ..., qui

( l; E. Spl.KNKit. IOC. CU.» p, l')S.
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un idéal homogène engendré par des formes à trois variables et
n'admettant pas de composant impropre. Chacun des composants
primaires q , , , . . . il» a comme variété un point dans le plan; si
chaque q< se confond avec I7 idéal engendré par toutes les formes
s'annulant au point Mi qui lui correspond, l'idéal û est engendré
par toutes les formes s'annulant simultanément en tous les points
M, ; nous le désignerons alors par (s< ^ étant le système des
points Mi.

La droke XQ= o ne contenant aucun des points M,, nous pou-
vons appliquer a l'idéal il engendré par toutes les formes F(o, x\^ ^2),
où F(^'((, x^ s'^d^f 1̂  résultats du paragraphe 1. En revenant
à û, nous avons alors des propriétés de cet idéal.

Le théorème ï donne ainsi ( f ).

THEOREME F. - Si À == Â'(tt) désigne le nombre des formes de
base de il, on ci

A:<_ ai 4-1,

<xi éteint le degré minimum des formes de (l (degré de la pre-
mière courbe minima de S).

La fonction caractéristique %(rt, l) satisfaisant à la relation

<9) X (o , 0-X^. /-•i)=x(a, /),
nous voyons :

i° que cette fonction est croissante pour / << /„ ;
2° que les points qui représentent ses valeurs dans un système

d^fixes /, % sont, pour / ^ a i , les sommets d'une ligne polygonale
convexe^ tournant sa concavité vers les y négatifs (puisque
y.(a, / )Sx(r t . / - , ) ;

3° qu 'enf in cette fonction conserve une valeur constante N pour
/ > / o — ï . Si tous les points du système S sont distincts, N n'est
autre que le nombre de ces points ( L ) ) .

( 1 ) Nous nous appuyons ici sur la relation : Â - ( a ) == k( a) ; voir P. DIIBIŒII.,
loc. cit., (8), Chap. 1 , § 3.

( 2 ) N points imposent en effet -N conditions indépendantes aux courbes de
degré assez clevé. Algébriquement, on peut remarquer que, pour / grand

il

/ (O, 0= ̂  /^q,, /)

et que, pour un système de N points di»tincts, on a H = N et yjq,, /) =--1.

LXI. l8
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iNous voyons que la limite /o introduite dans le paragraphe pré-
cédent joue ici un rôle important. Rappelons que les degrés <x, ,
o^i . . ., y.k des différentes formes de base de Q satisfont aux inéga-
lités : ̂ a^.. .^a^/o.

Nous allons préciser ces résultats dans le cas où les deux pre-
mières courbes minima F, == o, F2== o sont sans partie commune.
Nous supposons donnés les degrés a,, a, de ces courbes et le
nombre A des formes de base, et nous cherchons entre quelles
limites peut être comprise la fonction %(o, l). Nous obtiendrons en
particulier les limites entre lesquelles peut être compris le
nombre N.

La figure i permet de résoudre aisément ce problème, en tenant
compte de (9). La ligne brisée descendante qui représente, pour
/^a2 , la fonction /( il, /) esl comprise entre AaB'B etA,CB.

Celo étant, pour / << a,, on a

^,<)=^n2^_i.),

puis, pour ai< / <; 3(2.

^(rt,/)^^-01^-^^/-^,-,).

Soit maintenant

Nous avons
3.1 ̂  l<. ai -4- ï^ — k•.

/ ( a , l } ^ -1—^——- - Ça,—ai )ai-haï—i-h a i— •>,-+-. . .-r-ai—(/—flt»-r-i^

c est-à-dire

^a./^'L^-lJ-.,^,,,.),^^-'^-)^-'^^^^^

A partir du point /== ^2— i , la parabole y == ÏI(f) est au-dessous
de la droite D d'équation

<in /^^^^^(/-ai+Oa^a.a^^^^

Pour / == a, -h ^i — k ̂  /o — i, on a certainement ^(û, ;̂ ) === N, de
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sorte que

\ ^ H ( ,̂  a, - À ) - a. a,- ̂ -^a-0

hn posîini. comme précédemment,

^ < » > y, ^ f Â - — ]

nous <ivons, pour /^ ^3 ^- ff - - i,

/.^ ^^/^rt- 2 -2—i) -4- a i— ( À — i^ — a, — ->\k—\) -+-. . .
- a , — ( / — a . -+- i ) r /* — i ) .

c est-y-dire

-/.(„. y.^,,,-^3'1-')
i » ( ^ — a» -4- i ) ( / — a.» -î- •> »- ^ t l — a,-:.-, > — (/•—f)l————:——Ll———.ti——.' == ir ( / ^

piiis. pour / > ^a f" 7 — I ?

//n- / ) ^ / J ^ ^'ï - 7 - î) ,
c e^l-à-dirc

, ^ a, (a i — î ) a^ — X- -h /• , î/ » rt. / ) ^ a, 7.^ — ——- —- -T- </ -

Kn parliculier, i\ est supérieur ou Cî<al à celle liinile.
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Le"» résultais relatifs à la fonction caractéristique peuvent être
résumés au moyen de la figure ci-dessus.

Pour y.^ -.- i < /< ^, 4- ag- - A . la ligne polygonale représentative
est comprise dans le domaine A^B'EC'CAa.

Quafit au nombre N, il satisfait aux inégalités

( À — i ) ( À — 'z )< 11 > \ s ai a:> ---- ——————————- S a i a^

et
- . X i ( a i — T » ai — A -^ r — i( i .̂ ) -S ^ a, a^ — —————— •- 7 ————;—————,

<,-^ ^.q,-^^^-1^^--!,^^1',

0.-, ^-a.a.,-^^'^'^^^1^0.— - •/ — •)

Remarque I . — L inégalité (12") a été établie par M. Légaul ( ' ) .
Elle lui permet d'obtenir sur les systèmes de points un résultat
que nous allons rappeler rapidement. Soit S un système de N
points, C, et C^ ses deux courbes minima que nous supposons
><ins parl ie commune et de degrés respectifs a, et as. C^ et €2 se
recoupent en dehors de S suivant un système Si, appelé premier
réduit de S. C, n\^st certainement pas première courbe minima
a^ S,. En effet , en désignant par (3i, ^ les degrés des courbes
m i n i m a de S,, nous avons d'après (12")

^ l ' ? » — — — — — — — — — — — — — 1 ^ < ^ y _______________ ̂  < a ^ < a l - - I >

c'est-à-dire
Pl^l-

11 en résulte que si l'on construit le réduit S^ de Si, et ainsi de
suite, on obtient un nombre fini de systèmes de points, et que le
dernier d'entre eux ne peut être qu\me intersection totale.

îïemarque I I . — L'inégalité (11) montre que N ne peut être
égal à a, «2 que si /. --- 2, c'est-à-dire pour V intersection totale de
deux courbes. Pour un tel système, y = = a ^ et par suite l'inégalité
( i '>/) montre qu'on a effectivement N == a, 03. Il n'y a rien de sur-

( ' ) M. LKI- .M T. Thèse (Paris 1925), p. '72.
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prenant à retrouver ainsi le théorème de Bezoutpour l'intersection
de deux courbes planes se coupant en des points distincts : dans
des cas plus généraux, certaines propriétés de la fonction caracté-
ristique de Hilbert interviennent dans sa démonstration (*).

On voit de même que, si /» == a, -4- i ,

N^a,-"!!"^-'-1.

Donnons encore quelques applications très simples des inéga-
lités ( i i ) e t (12) .

Considérons le système S de iN points situés sur une conique;
l'idéal ilg admet 2 ou 3 formes de base. Si À == 2, on a N = 20(2.
N est donc pair. Si k •==. 3, on a N = :i y.^ — i , N est donc impair.
Réciproquement, tout système de N = 2a.j points sur une conique
est l'intersection totale de cette conique et d'une courbe de degré
a.». Tout système de N = = 2 0 2 — i points sur une conique définit
un idéal admettant trois formes de base : le premier membre de
l'équation de la conique, et deux formes de degré a.j.

On peut considérer que les systèmes de points les plus simples
après les intersections totales sont ceux pour lesquels l'idéal cor-
respondant admet seulement trois formes de base. Une condition
suffisante pour qu'il en soit ainsi est que l'on ait

N ^> v-i v-î — 3 ( î ).

Les conditions nécessaires soûl, en posant

ai -= xf r (o ^ /• ^ i ).
que l'on ait

« 1 ( 0 , — i ) a i — /• — 2
ai a.» — —————— - ( i ——————— < IS < ai a-> — i.

•2 •>. ~~ ~

c'est-à-dire, si ^1 = 2/ji,

ai a.^ — —————— —- ;JL ( (JL — i ) ̂  'N ^ a i 03 — i,

( ') Cf. B. L. van dcr WAERDEN, Eine Verallgemeinerung des Rézoutschen
TIleorenks (Math. Ann^ t. 99, p. 497).

/ A. __ \\ ( f{ —— 0 \
( 2 ) L'inégalité —————————^aia,—^ fournit en effet, elle aussi, une

limite supérieure de k. ^lo*
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ot si a^ = ' ^ p . -(- i .

a.a,-0^^-^^^,^-,.

D^une manière plus générale, on peul se demander, étant donné
un système S de N points, pour lequel on connaît les degrés a,,
a^ des deux premières courbes minima. entre quelles limites est
compris le nombre À des formes de base.

Si nous posons

N.^_.. ^-•^-^, (?>,).

nous ;(\ons
/^.

Soit d'autre part
V ^ ( « J — — I / '' ^N — a i (X j— ——•——- -+- - ( ^ > o ) .

9 •>. =

On a

^ / , (ai — /' ) ( a i — k -+-1 -+- / ' ) y. '- — r2

^ fl(y•\ — k ' -^ l '') — — — — — y _———————- — -7-̂ — — ( a ,— r ) .

c'est-à-dire, puisque v -(- o^\ — /' ,> o.

/, ^ a?—^ ^a ' f -^ •
- v + ai — /' ~ ai -L- '/

Or. .î/ a, - ^ / / î . on a r < m — i et par conséquent

/ __ > l7^— <<7^ — i/2 ( /// -r- i ) ( 3 //? — i )
= '2m -+- ^ -2 /?? -l- '/

Si ai -^ '>. in -^- \. ou a r^m et par conséquent

, ( -A m -4- i )'2 — w2 ( /^ -h i ) ( 3 A/I +-1 )
= 'A m -4- i -+- ^ "2 m -\- i -^- v

Exemple. — Considérons sur une courbe du quatrième degré
(a, ==4) un système de N == ^ao — 5 points. On a

^JL = "». v -= >, A: ̂  p < 5. À — i ^ -- j donc À = î.

Si Fon considère N == \ aa — 4 points, on a

^ == v = » , À ^ ^ < '>. À- — i ̂  Io > donc À == \ ou À = /i.
o
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Nous terminerons Pétude des systèmes de points en montrant
sur un exemple comment les résultats du paragraphe 1 permettent
de déterminer, au moins dans certains cas, la base de Fidéal défini
par un système de points dont les deux premières courbes minima
ont une partie commune.

Considérons 18 points dont ï 4 sont sur une conique y d'équa-
tion ^(^-i, .^2, x^)=o, les 4 autres en dehors. Toute courbe de
degré l inférieur à 7 passant par les points du système S ainsi
défini comprend nécessairement la conique y, et a une équation de
la forme

^(A,4*i-+-A^,)- o.

on A| cl A., sont deux formes arbitraires de degré / — 4 et ou
<Ï),==o, <lï.j==o sont deux coniques distinctes passant par les
4 points non sur y. On a donc

y (n. \} == i ' { , y f o , 5)= i3. ' / { a , 6) == i;.

II y a nécessairement au moins une courbe du septième degré
F == o passant par les points de S et ne comprenant pas y comme
partie irréductible, car s'il n'en était pas ainsi, on aurait
%(rt , 7) == i y alors qu'évidemment %( 0, 7)^18. D'autre part (Igné
peut pas contenir deux formes du septième degré linéairement
indépendantes module (^^i, ^^2)^ car on aurait alors

y/^?)"!;» <î°"<' ^9» kï^.
tandis que, d'après (6),

lo -4- k ^ 4 ~+~ 7 +- * = i ' ) ' • '
INous avons donc

X(7»--^ ^0=^ ^où À ^4.

Voyons si rtg peut admettre une quatrième forme de base du hui-
tième degré. Considérons pour cela l'idéal us, et comparons-le à
l'idéal (F, ^^i, ^^2). Toute forme du huitième degré appartient à
l'idéal (F, ̂ ), puisque 8 ̂ 7 + •>. — i . donc à l'idéal (F, ̂ 4, <M^)»
(^ ̂  a f- 2 — i ). On a donc

dgr- ( l̂  (M»,, ïÏ^}

ils = (F, «M»,, <I>^»2).
k•=-- 3



— ^7<S —

Dans l'exemple précédent, on arriverait plus rapidement an
résultat en considérant S comme l'ensemble de deux intersections
totales <i>i .<l>2 et <Ï>.F, I1 ===. o étant une courbe de degré 7 passant
par les points situés sur (y) , et en remarquant qu'on peut assu-
je t t i r cette courbe à passer par les quatre autres points. On a
alors

ils | < ^i, ^j), O^, ^ )| = ('F, ̂ i, Î̂  ).

Mais la méthode qui vient d'être indiquée est valable dans des cas
plus étendus que ce raisonnement. On pourra s'en rendre compte
en é tud ian t par exemple un système constitué par 5 points situés
sur une droite et i() points formant l'intersection complète de
deux courbes de degré /j.

3. Quelques applications à la théorie des courbes gauches
algébriques. — Soit G une courbe gauche algébrique; nous dési-
gnons par d'idéal engendré par toutes les formes P^'o, ^i, ^-j, ^'3)
s'annulant sur la courbe, par C l'idéal engendré par les formes
F(o , ^i, Xï. oT; ) ) , enun par n Pid-éal engendré par les formes
^{x^ .^3, x^) s 'annultint en chacun des points d'intersection M,
de la courbe G avec le plan x^ == o, qui est supposé naturellement
no contenir aucuno partie irréductible de G. On a C C ^ r t î rappe-
lons (lue si ces deux idéaux sont égaux, la courbe G est dite de
première espèce ( ' ) . Gette définition exprime que toute courbe
( lu plan ^'o== o passant par le système S des points M; est section
par ce plan d'une surface de même degré contenant la courbe.
Toute intersection totale ou toute courbe complémentaire d'une
intersection totale est de première espèce.

Il résulte de la définition même des courbes de première espèce
( ïue certaines propriétés des systèmes de points dans le plan
s'étendent immédiatement à ces courbes. Ainsi, puisque les
idéaux C cl C -= il admettent le même nombre de formes de base :

T H É O K E M I ; . — S i G est une courbe de première espèce^ l'idéale
admet au plus a, -h i formes de base, a< désignant le degré de

( l) P. Di imui., Quelques propriétés des variétéf algébriques se rattachant
aux théories de l'Algèbre moderne^ Chap. II. La définition précédente est
indépendante du choix du plan ,T(, == o.
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la première surface minima de C :

/ < a i 4- i.

D'autre part, si la courbe C, toujours de première espèce, est
supposée irréductible, ses surlaces miniina sont irréductibles et il
eu est de même des courbes minima du système S, qui n'ont doue
pas de partie commuué. Par conséquent les inégalités { i i ) € ( ( 1 2 )
où N désigne le degré de C. sont valables. En part iculier , le
nombre À admet une autre limite supérieure définie par la relation

a^)^-_.)^^_^

Comme nous l'avons vu , il en résulte que l'on a A r= 3 si iN est
égal à a< 0(3— i ou à a, a.j — 2. Les courbes pour lesquelles k == 3
constituent à elles seules l'ensemble des points communs à trois
surfaces algébriques ^évidemment minima pour la courbe),
ensemble qui dans le cas général se compose d'une courbe et d'un
système de points.

THEOREME.— Pour toute courbe gauche complémentaire d'une
droite^ on a /i ==. 3. 77 en est de même pour toute courbe gauche
complémentaire d'une conique et non située sur une qua-
drique ( ' ).

Remarquons en effet qu'une courbe appar tenant a l 'uue des
deux catégories définies dans l'énoncé est de première espèce,
comme courbe complémentaire d'une intersection totale . Soient
a i , a^, les degrés des surfaces dont la courbe tonne, avec une
droite ou une conique, l'intersection totale. Ou voit immédiate-
ment que, dans les deux cas, ces surfaces sont les deux premières
surfaces minima de la courbe. Comme le degré N de la courbe est
égal à ai «a— i ou a, a.j — 2, on a bien la proposition énoncée.

Pour une courbe gauche de première espèce, le nombre /o. intro-
duit dans les paragraphes précédents a une. signification bien
simple. Nous avons vu que % ( n , / ) = = ] \ pour / ^ / y — i . Il en
résulte que l'expression /(C, l) = N/ — P + i de la fonction carac-

( ' ) Si la courbe C était située sur une quadrique, la démonstration suivante
serait en défaut. Comme on te voit directement, la courbe serait alors une inter-
section totale : k == 2.
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le ris tique de l'idéal C, ou encore de loi postulation de la courber.
valable pour /grand, Fesl dès que / ^ / o— a fet seulement pour ces
valeurs). Or. DOUS avons

/O^l "+- ^2— /> — I.

Par suite, on n

un y . c . / » = - = \ / - P-n,

^/^,v r/^^
/ ^ a, - - a ;; •— ^ — i ,

si G ^•/ /^/i^ courbe de première espèce ; en parliculier, dès que
/ ^a , f- a,.— 3 si G est l'intersection complète de deux surfaces de
degrés a,, a_» ; dès que /^ai-l-^—^ sl C admet seulement trois
formes de base; dès que / > a , -|- a,»— 5, si G est quelconque.

On sait que dans la formule précédente (i3), P désigne le genre
de la courbe G si celle-ci n^admct pas de points doubles effectifs.
Kn nous plaçant dans cette hypothèse, nous allons obtenir facile-
ment l'expression du genre d^une courbe de première espèce, à
part ir de la fonction caractéristique %(û, /) relative au système de
points section.

Nous utiliserons pour cela la formule

u\ • /(c. / » — / ( < • , /—i)--y/F, /) -/.<a. / ).

qui siéent, pour l-==

<in . / ( c . » ) — i - y (a. l).

Ecrivons les équations ( i 4) pour toutes les valeurs du degré depuis
l ' un i t é jusqu'à une valeur / > / o — '-», nous obtenons

/
< i < • r -^ ^—V, / . (<», A > ,

/ , - 1
ce qui dé ler i i i i i ie l* .

Exemple. - Considérons les courbes de première espèce tracées
sur une quadrique. On a A == 2 si le degré IN est pair, N=^:^a . j ;
A == 3 si le degré N est impair, N =-= 2 as — i . La ligne brisée repré-
sentant dans le plan (/, y ) la fonction caractéristique, se compose
de la droite D_, d'équation /== 2/4- i pour i ^ / ^ ^ a — i , puis de
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l a» i
^ y ( a, A ) == ^ ( < A -i- i ) -h ( / — ai 4- i ) N.

Si iN == ^a.», on obtient
/

^(û,A)=/N-(a,-i)^ r^IÏ——^y.

Si iM == 2 03 — i, on a
/

^^(n.X)=/N-(a,-iK^-.), p^-O^-^).
À -=-1

La même méthode permet de retrouver Lien aisément les beaux
résultats d'Halphen sur le genre des courbes gauches (1). Si C
est une courbe gauche de seconde espèce, ridéal C est un multiple
de l'idéal 0, on a donc

/,(^ Q-/(^ l-i)= /(^ 1)^7^ l ) '

Pmégalité ayant lieu pour au moins une valeur de /. On a donc des
relations valables pour toute courbe gauche en remplaçant dans
( i4) et (i4') le signe == par ^, le signe > devant figurer au moins
une fois s'il s'agit d'une courbe de seconde espèce. Il en résulte
<(iie. si U on pose

i
^y(a.A)=^-P...

le nombre Pô constitue une borne supérieure pour le genre de
la courbe C, cette limite ne pouvant être atteinte que pour des
courbes de première espèce.

Cela étant, cherchons la valeur maxima du genre d'une courbe
gauche ( a , > 2 ) de degré donné N.

THÉOKEME. — Le maximum du genre des courbes gauches de

( * ) HALPHBN, Sur la classification des courbes gauches algébriques {Journ.
Ecole Polytechnique, t. 31).
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degré N est le genre des courbes de première espèce de degré N
tracées sur une quadrique^ r/est-à-dire

n P—'' \2 v • o (N-I)(N-3)• == ( —:—— ) pour \ pair, F* = -————^————- pour N impair.

Le théorème sera établi si nous montrons qu'on obtient le
/

minimum de la somme ^,%(rti ^) pour ai ==2. 11 suffit pour cela

de montrer, comme on le voit en se reportant à la figure 2, que,
pour a, ̂ 3, le point G/n'est pas au-dessous de la droite Do d'équci-
(ion / :== ' i /+1, qui correspond à a, == 2, c'est-à-dire que l'on a

., a i ( a i — i ) ai — À- 4- r -h l . , ,.( l j ) ISy == a, a^ — ———^——— -+- q ————;————— ^ 2( a, -4- a.j — k } 4- l.

Puisque l'on a < / ^ i < / l^' tte inégalité résultera de la suivante

^ - + - > i a i 4 - i — 3 À -a, (a , — - 2 ^ ^ -'————^——————,

c'est-à-dire de
-.a2-4- •).a,+ i — ' Î Â -

a^———.(.,- .) ^•^)?

(iui, en raison de a _ > > a i , sera vérifiée si

. a2 :- -2 ai — i — 3 A
ai > ————-,————————f• •> . (a i—^

l'c.st elle-même. Or, cette inégalité s'écrit

( 16 ) a'f — 6 a i -4- 3 A — l ̂  o

et est vérifiée quel que soit a, ^3, toutes les fois que

< > • ? ,
c'est-à-dire

^4.

.SÏ À -= 2, (16) est satisfaite pour a, ̂  5 ; si a^ == 3 ou 4? on recon-
naît facilement que l'inégalité ( i5 ) est vérifiée. On a en effet, pour
a, == 3, / •= 2 :

i j == 3, /• == o, No = 3 ai^ '̂  3 -+- a^) — 4 -+-! == '2a^ 4- 3 puisque ai^ 3
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e t , pour a, == 4? /* == >> ;

</ ̂  i. /• -̂- < », V. == ,1 a.̂  ̂  •>. ( \ -+- a, ) — /! -h i = ) a.j -^ "> pu isque a.j ̂  /i.

.SÏ A ==- .'î. (i()) esl St^lisfnite pour ai> \. El pour a, =- ,î, ( i5) l'esl
puisque l'on a

q -.=- \, /' = i,
"S „ ̂  { a ^ — •> ̂  •2 ( 3 ^- a^j ) — 6 4- i == 2 a_> 4- l puisque a.j^ 3.

Le théorème est ainsi déluontre, et nous voyous qu' i l v a identitéi/ i «
entre les courbes de genre maxnmiin pour un degré N donné et
les courbes de première espèce du même degré tracées sur une
quadrique.

Ou remarquera que Finégalilé (r^), donnée par M. Légaut dans
sa thèse, ne permettrait pas d'établir les résultats qui précèdent.

On sait endn que. diaprés Noether, les courbes de genre maxi-
mum parmi celles d^un degré donné qui se trouvent sur une
surface 2L, sont complémentaires d\me courbe plane tracée sur ^.
Toute courbe plane étant une intersection totale, nous voyons que
ces courbes sont, elles aussi, de première espèce.


