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SUR LE CALCUL DE LA DUREE DES PETITES OSCILLATIONS
EN FONCTION DE LEUR AMPLITUDE;

Par M. J. Hasc.

I. Considérons un systéme a liaisons complétes, dépendant du
paramétre ¢ ct soumis a des torces dérivant de la fonction U(gq).
Supposons que, pour g = o, ce systéme soit en équilibre stable.
Abandonnons-le, sans vitesse initiale, dans la position correspon-
dant a la valeur infiniment petite ¢,. On sait que g oscille pério-
diquement entre ¢, et une certaine valeur ¢,, trés voisine de — ¢,.

Soit F(¢)q'* I'énergie cinétique du systéme. La durée d’une
osctllation simple est

. o ) BT
(1) T~/‘ __VF@)dg |

Jr VU(@)—TU(g0)

Nous nous proposons de calculer les premiers termes du déve-
loppement de T suivant les puissances croissantes de l'ampli-
tude

(2) 5= ‘1"__?"_'
2. Posons
(3) p = o9,

2
Cette quantité est donnce, en fonction de z, par 'équation
(4) U(p+ 3 =U(p—3),

qui montre que p est une forction paire de z.
Posons maintenant
q =p—+ 3C089.
La formule (1) devient

2y F(p + z3cos9)sing dp

) T= .
o VU(p+3zcosp)—U(p+3)
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Pour obtenir le développement cherehél il suftic de développer la
(uantité sous le signe /.sui\v'nnl les puissances de z et dintégrer
terme a terme. ' )

Observons dailleurs quien changeant z en - -z el v enm— 9.
T ne change pas. Done. T est une fonction paire de z e, dans le
développement. nous n'avons pas a nous préoccuper des termes
npairs.

3. Supposons que les fonctions Fg) et Ug) soient dévelop-
pables suivant les puissances de . auvoisinage de ¢ = o et soiem
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ces développements.
L'équation (4) ~'éerit
r

R s —Ut—3) |+, =0

Uz —Ui—si+p Uty —Uii—3) +

oL en tenant compte de (7). divisant par 263 ¢l posanl

. b,
R S == J y
Q) 3 S 3T i — 2 5+ PR ) =,
De eette équation. on live
x
10 /o= E C, 3=,
"o

Les coeflicients ¢, se déterminent par approximations successives,

ou bien en substituant (10) dans (). Voici les deux premiers :

. 1
31 3 Ba = 5
v )

() ey tey y=

~
X

A Nous allons maintenant ealenler le développement de T
Jusqu’an terme en 4. Comme le radical du dénominateur contient =
en facteur. il faut pousser le développement de la quantité souns ce
radical jusqu’an terme en 3%,
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On a
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333 cosie 4+ 3, 1‘0.\6;1—0—. .. ’
en tenant compte de (11).

Le développement de U(p + z) s'en déduit en fais:
On a dés lors

U(p+zcosy)—Up+3)

) -
b3z2sin?o
3., - .
= 1—33,c085— 32 (; 334 3.+ Jacos2gp
— 33(27%, %+ 3+ 35 c0820) cos
2102 Ju 3y ; :
[V 90, " o
— 3t [;}‘ 3+ ;’ 435+
. . \ .
cos?o <— 3y B+ :ﬁ.,)+ 3y cost ;;J .
. oy,
Nous avons ensuite. ¢n posant «, = o
0
IF'(p + 3cose) 29 ,
13) L AR v+ %y 3cosy - 3? ——)i-'- ~+ %s COS2 T
n 2

+ 330080 ( 2931 25 o8t
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On a

en posant

14%
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les A,. B, désignant les coefficicnts des développements (13)
et (12).
Développons X :

X=1-+(A;+ By)z+ (Aa+ B+ A B+ B}) 32
- (As+AB = A Bo+ A B+ By + 2By By + B} a3
+ (A 4+ A3Bi+ AeBy+ AuBT+ AB;
+— 2A B By+ Ay B+ B+ 2B, By+ B} + 3B2By+ B )zt
“+. ...

Développons enfin VX, en laissant de co1é les termes impairs :

(3]
1

(15) X =1- = (jA:+ iBs+ 3B — A2+ 2A,B)

|

+ ;% [64(\i+ By)
“+ 16(2A3B1+2A B;+ 2A,Bo—2A;A3+6B,B;+3B3—A3%)
4+ 8A2(3A2 — 3BI—2A,B,)—8B,(15B3— A2+ 6A,B))
+ (AN +=B)(—=5\ +9AIB, —15A B3+ 35BH]+....
Nous avons un polynome bicarré en cosy. Pour l'intégration.
nous pouvons remplacer cos?o pm'_l ct cos’y par 3, 11 vient, des
2 8
lors, apres un calcul assez pénible.

. — é:» 3t , @t
(16) I - ..\/l)-<1+Hm - H /+...),

1024

en posanl

(17) H o= a4+ 1208, + 1537 + 62, B, — af,

(18) H'= 1922, ~- 9608, — gbas 2, -+ 4800 By + {80 By, + 3360 B3P,
— 4823 + 2242, B, 919 P34+ 72202 — 2§02 31 + 52005 B}
— 56 3aa} + 120635 a4 3y + 56408, B3

— 15a} + 6oa} B —13023 BT+ 780%, B + 2265 34.

La complexité du résultat n’engage pas a entreprendre le calcul
des termes suivants du développement.

On peut évidemment utiliser les formules ci-dessus dans de
nombreuses circonstances. Je les ai appliquées, en particulier, i la
recherche des correcteurs d’isochronisme des pendules.




