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SUR LE CALCUL DE LA DURÉE DES PETITES OSCILLATIONS
EN FONCTION DE LEUR AMPLITUDE ;

PAR M. J. HAAG.

1. Considérons un système à liaisons complètes, dépendant du
paramètre q et soumis à des forces dérivant de la fonction U(ç).
Supposons que, pour <y=o , ce système soit en équilibre stable.
Abandonnons-le, sans vitesse initiale, dans la position correspon-
dant à la valeur infiniment petite <yo» On sait que q oscille pério-
diquement entre qo et une certaine valeur q^ très voisine de — ^o*

Soit F(q)q12 l'énergie cinétique du système. La durée d^une
oscillation simple est

T= r ^F^)dî—.
^ ^(^-iKyo)

Nous nous proposons de calculer les premiers termes du déve-
loppement de T suivant les puissances croissantes de V ampli-
tude

(:,) ^^r-âi.

2. Posons

w p-^-

Cette quantité est donnée, en fonction de J, par Inéquation

( 4 ) U(p-+- z'} == V(p— z\

qui montre que p est une fonction paire de z.
Posons maintenant

q ==/? -+- z cosîp.
La formule ( i ) devient

' ... ^ rp _ C " -s V ̂  (p •+- s cos 9 ) sili 9 d^
^o y^U ( p -»- z cos ç) — U(/? -»- s)
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Pour obtenir le dé \e loppemen( cherché. il suf 'ht de développer la
quan t i l é sons le si^ne \ s u i v a n t les puissances de j et d'intégrer
lerme à lerine.

Observons (railleurs (ni en chau^eani ^ en 3 el ^ en T.—^,
1 ne change pas. Donc. T est une fonction p a i r e de ^ et, dans le

développemenl. nous n'avons |»as a nous préoccuper des termes
impairs.

3. Supposons (pie les fonclions I' '( <j ) el 1 ( 7 ) soieni dëvelop-
pahles snivani les puissances de 7. an \ oisina^e de* // —: o et soieni

,, y
( ('» 1 I' ( (f I— / «n ( / " 1 </u 0 1

el
y:

( ^ » U ( y ) == — h i j - -+- ̂  //// ' / " ' '•; i / / - > < » i

ces développements.
1/équation ( \ ) >'écril

[ j , ; , — (;(•_ ; » -^/,, [j'< ; > — i ' < — ; » -^-/'' r"{.- » — \]"(— 3 ) | + . . . — < »

on. en (enani coniple de (^ ) . di\ i^anl |iar ^.1):' el posani

^., s > ^-. ^

( ^ ( ^ ^-^ _(- ^; ; '« -4- . . . -4- ) p ( —— i -h ^ .̂_, ̂  4- . . . ) - ( - •̂•; ( '{ ^, -|- . . . ) -I- . . . = <».

De celle equalion. (»n liro

. i o > // ̂ ^c,^.

l.es eoeflieienis ('„ se délerinincnl |)ar aj»pro\iinations successives.
on bien en snbsliinani ( 1 0 ) dans (9). \ Oici les dci^ premiers :

( I I ) /•| - 1-1 » <'•»•== o '^'\ -+- ^i ^2-^ - ,''5:;-•->. r> •^

4. ^ons allons maintenant calculer le développement de T
jusqu'au terme en z ' 1 . Comme le radical dn dénominateur contient ^
en fadeur, il faut pousser le développement de la quan t i t é sous ce
radical j u s q u ^ a u lerme en ;(>.
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On a
^ -(- ; co.» ,̂ _^ ,;( < • (> .» ^ -+- (*, ; -4- r.̂  ;3 _i_ ̂  _ ) ^

l { ? -+- ^ < 'OS '- >

. — f)^ ( co^'2 ï. -4- •/ < • ) 3 <'OS '- -+- r'^ Z'1 -4- •>. <'-i Z3 (.'OS w -+• •.->./•) <?2 34 -+-... ^

-»- ^i ̂  | cos3 ^ -+-3 <'\ z co>'2 ^ -(- \ f'^ :•ï <'os 9 -+- ( c'^ -(- 3^'.j ro^ c > ;3 -4- . . .

-h //; .34( <'OS4 ^ -4- ( Ci ; COS3 ^ -4- ()C2 ^'2 CO*»'2 ^ -4- ... 1

-+- ;̂>, ;:•'( COS^S -+- •K'| ; ('0^^ -I- . . . »

-+- ^» C.'' COS*' ^ -h . . .

=_ A^'2 y — <-os'2 9 — ; ^i cos c sin'^ =' -l- ^ ( — 'J/ -4- - ^y cos'2 ;, -4- ^4 <-o^4 ^ )

— 33 cos s sin'2 ^'( ' ) '^\ ^2 -+- :̂; -+- ^;i <tos'•) ^ )

^[-^--^-^:;

-h -) i^i ( ) , y'ï -4-3 ̂ i .̂  -h ^••î) (lo''•; :'
-4- ^ 3, ^3 cos's -+- 3^ ('osfis -h. . . /.

cri tenant compte de ( i i) .
Le développement de 1 ( p 4- ^) ^Y'n déduit en faisant o == o.

On a dès lors

( ' ('^y-4- 2 cos^)— Ll( /?->- 3 )
Az^s in 2 ®

_ i -- 3 3i cos ? — 3'2 ( 3 ^î -t- ?-2 -+- ?2 cos-2 ?)

— ^3 ( 2 ̂ i 3.2 -^ ?:•, -1- ?;{ COS2 S» ) COS ^

_ ^ [j 3^-p 9 3p.,+43, ^-+-3,
1 ° > ^

COS2 3 ( - 3| 3-, -h 3» )-1- ^4 l'OS^ S .
• \ •>. • k • • / • • J

Nous avons ensuite, en posant a,, —= —3

, l^'/^ -(- ^ < -os^ ) ., /ai 3, ., \< l ^) —/——————— , i -4- a, ; cos y : ;;2 ( —L- -h x, cos2 s )
</o \ ••> /

-+- .;3 cos s ( 2j 3i - - a:; <'os'2 s »

, / X Î^T S a-, 3, . , \
-4- 34 ( 0, /•2 -+- ——^ ———— cos ï' -^- a» COS* S J -h ....

On a

l̂/U^
en Dosant

\ — I •+- K 1 z "'• ^ ̂ '2 •4- A .̂ ^ -h- A .. .5 * -4- ...

"= i — l î i j—l î , . - 2 — [^^—\},^—... î

l4«
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les A» . B, désignant les coefficients des développements ( i3 )
Ot ( 1 2 ) .

Développons X :

X = i^-(Ai-+- Bi)s4-(A,-+- B.24- A i Bi4- B-f)s2

- (A,-4- A ,Bi - A , B,-h A , B^4- B,-+- 2Bi B^ B^
-+-(A 4-+- \ 3 B i - ^ A 2 B ^ - + - A 2 B ' f - + - ̂ 3

— 2 A i B , B^-i- Ai Bî -h-B^d- ^BiB3-hB:| -t-SB^-h B; ' ) ^*
-4- ....

Développons enfin ^/X, en laissant de eôlé les ternies impairs :

(îô ) v X = i - '2 ( i \,-+- î H,-^- 3 BÏ — \ï -+- 2 ̂  B,)
0

-+--^[61(A,+B,)

-+-I6(2A3Bl-+-2A,B3-^-2A2B2—2AlA3-+-6BlB3-^-3B. : |—Aj»
- ^ - 8 A 2 ( 3 A ? — 3 B î ' — 2 A i B i ) — 8 B 2 ( i 5 B î — A ? + 6 A i B i )
-4-( \ , - h B , ) ( — 3 V , 1 -4 -9^Bi— i5 Ai BÎ-^ 35 BÎ)] -+-. . . .

Nous avons un polynôme bicarré en coso. Pour 14ntégralion.
i 3- et cos''^ par -•
, 0

nous pouvons remplacer cos2^ par- et ces''9 par-* II vient, dés

lors, après un caleul assez pénible.

< . 6 > T - ^/""(^H^-.H^+...),
V h \ i^ 10^4 /

en posant

(i;) H- - - î^-+- I2p•2-+-Iôp t•î-+- ()ai p,—a'f,

< 1 8 ) H'== 192 04 — 960 jî,.— 90 a.. a, — 48oa, ?, -h ,180 P..) ai -+- 336o pg ?,

— 48 a:j — 224 a^ p^ — 91 •> [3;j 4- 72 ̂  ̂  — 240 as «i ̂  -4- ôaoas Pï

— ôô^a'j -4- 12^632 ai ̂ i -^- Ô64o^, p2

— l5 a; -4- noa,5 (î, — i3oa2 p'j 4- 7800, p,» -+- 2265 ̂ .

l.a complexité du résultat n'en^a^e pas à entreprendre le calcul
des termes suivants du développement.

On peut évidemment utiliser les formules ci-dessus dans de
nombreuses circonstances. Je les ai appliquées, en particulier, à la
recherche des correcteurs d^isochronisme des pendules.


