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SUR CERTAINS MOUVEMENTS DE FIGURES INVARIABLES. HÉLI-
COIDES PSEUDO-SPHÉRIQUES ET COUPLES DE SPHÈRES.
TRANSFORMATION PAR POLAIRES RÉCIPROQUES,

PAR M. P. VINCENSIWI.

I, — Introduction.

Dans un Mémoire des Annales de la Faculté des Sciences de
Toulouse ( ' ), j'ai recherché les surfaces et les courbes, de forme
et de grandeur invariables, susceptibles d'engendrer au cours
d'un mouvement hélicoïdal déterminé, des volumes (ou des aires)
proportionnels aux aires des cloisons tracées sur les surfaces (ou
aux longueurs des arcs pris sur les courbes).

L'objet de la première partie du Mémoire actuel est de com
pléter les résultats du précédent, en recherchant toutes les sur"
faces et les courbes invariables auxquelles on peut imprimer un
mouvement (inconnu), au cours duquel, pendant un intervalle de
temps quelconque, les différentes cloisons que l'on peut tracer sur les
surfaces (ou les différents arcs que l'on peut prendre sur les
courbes) engendrent des volumes proportionnels aux aires dcî-
cloisons (ou des aires proportionnelles aux longueurs des arc»
portés par les courbes).

Je rappelle les deux résultats suivants, établis dans le Mémoire
cité :

Les surfaces (S) qui, au cours d'un mouvement hélicoïdal
quelconque d'axe (A) et de pas réduit A, engendrent des volumes
proportionnels aux aires des cloisons qu'elles portent, sont les
développantes suivant une famille de géodésiques (déduites d'une
géodésique déterminée par déplacement hélicoïdal), des différents
hélicoïdes d'axe (A) et de pas réduit À.

( 1 ) Aires courbes en perspective, surfaces et volumes hélicoïdaux^ '.'.e partie
{Annales de la Fac. des Se. de Toulouse^ 1931).
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Les courbes (C) qui, par un mouvement hélicoïdal quelconque

de pas réduit h autour d'un axe (A), donnent des aires pro-
portionnelles aux arcs, sont les trajectoires orthogonales des
diflérentes familles de géodésiques (déduites d'une géodésique
arbitraire par déplacement hélicoïdal), tracées sur une surface
hélicoïde arbitraire d'axe ( A ) et de pas À.

En ce qui concerne le problème général que nous nous propo-
sons, nous montrerons que les seules solutions (si on laisse de
côté le cas relativement banal où le mouvement se réduit à une
translation), sont les surfaces (S) et les courbes (G) indiquées
dans le Mémoire rappelé, les mouvements associés étant les mou-
vements hélicoïdaux (ou révolutifs) correspondants.

Le cas des surfaces (S) donnant des volumes proportionnels
aux aires des cloisons quelles portent, conduit à l'intégration
d'une équation aux dérivées partielles du premier ordre de la
forme

( i ) q x — p y — ^ { p , q ) = - ^ ,

où ^ est une fonction arbitraire de p et de q.
Cette équation s'intègre immédiatement, par une seule quadra-

ture, en effectuant d'abord la transformation de Legendre

.r-P, r=Q, ^ = P X + Q Y - Z , p=\, q=\,

puis en prenant pour variables indépendantes p et ûj, tels que

X == p cosa>, Y == o sin (o.

J'ai montré d'autre part (1), qu'on peut attribuer une significa-
tion géométrique à toute équation du type (i) :

Intégrer ( i) revient à chercher les congruences rectilignes à
surface moyenne plane et à enveloppée moyenne donnée.

Cette interprétation conduit à un procédé d'intégration plus long
que le procédé analytique, mais que nous exposerons cependant
parce qu'il conduira à des remarques géométriques (n08 VI et
suiv.) qui nous ont paru présenter quelque intérêt.

Ces remarques sont relatives aux hélicoïdes pseudo-sphériques,
dont il est donné une définition mettant nettement en évidence les

( * ) C. /?. Acad. Se. t. 195, 1932, p. 18.
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trois types distincts, et aux relations existant entre les polarités et
les involutions hiaxiales utilisées par M. B. Gambier dans son
étude sur les « Sous-groupes du groupe des homographies » (').

II. — Cas des mouvements de translation,

Pour ce cas, particulièrement simple, nous nous bornerons aux
énoncés suivants.

Les surfaces qui, par translation, engendrent des volumes pro-
portionnels aux aires des cloisons quelles portent sont :

a. Le /flan, îinimé d'un mouvement de translation arbitraire.
/>. Les décela ppables^ lieux des tangentes à une hélice

tracée sur un cyïiîidre quelconque, animées d'un mouvement de
(rîtiislation parallèle aux génératrices du cylindre.

Les courbes donnant des aires proportionnelles aux arcs, sont
constituées par :

a. Les droites^ animées d'un mouvement de translation arbi-
traire.

h. Les hélices tracées sur un cylindre arbitraire, «mimées
d'un mouvement de translation parallèle aux ^énér.n triées du
c\liudre.

III. — Cas général.

Soit (S) une surface en mouvement, telle que les diHéreutes
cloisons que Von peut tracer sur elle engendrent des volumes pro-
portionnels à leurs aires.

Envisageons le mouvement hélicoïdal (<m/), tangent <m mou-
vement de (S), à un instant quelconque t.

Soient, ( A ) l'axe de ce mouvement hélicoïdal et h le pas réduit
correspoudaut.

Dans le mouvement (i)TÎ^), qui fait passer la surface envisagée,
de la position (S) qu'elle occupe à l'instant t à la position (S')

( ' ) BERTRAND GAMBIER. — Invariants projectifs de quatre droites. Com-
plexes particuliers. Sous-groupes du groupe des homographie.^ (Annales de
la Société polonaise de Mathématiques, Kpc, t. VIII).
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qu'elle occupe à Pinstant t -(- dt. les diverses cloisons portées
par (S) engendrent des éléments de volumes proportionnels a
leurs aires. 11 en résulte (Mémoire cité) que (S) est une déve-
loppante d^unc certaine surface hélicoïde (9€) d'axe (A) et de pas
réduit A, normale aux tangentes a une famille de géodésiques
de (<^C) déduites de l 'une d'entre elles par déplacement hélicoïdal
autour de (A).

La surface hélicoïde ( ^ € ) est l 'uue des nappes de la déve-
loppée de (S). Elle est donc invariablement liée a (S) .

Son axe (A) est par suite, lui aussi, invariablement lié a (S).
( A ) est l'axe instantané de rotation et de glissement du mouve-
ment auquel (S) est supposée soumise. Cet axe est fla'e par rap-
port à la surface mobile (S). Tl est par sui te fixe dans l'espace
dans lequel se déplace (S).

11 résulte de ces remarques, que le mouvement de (S) est
nécessairement un mouvement hélicoïdal d'axe ( A ) et de pas
réduit h.

^ous pou\ons donc énoncer ce résultat :

Le\ seuls mouvements (avec les translations précédemment
indiquées) que F on puisse imprimer à une surface^ pour que
les différentes cloisons portées par cette surface engendrent
des volumes proportionnels à leurs'aires, sont les mouvements
hélicoïdaux'.

I^es surfaces (S ) correspondant à un mouvement hélicoïdal
déterminé d^axe (A) et de pas A, sont les développantes des
différents hèlicoïdes d^axe (à) et de pas. h suivant une famille
quelconque de géndésiques déduites de l'une ( l ' c l les jfar dépla-
cemen t hé licoïda I.

Un raisoiinemeut analogue au précédent montre sans peine,
que les seules courbes auxquelles ou peut imprimer uu mouve-
ment au cours duquel, les différents arcs portés par ces courbes
engendrent des aires proport iouuelles à leurs longueurs, sont les
trajectoires orthogonales des différents systèmes de géodé-
siques {déduites de Vune d ' e l l e s par déplacement hélicoïdal)
des hélico ides les p lus gè néra u x.

Les mouvements à imprimer à ces courbes sont les mouvrmeuts
hélicoïdaux associés.
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Si l'on ;i égard aux mouvements (Tune courbe plane invariable
dans son plan. le résultat général ci-dessus conduit à l'énoncé sui-
v a n t :

En dehors de la translation (arbitraire) de la droite, les seuls
mouvements que l'on puisse imprimer a une courbe (G), pour
(pie, au cours d'un de ces mouvements, les différents arcs de (G)
engendrent des aires proportionnelles à leurs longueurs, sont les
luouvemeut.s de rotation autour dun point C).

Les courbes (G) sont les développantes des différentes c/rco/t-
ferejiees de centre 0.

Les dilîéreules familles de géodésiques dont il est question plus
hilul. se* réduisent en enet ici aux familles de tangentes aux
dnerscs circonférences de centre 0 (').

IV. — Sur les équations aux dérivées partielles de la forme.

<l » q .r — p y — ^ ( p. q ) == o.

L'équal ion aux dérivées partielles des surfaces ( S ) déterminées
au numéro précédent, s'obtient sans dif f icul té .

Si 0.3 est l 'axe du mouvement hélicoïdal, // le pas rédui t et K
une cons tante arbitraire, celle équat ion est ( -> ) ':

/</ — f/^ -= K.
y i +- /> 2 y-2

Llle rentre dans le type ( i).
Nous allons exposer ici, pour les équations de ce Ivpe ( pour la

raison signalée dans l'Introduction), le mécanisme d'intégration
signalé dans la Note des Comptes rendus indiquée plus liant.
Nous l'impliquerons ensuite au cas particulier de la recherclie des
surfaces (S).

Soit (2^) une surface intégrale de l'équation ( i). Désignons
par ./'. y, z les coordonnées d'un point quelconque de (^), que

( ') Pour ce cas particulier, on peut voir un article des Nouvelles Annales de
Mu thématiques: Sur une propriété de la développante de cercle et de Vhèli-
rou/f développable; janvier igaS.

( -') Aires courbes en perspective {Annales de la Fac. des Se. de Toulouse,
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nous supposerons e\pn niées en fond ion (Je deux pHt'améîres if,
<'{ (^ ^ p'<i' ^ Y . /- les cosinus direcleurs (le I;( iioiin.tie <m
poini ./', )'. ^.

On ;i
\ ^

/ - -^, -/ - / •

Nous adopterons. pour FélémenI linéaire de hi ^(>pl>( '>s(•n^; l(^()n
^plicrique <le (^-). les not.ilions habiluolk's

(/.^ = S fl\^ =. h: /fn'1 •> ̂  <ln ^c G fl^,

<'( non,s poserons
I I . \ EG — 1̂

Avec l.i rciïî 'osentîi l ion sph^riqnc pîirliculierc doni il ser«» (:iil
ns.^c |)ins loin :

\ - -si ii // cosf.
Y s in // s in » .
Z -- cos^/,

//.M'1 == (lii^ -r s in^ ndv'1.
H — sin //.

/ . ^3 ^;
< ) ) /^ - j-^ — — tang// cosc. q = — r_ — tan^ / / sine.

l^nv is«(geons (I) comme la snfacc génératrice d'une con-
^l'ueuce do lUhaiiconr (F) à surface plane (O.t'yY

On sail qu'on ol)(ienl (1'), en projelani chaque poini M de (i)
Mir 0.^'r, en faisani lourner la projeelion de ()()° aulour de 0.
puis en menani par le poini ohlenu. / / / . la parallèle a la normale
en M à(^) .

La connaissance de (F ) entraînera celle de (^). Le procède
d intégral ion que nous allons exposer, consisie précisément a
sul)shluer à la recherche des surfaces ( i ) celle des con^ruences ( F )
< • o rre s po n d a 11 les.

Les coordonnées dn poini ceniral /// de (F) , eorrespondani an
poini Vl(\r. r. 3) de ( ̂ ). son!

el les cosinus direclenrs du rayon (D) de (F), issus de M,
-sont X, Y , Z [cosinus directeurs de la normale en M à (2) |.

LXI. i3
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Le plan moyen retattf à ( D ) a pour équation

X < Ï — . r , »4 -Y ( r ,—r i ) - ^ZÇ==o ,

;:, rj, Ç étant les coordonnées courantes; soit en tenant compte des
relations ( 4 ) ,

\S-+-Yr,-4-Z;=.m,
avec

jlt = Y ^ — \ r ,

3VL est la distance du plan moyen à l'origine 0 des coordonnées.
Si l'on écrit l'équation ( i ) sous la forme

on voit ( j i ie
y i-h/)2-^2

.m ==
V/i-^^2

d'où ce résu l t a i :

La dislance V(i du point 0 à chaque plan moyen de direc-
tion donnée \. Y, /, (oup^ r/) est connue.

Pour la congrucnce (F) , on connaît donc outre la surface
moyenne ( plan .x'Oy), la surface enveloppée moyenne (i2) [enve-
loppe du plan XÇ + Yy? 4- XÇ == jn].

La recherche des congruences ÇT ) associées aux surfaces (2-)
solutions de ( i ) est donc ramenée au problème de la détermination
des congruences à surface moyenne plane (^Oy) et à enveloppée
m oyen ne donnée ( ̂ î ).

Dans un Mémoire des Annales de la Faculté des Sciences de
Toulouse ( ' ) , nous avons étudié le problème de la recherche des
congruences admettant pour surfaces moyenne et enveloppée
moyenne deux surfaces arbitrairement données. Dans le cas où la
surface moyenne est le plan -cOy, nous avons obtenu le résultat
suivant.

L'emeloppée moyenne étant définie comme l'enveloppe du plan

X ç - h Yr»- ZÇ==JTl

(1) Sur les congruences rectilignes à enveloppée moyenne donnée ; ^929, §2,
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[ X, \ , /. sont les cosinus directeurs de la norniûte au plan, et JTl
sa distance au point O], le rayon D(^, v ) de cosinus directeurs X,
V , Z, d'une congruence (F) répondant à la question, perce le plan
moyen J ' O y au point dont les coordonnées ( J , , n ) sont définies
par les équations

./,_- l|^^f,^cll^^^--[^-^^ji LO^' J J au \\\f}u J \()v

, , ,_-P$ .-^^^l)^^rA -[^-/•.nH^.I^-.^v." [/7(' ^ J ̂  H l/̂  ^ \f)v
la fonction <ï> étant définie par l'équation

^, --\^- f.mn^l^.-.-f^-^ii/A.I^-.my^o,1 1 L ̂  */ J ^M îl 1 ^« J J ^r
^ I \f)(b f^nn / 1 ^ I r^ r6 ) — îï ~T~ / ^Xi\\ du —— ^ -î -r- — /î î L ()v J \f)^ î î | au J

((ui exprime que le plan moyen est le plan z = o.
X, 1t, Z, H, sont des fonctions connues des deux variables 11

et v qui iixent un rayon quelconque de (F). Si l'on adopte la
représentation sphérique (a) , l'équation (6 ) prend la forme

.- / ^\„ / ^\
v [ l f 7 ^ ^ ) -=0'

et s'intègre par une quadrature.
Une fois la fonction <î> connue, les formules ( ^ ) donnent ./,

et y,, et font connaître les congruences (F).
Pour avoir les surfaces (I) solutions de (i), il ne reste plus qu'à

() rendre les surfaces génératrices des congruences (F).
Leurs équations s'obtiennent immédiatement; ce sont :

•^-yi,
y == — x i .

Z ==. j p ffj- -+- y ,iy _, j p (^ , —— y
«^ t'

\p et y ont les expressions (3)] .

V. — Détermination explicite des surfaces ^ S ) du n°lll.

Mous allons appliquer maintenant les considérations générales
du numéro précédent, à la détermination analytique des surfaces
(S) définies au n° III.
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Ces surfaces inLer viennent dailleurs dans d'au 1res questions de
géométrie. Ainsi, ( i . Darboux ( ' ) les il rencontrées comme surface-»
(égales à leurs parallèles) susceptibles d'engendrer une famille de
Lamé par mouvement hélicoïdal.

Leur équation, rappelée plus hau t . peut s^écrire

< ^ > ç /" — // } ' — // K \ ( -+- /)2 -L y2 :—• o.

i c>
^ ( //. »y s // — K ^ r p"ï - • • q"-.

rt par suih'

< < » - <m - /' — 1 \ .v i /^ ^

( ( ) ) prouve que 1 enveloppée moyenne des congruences à surface
moyenne plane (F) , associées aux surfaces (S) solutions de (S).
e^l une s p î i f ^ ' c de rnvoii K a v a n t pour centre le point de 0^ de
cole //.

V i n s i :

ï^es ^nrfarcs { S) r//^/y7<^.v .\nn/ les surfaces génératrices des
^(Hî^'rneTtees a surface moyenne plane et a enveloppée moyenne
spherufiie.

\ \ e ( 1 la représentai ion sphopique ( ^ ) . indiquée nu n0 I V . on a

,')IL ;-r // cos ff — K.

el 1 é(juation ( ( ) ) de\ienl

f)^ € -— I ( / < c'os u — K ) •'in M / f i l \ h cos u — 1\ ) cos // == o :
^c ,/

d'où immédiatemenl. <I> et —<)ff
M , .— " //c sintf cosn l .<)u

l J étant une fonction arbitraire de u seul.

En remplaçant — et -r- par leurs expressions dans les équa-
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lions (5), on obtient
, . , , cosc -+- v sin-a sm ^./•i ==— \ snir - // c o i f f / / cosi — K —————:——————»ft sin M

si il (^ — r si il'2 « cosfl cos r r- // col g « s in ( — k

Les équations définissant les surfaces (S) cherchées, sont les
équations ( ^ ) ou ./'i e ty i ont les expressions ci-dessus.

L'intégration donnant z s'enectue sans difficulté; en tenant
compte des expressions ( 3 ) de p et /y, on t rouve

3 = (.'( K cos // — // ) — / tans; // < / ( l ). , — /, ) — A

l^es surfaces intégrales de l'équation aux dérivées partielles (8),
sont donc définies parles équations :

( , - s i i i r—v sin'2 u coi-r
.r = l cosr ~ // cote// siru» — K —————:———————?0 si nu

, ,, , . , , cosr -+- c sin2 M sin r( Io ' r ^ t sin f — // cot^ // cos v -L- K —————.————— »1 ' si i l / /
l ^
\ z =- v( K cos // — // ) — I tang l d( l ) ;

où U est une fonction arbitraire de u.

liemurques. Si dans les équations (10) on fait h ==- o, on
obtient les surfaces qui, par rotation autour de 0^, engendrent
des volumes proportionnels aux aires. D^oû ce résultat :

Les surfaces qui mises en rotation autour d'un axe^ engen-
drent des volumes proportionnels au,À' aires, sont les surfaces
génératrices des congraences à surface moyenne plane dont
l^ enveloppée moyenne est une sphère centrée dans le plan
moyen.

Si K == o, on a les surfaces hélicoïdales d'axe 0^; donc :

Les surfaces hélicoïdales cVaxe 0^ sont les génératrices des
congruences à surface moyenne plane et à enveloppée moyenne
point.

Enfin, si h == K -== o, on obtient les surfaces de révolution. Par
suite :

Les surfaces de révolution sont les génératrices des con-

l 3*
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gruences à surface moyenne pleine, ayant pour enveloppée
moyenne un point du plan moyen.

Ces remarques seront utilisées dans la suite.

VI. — Héllooîdes pseudo-sphériques et couples de sphères.

Toute surface peut être regardée (d^une triple infinité de façons)
comme génératrice d'une congruence de Ribaucour à surface
moyenne plane.

Les résultats qui terminent le numéro précédent, vont nous per-
mettre d'établir, qu^en envisageant les hélicoïdes pseudo-sphériques
à ce point de vue, il est possible de donner de ces surfaces une
définition très simple, attachant à tout hélicoïde pseudo-sphérique
un couple de sphères, et rendant géométriquement intuitifs cer-
tains résultats connus tels que, Inexistence de trois types distincts
d^hélicoïdes pseudo-sphériques ou la définition des hélicoïdes de
Dini comme surfaces de Joachimsthal.

L/existence de trois types distincts d^hélicoïdes pseudo-sphé-
riques (ou de surfaces pseudo-sphériques de révolution) est habi-
tuellement déduite de la comparaison des valeurs des constantes
qui figurent dans les expressions que Pon a à intégrer pour obtenir
ces surfaces. Il nous a semblé intéressant de montrer comment
une introduction opportune de la géométrie peut rendre cette
existence évidente.

Un intérêt de nature différente, est sans doute attaché au fait
que. comme on le verra, une tranformation réelle, permet dé-
passer d\m couple de sphères à une surface hélicoïdale pseudo-
spherique.

VII. — Relations entre une« congrue née à surface moyemic plane
et s« génératrice.

Nous avons rappelé, au n° IV, la construction d^une congruence
à surface moyenne plane (F) à partir de sa ^rface génératrice (S).

On obtient (F) en prQJetQnt orthogonalement chaque point M
de (S) sur 'v0y, en faisant lûm'nér'la projection d^un angle droit
autour de 0, et en menant f&f": le point m ainsi obtenu la paral-
lèle (D) à la normale en M à (S)r

K désignant la courbure totale de (S) au point M, y Fangle aigu
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de la normale en M avec 0^, et p la dislance mF (ou mF') du
point central m aux foyers F, F' portés par le rayon ( D ) de (F).
on a la relation ( ')

<ii)

La relation (11) montre que les cpngruences à développables
réelles correspondent aux surfaces à courbure négative'^ les con-
gruencesà développables imaginaires correspondent aux surfaces
à courbure positive. Nous n'insisterons pas davantage sur cette
remarque, et nous supposerons dans la suite K<;o.

Nous avons vu d'autre part (n° V) que les hélicoïdes d^xe Os
sont caractérisés par ce fait que les congruences (F) correspon-
dantes ont pour enveloppées moyennes les différents points de 0^.

A un point 1 de Oz correspondent les différents hélicoïdes de
pas réduit h •== 01.

Les surfaces de révolution autour de 0^. correspondent à h = o
( l e s t e n O ) .

vni. — Surfaces associées.

Envisageons le point p. de la perpendiculaire en m au plan x0y^
se projetant orthogonalement sur le rayon (D) de (F), en F.

On a évidemment

k cosy cos7 \ K

Le lieu du point p. est une certaine surface (S), que [pour simplifier
l'exposition] nous dirons associée à (S) [ou à (F)].

(12) montre qu'aux lignes de (S) le long desquelles la courbure
totale est constante, correspondent les lignes de niveau (relatives
à x0y) de la surface associée (^). En outre les sections par des
plans passant par Oz se correspondent sur les deux surfaces, ainsi
que les sections par les différents cylindres de révolution d'axe 0-3.

L'introduction de (2) permet de transformer certains problèmes
de recherche de familles de surfaces définies par une propriété de
la courbure.

Ainsi par exemple, le problème de la recherche des surfaces (S)

(*) Voir un Mémoire du Bulletin des Sciences mathématiques (Congruences
à surface moyenne plane et questions qui s'y rattachent), novembre 1932.
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admet tant pour ligues de courbure constante (var iable d'une ligne
a Fau t re ) un système de courbes tracées sur des cylindres de révo-
lu t ion coax iaux (axe 0.3). revieni a celui de la recherche des sur-
faces ( S ) a d m e t t a n t pour associées des surfaces de révolution
a u t o u r de ( ) z.

De même, les surlaces ( S ) a d m e t t a n t i)our lignes de courbure
constante leurs sections par un faisceau de plans (d^axe 0^).
sont celles qu i i i d m e l l e n i pour associées les conoïdes droit.s
d'axe 0^.

Les surfaces pseudo-sphériques de courl)ure K = — — ? sont1 ' 1 n'1

celles (|ui ad iue l l en t pour surface associée le plan parallèle à xOy
de cote

"^ ' / - \ / - i - " -
On concoil que 1;( remarque (lui précède. rekili\e a la Iransfor-

ination du problème de la détermination des surfaces (S), définies
par une propriété de la courbure, puisse faciliter l'obtentiony
sinon de la famille complète des surfaces ( S ) , du moins de solu-
tions isolées ou de familles partielles de solutions.

C^est dans cet ordre d^idécs que nous avons été conduit aux
paragraphes .suivants relatifs aux hélicoïdes pseudo-sphériques.

Il est clair que tou te con^ruence a surface moyenne plane de
révolution autour de 0 z. admet une surface génératrice (S) pour
laquelle la surlace associée (^ ) est elle-même de ré\o1ut ion autour
de()^ .

De toute congruence ( 1 ' ) a surface mo\enne plane, de ré\olulion
autour de 0^, on peut donc déduire une surface (S), admettant
pour lignes de courbure constante les sections de la surface par la
famille des cylindres de révolution d'axe 0;?.

Si Fenveloppée moyenne de (F ) se réduit à uu point, ou a le cas
banal où (S) est hélicoïdale (ou de révolution).

IX. — Surfaces pseudo-sphériques de révolution.

Nous avons vu au numéro précédent, que les surfaces pseudo-
sphériques de courbure K ^— -.71 sont les surfaces (S) admet tant
pour surface associée le plan P( ^ = a).
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Imposons aux congruences a surface moyenne plane (F) dont
les (S) sont les génératrices, la condition supplémentaire devoir
pour enveloppée moyenne le point 1 de Oj décote 01 == //,

\ous ol)tiendrons ainsi les hélicoïdes pseudo-sphériques. de

courimre -= - — el de pas réduit //.ff'1 •
< )n est facilement conduit à la construction des congruences (F) à

surface moyenne plane (z =-. o) admettani pour enveloppée moyenne
le point 1 et pour surface associée le plan P précédemment défini,
en envisageant d'ah.n'd le cas particulier où 1 est en 0 (h —= o )-,
<|iii correspond aux formes résolutives des surfaces pseudo-sphé-
ri<pies.

Dans ce cas, la solution apparaîl immédialemeul.

l^es congruences {Y) sont constituées peu' les t nu rentes com-
munes à deu.i splières E<.ALES. o- et <7\ de rayon AiîBiTnAiRt'; \\.
centrées aux points de Oz de cotes -+- a et — a.

VA\ se donnant analvtiquement cha([ue rayon par les coor-
données ^',, y^ du point rn où il perce .r0 y, et par ses paramétres
directeurs /^, r/, — i , qui se calculent au movcn de x^ y^ on
pourra définir les surfaces pseudo-sphériques de révolution par les
équations ( ^ ) du n° IV.

Si l'on néglige une Ira usia lion parallèle à 0^, on voit qu'en
dehors du paramétre a, qui correspond à une homolliélie, les sur-
faces pseudo-sphériques de révolution dépendent du seul paramètre
de forme R.

La tigure constituée par les deux sphères <7, fj' définissant (?) ,
peu! aHecler trois formes géoméiriquement distinctes :

i" 7 el o"' ne se coupent pas ( R << a ) ;
•->" 7 el 7' se cou petit ( R ^> a ) ;
3° y et (/ sont tangentes ( R ===</),

Vux trois cas précédents correspondent des formes déterminées
pour (F), el par suite les formes correspondantes bien connues
( elliptique, hyperbolique ̂ parabolique ), pou ries surfaces pseudo-
s p h é ri q n e s gé n é ra t r i ce s ( S ).

Aux rayons de (T) disposés suivant les génératrices du cylindre
circonscrit à o" el. y correspondent visiblement un ou plusieurs
parallèles de rebroussement (de rayon a) sur (S).
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A(I cercle d'intersection de o-, o-', on au- cône circonscrit aux
deux sphères, correspondent sur (S) des cercles de gorge (de
rayon ^/R-'— a12), ou des points coniques situes sur 0^, les cônes
tangents avant un demi-angle au sommet a, complémentaire de

( R \celui du cône circonscrit ces a --= — ) •a I
Les particularités que présentent les trois formes de surfaces

pseudo-sphériques de révolution s'expliquent, comme on le voit.
de la façon la plus simple, par la considération des coDgruences (T)
correspondantes.

X. — Hélicoïdes pseudo-sphériques.

Le résultat obtenu au numéro précédent, relatif aux congruences
a surface moyenne plane (F) attachées aux surfaces pseudo-sphé-
riques de révolution, conduit naturellement à se demander si les
congruences (F) altachées aux hélicoïdes pseudo-sphériques, ne
seraient pas les congruences des tangentes à deux sphères quel-
conques.

Cette hypothèse, légitimée d'ailleurs par ce fait, qu^à une homo-
thétie près, l'ensemble des couples de sphères dépend de deux
paramètres tout comme l'ensemble des hélicoïdes pseudo-sphé-
riques, se vérifie comme il su i l .

Soient o- et v deux sphères quelconques, centrées sur Oj. et
admel tan i le plan ^'0.)' pour plan radical.

Désignons par 1 le milieu de la ligne des centres fs^)'. La con-
^rucnce ( F ) des tangentes aux deux sphères admet pour plan
moven ,r0y, et pour enveloppée moyenne le point I.

Soit (D) un ravon quelconque de (F), m le point où il perce le
plan rûy, menons par m la parallèle (ô) à Oz. Le plan déterminé
par (ô) et (D) coupe les deux sphères o- et </ suivant deux cercles C
et C', et les foyers portés par (D) . F et P, sont les points où (D)
touche G et C.

Le point p. de la surface associée définie au n° VIII, est évr-
demment situé sur le rayon de G aboutissant en F.

En projection sur un plan issu de Oz parallèle au plan (Dô)
(que Fon peut supposer être te plan xO z)^ on a la figure i .

On lit sur cette figure (où L est la projection orthogonale de [J.
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sur Oz) que Lw = 01, et que par suile

04) —— -— ^ (.)
OL == 1 OL) == —— == donst.

La surface associée est donc ^/i plan parallèle à ^0)-

^de cote — j * II résulte de là que la surface hélicoïde genénitrice

Fig. io

de (T) est une surface à courbure totale constante négative

i _ 4K = = —
1(0'
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Le pas réduil de celle surface est. connue on sail.

/^.o,.. '̂̂ :^
'>. (')'(•) ^OJ 'C» )

( o et p' sont les rayons de C et (7; K et IV ceux des splières o-et 7' ).
Kn fixant c*/ el ^. et eu fa isani var ier R et K'. on obtient oo'-' con-

grnences (T): les oc-' surfaces génératrices (Je ces congrueuces (qui
se détermineni comiïie on l'a rappelé an numéro précédeni, consli-
IIK^II la totalité <A<s l i < ' ' l i < ^ n ' ( f ^ s psendo-sph^riques de courbure

ï^<'tt^)rmirt^''e K =-̂  - ' •
(•)'(o^

I c i , coin me dans le cas des surfaces pseudo-sphoriques de re\o-
lu l ion , la considérai ion des con^ruences ( F), explique ^éomctri-
([ueineiil l^eMst^^icc* des irois 1 \ ( )es coninis de surfaces psetido-
^()ll( ' lri( |^1es t ielicoïdales. ( j i i i correspondeiil aux cas on les deux
splières o" el 7' soni exienei i res , secanles on tangentes.

I h ' i u ' o ï d e s de Ihn i . - - f^es helicoïdes ()seiido-spliériqnes pour
les(|iiels l(\s deux nappes focales des congrnences (?) associées
^oiil deux salières tangentes 7 cl v1 ne sont antres que les héli-
rnïdes de Dini. engendrés coin nie Pon sail par le inouvemeni héli-
coïdal d'nne Iractr ice a n i o u r de son asymptote 0^.

Soil ( S ) riielicoïde de Dini généralenr de la congrnence ( F )
des (alimentes cominnncs a u x deux sj>héres o", o'\ tang'entes en ().
Kn\isa^eons la surface réglée ( K ) de ( F ) dont les génératrices (D)
percent ( . / • ( } } ' ) en des points alignés sur nne droite Ot issue deO.
\ cette surface réglée ( K ) , correspond la section de ( S ) par le
plan ( 7 : ) issn de 0^, normal à ( ) t . K et F' étant les foyers situés
s u r ( l ) ) . Ions les triangles rectangles OFF' sont semblables, et
admet lent Of pour médiane. I I en résnile que tontes les généra-
trices de ( H ) font le même angle avec ( ) / , donc aussi avec le
plan ( T T ) .

Comme les normales a ( S ) le long de su section par ( T T ) soni
parallèles aux génératrices de ( K) , (71) conpe ( S ) sons un angle
constant et la section est par suite une ligne de courbure de (S).

On retrouve la propriété bien connne suivant laquelle les heli-
coïdes psendo-sphériques de Dini sont des surfaces deJoachimsthal.
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XI. - Involutions biaxiales et transformations par polaires réciproques

Dans le Mémoire déjà cité du Bulletin û .̂s Sciences inatîièma-
tiques, j'ai montré que les congruences à surface moyenne plane
< r0r) attachées à deux surfaces polaires réciproqiK's par rapport
<HI paraboloïde de révolution ( T T ) [ a 3 == ./ -> - r-' | ^e correspondent
<lans Finvolut ion définie par les formules

.' - .r ' •/' • î

L'involul ion l définie par les formules ( ï f ) ) est une imolu l ion
hiaxiale. à axes imaginaires conjugués (et conjugués par rapport
a ( T T ) | , déFmis par les équations

i i ( \ ) ) J - /- z--1:
( ï — / ./•. r ^- — /./'.

I l exisie donc un lien entre la polarité par rapport à ( r.) et i^invo-
lul ion biaxiale J , lien qui, moyennant une projeclivité quelconque,
peut éire étendu à une polarité arbitraire et à une involulion
biaxiale dont les axes sont conjugués par rapport a la quadrique de
transformation (supposée sans point double) .

Les remarques qui suivent se rattachent à celle idée.
L'involution 1 fait se correspondre le plan de Finlini el le plan

^ = = 0 : elle transforme une surface de révolution quelconque
-autour de 0^ en une surface analogue, el deux surfaces quel-
conques coupant chacun des deux plans précédents suivant la
même courbe en deux nouvelles surfaces jouissant de la même
propriété.

En particulier 1 transforme deux quadriques homothétiques. se
coupant dans le plan z ---=. o. en deux quadriques analogues.

11 est clair que la polarité ( î r ) transforme un hélicoïde quel-
conque d'axe 0^, en un hélicoïde de même axe et de pas oppose.
Si l'on passe anx congruences à surface moyenne plane attachées
aux hélicoïdes, el si Fon a égard à la (in du numéro V ï î , on voit
que :

l^involùtion biaxiale 1 transforme toute congruence à sur-
face moyenne plane (.^Or), admettant pour enveloppée
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moyenne un point ^ de 0 î, en une autre congruenre du même
type^ le point co étant remplace par son symétrique c»/ par rap-
port au jdan ^'Oy.

Malgré la symétrie des points co, r</, Far rapportai] plan .z'Oy»
les deux congruences ne sont généralement pas symétriques par
rapport à ce plan. Si elles le sont, il en est de même (à une trans-
lation parallèle à 0 :' près) des hélicoïdes correspondants. On peut
donc ramener la recherche des hélicoïdes d^axe Oz que la pola-
rité (7 r ) transforme en leurs symétriques, à la recherche des con-
grucnccs à surface moyenne plane (xOy) et à enveloppée moyenne,
point se Iransformant eu leurs symétriques par rapport à ^'Oy,
congruences qui auroni d ailleurs obligatoirement pour nappes
focales deux surfaces de révolution autour de Oz.

Pour donner un exemple, choisissons pour nappes focales d une
con^ruence ( F ) à surface moyenne plane, les deux quadr iques
homothét iques , de révo lu t ion autour de 0^.

i 0, > ./'2- r 2 - - a^1— (fz -i- c = o,

< 0*; ) ./-'2 --)''•'-+- a ;'-'- e z -h c =^ (».

Oi et Q_» se coupent dans le plan .z'Oy, ainsi qu^il le faut pour que
ce plan soit le plan moyen de (!').

FA\ outre, on vérifie sans peine que les plans moyens de (F)

passent tous par le point de Oz de cote h =— ——; de sorte que

la surface génératrice de (F) est un hélicoïde (9€) de pas réduit h.
Los nappes focales de la congruence (F'), admettant pour surface

génératrice l'hélicoïde ( 9C ) transformé de (^£) par rapport à (7r ) ,
s 'obtiennent en app l iquan t à Q| et Q.j l'involution biaxiale I. Ce
sont :

< O'i » .r'1 -t- y'1 - - c Z'1 — dz -+- a = o,

( Q'., » ./'2 - r2 + c s2— e j ^ -a=o .

Pour que le couple (Q'(. Q.,) soit symétrique du couple (Qi , Qa)
pt^r rapport au plan .r0y, il faut et il suff î t , comme on le voit sans
pciue, que f '-==- a.

Yinsi, les hélicoïdes générateurs des congruences admettant
pour nappes focales les couples de quadriques (dépendant de trois
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paramètres ;

( Oi ) .r'2 ; r'2 r (t •3"2 — ̂  — « -= < » •
i ( > î ) .^2 ' ^ 2 - ' a ;'•' ; - ez - a — o,

se transforment, par polaires réciproques par rapport au parabo-
loïde (TT ), eu leurs symétriques par rapport au plan .^Oy.

Si a =-== i. et si (pour la réalité) d et e sont de signes contraires.
Qi ^l Q-> sont deux sphères (extérieures) admet tant < 0)' pour
plan radical.

Les oo2 hélicoïdes associés sont (à une homothélie prés), comme
nous l'avons vu plus haut, les différentes surfaces hélicoïdales
pseudo-sphériques de type elliptique.

Il suffit d'introduire une homoihétie a rb i t r a i re , pour pouvoir
énoncer le résultat suivant :

Les hélicoïdes j)seudo'sphériqut^ de type elliptique peuvent
être transformes en leurs symétriques par une transformation
ffar polaires réciproques par rapport a un parahoîoïde de révo-
lution convenablement choisi.

Si, en même temps que a •==- \, on a d --)- e ~— o, les deux sphères
Qi et Qa coïncident (dpns leur ensemble) avec leurs transformées
par Pinvolution I.

Les surfaces génératrices sont ici les surfaces pseudo-sphériques
<lc révolution autour de 0^, de type elliptique, et l'on peut dire :

Toute surface pseudo-sphéri(jue de révolution de type ellip-
tique^ peut être transformée en elle-même^ par polaires réci-
proques^ par rapport à un paraholoïde de révolution convena-
blement choisi.

XII. — Surfaces de révolution se .transformant en elles-mêmes
par rapport à ( î r ) .

Demandons-nous quelles sont, d'une façon générale, les surfaces
de révolution autour de 0^, se transformant en elles-mêmes par
polaires réciproques par rapport à ( 77).

Toute surface de révolution autour de 0^, ( S ) , est la généra-
trice d'une congruencc à surface moyenne plane (F) , dont les
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nappes locales sont des surfaces de révolulioii. ( ̂ i ) (4 ( ,̂._, ). s \ mé-
triques par rapport ad plan ./Or.

Donnons-nous arbilrairemeul les deux nappes locales de ( I' ) par
les équal iou^

( .̂. i ./•••;-»- r'2 ̂  /(— < ,).

on / C.sl nn^ fonclion a deleriniiicr.
lonr que ( S ) se transforme en ello-meine par rappori a ( 7: ) a

une translation parallèle a 0 ̂  prés, il tant et il suftil que l'iiivoinhon
hiaxiaïe I, (ransforme l^ine dans l'antre (i, ) et ( 1 , ) .

1/involntion 1 Iransforine ( .̂, ) en-..'./(;)
( ^., ) de\anl <^lre «denli(|iie a ( ^ ,1 ). on de\ ra avoir

"1- --!/(^) /•--»•
1 1 s a^il de déterminer les fondions / satisfaisant a celle iden-

l ile. On ])enl (''crire ( i <) )

— -/œ
S| | 0 1 ) pose

< 1 ; > < 1 » < ;) -^/'( : . ) ,

1 e(|ii;ition du prohieine j)enl s'écrire

< i ^ > < i * < . - > 'i> ([Y

lonte fonction <t)( ^ ) veriliant ( i < S ) . fournil une surface de
révolution autour de 0.3 se transformant en elle-même par polaires
réciproques par rappori au paraboloïde (î:).

Celle surface s'obtient en prenant (par le procède rappelé plus
haut) la surface génératrice de la con^ruence dont les nappes
focales ont [d'après ( 1 7 ) ) les équations

./•••; -^r'2^ z^( J'>. x^ - y ' ^ ^ — ; 4 * ( — 3 » .

il sérail aisé de donner des exemples explicites.
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Nous ferons observer en terminant ce paragraphe. (me les méri-
diennes des surfaces de révolution qui viennent d'être déterminées.
ronslitnent la totalité des courbes se transformant en elles-mêmes
par polîlircs réciproques par ri(j)porl ;i la parabole méridienne
de ( 7:).

Une homographie arbitraire donne les courbes se transformant
en elles-mêmes dans nne polarité par rapport à une conique quel-
conque.

Le problème de la détermination des courbes se transformant en
elles-mêmes pîir nne transformation par polaires réciproques par
rapport a nne conique, n'est pas nouveau (voir (i. DARBOUX, Sur
une classe re/naff/uah/e de eon/'hes ef de surfaces al^èln'unn's}.
Nous avons (enn a pr('*senter la soliitiou (pii précède a cause de
>on oriî.'in.dilé.

XIII. — involutions biaxiales à axes .imaginaires conjugués.

\ons terminerons ce travail par une remarque relative aux invo-
îul ions biaxialcs ù axes imaginaires conjugues.

Soient ( d ) et ( D ) les axes d\inc mvolnlion biaxiale réelle 1 .
(^es axes peuvent être réels on imaginaires conjugués. Tont point
de ( d ) on de ( D ) est transformé en Ini-mêrne par 1 ; et la con-
^riience linéaire d'axes (</) et ( D) est conservée droite par droite,
ainsi que tonte surface réglée de cette congrnence.

Lorsque les axes ( c/ ) et ( D ) sont réels, la construction de la
rongriience linéaire invariante n'offre aucune difficulté.

\ OM)IIS comment on peut construire ce t te congrnence lorsque { / / )
< • ! ( I) ) sont imaginaires conjugués.

Vn moNen d'une project iv ilé (réelle), on peut toujours donner
«i ( <1 ) et ( D). par rapport an système d axes rectangulaires O./'y^.
les positions délinies par les équations ( i(i) du nninéro XI.

Ln\ Isageons dés lors le paraboloïde ( TT ) d'équation 2 ; -= x'1 -h \ '1 .
Tonte congrnence a surface moyenne plane (.r0y) se transfor-
mant en elle-même (les ravons se changeant les uns dans les antres).
admet pour génératrice nne snrface ( S ) , se transformant en elle-
même par rapport à ( 7: ) dans son ensemble.

Pour la congrnence linéaire d'axes ( d } et (0) , il se produit ceci

LVI. 1 4
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de particulier, que la surface (S) génératrice se transforme en elle-
même point par point. (S) est donc nécessairement confondue
avec le paraboloïde (7r) de transformation.

On voit dès lors comment on peut construire la congruence
linéaire invariante d'axes ( d ) et ( D ) .

Cette congruence admettant pour génératrice le paraboloïde (7:),
on l'obtient en projetant orthogonalement chaque point M de (7r)
sur ,x0 y, en faisant tourner la projection d'un angle droit autour
du point 0 (dans le plan ,r0y), et en menant par le point obtenu
a parallèle à la normale en M à (7r).


