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SUR LA REPRESENTATION CONFORME DES DOMAINES
SIMPLEMENT CONNEXES, AU VOISINAGE DES FRONTIERES:

Paw M. Bastiaan GRrooTENBOER.

I. Définition. — Si w(z)=w(x + iy) = u—+i¢ donne une
représentation conforme d’un domaine G, situé dans le plan des z,
sur un domaine H, situé dans le plan des w, cette représentation
s’appelle conforme au point frontiere a de G si

W) W) et e

-4im
z> 0 S—a
angulaire
3 pouvant s’approcher de « dans un angle fixe quelconque de
sommet 2 et situé dans G.

De la conformité e¢n a il résulte que les angles dans G, de
sommet o, s¢ conservent duans la représentation, c’est-a-dire
a deux courbes, formant dans « l'angle 6, correspondent deux
courbes, formant le méme angle § dans «w(a).

La réciproque n’est pas toujours vraie. '

Une représentation conforme du demi-plan 2 >0 sur un
domaine G du plan des «, ou w () = o sera appelée conforme
a Uinfini (an point frontiére a Vinfini de G) si

lim “—”_z—' # o el #x,

2> © ~
angulaire

s pouvant s’approcher de Vinfini dans un angle fixe quelconque

fargs o .- —, - &> 0.
n 5

Nous appellerons un domaine G un domaine « valable » si la
représentation conforme de G sur le demi-plan droit est conforme
a l'infini.

Nous entendrons toujours par un domaine : un domaine sim-
plement connexe.
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Nous bornant a des représentations du demi-plan D (. > o) sur
des domaines G situés dans le demi-plan u > o, nous savons
que la dérivée angulaire a l'infini de la fonction représentative est
réelle, non négative et finie [1] ('), et nous n’avons qu’a examiner
si elle est positive, car dans ce cas, et dans ce cas seulement. le
domaine est valable. .

Aprés quelques lemmes nous démontrerons un critére pour la
valabilité d’'un domaine, qui dépend seulement de la frontiére de
ce domaine, puis nous démontrerons que ce critére A est équi-
valent aux critéres analogues de MM. L. Ahlfors [2], C. Visser [3]
et J. G. van der Corput [4].

Ensuite, un résultat de M. G. Valiron [3] sera obtenu d’une
maniére élémentaire.

Finalement, le critére A et le critére complet de M. L. Ahlfors
donnent un critére B, pour des domaines quelconques.

Ce critére est équivalent a celui de M. L. Ahlfors et il conticnt
un résultat de MM. Bessonof et Lavrentieff [ 6].

2. Lemme 1. — Un domaine G, situé dans le demi-plan u>o.
est valable s’tl contient un domaine valable H.

La démonstration (voir les publications de M. G. Valiron (1]
et [3]) est fondée sur le fait que la fonction -‘%z) u’a jamais unc
valeur négative, si w(z) donne la représentation conforme de

D(z > o) sur G.

Leume 2. — Si l'on donne une représentation conforme du
domaine valable G sur le domaine G*, telle que les points
& Uinfini se correspondent et que la représentation est con-
Sforme & Uinfini, alors G* est valable comme G.

Démonstration. — Si w( z) donne la représentation conforme
de D(x > 0) sur Get w(ow) = o, alors

. w(3)

lim w(z) # 0 et Z£x.
> z

angulaire

(1) [.] reavoie A la liste de Bibliographic se treuvint 4 ta®a'de cette publication-
LXI. 9
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De plus, la représentation étant conforme a I'infini, on peut rem-
placer 5o par v — co.
angulaire angulaire

Si §(w) donne la représentation conforme de G sur G avec
¥ (c) = oo, alors aussi
. Yiw)
lim A
W
angulaire

Z 0 el # o,

¢{w(s)} donne la représentation conforme de D (x> o) sur G,
tandis que

, -\ !
. yiwia) g Liw) . w )
lim —— = |lim X— . lim — #Zoet £ x,
3> 3z W x w Z>x Z :
angulaire angulaire angulaire
donc G* est valable. C. Q. F. D.

LLemMmE 3. — Un domaine G, contenant un domainevalable G,,
et situé dans un domaine valable G,. est valable lui-méme.

Démonstration. — Si nous pratiquons unc représentation con-
forme de G, sur D (2 > o), nous transformons G et G, dans G*
ei (37, situés dans D.

En vertu du lemme 2, G} est valable, ¢t d’aprés le lemme 1
G* cst valable, par conséquent G aussi est valable, en vertu du
lenmme 2.

Remarque. — Un cas particulier du lemme 3 est le critére
suivant de MM. Valiron et Carathéodory [1] :

Un domaine G, situé dans un demi-plan, est valable s'il con-
tient un demi-plan.

3. Lemme 4. — Inégalité I (L. Ahlfors) :

Suppositions. — s(o) donne une représentation conforme de
la bande |7 |< 5 du plan des ¢ =% + ¢n sur le domaine H du plan
des s = + v, avec s(—+ o) = + .

a
— ¢

H est situé avec sa frontiére A dans la bande [v[< = et il contient

2
I'axe réel pour g2 p,.
6(p) est ce segment-la de la droite R (s) = u qui appartient 8 H

¢t coupe l'axe récl.
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La fonction 6(p) n’a que des points de discontinuité isolés,
c’est-a-dire 'ensemble des abscisses p des points de A ou la tan-
gente est discontinue ou paralléle a 'axe imaginaire est supposée
1solée.

Le segment 6(£), défini par R(e) =£,|I(0)|< g, est transformé

en une courbe y, de méme 6(p) en y, par la représentation
mverse.

@i (5) et po(£) sont le plus petit, respectivement le plus grand p.
sur 7, de méme £, () et Ea () de £ sur yy,
pe(E) — pi(§) = 0(§)=loscillation de # sur y,,
Eo(p) — Ei (@) = w(p) = Poscillation de u sur ye.
Proposition :
P du.
9)— Gga > —— 4 .
El(!"'-) E_(Fl):bt/;‘ e(l"') ‘b
pour

N S [} du , . .
Ba> 12 Mo et ———> 2 (Inégalité 1).
u 9CK)

Pour la démonstration de cette inégalité, nous renvoyons a

M. L. Ahlfors [2], p. 7-12 ou B. Grootenboer [ 8], p. 25-29.

Lemme 8. — Inégalité II :

Suppositions. — Celles du lemme 4 et en outre : H contient
pour g > w la bande [vigh%. h<1.

Proposition :

#I(E!)_ IJ-'.'(El)zh %(Ez— Ei)—12a,

pour
wy () 2m) et E,—Ei>26 (Inégalité II).

Démonstration :

a. Puisque 9(p) < @, nous pouvons écrire I'inégalité I dans la
forme

. b .
Bi(pe) —Ea(p) 2 —(pa— 1) — 46 si pa—py >2a.
En supposant que £, (p2) = &2 (1) =, 1l en résulte

02 Zfpa(B) = (B — 46 si a(H) — i (5) > 2a
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Par conséquent, on a ioujours
w(§) = 1a(f) —mi(E)Sda.
b. o(s) donne une représentation conforme de la bande jv|</ %

sur un domaine K, situé dans la bande |7 |< i:

K satisfait aux suppositions de linégalité I, excepté que
peut-étre K ne contient pas 1'axe réel pour { suffisamment grand.
Cependant, nous pouvons choisir pour 6*(£) celui des segments
de la droite R (¢) =%, appartenant a K et séparant les points o(})
et + o, qu’on rencontre le premier quand on parcourt la courbe
correspondant a l'axe réel du plan des s (voir M. L. Ahlfors [ 2].
p- 6, 7).

Par conséquent, nous pouvons appliquer I'inégalité 1 e¢n rem-
placant % par u, u par £, b par ha et a par . On obtient :

.~ ha
(5 — w3 (8)2 7 (§a— &) — Gha,
si
EF_D—SI>2b et 51>Ez(l—‘3)a

ou i (&) et p) (%) sont le minimum et le maximum de p sur y:
si .v|</1—-

Comme
(5)Sm ;)-*-0’(5?
(5)21a(5) —w(8) et h -,

N
Y >
. . B
il s’ensuit

) ha ,
o (5e) — palB) 2 5 (= E)— fa—ow(E) —ouliy

ha
:’]T(,n E1)—l2ll

(en vertu de a).

Remarques. — 1° Dans l'inégalité II, nous pouvons prendre
pour ha la largeur minimale de la partie du domaine H qui con-
tient I’axe réel entre y;, et y: .

2° 1l résulte de la partie « de la démonstration ci-dessus que

s 0 .
E1(}J~:)—52(}11)222(}’-:—}1\)—‘“' SU g — [y > 2.

Par conséquent, il suit de I'inégalité 11 :
wi(Be) —pa(Br) > 2a, si A(E—F5) > 140
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Si nous remplacons dans l'inégalité premiere £ (pa) par %y

et Z,(py) par Z, nous aurons a remplacer p, par p, (%) et p
par p.(%;) et nous trouvons ’

b «
L—52 ;{M(Ee'— Wit ) — 46,
donc
a
Hz(E:)"}Ll‘El)g,‘)(52—‘51)+ﬁa,
. 146 . .
si§y— 2, > 71 et si Z, est suffisamment grand.

k. Le critére A. — Noit G un domaine situé dans le demi-
plan u>> o, ayant Uinfini pour point frontiere accessible.

La représentation conforme de G sur le demi-plan x> o,
telle que les points a Uinfini correspondent, est conforme
Uinfini s'il ¥y a une suite des points ¢,, croissant vers Uinfini,
telle que, pour les points w situés sur la frontiere de G, les
deux séries

®

Rl (3
Z max fO(w) et z max H(w) lngl—ﬂl
Pea 1< TSl o) el St 1 Shm vl “n

n=iI n=i

convergent, ou

0(w)=

~ 1A

—argw pour argw > o,

-+ argw pour argw < o.

SR

Si nous supposons | v, | = k" (k>1), le critere A devient celui
de M. L. Ahlfors ([2], p. 36) pour des domaines situés dans le

. . Ul
demi-plan droit, parce que log - est constant.
Démonstration. — a. Nous commencons par démontrer un

lemme.

Si w(3) donne la représentation conforme de D(z > o) sur
un domaine quelconque G, lel que w(+ @)=+ oo, alors cette
représentation est conforme a linfini si, 5 tendant vers l'infini sur
w

Paxe réel, log ! tend vers p 7% — o et Z + co. Arg; est un

pe

w

conjugué de la fonction harmonique log =

posséde

3

» donc log ’

o*
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la propriété susnommeée si
f (arg “—-—’(‘V) — arg w(——y) dy
{ Y -y Vy
converge (voir M. P. Fatou, Acta mathematica, Bd 30, 19o6).
Or, parce que
ar “'}/

T ©
;‘ et ﬂl"(—}’)-—-—:’

cette condition revient a

/‘w : = —argw(y)+ arg w(—y) ! d)’
converge. ' 7
Si G est symétrique par rapport a I’axe récl. ce qui entraine
argw(y)=—argw(—y).

nous trouvons la condition .
“x . qdy
(= —argw(y) -*
{2 )

b. Maintenant, nous pouvons démontrer le critére A. Nous
ferons usage du lemme 1 et nous démontrerons que la représen-
tation conforme du domaine H suivant sur D (x> 0) est conforme

converge.

a 'infini.

H est défini comme il suit :

H est symétrique par rapport & l'axe réel et situé dans le
demi- p]an © > o. Sur sa frontiére §(w) =20, de |w, | jusqu’a i w,_|
I

(1) |

et jw, l=|w
Lus séries

20,, et S‘o,, loﬂ‘—""

n—l n—l ”‘
convergent.
D’aprés a. la représentation conforme de H sur D (& > o) est

conforme a U'infini si
. dv
[on
. R%

converge.
Soit y(w,, ) = ¥, etc.

PEE [ E

— R A
n=1 n=1 n’

car tous les 9 (y) sont positifs.
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En tenant compte de la remarque 1° de 3 et de l'inégalité II,
nous avons

1 (Eny) — 2 (§n,) 2 hn(§ny,— &ny) — 1270 pour Ep,— En, > 27,
ou h,m = largeur du domaine transformé entre s, ets,,;

s = logw,

¢ = logz; sp, = logwn,, on, = logiyn,;
Sny = Mn, + LVn,, Ony = En,+ U Mn,.
Donc '
log| wn, | — log| wn, | 2 hn(logyn,— logyn,) —127,
s1

log‘ﬁ! >ax
Ve

(nous pouvons supposer que les y, el y, sont pdsitifs parce que
le domaine H est symétrique par rapport a I'axe réel).
La derniére inégalité donne '

1 w, 127
log 2% < Log|Zra| 4 27 n=1,2,3 ...).
o] .}’m = }L" g Wn, h,, ( ) ’ ) )
De méme 'inégalité suivante :
g
lOg Yin+1), < 127

¥n, = le plus petit de A, et de hpy < 2,

est valable a partir d’'une certaine valeur N de 7, parce que nous
pouvons supposer que, pour n > N,

hn > ‘1"
2

En effet, ¥ 6, converge; donc il y a un N tel que, pour n >N,
g y que, p

n=1

]
. ;0
0n<Z et hpn= - > o)
2
Ymg dy n ¥ - Wn 0,
0(y)—= =0,log =<0, —1 — |+ 127 —
‘/.Y:n (.7) N n 08 Yn nhn ()g Wn, ! xhn
|
< 20, log ‘:}"’ + 2470, pour n > N;
ny

Y(n+1)1

ﬁ(y)(j/—y < (0p+ 0n+1)log"ﬁﬁﬂ§(0,.+ 0p41)24%  pour n >N,
)'nl :
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Z 0, et 2 0, log

nos n=

v l{V
0()y)—=-
Y

La convergence de

Wy,

WY,

entraine donc celle de

et nous avons démontré que la représentation conforme de H sur
D (& > o) est conforme a l'infini.

D’aprés le lemme I, la méme propriété subsiste pour le
domaine G. C. Q. F. D.

Remarque. — Le résultat de M. G. Valiron [5] découle du
critére précédent :

Un domaine G, qui satisfait aux conditions suivantes, est
valable : G, situé dans le demi-plan « > o0, a pour frontiére la
courbe u="¢lh(ivj), on h(t) est positive, non croissante et

Ml’l

tendant vers zéro quand ¢ tend vers I'infini, tandis qucf :

converge.

En effet,

f AP Ef ’”“ {t>2h(k“+‘)logk

max 0(w) = arc tang A (A"),
kn gt

done le domaine G satisfait au critére de M. L. Ahlfors (comparer
aussi le résultat B de M. J. Wollf [T]).

5. Les criteres de MM. L. Ahlfors, C. Visser et J. G. van
der Corput et le critere A sont équivalents.

M. C. Visser [3] et M. J. G. van der Corput [ 4] ont donné des
criteres dont M. van der Corput a pu démontrer I'équivalence
(comparer B. Grootenboer [8], p. 41-44).

Nous commencons pﬂl; démontrer I'équivalence des critéres de
MM. L. Ahlfors ct J. G. van der Corput.

Le critére dernier est :

St G contient Uaxe réel pour u>> u, et ¢(v) est le plus grand
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de u(v) et u(—v) ou {u(v),v} et {
points frontieres de G, la représentation conforme de D (x> o)
sur G est conforme a Uinfini, si

) max 9(q)) v
fg'/“ Ty

Le critéere de M. L. Ahlfors peut s’énoncer dans la forme :

, — v} sont des

converge.

(x est valable st

©

}: 9
max i—)
kn fn+1 @
n=iI
converge, parce que
u

u
O—arctang—N— et lw |~ o,
© '

Pour démontrer 'équivalence de ces critéres nous remarquons

que
(1) /c'l'],nl?’-}fw)%?g&?(:)
oL
(2) "’Tkjiﬁ(u) < max ;(vv)
11 s’ensuit que : o
L VAR R

I 1
2 e —
2 %;n;‘i?(q) (k" k,.ﬂ)
— 1

zEL:“ﬁMW T

A —1 ?2(q)
D 4 :
DTS e =

a cause de (1);
(b) fm%-;ng?(q)%%=2fk"“”s{r‘r;3f?(q>§
§i%q?::lq=(q)i —,%1
Comme T

max :p(q)<max v(q)—f—max ¢(g)—+...+ max $(q)-+ max 9(q),
/<kn+l kn—1 fn kn, kn+1
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on a
max 3(¢) maxg(g) maxso max ¢ pax
Y = nax
Sk na #(q) - ma ¢(q) Qe 2(q) (Anax, $(q)
fon+1 = fon+1 B An+t RaCER Ao+t fn+1
3(q) 3 ( 3 (
max - 7 max ¥9) max - ) .
5 k, kt (n—1 fn . <
g LA 7 g - A 9 max .(,q),
= hn fen—1 k knkntt G

a cause de (2).
Il s’ensuit que :

f (max 3(q) ’—/V
( /]gv o= )

x IIIHX?“I) ln"x?(q) ( )
iy 4, k2 3
< (h—1) E u T 7 k"_lq - k:n?nxu qq

—_ - . ?(q__) \ _I —

= (A l)% ﬂ::}X 7 Ek""
i ?(4»5*1 . 9(9)2.' L 3
»—1?‘.;\_3( 7 l\_m—i—...—l—k’l.l‘lfnxrl P A""—’_"'f

:(/.'——l)—L max #(g)
A —1 knkn+t g

)

parce que tous les o () sont positifs.

Nous avons donc démontré 'équivalence des critéres de
MM. L. Ahlfors et J. G. van der Corput.

Maintenant nous allons démontrer I'équivalence du critére A et
celui de M. L. Ahlfors, qui résulte du critére A.

Sup /m.{ ions :

(1) 2 max 0(w)
1¢nly 10n+1]
el
(2) 2 max  0O(w) log 2I—'l
[val, [¥n+al n

convergent.

Proposition :
(3) max 0(w) (k>1)

kn, kntt

converge.

Démonstration :
max 0(w)
1ol 10a+1 |
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se présente tout au plus

©On41
(=5 -
( log k& 2

fois comme terme de la série (3), ou [a] signifie I'enticr de a.
D’aprés (1) et (2), (3) converge. : C. Q. F. D.

Remarque. — 11 résulte du théoréme précédent que, si pour un
certain k la série (3) converge, cette série converge pour chaque k.

6. Le critére B pour des domaines quelconques. — Il s’ensuit
du critére A et de celui de M. L. Ahlfors le critére suivant :

Un domaine G qui satisfait aux conditions suivantes est un
domaine valable :

a. Il y a une suite de points v,, croissant a Uinfini, telle
que, pour les points w sur la frontiére de G, les deur séries

® £

2 max 0*(w) et 2 max 0*(w)log

1enl, 10n+a ] 10nly | 41
n=1 n=1

Y1 ‘

convergent, ou

0*(w)=0(w) = ;——argw pour argw > o
) pour 6(w)>o0
= E -+ argw pour argw < 0 :

=0 pour 0(w) <o.

La convergence de la premiére série donne un R tel que,
pour u> R, G contient l'axe réel.

b. f {b (r)’——'n: } ‘—f—r converge, ot b(r) signifie la longuelr

de l’arc de |w|=r qui appartient a G et qui coupe l’axe réel.

SiVon choisit | ¢,| = k", ce critére B se transforme en celui de
M. L. Ahlfors et I’équivalence de ces critéres résulte de 5.

Pour la démonstration du critére B, qui est fondée sur l'iné-
galit¢ I, nous renvoyons a M. L. Ahlfors [2], p. 36-38, ou
B. Grootenboer [8], p. 49-51.
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Remarque. — 1l s’ensuit des démonstrations de MM. Bessonof

et Lavrentieff [6] qu'un domaine G est valable si, pour les points
frontiéres (u, ¢) avec ¢ >V,

Ju!<lpirt-e (12¢>0).

Cie résultat est une conséquence immeédiate du critére B.
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