
BULLETIN DE LA S. M. F.

BASTIAAN GROOTENBOER
Sur la représentation conforme des domaines
simplement connexes, au voisinage des frontières
Bulletin de la S. M. F., tome 61 (1933), p. 128-140
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1933__61__128_0>

© Bulletin de la S. M. F., 1933, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. F. » (http:
//smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique l’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1933__61__128_0
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


— ti8 —

SUR LA REPRÉSENTATION CONFORME DES DOMAINES
SIMPLEMENT CONNEXES, AU VOISINAGE DES FRONTIÈRES:

PAU M. R A S T I A A N GROOTENBOEH.

1. Définition. — Si «-'(-s) == tv(of 4- iy) = u + iv donne une
représentation conforme d'un domaine G, situé dans le plan des ^,
sur un domaine H, situé dans le plan des <v, cette représentation
s'appelle conforme au /foint frontière a de G si

. <r ( z ) — w {a. ) ,lim ————————- ^t o et -^ x.
z-^ a ^ — a

Milidiliiirc

^ pouvant s'approcher de a dans un angle rixe quelconque de
sommet a et situé dans G.

De la conformité en a il résulte que les angles dans G, de
sommet a, se conservent dans la représentation^ c^est-à-dire
à deux courbes, formant dans a Fangle 0, correspondent deux
courbes, formant le même angle 0 dans w(a).

La réciproque n'est pas toujours vraie.
Une représentation conforme du demi-plan x >> o sur un

domaine G du plan des (r, où ^(oo) == oo sera appelée conforme
à l'infini (au point frontière à l'infini de G) si

i • ^ ( s ) . .Il m ——— ^ o et ^ x,
s->- »

insulaire

pouvant s'approcher de l^ inf ini dans un angle fixe quelconque

r. TT
'ar^ .-£ ' ï "^ 0 -

Nous appellerons un domaine G un domaine « valable » si la
représentation conforme de G sur le demi-plan droit est conforme
à l'infini.

Nous entendrons toujours par un domaine : un domaine sim-
plement connexe.
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Nous bornant à des représentations do demi-plan D{jc > o) sui-

des domaines G situés dans le demi-plan u >> o, nous savons
que la dérivée angulaire à Pinfini de la fonction représentative est
réelle, non négative et finie [i] ( ' ), et nous Savons qu'à examiner
.si elle est positive, car dans ce cas, et dans ce cas seulement, le
domaine est valable.

Après quelques lemmes nous démontrerons un critère pour la
valabilité d'un domaine, qui dépend seulement de la frontière de
-ce domaine, puis nous démontrerons que ce critère A est équi-
valent aux critères analogues de MM. L. Ahifors [2], G. Visser [3]
-et J. G. van der Corput [A].

Ensuite, un résultat de M. G. Valiron [5] sera obtenu d'une
manière élémentaire.

Finalement, le critère A et le critère complet de M. L. Ahifors
-donnent un critère B, pour des domaines quelconques.

Ce critère est équivalent à celui de M. L. Ahifors et il contient
un résultat de MM. Bessonof et Lavrentieff [6].

2. LEWME 1. —Un domaine G, situé dans le demi-plan i^>o.
-est valable s'il contient un domaine valable H.

La démonstration (voir les publications de M. G. Valiron [1]

et [o]) est fondée sur le fait que la fonction —-—) n'a jamais une

valeur négative, si w ( z ) donne la représentation conforme de
D(op > o) sur G.

LEMME 2. — Si l'on donne une représentation conforme du
domaine valable G sur le domaine G*, telle que les points
à l'infini se correspondent et que la représentation est con-
forme à l'infini, alors G* est valable comme G.

Démonstration. — Si i^( z) donne la représentation conforme
de D(j? .'> o) sur G et w(oo) ^= oo, alors

l im '-̂  ^ o et -^ x.
Z ->- ac 2

angulaire

( l ) [.] renvoie àlalistedeNbliogr»ph»<9<trAa»«t»tàh-(MiKfeceltep«bltcatMKi-
LXI. 9 •
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De plus, la représentation étant conforme à l'infini, on peut rem-
placer z-^oo par {V—^OD.

angulaire angulaire

Si 4'(^) donne Ift représentation conforme de G sur G* avec
4^(00) = oo, alors aussi

^ ( it, )
l im J——- 7^ o et 7^ oo.

.(•-^x W
angulaire

^ { (^(^)} donne la représentation conforme de D(.r>o) sur G*,.
tandis que

^ ; w ( s ) i ,. -^w) ,. w11 m —————— =- l i m -—— • 11 m — -^- o et ^ x>,
- . - T , . , . „ <^ - . - . Z 'z -> ac *̂  n ' ->-x W ^ - > - 3 c - 3

angu la l rp f l i igu la i r t ' ansniair»1

donc G* est valable. c. Q. F. D.

LEMME 3. — Un domaine G, contenant- un domaine valable G( y
et situé dans un domaine valable G.j. est valable lui-même.

Démonstration. — Si nous pratiquons une représentation con-
forme de G.j sur D(;r;>o), nous transformons G et G| dans G*
cl G^, situes dans D.

En vertu du lemme 2, G\ est valable, et d'après le lemme 1
G* est valable, par conséquent G aussi est valable, en vertu du
ici n me 2.

Remarque. — Un cas particulier du lemme 3 est le critère
suivant de MM. \ aliron et Carathéodory [1] :

Un domaine G, situé dans un demi-plan^ est valable s'il con-
fient un demi-plan.

3. LEMME 4. — Inégalité 1 (L. Ahifors) :

Suppositions. — s(<7) donne une représentation conforme de
la bande ^ | ̂  - du plan des cr = Ç 4- i'n sur le domaine H du plan
des s == p. 4- iv, avec 5(-(~oo)==-4-oo.

H est situé avec sa frontière A dans la bande [ v l ^ — et il contient
l'axe réel pour p-^p.^.

ô(p.) est ce segment-là de la droite R(^) == p. qui appartient à H
et coupe l'axe réel.
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La fonction 9(p.) n'a que des points de discontinuité isolés,

c'est-à-dire l'ensemble des abscisses p. des points de A où la tan-
gente est discontinue ou parallèle à l'axe imaginaire est supposée
isolée.

Le segment 0(Ç), défini par R(<7) = ̂  |I (a) [^, est transformé

en une courbe y^ de même 9(^) en ^ par la représentation
inverse.

^i (S) et ̂ (0 sont le plus petit, respectivement le plus grand u
sur ^, de même ^ (/ji) et ^(^) de Ç sur y^.

^2 ( S ) — ^ i ( ç ) == o) ( ç ) = l'oscillation de ç sur y.,
Ç 2 ( ^ ) ~ Ç i ( ^ ) = to((Ji) == l'oscillation de (JL sur yç.

Proposition :

pour
Si(^)~S2(^)>6 C^-^-^.J^ Q^)

ij,
^2>^i^^o et y ft7JiT>'2 (Inégalité 7).

^pi V Î A /

Pour la démonstration de cette inégalité, nous renvoyons à
M. L. Ahifors [2], p. 7-12 ou B. Grootenboer [8J, p. 20-29.

LEMME 3. — Inégalité I I :

Suppositions. — Celles du lemme 4 et en outre : H contient
pour p. > ̂  la bande | v ^ h a » h < i.

Proposition :

^<(S2)-^(Çl)^l(Ç2-Çl)- I2a,

pour
^i(Si)^; et ^ — Ç i > 2 6 {Inégalité I I ) .

Démonstration :

a. Puisque 9 (p.) < a, nous pouvons écrire l'inégalité 1 dans la
forme

S i ( ^ ) — Ç 2 ( ^ i ) ^ ^ ( ^ — ^ i ) — 4 & si ^ s — ^ i > 2 a .

En supposant que ^ (^2) = ̂  ( ^< ) = c, il en résulte

o^{^( Ï ) -^ i (S)} -4^ si ^(Ç)-^(ç)>.^
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Par conséquent, on a toujours

to(0=^(S)-^i(S)^4a.

b. O-(A') donne une représentation conforme de la bande j v <li a

siir un domaine K, situé dans la bande rj < — •
K satisfait aux suppositions de Pinégalilé I, excepté que

peut-être K ne contient pas l'axe réel pour \ suffisamment grand.
Cependant, nous pouvons choisir pour 0*(S) celui des segments
de la droite R(o") == Ç, appartenant à K et séparant les points o"(^)
et 4- oo. qu'on rencontre le premier quand on parcourt la courbe
correspondant à l'axe réel du plan des s (voir M. L. Ahifors [21,
p. 6, 7) . -

Par conséquent, nous pouvons appliquer l'inégalité 1 en rem-
plaçant £ par /JL, p. par ^, b par ha et a par b. On obtient :

î^(^)-^(^)^(S2-Çl)-4^,

si
ç,-ç,>26 et Çi>^(p.;),

oùj j^(Ç) et j^.*»(^) sont le minimum et le maximum de p. sur y^
• i i ^ ; «• i i ^ ; cisi j r l < // -•si ; r !<// .-•

Comme
ÎJl;(;)^l(S)+03(Ç)

ui ; (S)^J4(S)—co(S) et / /< i ,

^ i ( ; 2 ) — ^ 2 ( Ç i ) ^ - ^ ( S 2 — S i ) — 1 a — ( o ( ? i ) — c . ) ( ^ »

il s'ensuit

/ia
' T ^^-^-(S2-Çl)-I^ '

(en vertu de a ).

Remarques. — 1° Dans l'inégalité II, nous pouvons prendre
pour ha la largeur minimale de la partie du domaine H qui con-
tient l'axe réel entre y^ et y^.

2° II résulte de la partie a de la démonstration ci-dessus que

S l ( ^ 2 ) — — ^ ( P - l ) ^ - ( ^ 2 — ^ 1 ) — 4 ^ ^ ^ » — ; J L i > :^<7.
CL

Par conséquent, il suit de l'inégalité II :
P . i ( S 2 ) - ^ 2 ( S . ) > - 2 a , si / / ( ^ - ^ ) > i 4 / , .
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Si nous remplaçons dans l'inégalité première ç, (p.^) par iia

et ^.'(^i) par î i nous aurons à remplacer ^JL, par ^ i ( E i ) et JJL^
par ^2(^2) et nous trouvons

^ - ^^ i ^2 ( ^ ) - ^ i<^ ) ! - 4^ ,
donc

; ^ ( S 2 ) — — ^l^l)^ |^S-2——^l ) -+ - 4 (1 ,

si S;a — Ï i >> — et si cj est suffisamment grand.

i. Le critère A. — Soit G un domaine situé dans le demi-
plan u >> o, ayant l'infini pour point frontière accessible.

La représentation conforme de G sur le demi-plan x >> o»
telle que les points à l'infini correspondent^ est conforme à
l J infini s'il y a une suite des points (;,,, croissant vers l'infinie
telle que^ pour les points {Y situés sur la frontière de G, les
deux séries

^ max 0 (w ) et ^ max 0 (w ) l og
^.., i<"i,,, i<' i ., i ^i.. ,<,,., i<^i., i

0 ( w ) == ^ — argtv pour argw > o,

== — -+- ar^'w pour argw < o.

Si nous supposons 1 Vu •==- k ' 1 {k^> i ) , le critère A devient celui
de M. L. Ahifors ([2], p. 36) pour des domaines situés dans le

{^n-<r\

demi-plan droit, parce que log—^- est constant.

Démonstration. — a. Nous commençons par démontrer un
lemme.

Si w(3 ) donne la représentation conforme de D ( o C > o ) sur
un domaine quelconque G, tel que tv'(4- oo) == -4- oo, alors cette
représentation est conforme à rinfini si, z tendant vers rinfini sur
l'axe réel, log -^ tend vers y. -j^-—oo et ^4-00. Arg— est un

conjugué de la fonction harmonique log -- » donc log — possèdeCCI

9»
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la propriété susnommée si

/ lc ( w(r) w ^ — y n r f y
(^——-»••?—^S y

converge (w/r M. P. Fatou, Acfa mathematica^ Bd 30, 1906).
Or, parce que

argy==^ et ar^(-y)==-î,

cette condition revient à

j \ r, — ar^ w(v) -+- nri; w(—y) } —^

converge.
Si G est symétrique par rapport à Paxe réel. ce qui entraîne

{ir^ { v { y ) = — î\r^ w (—y ).

nous trouvons la condition

/ ^-^"•^i^
converge.

b. Maintenant, nous pouvons démontrer le critère A. Nous
ferons usage du lemme 1 et nous démontrerons que la représen-
tation conforme du domaine II suivant sur D(.c>o) est conforme
à l'infini.

H est défini comme il suit :
H est symétrique par rapport à l'axe réel et situé dans le

demi-plan u > o. Sur sa frontière Q(w) = 0,, de I w,,J jusqu'à i w^ \
et iir,J= «'(/^nj-

Les séries

^8,, et .^0,,Iog ^|

convergent.
D'après a, la représentation conforme de H sur D(^ > o) est

conforme à l'infini si /""•••'•?
converge.

Soit y (^) ==y,^, etc./"•</>? 'ic'̂ /̂r'''0'̂ '
car tous les 9 (y) sont positifs.
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En tenant compte de la remarque 1° de 3 et de Pinégalité II,

nous avons

^l(Sn,)—- P-î(^ni)^ A/ i (Ç/ i ,—Ç/î i )—I23r |)OUr Ç^— Çn,> -27':,

où hnTt = largeur du domaine transformé entre s^ et «y^;

5== logw, 7= legs; ^==logw^, ^==log('y^;

^1= ^/ii-+- ^/îo ^1= Çni-+-îl^r

Donc
^g w^ — ^glw^ 1 ^^(^gyn,—^gyni)—^^,

si
10^2^2 > 2 ^

y/'i
(nous pouvons supposer que les y,^ et y,^ sont positifs parce que
le domaine H est sjmétrique par rapport à l'axe réel).

La dernière inégalité donne

i Yn. ^ 1 i W/i, 1 'î ̂loa-^—-1 < — log ——î -h——
y»i - hn 6 | Wn, A,,

De même Pinégalité suivante :

( / l = I , -2, 3, . . .) .

loe -21i±tl22 <_______ I27t_______<243r
y^i = ^e pi"5 petit de hn et de A^^i )

est valable à partir d^une certaine valeur N de n^ parce que nous
pouvons supposer que, pour n > N,

hn>^'

ac

En effet, V Qn converge; donc il y a un N tel que, pour n >N,

6,,<^ et hn= ^
>. î

r^H^^^o^^^ —̂—— -+- I 2 3 T — —
W/î, A^t/v y y n^ i^n. . ^rit

Jn^

< 2 6,» log —^ 4- 24 ît6,, pour /i > N ;
w,

V(it-^\ ):
^ ^^(J)^ < (6^4-e^)log•>-^-^^(6„+6^1)24^ pourn>N.»/*. ^ y^
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La convergence de

^ 0. et ^ e,/ lo^

entraîne donc celle de ro(,,^J ' r

et nous avons démontré que la représentation conforme de H sur
D (J.' >• o) est conforme à l'infini.

D'après le lemme 1. L) même propriété subsiste pour le
domaine Ci. c. o. F. n.

/remarque. — Le résultat de M. G. Valiron [5] découle du
critère précédent :

Un domaine G, qui satisfait aux conditions suivantes, est
valable : G, situé dans le demi-plan u >> o, a pour frontière la
courbe u' = ' c 1 h ( j v \ ), ou h ( t ) est positive, non croissante et

tendant vers zéro quand t tend vers l ' infini, tandis que / ——)^
converge.

En effet,

f^^L ^^s^"^'0^
et

max 6(w) = arc tan^ h (À" ) ,

donc le domaine G satisfait au critère de M. L. Ahifors (comparer
aussi le résultat B de M. J. Wolff[7]).

,'). Les critères de M M . L. Ahifors^ C. Visser et J . G. van
(1er Cor put et le critère A sont équivalents.

M. C. Visser [3] et M. J. G. van der Corput [4] ont donné des
critères dont M. van der Corput a pu démontrer l'équivalence
(comparer B. Grootenboer [8], p. 4i-44)-

Nous commençons par démontrer l'équivalence des critères de
MM. L. Ahifors ctj . G. van der Corput.

Le critère dernier est :

Si G contient Vaxe réel pour u >> UQ et <p(^) est le plus grand
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de u(^) et uÇ—^) où [ u ( v ) , v } et [ u (—e) , — ^ ) A'OA^ des
points frontières de G, fa représentation conforme de D(J?>>o)
.s'î/r G est conforme à l'infini, si

/ x dv( m a x 9 ( y ) ) - ^
) /y \ u l

co^p^/y^.

Le critère de M. L. Ahifors peut s'énoncer dans la forme :
G est valable si

Y ^^ î ( ^ )s,mâx
1 y&n^n+l P

converge^ parce que
M ?< , ,6 = arc tang— ~ — et 1 w ~ (\0 p p '

Pour démontrer l'équivalence de ces critères nous remarquons
que

max t p (P )
^n ^n+l1 S (P )( i ) ——.———> max -——-

^n -A"*,^»-' V

et
max Ç (P) ,. .

(.) ^ < max 1^2.
/^n+l -^n^4-i ?

II s'ensuit que :

(a) /'j^x,^)^-:^^ j^^iS

> y ( m a x ® ( 7 ) ) ( l- — ———'}
=^à\^,n>^/\\^ k ^ ^ )

^{^y^}^h — 1

. À — l v< ? ( a )> —— ^ max J • >
- k'2 A^n-,^ ûr

à cause de ( i ) ;

(ï) f ^naxç(<7) ± =^ f ("^^US
i/ ( y<p " -—»y/-n ( ^^^ )

Â - I^Vi max 9(y) -F-!..
-—— ] q<k"+^ À

Comme

max ;p (ûr ) < max y ( â ^ ) 4-max cp(â^ ) -1 - . . .— max î p ( ^ ) + max ^(q),
^<^n+.l 0,^ ^,^2 X-»-*,^ ^,^+ï
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on a

^'(q) ^ y^) T,Î^^ .n1"8^^ ,^?^)
Â-^1 = Â-'^i -t- À-^i ' 4 ~ • • • ' + ~ ^ m - + - y ^ î T

? ^ 7 ) s «7 ) s ^ <7 )max——'- max—^— max —x-. o.<- <? ^ /•* ^ , ^-i,^-" q ^ ( y )S ——.-—— -+- —,-—— -h... 4- ————— -h max —ï- ,A A'""1 À x"./(:"^i y

à cause de (2).
11 s'ensuil ((ne :

r^ </?1 ( max ^ { q } ) - .7
l/ ( 7^- $ (" .

C ( û' ) ? ( ̂  )mnx ^—±— max -—1—
^ / / . V 0 - ^ ^ , ^^ ^ c^)
^^ ' - ^^ (^T-^ -^-•+•••4- .m^^

= ( A - i ^ maxi^V 1
v / o / - ^ ^À-7"i,/ y ^k^l

ï - ( y ) Vi i c(ûr ) Y< i )+- max-1—— ^ — 4-. . .4- max ' •J ^ — 4-. . . /
/-,^ y ^Â-7" ^ , ^ + * q ^àk'11 )

/ / /l V ?(^ )= ( Â — i ) , — — — ^ max —-z->
A — — I Ad ^n^n+l y

parce que tous les 9(7) sont positifs.
Nous avons donc démontré l'équivalence des critères de

MM. L. Ahifors et J. G. van der Corput.
Maintenant nous allons démontrer l'équivalence du critère A et

celui de M. L. Ahifors, qui résulte du critère A.

S uf) positions :

< i ) 7 max 0 ( w )
^l'nM'-n+ll

•x

< •2 ) 7 max 0 ( w ) lo<; ^—
^I^U^il ' ^

convergent.

^^^-i
t^//

Proposition :

( 3 ) V max 0 ( w ) (Â-> i)
-——— À•re,Â•n+ l

converge.

Démonstration :
max 0(w)
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se présente tout au plus

(r'°g( i i v'^V^\~~' vn
[ L iogÂ-

fois comme terme de la série (3), où [a] signifie rentier de a.
D'après ( i) 01(2) , (3) converge, c. Q. F. D.

Remarque. — II résulte du théorème précédent que, si pour un
certain k la série (3) converge, cette série converge pour chaque/r.

6. Le critère B pour des domaines quelconques. — II s^ensuit
du critère A et de celui de M. L. Ahifors le critère suivant :

Un domaine G qui satisfait aux conditions suivantes est un
domaine valable :

a. Il y a une suite de points v,^ croissant à l'infinie telle
que^ pour les points w sur la frontière de G, les deux séries

V max 6 * ( w ) et ^ max 6*(w)log v^-
•̂̂  i < n l , 1 ^'n-t-1 1 ^— 1 •ni . 1 t'n-t-1 i ^n

convergente où

6 * ( w ) = 0 ( w ) = - — a r ^ w pour ar^w > o
pour 6 ( w} > o

7: ar^w p o u r a r g w < o
•l

: o pour 6 ( w) <^ o.

La convergence de la première série donne un R tel que,
pour u > R, G contient l'axe réel.

b. I { b (r) — TT } — converge^ où b(r) signifie la longueur

de l'arc de \ w \ = r qui appartient à G et qui coupe l'axe réel.

Si Pon choisit Vn = k11^ ce critère B se transforme en celui de
M. L. Ahifors et ^équivalence de ces critères résulte de K.

Pour la démonstration du critère B, qui est fondée sur Piné-
galité I, nous renvoyons à M. L. Ahifors [2^, p. 36-38, ou
B. Grootenboer [8], p. 4Q-5i.
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Remarque. — 11 s'ensuit des démonstrations de MM. Bessonof
et LavrentiefF [6| qu'un domaine G est valable si, pour les points
frontières ( / / , r ) a\ec c >• V,

j U | ̂  | ^ l1 -^ (/! ̂  £ > 0).

C(1 résultat est une conséquence immédiate du critère B.
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