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BULLETIN
DE L\

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE

PROBLÈMES DE VALEURS A LA FRONTIÈRE
RELATIFS A CERTAINES DONNÉES DISCONTINUES:

PAR M. GEOHGES GïRAUD.

Introduction.

Si l'on étudie les solutions des équalions du type elliptique dans
le cas où toutes les données sont continues (les coefficients, des
dérivées secondes dans l'équation étant, en outre, hôldériens), on
est amené à employer des transformations conduisant à des équa-
tions dont les coefficients et le second membre ne sont pas tous
continus. Cela justifie une étude consacrée spécialement à ces cas.

Dans les pages qui suivent, on montre d'abord que la méthode
de Fredholm est applicable aux noyaux de certaines catégories
dont la généralité dépasse sensiblement ce qui est utile pour les
problèmes visés. Ensuite on s'attache aux équations du type ellip-
tique dans lesquelles les coefficients des dérivées secondes sont
hôldériens, mais les autres coefficients et le second membre
peuvent être discontinus aux points d'une variété à m — i dimen-
sions (m étant le nombre des dimensions de l'espace); on sup-
pose seulement que si l'on multiplie chacun de ces coefficients et
le second membre par la puissance i —À' de la distance à celte
variété (o^ / r^ i ) , les produits sont bornés. On trouvera plus
loin (II, 1, 2) la manière précise de poser dans ce cas les pro-
blèmes qui généralisent ceux de Neumann et de Dirichlet. L'in-
troduction de ces discontinuités se montre spécialement avan-
tageuse pour la résolution du problème de Dirichlet (III, 10, note).
Enfin on indique des conditions suffisantes pour que les dérivées
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premières on secondes de là solution (Tun problème de Dirichlet
soient hôldériennes avec un exposant donné h inférieur à un
(Chap. IV); pou rie théorème qui concerne les dérivées premières.
les discontinuités s'introduisent encore (Tune façon, pour ainsi
dire, spontanée. On trouvera aussi là (IV, 3) une généralisation de
résultats antérieurs, relatifs à des extrema atteints sur la fron-
tière ( ' ).

Sommaire.

I. Application de la théorie de Fredholm à certains noyaux. — II. Opé-
rations du type elliptique dont les coefficients admettent certaines discon-
tinuités. — III. Solution élémentaire principale. Problèmes de valeurs à
Ifi frontière. — IV. Dérivées premières et secondes aux points de la
frontière dans le problème de Dirichlet.

CHAPITRE ï.
APPLICATION DE LA THÉORIE DE FREDHOLM A CERTAINS NOYAUX.

1. Lemme. — Soient î\.et h deux variables positives^ et soit oc
une constante inférieure à rentier positif m. Nous considérons
Vintègrale

/
im)

j = (^-^aij-^...4-<4(-+-Â2)<ol-WV2^V,

étendue à la région

a} 4- a:2, -4-... 4- a^ < R»;

d\ désigne ^élément de domaine d(a^ 02, . . ., a^). Je dis que
si h est borné, 1 admet la limitation (2)

C^R») ( o < a < w ) ,
0[ log( i4 -R/A)] ( < x = = o ) ,
CK/i01) ( a < o ) .

( > ) Pour abréger, on désignera par de» leUres certains travaux antérieurs,
ainsi qu'il suit : a, Ann. se. Éc. Norm., t. 43, 1926, p. ï à 128; b, «a?., t. 46,
1939, p. i3i à 245; <\ Bull. Se. math., t. 53, 1939, p. 367 à 395; d, Ann. scient.
Éc. Norm. t. 47, 1930, p. 197 à 266; <?, id., t. 49, 1932, p. ï à io4 et 245 à 3o8;
/, Journ. de Math., t. 1 1 , 1932, p. 389 à 4I6; g, Bull. Se. math., t. 56, 1932,
p. 248 à 272, 28i à 3i2, 3i6 à 352, Errata, p. 384.

( 2 ) On emploie le symbole 0 de Landau (^, I, 9, note; voir au même endroit
la définition du symbole o).
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Eneflfet, si nous introduisons les coordonnées polaires, il vient
„«

1 F ( m/2 ) = '2 ;̂ /2 j ( p2 ^_ fit .y<X-m,/2 p^-l ̂

^O . ' . '

Si o < a <: w, la dernière intégrale écrite est moindre que

/p.- .̂
•A» a'• *"-•

Si a^o, elle est égale à
„ R//»A01 y (14- ^) ( a-m ) /2^-'<Y/.

^n

Si a est nul et R ^ A , c'est moindre que

/*' /'R//'^//jf ( i -r- r- }-/"/^ t^- • ̂  ̂ - ^ - ;
^O t ' I ^

si a == o et R << A, c^est moindre que

^ B//<

/ t^-^dt.
^o

Si a <; o, c^est moindre que

/,a f" x (, + ,< ).a-,n>/.,,.-. ̂  ̂  ^a ̂ /'^(-a/^
^o ^ [ ( / 7 ^—a} /2]

Dans tous les cas, l'énoncé est donc vérifié.

2. Lemme. — Soit D le domaine des points (ai, 03, . . . . <7^)
^fc qi^en posant

m

rî:= ^ a^ / '>0 (^P^^ï),
/<==m—P+ï

o/i ait r < R, R étant donné, et tels qu'en outre (a<, 03, .... a,n_p)
soit dans un domaine borné donné (si p == w, cette dernière
partie de l'énoncé disparaît). Soient a, P. y rf<?.ç constantes telles
(fu^on ait

a > °- ? > °- ° < Y < /), a — '; > /?, ? - 7 > p.
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Soient G(X, A) <^ H(S, A) des fonctions continues quand A. (^)
a/)partient à D, ^ X <?< .3. a cfe,? domaines bornés donnés^ A
étant en outre dijfférent de X ̂  rfe S <^ 710/1 ^^(^ sur r == o. O/i
suppose enfin qu'on a ( t 2 )

G ( X . A ) = 0 [ L a / " ( X , A ) ' . ÏU3. À ) = 0|îJ-"<(S, A ) j .

tSo^ alors

K ( X, 3 ) = / G ( X, A > H (S, A ) /—/' ^VA ;
^ D

/^ '̂.ç </M^ K admet la limitation suivante :

1 01 La+?+T- /" r ^X. 3 ) ] ( a -^- 3 -4- y < /" -r- p ),

K( X, 3) == / 0[ logLo—logL( X, 3)J ( a + ?-i- 7 = m-+-/)),

f < ) ( l ) ( a -+- 3 -^- 7 > /?i -+- /? );

L,» e.s^ M^C constante donnée^ supérieure à la borne supérieure
de L(X,3i). Dans le dernier cas^ K. reste continu même si X
cl E- viennent a se confondre.

Commençons par le cas où a -4- |3 + y ,> m -\- p. Soit YÎ un
nombre positif^ l'intégrale élendne à la partie D( de D telle qu on
ail à la fois L(X, A )^-/i, L(S, A ) ^ Y Î vant

< > r,^^ l t " ( / • ' : / ' d\ ,
l "'i» -1

c'esl-à-dirc qn^elle est bornée; elle est, en outre, continue quels
({ne soient X et S. Soit D' la partie l'estante de D. Dans la
p a r t i e D.j de D' où l'on a r>^ L ( X , A), l'intégrale est

r /' " / ) 10 j \^ 7 - r - 1 1 1 < X. A ) U -/" ( 3, A ) ^VA ;

si L(\. V)<L(S, V) , ce (ini entraîne L(X, A ) < < T Î , l'intégrale
vaul donc

r /»(/") 1
0 j \^'^ v-^{\^ A) d\ A - 0(-T,a+:-i+7-/.-m) .̂

( 1 ) Nous désignons par une majuscule A le point (01,05, . . . ,0m), dont les
coordonnées sont notées par la minuscule correspondante.

( 2 ) L(X, A) désigne la distance des deux points.



même résultat si L(2, A) < L( X-, A). Même résultat aussi dans la
partie Dg de D'où Pou a L(X, A) > r^L(S, A). Dans la partie
restante de D', r est inférieur à YI. Dans la région 04 de D'— D_, — D;(
où Pon a L(S, A ) ^ L ( X , A), Pintégrale étudiée vaut

r ,./«) i.
0 / r\-P La+?-2»< ( X, A ) C/VA ,

intégrale qui existe certainement, car d -p1 (3 >> jn + p — y > m .
Si a 4- P < fn 4- />, intégrons d^abord par rapport à a^ a^ ..., a,n_p,
procédé légitime puisque la fonction intégrée est positive; le pre-
mier lemmc (§1) nous donne

r r'^ i
O j y /•—/^«^-/"-/^(a,,,-^.,,...; a,;,) ,

avec 1

/ii

P^^ ^. (.r,,—a/,/2, ? > o,
n= fn — p 4-1

de sorte que p^ L(X, A) << YÎ; dans la région où Pon a r^p, la
dernière intégrale est inoindre que

/
(/»!

pa-^+v-,«-2/. d(a,n-p+\, . . ., a'"^

• . c'i - . - ' . , !

étendue à la région p <^ YÎ, ce qui fait (^(yî*"1"^'"'""'^); même

résultat dans la région où Pon a r < < p . Si a 4-(3^ w+/^, nous
pouvons, dans cette fin de calcul, remplacer a 4- (à par une cons-
tante positive plus petite, comprise entre m-\-p—-y et m-\-}).
On raisonnerait de même dans la partie restante de D', où
Pon a r <, L(2, A) <:L(X, A). On voit ainsi que l'intégrale
étendue à D' est 0(y37+v-//^~/'), avec > i = = a 4 - ( 3 s i a + ( 3 < m + 7 ^
et m -\- p—y<^\<^m-\-p dans le cas contraire. Cela nous
montre non seulement que P intégrale étendue à D est bornée (il
suffit pour cela de donner à YÎ une valeur particulière quelconque),
mais encore qu'elle est continue : en effet, K est la limite pour
f\ ->o de Pintégrale étendue à D< ; or, cette dernière est continue,
et la convergence est uniforme, diaprés la limitation de Pintégrale
étendue à D'.

Soit maintenant a -h (3 -h y^m -+- p.

i *
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Dans la partie D< de D où Fon a r^L(X,A) , Pintégrale est

r /"/») "|
0 j L^-r-'91 { X , A ) L?-7» ( 2, A ) d\\ ,

et cette expression a une limitation du type de Renoncé (6, IT,
ih. 3, p. i5o). De même dans la partie Da de D où Pon a

L ( X , A)> /^L( :S , A).

Dans la partie restante de D, on a à la fois

(D /•<: L( X, A ) , r< L(3, A).

L ( X SSoit DS la région où Pon a, en outre, L(X, A) ^———"-)?
et soit I:i rintc^rale étendue à cette région :

[ ^m, -1
1,= 0 L^-^X, S) f La- " / (X, A)rT-/^VA ,

(POU, diaprés le lemme précédent (§ 1),

1 /l7/) 10 U-^ ( X. S ) j ^-P r-î i 9 d{ a,n-^, .. ., a,« ) !

(></?),
F r"^ î t \ v \

^ ^ 0| L^ - ( X, 2) y rï-/- log .-li———rf(a,,_^

(a:=/?,)<

ï r r"^ î t \ v \ ~\
I.,=/' ° L^m ( x - ̂ J ^-^'og ( ^' d(a,n-^, ..., a,,)

(a:=/?,)<

[ .,(//> -|
La^-w-// ( X, 2) y /•ï-^ ̂ ( a,,,-,,-n, . . ., a,/, )

(a>/));

si a ==/^ on observera, pour avoir la limitation ci-dessus, que

y L ^ ( X , B ) — i p ^ L(X, S)
^ • = ?v^

Dans les cas a <<^) et a>jy, on en conclut sans peine que Is» a
une limitation du type de Renoncé (si a <^, où sépare Ds eh
deux, selon qu'on a r ^ p ou r>»p) . Si ot==p, nous allons évaluer
Pintégrale

/ '//) •> L ( X w ̂
r—p log J ^^ rf{ a/,,-,^,, . . . , a,,, ),

?



étendue à toute la région r < è î3), qu; comprend D:, et ou la

fonction intégrée est positive, car si D, existe, en posant

on a

lî= ^ -rîn, l>o,
n-=m—/?-M

^ r + p < - 2 L ( X , A ) ^ L ( X , S),

ce qui entraîne, quand A varie dans la nouvelle région,

? ^ r + / < 3 L ( X , S ) / - 2 .

Exprimons a^_^^,, . . . ^ a,n en fonctions de p autres variables,
l'une de celles-ci étant r, et les p — i autres c^ c^ .... Cp_^ étant

telles que les ̂ (w —p < /i^ m) soient indépendants de r. Notre
intégrale devient

/ [ 1 > ) '>Lt(\ fw}
rï-iloç-——^y(c,, ...,c^i)^(r,c,, . . . ,c/,- ,) (y>o) ,

ou, en intégrant par parties,

^-i),,v_^ 2L(X,E)
j —i—10^——-y——^i, ..., ̂ -i)rf(ci, ..., c^_,)

r ^ r - î — l ' î à o
~^j ~^~ tr^^7 ' " - CP-i)d(^ c^ • • • . cp-i)•

Du reste,

p3=== 7-24-/ i—2/rcosO, d'où p^ r — / c o s 8 ;

en observant que 9 est indépendant de r, on en tire

!<,.<^p /' — / cos 0
àr == p '

D^autre part on a, pour y ^ i ,

| rT—/ï

^
^r

<rï-i,r — l

car, si r >> /, cela équivaut à
rv—/Y<^Y_/^-



ce qui est (l'égalité a lieu seulement si y == i), et la vérification se
fait aussi pour r << l. Donc, si y ^ i,

r-:—l- ^ ! /' — / 1
? <)r

l'intégrale d'ordre^ est donc, en valeur absolue, inférieure à

] v / \ V\ / ^ - 1 1

——^-1 ^^, . . . ,^- ,^ / (c, , . . . ,^_0=0[LT(X,Sn].

Si y >» i, on écrit, diaprés le théorème des accroissements finis,

,.ï—^r=(^-/)0[LV--KX,S^|,

\r':—l': ô?
pur suite,

= 0|LV-l(X, S)],yo or

de sorte que l'intégrale d'ordre p est encore O^L^XyS)]. Dans
l'intégrale d'ordre p — i , il y a, en réalité, deux termes, dans
l'un desquels r == o (ce terme étant à changer de signe), et dans

l'autre 7'== J ' / ^" ; si r === o, on a l == p, et

r-—n < L ( X , S)|. aï^Lï(X.=),log

le second membre représentant le maximum du premier quand p
1 ( X ^ )

varie; ce terme est donc bien O^L^X.-S)]; si r == ——^-

et y ̂  i, on écrit

rT—/';, •> .L(X,S) | , . T — ^ r — ^ ^UX.E) n f i - Y - i \
———^g——;^—— = ———T—r-010^——;—— =0|L;(X,^]).r — l Yp t ^ p

ce qui redonne la même limitation pour l'intégrale; si y << i, on a

1=Jl^îW^\ < ,..-.? ,og^=) = 0[Lï(X, S)],

d\)û toujours le même résultat. Ainsi, même dans le cas où a ==7^
on a

Iy= 0[La+?-»-v"'"-/?(X, S)j.

On a évidemment la même limitation pour l'intégrale 1^ étendue
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au domaine 0'., où l'on a, outre (i) ,

L( \ , A ) > L ( X , S ; ) / « 2 ^ L ( = , A ) .

Soit maintenant D;» le domaine où l'on a. outre (i) .

L(X, S ) / - > . < L ( X , A)^L( :X, 3), LCE, - \)>-H\, = > / • > . .

et soit L, l'intégrale correspondante. On a

[ /-.["" ~]
1 5 = 0 L^ îm{\, S) ^ rï /^V

r , ^/ / ' 1
== 0 L31-^ "'-/^X, E) ^ /•': i 1 d{ a,,, ,/,^i. ..., a,// ) ,

ou encore 0[La^^v /" ̂ (X,Z)], puisque r < 2.L(X. Z).
Soit enfin Do le domaine où, outre ( i ) , on a

(3) • L ( X , A ) > < > . L ( X , E);

on a alors aussi

L(S, A ) > L ( X , A ) — L ( X , 3 ) > L ( X , AV-2.

de sorte que l'intégrale ï,, correspondante est

I,=0 f ï^^-îm(\, Â)r':-/'^\A -

Soient X, le point (^,, . . ., x,n-p, o, . . ., o) et A, le point
(a , , . . . ,am-^o, . . . , o ) . Considérons le domaine où. outre ( ï )
et (3) , on a

7^L(X. 3). L ( X , , A | ) ^ L ( X, S);

l'intégrale étendue à ce domaine vaut

I' r^ 10 La^-^' (X, S) / /T-/^/V

== 0 La-?-^' /'( X, S) f r':-/' d{/in, -, î. . .., a,,,}

== 0 [ L^^ï-"*r-/^ ( X, E ) |.

Considérons maintenant la partie de D(( où l'on a

/ - < U X , S ) . L(X,, A , ) > - > L ( X , 2 ) ;



- 10 —
l'intégrale étendue à ce domaine peut s^crire

0 ̂  L^-im ( x,, A . ) r--P dV^}

= 0 [L^?——^( X, E)^ ̂ -/^(a,,-^., . . . , a,,) |
= 0 [ La^a-^-7/i-// ( X, S /].

Etendons maintenant l'intégrale au domaine où Pon a, outre ( i )
.1(3),

r > U X , S), ? ^ L ( X , 2);
comme

L 2 ( X , . A , ) = L 2 ( X , A ) - p 2 > 4 L î ( X , 2 ) — p s ,
on \oit que

l^i, A , ) > ^ 3 L ( X , S);

l'intégrale se limite donc comme dans le cas précédent, puisque

rmiégnile j r^ d{a^_p^, . . ., a^) est encore OI^X, 2)].
Il reste la partie de D(;, où l'on a

/ • > L ( X , S ^ , ? > L ( X , 3 ) ,

dans ce domaine, l'intégrale s'écrit (§ 1)

r r^' i
( ) | / ^^—^-Pt^—Pflin ^ \ \\ 1 ^ • f f \ 1 M( u/n—p-^tj • . ., Cl m ) l,

si p^ r , celu fait

1 /l//' 1
0| / f^^^^—'n—ÎP^ifi n \\/ ' 1 ' '^t^w—^-t- i , . . . ,a , , ( ) lL^ J

^ j 0 | L^'^-m-p ( X, S )] ( a -4- ? -+- y </»+/)) ,
^ 0 [ logL.>—lo î?L(X, S)] r a 4 - ? - + - Y = //i-r-/?);

le résultat est évidemment le même dans la partie où l'on a p < r.
On a donc encore pour le une limitation du type de l'énoncé.

Notre lemme est ainsi entièrement démontré.

3. Théorème. — Soit D un domaine borné quelconque ̂ con-
tenant des points de la variété an=o^m—p<in<m), ou
ayant de tels points sur sa frontière. Soit G(X,A) une fonc-
tion continue quand X et A sont situés dans D et différents
l'un de Vautre, r(A) étant en outre non nul (r a la même
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signification qu'au paragraphe précédent); on suppose que

G(X, A)=0[La—(X, \)r^-P(A)] (o<a^,o<?^, , - ? > ̂ ).

Alors la théorie de Fredholm est applicable à l'équation en u
^ i^)

u(X)—\ / G(X, A)M(A)r f \A= ?(X),
^to

où À ̂  M/Î paramètre et y une fonction donnée, bornée et con-
tinue (' ).

Si a == m, it n'y a pas de difficulté, car si l'on pose

G(X, A ) = K ( X , A)rP-^(A),

on voit que (avec une notation évidente par elle-même)

ç/Ai , A,, . . , , A, , \ v/^ A^ • • ^ A^/ ^
"IA., A,, .., Aj- '^(.A,, A,, . . . , ^)(^^...r^-^

donc

/ (///) /i(//ll ,, (^^ / A A * v/ {ni.) ^\in) \m) / A A 4 vÀ" / • • • / G Î:'Î!'::-'Î" ^^.•.•^.r ... r G^"^' • • • ' A "^
J J ^A,.A,, ....Aj'

( _ /,i//<) \n
^ M X ^ y r?-/^) ,

M étant la borne supérieure de | K j . La série nommée fonction
déterminante de Fredholm converge donc pour toute valeur de l.
On démontre de même la convergence de la série qui forme le
numérateur de l'expression du noyau résolvant découverte par
Fredholm [ce numérateur est le produit de rP-/»(A) par une fonc-
tion bornée], et par suite la théorie s'applique. Dans cette con-
clusion, on doit entendre que la théorie s'applique aussi, à l'équa-
tion associée

^m>

( , ( X ) — A / G ( A , X ) v ( \ ) d\A = fonction donnée;
^•D

pour celle-ci, le numérateur du noyau résolvant est le produit
de rP~^(X) par une fonction bornée.

Si maintenant a << w, remarquons que le noyau itéré de
rang n est un noyau analogue à G, avec la même valeur pour (3,

(') M. Maurice Gevrey a mentionné le cas où a == p == i (Journal de Math.,
t. IX, 1930, spécialement n» 9, p. 4i).
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niais a est remplacé par n{oL 4- (î —7^) — ^-4-7^ pourvu que cette
constante soit inférieure à //z : si cette constante est égale à m, le
noyau itéré vaut 0[logL,, —logL(X, A)]r?-^(A); enfin si cette
constante dépasse m, c'est-à-dire si

/i> (m--+- p—^)/(a- t - ?—/?},

a doit être remplacé par m ponr le noyau itéré, qui est continu
quels que soient X et A pour r(A) 7^ o. La théorie s'applique
donc toujours à certains noyaux itérés, et par suite, elle s'applique
au noyau G lui-même ( ^ ).

4 Lemme. — Soit D un domaine borné quelconque. On sup-
ff^se qu^à l^ intérieur de D ou sur sa frontière se trouvent des
points appartenant à des variétés Mn(n ==1 ,2 , . . ., q) qui sont
des ensembles fermés définis de la façon suivante: les coor-
données des points de M,( sont des fonctions de m — p./i para-
mètres (o << p-n^ m, si p.n == m, Mn se réduit à un point), et les
dérivées de ces fonctions existent et remplissent une condition
de flôlder (le champ de variation des paramètres étant borné
pour chaque M,i); les déterminants fonctionnels d^ordre m — ^.,,
ne s''annulent nulle part simultanément^ et F on suppose aussi
que les M,̂  peuvent être prolongés au delà de leurs frontières^
quand ils en ont^ sans. cesser de satisfaire aux autres hypo-
thèses. Soient r,,(A) les plus courtes distances, de A. aux M,,.
Soient a, [3, y,, y._», . . ., yy des constantes remplissant les con-
ditions

a > o, ?>°. o<7,i<p./,, a-hY«>(Ji,,,

? — > > ^ (n = i, '2, . ;., q).

On considère deux fonctions G(X,A) et H(S,A) continues
quand A varie dans D, et X et S dans des domaines bornés
donnés. A étant en outre diffèrent de X et de 2. et non situé
sur l'ensemble des M,(; on suppose que

G(X, A ) = 0[La-/"(X, A.)],

[ / 1
H ( S, A ) = 0 L? /" ( S, A ) Y /^-^ ( A ) j ' -

n-=\ J

( l ) KDOUARD GOUR^AT, Cours d'Analyse, t. Ill, 3° éd., Cliap. XXXI, sec-
tion II, p. 391 et suiv. , • .
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Soit alors

K ( X , 2) = Ç G(X, A ) H ( E , \)d\^
^D

/3< ^o/< ô la plus petite des constantes positives a 4- (3 + -yn — [j.n ;
je dis que

i 0[L5-^(\, 2;)] si ô < w,

K r X , = ; ) = ? 0 [ IogLo—logL(X, S)J si ô = m.
{ 0(i) si 8 > //<;

Lo est une constante supérieure à la borne supérieure de
L(X, S). Dans le dernier cas^ la fonction Y^est continue même
-si X et 2 viennent se confondre.

L/énoncé n'interdit pas aux M^ d'avoir des points communs; en
particulier, ils peuvent avoir deux à deux des régions communes.

Soit M une de nos variétés M,,, et soit p. la valeur correspon-
dante de JUL,(. Tout d'abord, on peut étendre le champ de variation
de ^ i , ^2, . . . , tm-^'i les dérivées des fonctions j?i , .r.j, . . . , j:,^
-continuant de remplir des conditions de Holder dans le champ
étendu. Soit P un point fixe de M, et soient

c^ ( a = i , •>,, . . . , ,a, ? = l, •^ . . . , m)

les cosinus directeurs de p. directions, formant avec les cosinus direc-
teurs des tangentes aux courbes <v variable (y = i , 2, . . . , m — p.)
passant par P un déterminant non nul. Si nous supposons que les
paramètres sont tous nuls en P (cela ne diminue pas la généralité),
^t si

jri— ^ k ( t \ , t î , ' . ., tm -a) ( k = l, 2, . . .. m)

<'st la représentation paramétrique de M, les équations

P-
•^=?Â-(^i , ti, ..., ^-^)+^Ca,^//i-^a ^=^ •ï

a= i

•déunissent une correspondance entre les deux systèmes de
variables, et cette correspondance estbiuniforme dans un domaine
contenant P à son intérieur; les dérivées des variables d'un
-système par rapport à celles de l'autre existent et sont hôldé-
riennes ; les paramètres t,,(n^>?n—^.) sont nuls sur M. Chaqu»



point de la variété M donnée (non étendue) étant intérieur à une
telle région, la variété M entière, frontière comprise, peut être
recouverte par un nombre fini de telles régions. On peut même
aller un peu plus loin : on peut prendre pour la région contenant P
une hypcrsphère de centre P dans l'espace (^,^2, . . . ,^«) et
choisir un nombre fini de ces hypersphères de façon que les
hypersphères concentriques de rayons moitiés suffisent à recou-
vrir tout M. Cette variété M sera alors considérée comme décom-
posée en autant de variétés que nous avons utilisé d'hypersphères,
chaque variété nouvelle étant contenue dans Fhypersphère concen-
trique à une des hypersphéres employées, avec un rayon moitié.
Nous ferons de même pour toutes les variétés données et, chan-
geant la notation, ce sont les variétés nouvelles que nous dési-
gnerons maintenant par M^; les hypothèses restent satisfaites
après cette transformation.

H(S,A) peut être considéré comme la somme de plusieurs
fonctions de la façon suivante. Soit N une constante telle qu'on
ait partout

v
HCS, A ) • < MJ-^H, A )^/^-^(A ).

Nous considérons la fonction H, égale à H aux points ou

'HKNL^-^E, A)^-^(A) ;
si l'on a

H ^ NL^-/" (2, V ) r]1-^ ( A ) ou H ^— NL?-^ ( S, A ') /^^ ( A ).

nous prenons H, égal au second membre de celle des inégalités
qui est satisfaite. Si nous avons déjà défini les H,, pour n<p < q.
nous définirons maintenant H^, de la façon suivante : si ~

^ H/, < NLf^-/" ( E, A ) rï/- t-{i,,. i ( A ),

on prend
p

H^.-H-^H,;

si rinégalKé ci-dessus n'est pas remplie, on prend H^, égal au
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produit du second membre par i ou par — i, selon que

P
H-^H.

e.sl positif ou négatif.
Je dis qu^on a identiquement

</
H=^H,,.

n == i

En effet on a, quels que soient S et A,

y
| H-H, i < NLP—(S, A^r^-^A),

n=2

car Pinégalité contraire ne pourrait avoir lieu que si

| H [ > NL.8-^(3, A)ry-^(A),

puisque autrement H < = = H ; mais, dans ce cas, puisque H et H,
sont de même signe, on aurait

y
• H ; - [ H. | -h | H — H , 1 > NL.8-^(S, A)^r^-^(A),

n-=ï

ce qui n^est pas. On passe de là à H — H| — Ha, et ainsi de suite
jusque la relation annoncée.

On a donc
yy .(-)

K(X, E) =^J G(X, A)H,,(S, A)rfV\.
^n

Nous sommes ainsi ramenés à démontrer que chaque terme du
second membre a la limitation annoncée; cela revient à nous
placer dans le cas où q^=\^ ce qui permet de supprimer les
indices des lettres M, H, r. Dans une hypersphère S, notre chan-
gement de variables est valable, et notre limitation a lieu (§2):
hors de S, on a

il (S. A ^ = 0 [ L ? - ^ ( E , A)J ,

car r est supérieur à un minimum positif; la limitation a donc
lieu. Le lemme est établi.
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5. Théorème. — Conservons aux lettres D etM^(n= 1 , 2 , . . . , q}

le même sens que ci-dessus (§4-) . Soient a et ^n des .constantes
telles qu^on ait

o < a ^ //i, o < 3// ̂  ;JL,/, a — - ,̂( > (JL,,.

considérons une fonction G(X,A), continue quand \ et A.
appartiennent à I) et sont différents^ et quand en outre A
jiappartient à aucun des M/, ; on suppose que

r ^ 1
G( \, \ ) = 0 }^-m(\, V^ / ^^A) .

L " -- ' J

Hors la théorie de Fredho/m supplique a ^équation en u,

^ ' m ',

,f ( \ ( — /, / G ( \^ \ ^u( \ ) d\ \ = fonclion donnée,

•ce qui implique qu^el/e est aussi valable pour Inéquation
dissociée.

M^ine démonstration qu'au paragraphe 3.

(î. Théorème. — Soient X et A des points d^un domaine
J ) ( H ' n é D à n dimensions; soient^ d'autre part, Y et B des points
d'un domaine borné S à m—\ dimensions. On considère le
-système d^equations

n{\)—\ C G,(\, \)if( \)d\^
^\)

.-A Ç " 1 1 G,(X, B)î(B)</S3=/(X),
^s

( , ( Y ) — A ^ G,(Y,.A)M(AQrfVA
^i»

— A / ^ G 4 ( Y , B ) 7 ( B ) r f S B = ? ( Y ) <

^^« les inconnues sont les fonctions ^(X ) et ^(Y), </^ dépendent
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respectivement de m et de m — i variables. Les fonctions
données G, et Gi présentent^ la première dans D et Vautre
dans S, rf^.s' singularités du type de celles du paragraphe o
(les constantes a, (3,^ ^( ^,4 notant pas nécessairement les mêmes
pour les deux fonctions)'^ la fonction donnée 63 (Y, A) est du

[ <l 1
type 0 ^^""^(A) j . fcy constantes p,, ̂  ̂  ^a/i( ̂  mêmes

n=l .1

que pour G \ ; la fonction donnée G.j(X, B) a /a limitation ana-
logue^ B étant le point qui figure dans la limitation et les
constantes (3/i et y-a étant les mêmes que pour Gi; enfin^ les
fonctions données f et 9 sont supposées continues et bornées.
On peut affirmer alors que la théorie de Fredholm s'applique
à ce système dî équations.

On peut faire voir d'abord que, par itérations suffisamment
répétées, notre système est remplacé par un autre du même type
(sauf que les sous-noyaux sont des polynômes eu À ) ^ où les expo-
sants de L(X,A) dans la limitation de G(, de L ( Y , B ) dans la
limitation de G^, sont remplacés par zéro; c'est immédiat en
appliquant le paragraphe A aux formules d'itération. Or, en rai-
sonnant comme dans un Mémoire antérieur (y, I, 1), on voit
immédiatement que, pour le système itéré, les séries de Fredholm
peuvent être formées et quelles sont convergentes; la théorie de
Fredholm s'applique donc.

7. Théorème. — Si S est la frontière du domaine borné D de
l'espace à m dimensions^ et si S peut être recouvert par un
nombre fini de domaines tels que chaque point de S soit
intérieur à au moins l^un d^entre eux et dans chacun desquels
les coordonnées d^un point variable de S sont des fonctions
continues de m — i paramètres^ pourvues de dérivées hôldé
viennes et dont les jacobiens ne s^ annulent simultanément
nulle part {aucun contact rayant lieu non plus entre régions
différentes de S), le système (4), où les sous-noyaux o/u
toujours les mêmes types de limitation^ est encore de ceux
auxquels la théorie de Fredholm s'applique.

La démonstration est immédiate (/, I, 6).
LXI. 3
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CHAPITRE II.
OPERATIONS DU TTPE ELLIPTIQUE

DONT LES COEFFICIENTS ADMETTENT CERTAINES DISCONTINUITES.

1. Définition des opérations considérées. — Soit tO un domaine
borné de l'espace à m dimensions (w^?.); on suppose que sa
frontière S remplit les conditions déjà indiquées (I, 7). Soit
yVL un ensemble fini de variétés à m — i dimensions, appartenant
à d5 4- S, et satisfaisant aux hypothèses indiquées un peu plus
haut (I, 4-. variétés M,^). On désigne par r(X) la distance
d c X à J T L

Nous considérons l'opération du type elliptique
/- à^u au

(l \ ^ • M = = S a 8<ïa 3 -î——ï— •+- ^a°a —— -+• cu
fr '• ÔXy,ÔX^ Xg,

(a, ?=s ,2 , , . ̂ m\ a»^= ap,a; <»a.«> o).

On suppose que les fôa,p remplissent dans CD + S une condition
de Holder avec l^exposant A ( o < < A ^ i ) ; d e plus les inégalités qui
caractérisent lé'type elliptique sont satisfaites dans (P-hS?- On
suppose que les by. et c sont continus en tout point de Û? -+- S — t7TL
et valent 0(r/l^l) (o< / r^ i ) . Aux points de d?—JTl, l'opéra-
tion S1 sera définie par ( i ) si les dérivées secondes de u existent
et sont continues ; plus généralement l'opération 9 sera supposée
définie en ces points de la façon indiquée dans un autre travail
{g^ I, 2), et l'on supposera que la fonction u est susceptible de
cette opération.

Aux points de 2>-^- JH, il n'y a pas lieu de considérer l'opéra-
tion 57 (on peut d'ailleurs, si l'on veut, faire porter par S une
partie quelconque de ^îl, et JTl peut même comprendre la totalité
de S).

2 Types de problèmes. — Soit /(X) une fonction continue
en lout point de d3+S--JTl et valant 0(rA^~ l). Nous disons
que la fonction u est une solution régulière dans 05 de V équation

(2) ^u==f

si celte équation est satisfaite en tout point de (0 — 3YL, et si en
outre u et ses dérivées sont continus en tout point de CQ.
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Dans les problèmes que nous considérerons, on exige que la

fonction u soit continue dans 0S 4- S et quelle soit dans CD une
solution régulière de Inéquation (2). A cela on joint une condition
à la frontière.

Dans le problème de Neumann, on se donne deux fonc-
tions 4^(Y) et <?(Y) continues ( 1 ) d^un point de S. A Faide de la
fonction ^, on définit comme dans les travaux antérieurs (^, I, 10)
Fopération 6 u (Y) qui, dans le cas où les dérivées de u sont con-
tinues dans c0 -1- S, se réduit à

au ,
OM = Sa,p^a,pwp-j— -+- ^ n.

expression où les vsy, sont les cosinus directeurs de la normale
extérieure. La condition imposée à u sur la frontière est

(3) e«=9.

Dans le problème de Dirichlet, nous nous donnons une seule
fonction 9 continue d^un point de S, et la condition imposée est

(4) M == y sur 2?.

On peut aussi considérer des problèmes mixtes, où une partie de
S> porte une donnée de Neumann et la partie restante une donnée
de Dirichlet; on suppose que S n'est pas d^un seul tenant, et que
la distance des deux parties précédentes n^est pas nulle. Nous ne
nous occuperons pas ici de ces problèmes.

3. Solution élémentaire. — On dit qu^une fonction F(X, 2) est
une solution élémentaire pour Popération ̂  dans le domaine CD si :

( ' ) On pourrait aussi considérer le cas où les fonctions '̂  et 9 du problème
de Neumann, ou bien la fonction y du problème de Dirichlet, présentent
certaines discontinuités sur 'S\ dans le cas des sauts brusques, on obtient des
résultats analogues à ceux qui sont bien connus pour les fonctions harmoniques
de deux variables. Pour ne pas allonger cet article, cette étude en est exclue.
De même on ne considère pas le cas où c et le second membre sont en -aire
discontinus sur une variété JVt' à m — a dimensions; cette variété devrait en core
remplir les hypothèses déjà vues (I, 4) et être sans point commun avec ï; si
r' est la dislance à *5U', c et le second membre devraient va'oir 0(rt-l-+- r'/~2)
( o< /^2 ) (Comptes rendus des séances de la Société mathématique^ 9 no-
vembre 1932). M. Léon Lichtcnstein a déjà considéré, dans le cas de deux
variables, certains problèmes rentrant dans la classe ici étudiée ( Encykiopàdie,
IIC12, p. 1286).
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i° Le point -S appartenant à CQ^ F est, relativement à X, une

solution régulière dans cO—S de l'équation

.<FF=o.

2° X tendant vers S, on a

F ( X , S ) = [ i - t - o ( i ) ] H ( X , S ) ,

où H est la fonction déjà employée maintes fois (par exemple
^, II, 3), c'est-à-dire que, si F^(r) est la solution élémentaire

principale pour V — —^u {g == constante positive), on pose

inX,S)= J__ Fi[vSa,3Aa,f j (g)(^a—;a)(^—^)];
V^ 2 )

on rappelle que D désigne ici le déterminant des Oa,^ et que
les Aa,3 sont définis par les identités

. ( o (a^),
^a.vA^=j ^ ^^

i. Lemme. — *So^ M une variété bornée à m—|JL dimensions.
remplissant les hypothèses déjà indiquées (I, 4); 50î( k une
constante telle qu^on ait O < < / T ^ | U L , et soit (pour un instant)
/ ' (X) la distance de X à M, 5Ï la mesure d^un domaine D est

^(m>
assez petite, ^intégrale f r^rfV est aussi petite qu'on veuf.

î)

Commençons par recouvrir M par un nombre fini d'hyper-
sphères D(, Da, . . . , Dn, telles que d'une part tout point de M
appartienne à une hypersphère concentrique à Pun des D/, et de
rayon moitié, et que d'autre part, dans chaque D)., on puisse
introduire de nouvelles variables t^ t^^ . . ., <m? de façon que
l'ensemble des variétés ^==0 (m—^^a^w) correspondant
aux D\ contienne tout M; nous faisons en sorte que les fonctions
qui définissent le changement de variables aient leurs dérivées
hôldériennes dans le D>, correspondant, et que le jacobien soit
partout positif (I, 4)»

Hors des D^, r reste supérieur à un minimum positif ô, de sorte
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que, si la mesure de D ;est Y}, on a

^ {m •' •
^ /^-^rfV <-f^*-P-.

^u - r»i • • - • . . . 11^

Çlaçons-nous maintenant dans un des D), par exemple dans D|.
La dis lance r est Q {\/t'^_^ -+-. . . 4- t^\ ou bien elle a l'expres-
sion analogue relative à un des autres domaines D, qui ont en
commun avec Di le point où Fon évalue r. La partie d'intégrale
correspondant à la région DD| commune à D et à D| est donc
moindre qu'une certaine combinaison linéaire de l'intégnde

r^r^-a^,-... - n,^-^ d ( t , , . . . , / / / / ) ,
17 m» i

étendue à la même région, et des intégrales analogues étendues
aux autres DD/^; il en est donc de même de la partie de l'intégrale
considérée qui correspond à D ( D , + . . . + D,,). Dans les régions
partielles

tjn-\^\ -t- ...-+- tîn < ?2 ( P > 0 ),

cette combinaison linéaire d'intégrales vaut évidement C^p71);
dans la région restante, elle vaut OÇ-n p^).

On a donc, en introduisant certaines constantes positives A et B,
„(/«)
f /^-(A d\ < r\ 8^-^-}- A-^p^-P'-h Bp^'.

Le second membre est minimum pour

J J . — — Â AT»

^= -T--B-'

/ ^
et ce minimum est 0^^ / quand YÎ->-O; le lemme en résulte.

5. Cas particulier. — Si D est une hypersphère variable dont
le rayon R reste bornée on a

Ç y71-^ (l\ = 0( R7"^-'^).
^i»

Si l'on a au centre de l'hypersphére r^ 2 R, la proposition s<'
vérifie, car on a dans toute l'hypersphére r^^R7'^.

3«
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Pour achever la démonstration, nous pouvons nous borner au
cas où Pon a R < /, / désignant une longueur telle que toute hyper-
sphère de rayon 31 et dont le centre est situé sur M, soit entièrement
intérieure à un des domaines D^. Or puisqu'on a r << aRau centre
de D, D est entièrement intérieur à une hypersphère de rayon 3 R
dont le centre est sur M. et par suite D fait entièrement partie
d'un domaine D\. Soient ^, ^2, . . . , tm les paramétres qui
correspondent à ce domaine D^; notre hypersphère de rayon 3R
est intérieure à un domaine

( 5 ) ( ti — t\ Y -h. . . H- ( tm-^ — 4-{i Y -+- -̂(i-+-l -4- . . . + ̂  < ARî,

ou A est indépendant de R; d^autre part on a^ tout au moins au
centre de D,

(6) /•>Bv/^-^.-4-...-+-^*==Bp,

où B est une constante positive; si cette inégalité (6) n'a pas lieu
dans tout D, on peut partager D en régions telles qu'une inégalité
analogue à (6) ail lieu pour les paramètres d'un autre domaine D)^
el , relativement à ces paramètres, chacune de ces régions est
intérieure au champ défini par une inégalité analogue à ( ? ) ) ; il
suffit de voir ce qui arrive pour chacune de ces régions. Or on
trouve, en intégrant dans l'une d'elles,

r ^ r r^ 1
y 7-^ d\ == 0 H^J p*-^ d( ̂ - ,̂, ..., t,n ) == 0 ( R'^-V- ).

C. Q. F. D.

6. Lemme. — Soit M la même variété que ci-dessus; soient k
et À des constantes

0 < X ^ W , 0<Â:^(JL, X-+-Â:>(JL.

Soit D un domaine variable; si la mesure det) est assez petite^
j e dis que V} intégrale

f { P-^(X,A)^-^(A)^VA
^D

reste aussi voisine de zéro qiCon veut quand X varie.

Il suffit évidemment de faire la démonstration pour le cas où D
reste dans la région bornée définie par r < < i .
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Admettons (Tabord que M soit une région bornée de

Xy, ===o ( a =^= rn — y. •+-1, . . ., m ).
Posons

r ' /" '
^ r^d\=.s\

^D

il suffit (§ 4) de prouver que V intégrale considérée est aussi petite
qu^on veut si s est assez petit.

Soit l une longueur positive quelconque. Dans la partie de D
telle qu'on ait L( X, A ) ̂  f, on a

.-*('»)
Y L>-7" ( X, A ) f^—^Ç A ) d\^ < ^A-P-.

Dans la partie de la région restante où Fon a

rt;-;i_ î -4- . . . -4- «^ ̂  L2 ( X, A ),

on trouve (^, I, note de la page i38), en observant que /• est au
moins égal à V/^L-M-I + • • • - + - a,^,

^""^-^(X, A)^- ^(A^^VA^: f^^'L^^-^-^^X, A) ^VA= 0(/^^-P-).

l^nfin dans la région

V/a;^_^, +.. ,4- a^< L(X, A) < ^

il suffit de reprendre au Chapitre I, paragraphe 2, dévaluation de
rintégrale la, pour obtenir un résultat O^4"^^-).

Ainsi il existe un nombre positif a tel qu^on ait

/•»(/")
1 LA-/"(X, A ) ^ - ^ ( A ) < r / V A < a^-P.-r- s A-"'.

^D

Le second membre est minimum pour

, ( jn — A ) s
l^k-\^= ———-————,

(A — À '— ĴL ) a

et le minimum est O^^'^1"^/^14^""^], de sorte que notre propo-
sition se vérifie.

Si la variété M est la plus générale de notre hypothèse, des chan-
gements-de variables permettent de r'etj'ouver le même rçsultat.
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7. Revenons à Popéra lion S1 H (§ 1).

THÉORÈME. — Dès que la mesure d'un domaine D compris
dans (0 est assez- petite :

i" 77 existe dans D une solution élémentaire (§ 3);
2 Cette solution élémentaire peut être choisie de façon à être

partout positive (quand X est différent de £).

Soit ST^ l'opération déduite de ^ en remplaçant les by, par zéro
et c par une constante négative —^2(^'>0)• Nous pouvons pro-
longer cette opération 97* dans tout l'espace, de façon que les
by, soient partout nuls, et c partout constant négatif; quant aux a^.
ils seront bornés dans tout Pcspace et rempliront partout une
condition de Hôlder, et leur déterminant sera partout supérieur à "
une constante positive. L/opération 31* admet alors une solution
élémentaire principale G*(X. £)(^-, II, 9), et celle-ci est partout
positive et satisfait dans (P à une inégalité

( ^L°- ^X,S) ( / / / > • > ) ,
G*( \ .S )>

( 3Gr[ loî ïLo- logL(X,S) j

(7 est une constante positive et L() est une longueur quelconque
supérieure au diamètre de (S [borne supérieure de L ( X , Z )
quand X et Z varient dans fD].

Posons, en faisant porter l^opéralion sur le premier poin1,

^ G ^ ' X ^ S ) ^ K r \ , S ) = = K(D(X,S) .

ôG^
c'est-à-dire

K('\, S,) = S3i&a(\.) • (X,S)4- [c(X)+^- ]G*(X,S)- ,

un voit que, dans c0.

K ( X , S » = Of^-^X^-^X.S)].

Posons ensuite

K^l-^^\,'3.)= Ç K ^ ) ( X , A ) K ( A , E ) ^ \ A ;
^i»

on a

K("+-D(X,S)=
0[r^-^{^L"^1-111^^)] {nk < w — i ) ,
/ ^ - i (X)0[ logLo—logL(X,E) ] (nk = ^—i) ,
0[^<-i(\V^ ( n ^ ^ ^ ï t — i } .
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Dès que la mesure de D est assez petite, Pintégrale
F (/">
/ |K (A ,S) l6?VA

•'D

est inférieure à un nombre fixe inférieur à un (§5); on en conclu l
que la série

^ r ̂
F(X,E)=G*(X,E)+^ / G*( \ ,A)K( " ) (A ,S)^VA

•̂̂  »./D
n=i

converge pour .X 7^ S (en supposant que les deux points appar-
tiennent à D) et représente une solution élémentaire pour Fopé-
ration SP (même raisonnement que dans le mémoire g^ ï, 14).

, On va prouver qu^en outre F est positif si la mesure de D est
assez petite. Si ^ est un nombre positif inférieur à -» une intégra-
tion dans le domaine L(X, A) < XL(X, 3) donne (§ 5, 6)

/
(m)

G*(X, A) /^- I (A)^VA== O[À^IL^ ' (X, E)] (m > 2),

d^oû, puisque L(S, A ) > L ( X , S)/ 2,

f / " G * ( X , A ) y K ( / ' ) ( A , S W V A = 0 [ À ^ ^ L ^ 2 - ^ ( X , E ) ] ( Â < i ) ;
n -=. l

si \ est assez petit, ceci est moindre que aL2" '"(X, S). Nous
choisissons ainsi \ et nous le laissons fixe. En posant

^(m)
\ r^ d\ =. s,

^D

et en intégrant dans la partie de D tellequ^onaitL^X^A^^I^X, £),
on trouve (§ 6)

r[m) ^
^ G • ( X , A ) ^ K ( M ) ( A , E ) ^ V A = 0[^•/ ]Â+W--11A2~ /"LO--^(X,S)],

n==i

ce qui est inférieur à (yL'^^X, 2) si A- est assez petit. On a donc
bien alors

F(X, S) > îrLs-w(X, S) > o (m > •>,),

et le résultat se retrouve sans peine pour m •==. 2. Le théorème est
démontré.
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8. Lemme. — Dans un domaine borné D contenant la variété M
du paragraphe A, soit G(X, A) une fonction continue de X et
de A, et continûment dèrivable par rapport aux Xy^ quand X
îi^'st pas en A, et telle que

ïf
G < \ , A ^ - = 0|L^ ^( X. A)] , — — = O[LA-^-'( \. A ) ]

^a
( a = i, 2, . . ., m\ o < \ < y. ');

.yo^ rf5autre part p(A) une fonction mesurable valant

0!/^-lA(A^j ( ^ — — A < Â-^{JL, A : ^ Î J L — — À — 1 ) .

^// /^^M^ affirmer alors que la fonction

F ( \ ) = = f G(X, A ) P ( A ) ^ V A
^D

remplit dans D M/^ condition de Holder avec l exposant À 4- À — ̂
•s/ \ •4- /r "< p. + i ; ̂ <^ 4- A' == .̂ 4- i, on ̂ eî  affirmer que

F( \ }— F( Y ) = L (X, Y ) 0[lo{?Lo— IogL(X, Y ) j,

où L(> est supérieur au diamètre de D.

Si Fondés igné parD^ la partie de D définie par L(X, A) ̂ 2 L(X, Y),
on a d'abord (§3, 6)

f G ( \ , A ) ? ( A ) < A A = O [ L > ^ - ^ ( X , Y ) J ,
^D.

^ G ( Y , A ) ? ( . \ )«VA= 0[L^^-^(X,Y)'|.
K

S(»il maintenant D.j la partie de D définie par

/ • ( \ ) ^ L ( X , A ) > 2 L ( X , Y ) ;
on a

f |G(X, A ) — G ( Y , A ) ] P ( A ) ^ V A
^IL

[ ^ w) -1

--. 0 L( X, Y ) \ L^^-1-P•-/»(X, A) <^VA
J^ J

( 0[L^^-P.(X, Y } ] si X + A- < p. -+-1 ,
-;= / L ( X , Y ) 0 | l o ^ L o - l o g L ( X , Y ) ] si A + k =^-1-1.
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Dans la partie D:i restante de D, on a

/•( \) < L ( X , A ), L(X. A ) > îL(\, Y ) ;
par suite

Ç [ G ( X , A ) - G ( Y , A ) | O ( A ) ^ V A
JD,

= o[L(X, Y ) f LA-I-^(X, A ) ^ - ^ ( A ) ^ V A | ,
L ^D. J

ce qui a même limitation que pour Da (voir I, 2, intégrale le).
Notre proposition est démontrée.

9. Lemme. — Dans un domaine borné D contenant la
variété M du paragraphe 4, soit G(X, A) une fonction continue
de X et de A pour X 7^ A ̂  ^<?ffc yi^e

G(X,A)== 0[L^(X,A)J ( O < X < Î J L ) ;

soit d9 autre part p(A) une fonction mesurable valant

0[r^(A)] (o< Â - ^ ^ — A ) .

(>/i va prouver que la fonction

/»(w)
F(X)= / G ( X , A ) ? ( A ) ^ V A

^D

î;au< 0(rx4"A~^A) si Â4-/r<^L, ̂  O(logR-logr)^/ ^ +/r== u
(R == const. supérieure à la borne supérieure de r).

Nous pouvons nous ramener au cas particulier où Fon aurait en
tout point de M 0,4 == o(n = m — ^ d - i ? ..., m). Posons

/•l == V/(;rm-lA-^-l---<ïm-lA4-l)2-+-•• •-+- (^m—ain)'1 ;

nous trouvons, en intégrant par rapport à a^ 03, . . . . a,n__^

( r^ \F ( X ) = 0 [ f r\-^rk-^ d\ j,

d^où résulte la proposition énoncée.

10. Théorème. — A^'F(X, S) est la fonction du paragraphe 7,
et si p(S) ̂  une fonction mesurable valant CHr*""1 ),fcy dérivées
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de la fonction
^\m\

u{\)=— \ F ( X , A ) p ( A ) . A ' A
^i»

existent et sont hôldèriennes dans D a^c l'exposant À .?/ À ^<
inférieur à un.

En eflet on peut écrire (§ 7 )

,/(X)==- /' G * ( X , A ) Î J L ( A ) ^ V A ,
- D

; j . ( \ ) = o ( \ ) -y f 'K(" ) (X, A ) ? ( A ^ / \ A ;
on v o i t que .̂ == 0(/'A~1). Par suite

^ r m âG1' „ , , , . , „-—— =- / ( \ , A ) U L ( A ) < A A ,
(/.rif '., <'«^a

)•) f* *

el coiniiie les ——— existent et valent 0[L~"m(X, A)j. notre théo-
f/.r 01 ^"3

renie en résulte (§ 8) ; on voit en outre ce qui arrive si A ' = i .

1 1 . Lemme. — Supposons que la mesure du domaine D
soit assez petite pour que le procédé du paragraphe 7 permette
de former une solution élémentaire positive F(X, S) dans un
domaine contenant I) et sa frontière S. On suppose que la fonc-
tion c est négative ou nulle en tout point de D — 3YL. On consi-
dère une fonction u{\) continue dans D -+- S et solution
régulière dans le domaine D de V équation (2) où fest positif
ou nul en tout point de D — JTL Alors la borne supérieure de u
dans I) n'est pas supérieure à la fois a zéro et à la borne supé-
rieure de u sur S.

Posons

î o ( X ) = f F(X, A ) ^ S A .
•".m

où </S est Pélément de JTl (si JTl a une frontière intérieure à D.
cette variété est prolongée de façon à supprimer cette circonstance).
Cette fonction G») est positive; c'est un potentiel de simple couche
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dont la densité remplit une condition de Hôlder : donc de chaque
côté de Jîl, les dérivées coïncident avec des fonctions continues
même sur ,7Tl (^VII, 8; g , II, 17), et, au passage de cTtl. ces
dérivées éprouvent le saut brusque bien connu (car si Pon consi-
dère la fonction analogue à co obtenue en mettant G* a la place
de F, les dérivées de la différence des deux fonctions sont continues
même sur JTl). Or si notre énoncé est faux, si par conséquent la
borne supérieure de u dans D est positive et supérieure à la borne
supérieure de u sur S, la borne supérieure de u — YÎ&) dans D est
positive et supérieure à la borne supérieure de u—-nu sur S,
pourvu seulement que la constante positive ri soit assez petite.
Cette borne supérieure sera atteinte par la fonction u — YÎC«) en un
point P de D: mais P ne peut appartenir à D - «M, à cause de
Inéquation

^(M—TÎOJ)==/

(^, I, 7); P ne peut davantage appartenir à «7TI : car autrement,
si l'on trace par P une droite A, non tangente à Jîl, sur laquelle
on choisit un sens positif, la dérivée de la valeur prise par u — TÎ(»),
considérée comme fonction de Fabscisse d^un point de A, aurait
une limite positive ou nulle quand le point tendrait vers P par le
côté négatif ou nul de A; mais alors, en vertu du saut brusque,
ct*lte dérivée aurait une limite positive du côté positif, ce qui fait
une contradiction. Le lemme est établi.

12. Lemme. — Si la mesure du domaine borné D, de fron-
tière S, est assez petite^ an peut trouver une fonction posi-
tive w ( X ) et des fonctions (pa(X)(a = = 1 , 2 , . . ., m) telles que le
changement df inconnues et de variables
(7) u=wv,

(8) ^-a==?aW (a ==l,-2, ...,/n)

soit biunivoque dans D 4- S et change V équation (2) en une
équation analogue où les coefficients qui remplacent les by. et c
sont partout continus^ celui qui remplace c étant en outre
négatif; si le second membre f est continu^ v est une solution de
la nouvelle équation dans tout le domaine transformé rfe D.

Si p(X) est une fonction continue positive dans D + S, la
mesure de ce champ étant assez petite pour que le procédé du
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paragraphe 7 permette de former une solution élémentaire positive
F^(X, S) dans un domaine contenant D -4- S, nous posons

«•(X)= ^ F ( X , À ) p ( A ) ^ \ A ,

l'intégrale étant étendue à un domaine contenant D-4-S. Si l'on
remplace alors u par vw et qu'on divise par w qui est positif, les
coefficients Oy.^ sont transportés sans changement à la nouvelle
opération, relative à la fonction v\ le coefficient by. est remplacé par

, , à\o^w
^-^W-^p-

qui est continu en tout point n'appartenant pas à JTt et vaut
(^(r^'"1); enfin c est remplacé par la fonction continue néga-
tive — -1-» et f par •/-.w v * w

Nous pouvons donc, en changeant la notation, nous borner à
ajouter à l'énoncé l'hypothèse que c est continu et négatif. Nous
restreignons au besoin le domaine D, de façon que le procédé du
paragraphe 7 permette de former, dans un domaine contenant
D-|-S, une solution élémentaire positive F(X, S) pour la nou-
velle opération. Posons

^(X)=^-^ \(X,A)[b^(\)-^(\)]d\\ (^=l, -2, ...,m),

ou les p.^ sont des fonctions uniformément continues; l'intégrale
est étendue à un domaine contenant D -4- S. Les dérivées des
fonctions <pa sont holdériennes avec l'exposant À' si k << i (§10);
de plus

^?a-^a=^arX)-c(X)lça(X)-.ra],

résultat continu. Prenons ^a= ^a eu tout point où l'on a 7' ;> YÎ, et
réservons-nous de choisir dans un instant la constante positive YÎ ;
dans le reste du champ, on choisit juigi de façon à respecter la con-
tinuité et à avoir la limitation

^=0(^-«);

si Y] est assez petit on aura partout

" î<. <.,?=.,.,...,").
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où e est une constante inférieure à — • Alors le changement dem °
variables (8) est biunivoque (démonstration incluse dans^-, II, 17)
et donne lieu à une nouvelle équation

(9) ^=/i
conforme à notre énoncé.

Si / est continu,^ Fest aussi, [l nous reste à prouver qu^alors
Inéquation (9) est satisfaite même aux points de la variété <7Tl^
transformée de Jlt. Remarquons que les dérivées de v sont partout
continues. Soit D^ le domaine transformé de D, et soit S, su
frontière; en restreignant D« aussi peu que nous voulons, nous
pouvons supposer que Si remplit les conditions auxquelles nous
savons résoudre le problème de Neumann pour F opération 9^
(^, IV); nous définissons Fopération 6 en prenant pour ^ une
fonction continue positive sur S<. Soit v\ la solution régulière
dans DI de Inéquation

^i=y,,
telle qu^on ait sur Si

6pi= 6^;

cette fonction existe et est unique (g, IV, 4). On a donc

9' \ { y — ^ i ) = = o dans Di—»ÎUi, 9(v—v\ ) = o sur Si.

La fonction v — v ^ ne peut, à cause de la seconde condition,
atteindre un maximum positif ou un minimum négatif en un point
de S^. Un maximum positif ne peut donc être atteint que dans D<,
et par suite il est supérieur à In borne supérieure des valeurs prises
par v— (^ sur Si ; mais cela est impossible (§ 11). De même il
n^y a pas de minimum négatif. Donc v == v\ et le lemme est
démontré.

13. Théorème. — Si la fonction c est identiquement nulle
dans d?, et la fonction f positive ou nulle dans (P — JU, et si la
solution u de [équation (2 ) est régulière dans 0S et bornée
supérieurement^ sa borne supérieure M ne peut être'atteinte
dans <0, à moins que u ne soit constant dans (JS (ce qui entraîne

•^^Cette proposition a déjà été démontrée, à Faide d'un raisonne-
ment de M. Hopf, dans le cas où Jît n^existe pas (g-^ I, 6). La
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démonstration revient à prouver que s'il existe dans c0 des points
où u == M, l'ensemble de ces points n'a pas de frontière dans tO.
Pour la transporter au cas actuel, nous raisonnons par l'absurde
t't , si Q est un point-frontière de cet ensemble, nous décrivons une
hvpersphère de centre Q et de rayon assez petit pour qu'on puisse
v pratiquer le changement de variables du paragraphe 12, dont le
résultat est de nous ramener au cas où les ba, sont continus. On
reproduit les raisonnements du passage cité (g, I, 6). en rem-
plaçant d9 par cette hvpersphère; on arrive encore à une contra-
diction ( ^ 11 ).

14. Théorème. — S( c'^o et f^.o dans CO— JH, Ici fonction u.
solution régulière de V équation (2) dans le domaine <î), ne
peut atteindre en aucun point de OS un maximum positif M, à
inoins d'être partout égale à M (ce qui entraînerait c =f = o ).

Même démonstration que quand 3VL n'existe pas ( g . I. 7).

15. Théorème. -- Sif^o dans d3—Jtt, la fonction u, solu-
tion régulière de F équation ( 2 ) dans le domaine d5, ne peut
atteindre en aucun point de d3 un maximum nul^ à moins
d^etre nulle dans tout (S (ce qui enl rainerait f == o).

On ne fait pas ici d'hypothèse particulière sur c. Raisonnant
par l'absurde, nous supposons que l'ensemble des points où u = o
«idmetun point-frontière Q dans 10; dans un domaine contenant Q
cl de mesure assez petite, nous appliquons le paragraphe 12 qui
nous ramène au cas où les by. et c sont continus; les raison-
nements antérieurs (^ , I, 8) s'appliquent alors.

16. Théorème. -— Soient M-^(À ^ = 1 , 2 , . . ., m) des ensembles
finis df variétés à m — À dimensions (M,n se réduit à un nombre
Jini de points), remplissant les'hypothèses du Chapitre l^ para-
graphe 4- (en particulier chaque M,, est un ensemble fermé de
points); les variétés M), sont intérieures à d3. Soit u une solution
régulière dans (S — M| — . . . — M,n, de l'équation (2). On sup-
pose u continu en tout point de (D — Ma — . . . — M,,,; par tout
point de P de M i — l V L - — . . .—M,/ , , on suppose que passe un
axe A, tel que la dérivée des valeurs prises par u sur A, consi-
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dérèes comme fonction de F abscisse estimée suivant cet axe. ait
une valeur déterminée même en P. Si ^x(X) est la distance de X
à M)̂  (^ = i, 2, . . ., m), OTi suppose que

/ m .

^-logr,^^)
\ A = :{ /

u = o( — logra-+- ^ ,y\ ) quand r.j;r:{ . . . r,n—^o
\ A = :{ /

< la dernière somme disparaît si w == 2). Alors u est une solution
régulière dans (Q de l'équation (2).

Enfermons M< -(-... 4- M^ dans un domaine D de mesure assez
petite pour que nous puissions appliquer la transformation du
paragraphe 12; la frontière S de D avec laquelle M^ -{- ...-(-M,,t
est sans point commun doit en outre satisfaire aux conditions
dans lesquelles nous savons résoudre le problème de Neumann
quand JTi n'existe pas (g^ IV). Par changement d'inconnue et de
variables (§ 12), nous nous ramenons au cas où les hy. et c sont
continus dans D -(- S, c étant en outre négatif. Nous prolongeons
alors les coefficients de l'opération Sf hors de D + S, de manière
que c soit inférieur dans tout l'espace à une constante négative, et*
que les autres conditions qui, jointes à celle-ci, assurent l'existence
d'une solution élémentaire principale G(X, £) (?", ÏI) soient
remplies. Soit rfS^ la mesure d'un élément du domaine M>,(X == i,
2, . . ., m — i ) ; soient Pq ( q === i, 2, . . ., p ) les points qui com-
posent Mm', en prolongeant au besoin les M^(À << m) de façon que
ces variétés soient sans frontières, nous posons

m^ .../«-A) P

c o ( X ) = ^ j G(X, A ) ^ + ^ G ( X , P y ) .
A=l M^ q=ï

Soient CTa(a = = 1 , 2 , . . ., m) les cosinus directeurs de la normale

à S dirigée vers l'extérieur; l'expression 2a,B^a,BCTa^— reste

bornée quand X varie sur S; comme d'autre part c») est continu et
positif sur S, nous pouvons trouver une constante positive A telle
qu'on ait sur tout S

^0) . .
^a.^a.^a-»— -(- A (A) > constante positive.

Choisissons la constante A comme fonction ^ pour définir l'opé-
ration 6 sur S. On peut trouver une fonction c, solution régulière

LXI. 3
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de ( 2 ) dans OS^ qui satisfait sur S à la condition ^==9^; il suffît
pour cela de former les équations de Fredholm qui résolvent la
question dans le cas où il n'y a pas de discontinuités (g, IV, 2); ces
équations ont, dans les hypothèses actuelles, une et une seule
solution, malgré les discontinuités de /, et l'on en déduit une
fonction v qui répond à la question. Si p. est une constante posi-
t ive quelconque, on a

Q(v—M-4-^L(x))>o sur S;

par suite v — u + /JLCO ne peut atteindre de minimum négatif sur S,
Mais cette fonction, qui est infinie positive aux points de
Ma 4- . . . + M^i, car on prouve facilement l'existence d'une cons-
tante positive a telle qu'on ait

/ m . \
w > a^ —logrs-h^^-' j

\ A^3 /

dés que r^ra . . . r,n est assez petit, ne peut non plus atteindre un
minimum négatif en un point de D, car celui-ci serait nécessaire-
ment inférieur au minimum sur S, ce qui est impossible (§ 11);
donc

V — U ̂  — (JLtx).

De même
v — u ̂  p,to ;

comme la constante p. est arbitraire; u =-- v et le théorème est
démontré.

CHAPITRE IÏI.
SOLUTION ELEMENTAIRE PRINCIPALE. PROBLEMES OB VALEURS A LA FRONTIERE.

1. Définition. — Supposons que l'opération 31 u remplisse les
hypothèses précédentes (II, 1) dans tout l'espace; notamment une
condition de Holder est valable pour les 031,3 dans tout l'espace.
La variété JTl est supposée bornée; hors d'un domaine borné
contenant JU, on suppose que les fonctions a^a, èa, c(a, (3 == i,
a, . . ., m) sont bornées; la fonction c est en outre, hors d'un
domaine borné, inférieure à une constante négative, et le détermi-
nant D des aa,j5 esl, dans tout l'espace, supérieur à nne constante
positive.
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On dit qu'une fonction d (X , £) est une solution élémentaire
principale si :

i * 1 C'est une solution élémentaire dans tou t l'espace (11, 3);

2" ( ï et les ^° tendent exponentiellement vers zéro quand la
( ) j [ ' y , r

distance des deux points augmente indéfiniment {g. I l , 1 ).

2. Théorème. — Si la solution élémentaire principale existe^
elle est unique; en particulier elle existe si c est négatif ou nul
flans tout l'espace (hors de JTl).

Soient by,( a =: l, -2, . . ., m} ^t c * des fonctions bornées et con-
tinues dans tout l'espace et coïncidant respectivement avec les by.
el avec c hors d'un domaine borné; on suppose de plus que c* est
partout négatif ou nul. L'opération ^** définie par les Oa,3, les
h^ et c* admet une solution élémentaire principale G** (g^ II, 9).
Posons \f^ * *

K( X, S) = Soi ^a( X ) - ̂ ;(X ) ]^- (X, S) :

cette fonction est nulle dès que X sort d'un certain domaine borné.
Considérons l'équation homogène

/ / ( S ) — 1 « ( A ) K ( A , E )< /VA=O,

où l'intégration esl étendue à tout le domaine où K n'est pas nul,
de sorte que la théorie de Fredholm s'applique; je dis qu'elle
n'admet que la solution zéro. Il suff î t de le prouver pour l'équation
associée

,^)
^ i \ ) — K ( X , A ^ À ^ V A - O ;

elle signilie que la fonction
,,^)

^( x ) = _ ^ G**< X. A ) ^(A ) </\ A

est. dans tout l'espace, une solution régulière de Féquation
fF*^=o, ou ̂  est l'opération définie par les rta,p. les by, et c*.
Cette fonction ir est nulle à l'infini; elle ne peut atteindre nulle
part un maximum positif ou un minimum négatif (II, 14); donc
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t'ile est identiquement nulle ; par suite

c == 5^* »• = o.

comme nous l'avons annoncé. Donc Péqualiou en G*

r 1 " 1 1

G * ( X . S ) — ^ G*(X, \ ) K ( \, S X / \ A = G**( V, =)

admet une el une seule solution, car on peut. comme dans le cas
où JTl n'existe pas (^', II, 9), se ramener au cas où le second mem-
bre est borné. La fonction G*, ainsi détinie dans tout l'espace, est
une solution élémentaire principale pour fl7*. car, d'une part.
quand X-^251, on a G*== [i -h- o( i)]G**; d'autre part on trouve

/ ,</«.
^*G*( \. z.)— ^(^rx, . \ )Kr \, S ) ^ \ A = <»,

d'où ^F*G*== o; enfin G* el les -,— tendent exponentiellement vers
zéro quand la distance augmente indéfiniment.

Soit mainlenant c—r*== y. Un raisonnement identique à celui
qui vient d'être tait prouve que si c est partout (hors de JTl)
négatif ou nul, l'équation en G

„(///!

< i ) G( X, S ) — j G ( X. -\ ) y ( \ ) G*( A , 2 ) d\\^ = G* ( \, S )

a une solution el une seule, qui est la solution élémentaire princi-
pale pour ^. Il n'y a pas alors d'autre solution élémentaire princi-
pale, car la différence de deux telles solutions est une solution
régulière dans tout l'espace (II, 16) de l'équation homogène, et
par suite elle ne peut atteindre nulle part un maximum positif ou
un minimum négatif; comme elle est nulle a l'infini elle est iden-
tiquement nulle.

Enfin en supprimant l'hypothèse que c est partout négatif ou nul.
on démontre comme dans le cas où JTL n'existe pas (^', II, 12),
que la fonction G, si elle existe, est unique et donnée par l'équa-
tion (i) ou, si l'on veut, par l'équation

/ (/»»
<-.<) G( \ ,S ; )— G*t\, A ) y J . V ) G ( A , S)</\A=T^(X^S),

qui ont cliacune une ef une seule solution: réciproquement si nne
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mentaire principale.

3. Théorème. — Outre les hypothèses générales du para-
graphe 1 , supposons que la solution élémentaire principale
G{\, £) existe. Soit i<(X) une fonction continue ainsi que ses
dérivées dans tout {? espace; on suppose aussi que Ï^u existe et
est continu en tout point n'appartenant pas à Jît; dans un
domaine bornée contenant 3YL et F origine des coordonnées^ on
suppose que î̂  = (^(r^"'1); hors de ce domaine^ on suppose-
f/u^il existe un nombre positif p tel qu'on ait

/ / ( • X ) = O f L / ^ O , X)1, -^ == 0[L/^0. X ) | ( a = i , ^ . , . . . , w ) ,
t/3'Qt,

^u== 0[L^O, X ) 1 .

On peut affirmer alors que F on a

^)
/ ( (X )=—y G(X, À )^ (AWVA.

Même démonstration que quand Jfi n'existe pas (g^ II. 11 y
13, 14).

4. Équations limites. — Remplaçons les fonctions rta,^ ^a? c

par d'autres fonctions 0^3, 6ai c * ' En désignant par ri un nombre
positif donné, on suppose qu^on a dans tout Fespace

I ^x.{3-~ <? | < ^, <.3(^) - ^a,3 0' ) = 0[ i . ^CX, Yy|,

on la constante impliquée dans le symbole 0 est indépendante
de YÎ. Dans le domaine r <^ Y}, on suppose que

h^= OC/^ - 1 ) , c*= 0(r^-')

(constantes encore indépendantes de vi); dans le reste de l'espace^
on suppose que

I ^a— bï. | < ̂  1 c — c* i < T^•

Si la solution élémentaire principale existe pour l'opération S1,
pi si YÎ est assez petit, la nouvelle opération fF* est aussi du type
elliptique, et elle admet une solution élémentaire principale G*;
il existe en outre des constantes positives M, a, R telles qu'on ait,

3»
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dés que YÎ est assez petit

|G*(:X, S) | < MLî-/"(X, 3 )exp[ -—CTL(X , S)],

^(X. S) <MLi-"'(X, S)exp[~aL(X, S)] (a= i , ̂  . . . , m);

sous la condition L ( X , Z ) > R , en désignant par s un nombre
positif donne, on aura en outre, pour TÎ assez petit.

iG(X,S)-G;( :X,S) |<£,
^G ,,. „, àG* _
J^^-^^^ <:£ ^=i,.,..,^);

enfin G* est partout supérieur à un nombre négatif ou nul iixe (si
c est partout négatif, G* est partout positif). Comme dans le cas
où JTl n'existe pas, la démonstration se fait en reprenant seulement
la formation de la solution élémentaire principale (^2) .

5. Théorème. — Dans les hypothèses générales du para-
graphe 1 , on peut trouver une fonction w(X) et des fonctions
(pa(X)(a==i ,2, ...,/n) telles que le changement de fonctions
et de variables

u^wv, ra=9a(X) (a = 1 , 2 , . . ., m )

soit binnivoque dans tout V espace^ tel en outre que le jacobien
des y y ne s^ annule nulle part^ tel enfin que t opération ^ soit
cïtangèe en une opération analogue où les coefficients ana-
logues aux aa,3 remplissent dans tout ïespace une condition
de Hôlder d'exposant égal au plus petit des nombres h et À s'il
est inférieur à un. et où les coefficients analogues aux by, et
n c remplissent dans toute région bornée de I1 espace une con-
dition de IIôlder a^ec le même exfwant.

Même démonstration que quand <5U n^existe pas (^', II, 17).

6. Théorème. — Si ï opération adjointe a ^F,

S-^E^)-1.^.-^)']-.
existe et satisfait aux mêmes hypothèses que ^ (?î l ) , sauf
j^eut-être à la condition qu'on ait^ hors d^un domaine borné.r-ï^('•-I^)<-<-.
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et si la solution élémentaire principale G(X, £) existe^ on a

^G(X,E)=o

{F opération ̂  portante ici et dans la suite, ,m7- /e second point).

Même démonstration que dans le cas où JTL n'existe pas {g^
m, A).

7. Problème de Neumann. — Pour résoudre dans toute sa
généralité le problème de Neumann déjà énoncé (II, 2), nous
choisissons une fonction c — %, continue en tout point n'appartenant
pas à jn, valant O^""1) dans un domaine borné contenant Jfl,
bornée dans le reste de l'espace, négative ou nulle dans (J5 -h S et
inférieure à un nombre négatif fixe hors de d? -h S ; la fonction %
sera nulle hors de CD -\- S, et c coïncidera dans CO 4- S avec la
fonction donnée : le choix de la fonction c — % détermine doncc et
y dans tout l'espace. De même les fonctions ây.^ et by, (a, [3 = i ,
2, . . ., m) seront définies hors de (D 4- 3? de façon que l'opération
^u — yu remplisse les hypothèses du paragraphe 1. Soit G(X, S)
la solution élémentaire principale pour S^u—yu. On démontre,
comme dans le cas où JTl n'existe pas (^, IV) ( < ) , qu'on obtient
toutes les solutions du problème en posant

/<('») (m—i)

u(\)=— f . G(X, A )p (A)^VA-+ -2 / G(X, A) (T (A)Û?SA.
^(D ^-S

où p et a sont deux inconnues qu'on obtient par le système d'équa-
tions de Fredholm

p(X)- ^(X) f G(X, A ) p ( A ) r f V A
^(Q

^(m-ï)
-+-2^(X) / G(X. A)<T(A)^SA=/ (X) ,

^s'
,^'n}

^(Y)- / O G ( Y , A ) P ( A ) ^ V A
^(D

+2/1 1 e G ( Y , A ) c ^ ( A ) ^ A = = î ( Y ) ;
^^

(1) Pour la fonction de Green relative aux opérations 9u—/Met Ow—O)M,
on peut, par changement de variables et d'inconnue, ramener le cas actuel à
celui où tout est continu.
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Je plus, à deux solutions distinctes de ce système, correspondent
(oujours deux solutions u distinctes dn problème proposé. Le pro-
blème adjoint se définit aussi comme quand JTl n'existe pas (1) ; le
problème homogène correspondant au problème donné et le pro-
blème homogène adjoint ont toujours même nombre p de solutions
linéairement indépendantes; si p est positif, et si v^ (^2? • • • ? Vp
soûl des solutions linéairement indépendantes pour le problème
homogène adjoint, les conditions nécessaires et suffisantes pour la
solubilité du problème donné sont

p\in\ ^{in—\}

I fvn d\ — I ç v,, dS = o ( n =- i , 2. . . . . / > ) .
J (S J^ ' •

8. Formule générale de Green. — Les raisonnements qui con-
duisent aux résultats du paragraphe précédent, prouvent en parti-
culier que si, dans un domaine iQ et sur sa frontière S, l'adjointe
^v de êFu existe et possède les mêmes propriétés que 37, et si les
, «, àay. 3
Oj,— 2.p -T— sont continus, on a

r 1 " " /,'m-r
1 ( v ^ n — u^v) (l\ == 1 {v^u—u'Lv)d^,

J (Q ^'S

j )ourvu que Qu et Z^ soient continus sur S, que Su et ^v soient
continus en tout point de (Q -h 2> — JTl, et que u et v soient régu-
liers dans c?.

9. Problème de Dirichlet. — L'opération à7, le domaine (0 et
sa frontière S remplissant les mêmes hypothèses que pour le pro-
blème de Neumann, donnons-nous une fonctiony'(X), continue en
tout point de (Q— JTl et valant C^r^"1). Nous nous proposons de
trouver une fonction u^ continue dans (J3 4- S, nulle sur S, et
f/ui soit dans (.0 une solution régulière de [équation

^u==f.

Un changement d'inconnue et de variables permet de ramener

(') Le problème adjoint n'est regardé ici comme un problème de Neumann
relatif à l'opération adjointe que si les b^—^àa^fàx^sont continus; l'autre
interprétation est toujours possible.
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cette question à celle qui concerne le cas où JYi n'existe pas. On
en conclut notamment que la fonction de Green F(X, S) relative
au problème de Dirichlet dans OS pour l'opération ^u — %?/, où /
est au moins égal à c, existe et possède les mêmes propriétés que
quand <7Tl n'existe pas (^- ,V,2et3) ( 1) ; en particulier, si l est
inférieur à un et au plus égal à h et à À*, on a

CF(X, S ) — - 2 e G ( X , S)== 0| U+/ ' " { \ . S;)"],

G désignant la solution élémentaire principale relative à Ïfu — ' / u .
Cette fonction de Green permet de résoudre directement le pro-
blème visé par l'équation de F^redholm

^(m}
/ , ( X ) = — j prx, \ ) f / ( \ )---/,( V) / / ( \ ) ' ) < / v . v ,

^(P
qui est équivalente ace problème.

Les propriétés relatives aux extrema atteints sur la frontière
(^*, V, 5, 6) s'étendent aussi aux hypothèses actuelles {voir aussi
plus loin, IV, 3).

10. Cas où les valeurs données sur la frontière ne sont pas
nulles. — La frontière remplissant toujours les mêmes hypothèses
(I, 7), nous supposons qu'on se donne sur 'S une fonction < p ( Y ) ;
si l'on regarde 9 comme fonction des paramètres ( < , ̂  ' - - i ^m-t
à l'aide desquels s'expriment les coordonnées des points de S,
nous supposons que les dérivées de cette fonction existent et sont
hôldériennes d'exposant À. On propose de trouver une fonction u^
continue dans (©-(-S, prenant sur S* les valeurs (p, et qui soit
dans (j0 une solution régulière de V équation Ïfu ==/.

Nous commençons par former la fonction ^, harmonique dans OS^
continue dans â3 -h S, et qui se réduit à <p sur S. On sait (e, VIII,
6, 7) que les dérivées de v existent et sont hôldériennes dans (ÎS 4- 'S
avec l'exposant A (si h <^ i). Mais -y— ( a = = i , 2 , . . . , w ) est encore

3l

0) On peut démontrer aussi que ^F/Àr,= OfL^^^X, £)] quand X et î
varient dans d)-4-2?; on s'appuie sur ce que (tf, VII, 4) l'intégrale

y""-"^(x,A)«s.,
étendue à une partie variable de ^, est bornée.
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une fonction harmonique; on en conclut (^, VIII, 5) que les
s,n Y—.— (ou s,,i désigne la même fonction, nulle sur S, que
dans le mémoire auquel on renvoie) sont hôldériens dans (P -(- 5>
avec ^exposant h. Sur S ces dernières fonctions sont nulles; on
t*n conclut que

^ P/^.ra ̂ ? ) = 0 ( | ̂ n |^-1 ).
^

Si l'on convient d^englober dans i)ît toute la frontière S, et de
calculer r en conséquence, la fonction 3!v=f^ est continue en
tout point de C0—<7Tl, et elle vaut O^"'), l < i étant le plus
petit des nombres h et k. La fonction ^ — v doit être continue
dans tO + S, nulle sur S, et être dans CO une solution régulière
de l'équation

^/—— V ) =/——/i;

nous sommes donc ramenés au paragraphe précédent ('). On voit
que, dans les hypothèses actuelles, les dérivées de u sont continues
dans d? -+- S {voir l'avanl-dernière note).

CHAPITRE IV.
DÉRIVÉES PREMIERES ET SECONDES AUX POINTS DE LÀ FRONTIERE

DANS LE PROBLEME DE DIRICHLET.

1 . Théorème. — Supposons que les dérivées des coordonnées
des points de la frontière 2> du domaine (J3 soient hôldériennes
a^ec V exposant k << i, et que les dérivées des valeurs de u sur '§
existent et soient hôldériennes avec V ex posant k. Dans Inéqua-
tion du type elliptique

{ i ) ^^y.
o/i suj)])ose que les fonctions aa,p(a,^==i,2, ...,/n) sont hôl-
dériennes avec F exposant quelconque /i, et que les fonc-
tions hy,{a == i, 2, .... m), c et f sont continues dans (Q -\- S.

( l) On remarquera que, même dans le cas où JH n'existe pas, la question ici
traitée est plus générale que celle qui était résolue antérieurement (^, V). On ne
peut pas passer des fondions 9 considérées ici à des fonctions continues sans
plus, par un passage à la limite, car il n'est pas démontré que le théorème de
Harnack soit vrai dan» les hypothèses actuelles (ce théorème est vrai dans les
hypothèses du Mémoire e).



On peut affirmer alors que les dérivées de u sont hôldériennes
dans CD 4- S avec F exposant k.

Nous démontrerons qu'on peut recouvrir (33 4- S par un nombre
fini de régions dans chacune desquelles les dérivées de u sont
hôldériennes avec l'exposant k. Comme il n'y a pas de difficulté
pour un ensemble fermé intérieur à dS (^, I, H), il suffit même
d'établir qu'on peut recouvrir '§ et son voisinage dans (0 par un
nombre fini de telles régions.

Prenons pour origine 0 un point donné de S, et choisissons les
axes de façon que O^m soit la normale dirigée vers l'intérieur
de CD. Dans un certain domaine contenant 0, S est donné par
l'équation

< 2 ) ^m= ^(.-Cl, .^2, ...,.r,,/-i),

où les dérivées de la fonction À existent et sont hôldériennes avec
l'exposant A". Nous allons remplacer Xjn par une autre variable y,/,
nulle sur S au voisinage de ,0. Pour cela nous cherchons une
fonction Xm des variables oC^Jc,, . . ̂ Xrn-\i y/»? définie au voisi-
nage de 0 poury,»^ o, et se réduisant pour y/u== o à la fonction \ ;
si /', est, pour ym ^> o, une fonction harmonique de nos m varia-
bles. se réduisant à À pourym== o, on sait que les dérivées de f\
existent et sont hôldériennes d'exposant A" en 0 et dans son voisi-
nage poury,,,^o Ce, VIII, 6, 7); si d'autre parl/2 est, poury,,,>>o.
une solution positive de l'équation

^A i ^Ay^!^ à.̂a ày'fn

se réduisant à zéro poury^=== o, on sait encore que/y est prolon-
gcable analytiquement au delà de S, et qu'en outre — / î- est positif
et non nul pour y^==o (^V,S); par conséquent, si nous pre-
nons x,n=f\ -t- j^/25 Q11 prenant pour p. une valeur positive cons-
tante et suffisamment grande, les dérivées de Xm sont hôldériennes
avec l'exposant k pour y,/t^o, et la dérivée —n- est positive en 0^YW
et dans son voisinage. Comme en outre les dérivées de x,n sont des
fonctions harmoniques, un raisonnement déjà employé (III, 10)
nous montre que les dérivées secondes de x^ valent 0 (y ̂ -1). Si
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l'on prend pour variables x^x^ . . ., x,n._^ y,,,, la transformation
(pli fait passer des anciennes variables aux nouvelles, est donc
biunivoque dans un domaine contenant 0. Après cette transfor-
mation, les fonctions a»,? sont remplacées par des fonctions hol-
dériennes d'exposant A, au moins s i A ^ / r , ce que nous pouvons
toujours supposer; bm est remplacé par une fonction continue
pour ym> o et valant 0(y^'); les autres by, et c restent continus
pourr^o.

Changeant la notation, nous supposerons donc qu'un domaine
de S, contenant l'origine des coordonnées, est porté par.r^==o,
que (D est du côté x^ > o au voisinage de cette région, que les a^ A
sont hôldéricns dans (Q -\- S* avec l'exposant h^k. que b,n est
continu pour x,n >• o et vaut 0(;r^~1), enfin q^ie les autres by,, c
et y sont continus dans CO 4- S. Comme u est continu dans (.0 -(- S,
il suffit de retrancher des deux membres le produit de u par une
fonction continue positive convenable pour être ramené au cas
où c est négatif dans (X) 4- S; nous ajouterons donc cette hypothèse.

Nous allons pratiquer un nouveau changement de variables, de
fnron à particulariser davantage. Soient y<x(oî = = 1 , 2 , . . . . m) les
variables à introduire, et soient 0^3, b^ c' les fonctions qui déter-
minent l'opération ̂  dans ce système. On a

v à y y. ^'p^Y.S^Ô-Î— -r—î• ' (ÀTv àx?,
r{ u=^ Sy.§a.,s-— ——,

• (ÀTv àx?,

ffy. = ^ Yy.—— (\Vy,.

Nous voulons que, dans une certaine région contenant 0 et les
points voisins situés dans la région .2'm^o, le jacobien ne soit pas
nul ; (le plus y,n devra s'annuler en même temps que x,n^ la dérivée

—n étant positive; enfin nous voulons que, pouryw== o, on ait

n m,f. ̂  0 ( a = i . 2. . . . . m — l).

Nous prenons d'abord y/n== ^nr Les conditions ci-dessus s'écrivent
alors

^303 m -—a == o ou 6y^== o ( a = l. •<. . . ., 771 — i ).
• ' ô.r1^

a condition de prendre nulle la fonction ^ q111 figure dans la défi-
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nition de l'opération 0. Soit ̂  la valeur prise en 0 par le rapport

— m.s. ^ g^ désignant par À un paramétre positif destiné à être
a m. m

choisi assez petit, nous considérons une région, comprise dans
CD 4- S, homothétique d'une région fixe relativement à 0 et dans
le rapport À, cl comprenant toute la partie de (S -t- S qui satisfait
à la condition

L ( 0 , X ) ^ 2 A ;

nous supposons que la frontière de cette région remplit les condi-
tions requises pour la validité de notre solution du problème de
^eumann [pour pouvoir appliquer une proposition antérieure
{g. \ ' , 5), nous supposerons même que les dérivées secondes des
coordonnées des points de cette frontière existent et sont continues ;
voir aussi plus loin, paragraplie 3]. Pour définir l'opération ©,
nous choisissons une fonction '̂  identiquement nulle sur toute
cette frontière. Sur la partie de cette frontière définie par les rela-
tions

.r,n=. o, L(0, X )^X ,

nous prendrons 6}'a== o; pour

Xn, =0, À < L ( 0, X ) ̂  •). À ,

nous prendrons
e^-a=e(.ra4-^.r,,,)[L(0, X ) / A — I J ;

sur le reste de cette frontière, nous prendrons enfin

^}a= ®(^a++a^m) .

A l'intérieur de la même région, nous nous imposons la condition

^Y y.—— (C — A-2 }Yy.= ^ (Xy,-^ ^3.X,n ) —— (C — A"2 ) ̂ a- '^V.^iil )•

Une et une seule fonction y^ remplit ces conditions dans cette
région et sur sa frontière ( ^ • , V , 3 ) , Si nous transformons notre
région par uue homothétie de centre 0 et de rapport À"', les
coefficients qui remplacent les dy,^ dans l'équation transformée
sont aussi voisins qu'on veut des valeurs prises en 0 par les coef-
ficients donnés, et leur coefficient hôldérien pour l'exposant II est
infiniment petit avec À ; le coefficient qui remplace bm est O^'^T"'),
el les autres by, sont remplacés par des infiniment petits; le coef-
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ficient (le y a devient égal à — i . Les nouvelles valeurs de
© ( y a — X y , — ^ y . x , n ) sont les anciennes multipliées par À, et par
suite elles sont 0(^1), et leur coefficient de Holder pour l'expo-
sant h est aussi O^4"1). Nous pouvons donc affirmer (^, VII, 4, 5)
qu'après cette homothétie de rapport À~ ' , la fonction y^— Xy,—^^.x,n
vaut O^A^), ses dérivées ont la même limitation, et enfin ces
dérivées remplissent une condition de Holder d'exposant h et de
coefficient 0(^') [dans le passage indiqué du mémoire e, on
supposait que les by, sont hôldériens d'exposant /i, mais on a déjà
vu (II, 16; ^, II, 17) que le cas considéré actuellement se ramène
au précédent si A ^ Â < i ] . Par suite, avant l'homothétie, cette
fonction Va— -Pa— ^a^m vaut O^^'), ses dérivées valent O(^),
et le coefficient holdérien de celles-ci pour l'exposant h est 0(i).

Dès que À est assez petit, le jacobien ' } ï î > 2 ' • " ' > w ) ne s'annule
* r ' J ^(^1, ^2, • • • î ^m)

donc nulle pari dans notre région, et en outre la transformation
est biunivoque dans une demi-hypersphére de centre 0 (les hypo-
thèses du théorème ordinaire sur les fonctions implicites ne sont
pas satisfaites, mais la démonstration de ce théorème par la
méthode des approximations successives s'applique).

Nous choisissons À de cette façon et nous désignons par R un
nombre positif assez petit pour que ces propriétés aient lieu dans
la région

< 3 ) y'n^, .F'T -r-yî 4-.. .-r-yg^R^.

Soit v une fonction harmonique par rapport aux Xy, et qui prenne
pour -r,n== o les mêmes valeurs que u\ il est évident que

^ p = : 0 ( ^ ' ) = 0 f y ^ ' ) î

soity'== /'— ^^. Dans la région

( î ) .^<o, y2-1-^-^----^-^^1^2.

nous définissons les fonctions dy, ̂ , ^(^ (3 == i , 2, . . ., /n), r'et/'
en décidant que dans la région totale

( 5 ) yf+y:î-+-.••-^-y^R^
les r t^a(a^ w), b',^ eif sont des fonctions impaires de y,«, et
que les autres coefficients sont des fonctions paires de y^. On voit
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que, dans celle région (5), les a^((x^ |3== i , 2.. . ., m )sonl fonctions
holdériennes deyi .ya , . . ., y^ avec l'exposant h (si A < Â < i ) ;
les 6 a (a == i • 2, . . ., m ) et /' sont continus pour y,» ̂  o et valent
O^y,,^1""'); enfin c ' est continu et négatif dans toute la région;
l'opération ^ est ainsi définie dans la région (5). Sur la frontière

^+^+.••+7^= H-2

de cette région, nous définissons l'opération 6 en prenant ^ = o;
d^autre part nous définissons sur cette frontière une fonction o>
égale à B(u — v) pour ym^o, et qui prend des valeurs opposées
en deux points symétriques par rapport ày,/,==:o; <p est partout
continu car Q(u—v) = o poury, ,^==o. IN eus imposons à une
fonction w d'être, à l'intérieur de (5), une solution régulière de
l'équation

^=A

et de satisfaire sur la frontière à la condition

9w = s»;

la fonction w existe et est entièrement déterminée dans (5). Mais
— ^(y^ya? • • • ? — y m) satisfait aux mêmes conditions; donc w
es tune fonction impaire dey,n, et par suite w s'annule poury,,i== o.
Alors la fonction w — u 4- v satisfait, dans l'intérieur de la région
(3), à l'équation ^ ( w — u - h ^ ^ r o ^ sur la partie y m = o delà
frontière de cette région, o n a w — u 4- p = o ; sur la partie restante
de cette frontière, on a 6(w — u -4- v} = o; la fonction w—u-{- y
ne peut donc atteindre un maximum positif ou un minimum
négatif ni à l'intérieur de (3) ni sur sa frontière, et par suite elle
est identiquement nulle dans cette région.

Par rapport aux y», les dérivées de la fonction w sont holdé-
riennes avec l'exposant k dans le domaine

y2\-^yî-^-"^-yîn< R2/^;

pour le voir, on met (r sous la forme donnée par notre solution du
problème de Neumann (III, 7), et l'on raisonne comme dans le cas
où JTt n'existe pas (^, I, H). Nous allons prouver que, par rap-
port aux x^ les dérivées de w sont holdériennes avec l'exposant A"
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dans la région correspondante. On a

àw _ <)w <h'^
ôj'y. r ày^ <)xy,

Les 1-w- sont, relativement aux x». hôldériens avec l'exposant / ;
<)y^ A

il n'y a donc pas de difficulté pour le ternie correspondant

à [3 == m. Si (3 ~^- w, nous savons que .— est nul pour y,,, == o ;

cette fonction vaut par conséquent O(y^) ou 0(^'^).
Étudions maintenant davantage la fonction y^, qui est la solution

d'un certain problème de Neumann. Soit G(X, S) la solution élé-
mentaire principale d'une opération du type elliptique qui, dans
le domaine où il s'agit de déterminer yp, ne dinere de

9 n — ( c -J- X-2 ) u

que par les coefticients des dérivées, lesquels sont nuls dans la
nouvelle opération; on supposera que le coefficient de l'inconnue
est dans tout l'espace égal à - ̂  ~2 ; les by, sont supposés nuls par-
tout. Posons

\r^

K ( X , S ) = K ^ ( X . 3)= £ a ^ a ( ; X ) — — ( X , S),
UXy,

/»o
K(^)(X, 2}= K ' ^ f X , A ) K ( A , S ) ^ \ A ,

_ .(/")
G^(X, 2 ) = G ( X , S)-h^ y . G(X, A )k r< ) (A , S ) ^ \ A ,

n=i

où les intégrales sont étendues à tout l'espace. En désignant par d3,
le domaine où l'on détermine les y», par S, sa frontière, par /i le
second membre de l'équation du type elliptique, on peut poser

/,(m) /,(m-li
y^ (X )==— \ G(X, \ ) p ( A ) ^ \ A 4 - 2 ^ G^(X. A ) î r ( A ) r f S A ,

J^, "y,

et les inconnues p et o" sont données par les équations

^(m) /,(^-li
p ( X ) — / K ( X . A ) ? ( A ) ^VA-+->2 / K(/^(X, A ) c 7 < A ) ^ S A = / i ( X ) .

• ^(0^ ^«.S^

/,(w) ^(m—V)
^(Y)— / ôG(Y, A)p(^)<YVA-4- '2 f OG,,(V, A) (T(A)<YSA== ?i(V;,

^(O, t7^,
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où <p< (Y) est la fonction donnée sur la frontière; les raisonnement
usuels montrent que ce système a une et une seule solution, la
théorie de Fredholm s'appliquant sip est assez grand pour que K^
soit continu pour Xrn 7^ o : on a alors

K^)(X, A ) = 0 ( . r f e - < ) ;

dès lors la théorie de Fredholm supplique aussi pour p == i
(/, III, 2). En passant par les équations relatives à une valeur assez
grande, de /?, on voit que, pour^ == i , on a p (X) === 0(*a^71), où /
est un nombre positif quelconque inférieur à k ; par suite le terme

/»(/"1

\ 6G(Y, A ) p ( A ) r f V A est hôldérien, et par suite Œ est holdé-
1

rien (<?, VII, 4; remarquer qu'ici G est la solution élémentaire
principale d'une opération dont tous les coefficients sont hôldé-
rieus); il en résulte alors que, pour p •==. i , p vaut 0(^' ) ( Â <1)-
Donc les dérivées de

„ (/ /<)
y G(X, A ) p ( A ) ^ \ A

J<Q,

. ,. i i n • àw ^y^sont hôldenenues avec 1 exposant A'; dans 1 expression->— T"^5 ce

J P 01

qui provient de ces dérivées est donc hôldérien avec l'exposant k.

En posant |JL(X) === ,—» et en remarquant que cette fonction est°y^
nulle pour Xm~=- o, nous avons donc à étudier Pexpression

/ (/"-i) ^C_
[(X(X)-^(A)J^(X, A ) O ( A ) ^ S A ,

où o- est hôldérien, et où l'intégrale est étendue à la variété

a,,,=o, a^-h Œ^-+-. . .-h a^_, ^ X2 ;

il est immédiat (e, I, 7, 8) que cette fonction est hôldérienne avec
l'exposant À", car, si X et le domaine d'intégration varient, l'inté-

grale Ç m '-^(X, A)<7(A)rfSA reste bornée (^, VII, 4). Le théo-

rème est donc démontré, car u •== F + w et il n'y a pas de difficulté
pour(\

2. On a remarqué que, dès notre premier changement de
LXI. 4



- 80 —

variables, nous avons été ramenés à une équation dont les coeffi-
cients notaient pas tous continus. Plus généralement, en suivant
la même marche ou en se ramenant, par un changement linéaire
non homogène d'inconnue suivi d'un changement de variables
(II, 10, 12), au cas du paragraphe précédent, on démontre le
théorème suivant, qu'il suffit d'énoncer :

THÉORÈME. — Plaçons-nous dans les hypothèses du Cha-
pitre 1 1 ^ paragraphe 1. Soit k << i V} exposant des conditions
de IIôlder auxquelles satisfont les dérivées des coordonnées dés
points de S. On suppose que les aa,p sont hôldériens avec V ex-
posant A, et que les by.^ c et/valent O^"' ). Si les dérivées des
valeurs prises par u sur S existent et sont hôldériennes avec
l } exposant A", les dérivées de u sont hôldériennes dans CQ -}-'§
avec Vexposant k.

3. Le premier changement de variables effectué au paragraphe 1
permet encore de généraliser les théorèmes relatifs .aux ex tréma
atteints sur la frontière (III, 9; g^ V, 5, 6). On avait établi ces
propositions en supposant que les dérivées des coordonnées des
points de S sont lipschitziennes (c'est-à-dire hôldériennes avec
l'exposant un); on voit que le résultat subsiste si ces dérivées sont
hôldériennes avec un exposant quelconque. On a donc, dans ces
hypothèses, les deux théorèmes suivants, où l^on suppose que u
n ̂ est pas constant :

THÉORÈME. — Si u atteint en Y sur S un minimum nul et si
en outre on ^i/^o, il existe un nombre positif'M tel qu^on ait^
dès que le nombre positif t est assez petite

u(Y,)>M^;

Y( désigne le point qui a pour coordonnées les y^— tî^a^^vj^.

THÉORÈME. — S i c ^ o et /^o, et si u atteint en Y sur S un
minimum négatif^ il existe un nombre positif Vf.-tel qu^on ait^
dès que le nombre positif t est assez petite

M ( Y ( ) — M ( Y ) > M < .

4. Théorème. — Supposons que les dérivées secondes des
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coordonnées des points de '§ existent et sont hôldériennes avec
l'exposant A < i. En outre, supposons que tous les coeffi-
cients ay_^^ b^ c et le second membre/de l'équation (i) sont
hôldèriens avec l''exposant h. Si les dérivées secondes des
râleurs prises par u sur S existent et sont hôldériennes avec F ex-
posant h, les dérivées secondes de u existent et sont hôldériennes
dans (.0 avec l'ex posant /?.

Pour iin ensemble fermé intérieur à CD, il n'y a pas de difH-
culte (^, IV , 1 à 3). Il nous suffit donc d'établir qu^on peut recou-
vrir totalement '§ et son voisinage dans <© par un nombre fini de
régions, à l'intérieur de chacune desquelles les dérivées secondes
de u sont hôldériennes avec l'exposant h.

Nous commençons par faire en sorte que c soit négatif dans un
certain voisinage de S, et nous ne sortirons plus de ce voisinage
dans la suite. Par un changement de variables, nous faisons en
sorte qu'un domaine de S, contenant un point donné de cette
variété, soit situé sur^, , (==o, d3 étant du côté Xm^> o; dans les
hypothèses actuelles, cela peut être fait de façon que les dérivées
secondes des anciennes variables par rapport aux nouvelles, et de
celles-ci par rapport aux anciennes, existent et soient hôldériennes
avec l'exposant h.

Ensuite nous faisons un nouveau changement de variables,
destiné à particulariser davantage. Soient y^ y_i, . . ., y^ les nou-
velles variables; les coefficients de l'opération £Fu, dans ce système
de variables, seront distingués par des accents. Nous exigeons que
la transformation soit biunivoque dans (S + S au voisinage du
point donné de S : nous pouvons mettre en ce point l'origine 0
relative aux anciennes variables; de plus nous voulons que, dans
ce voisinage, x,n = o se change en ym= o, x^ > o en ym> o, et
que pour ym == o on ait

^m^^ o (a ̂  m). h'^== o.

Soit c p i ( X ) une fonction, harmonique dans (Q au voisinage
de 0, et se réduisant à ~ m pour x,n~== o; nous posons

2^w,w r r

y m — x fn "+~ -K 7>i y i ;

la condition b'^ = o est satisfaite quand x^ ou y^ s'annule; de
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plus les dérivées secondes de y,n sont hôldérieiines avec Pexpo-
sant h(e^ XVII, 3). Pour les autres variables y», nous procédons
exactement comme au paragraphe 1.

Ensuite, toujours comme au paragraphe 1, nous choisissons la
région

(6 ) .)-î-^-+-...+J^^H2

que nous considérons maintenant. Dans la partie Vm^ ode celte
région, les a^ b'y, ot c résultent du changement de variables;
dans la partie y,n < o, nous procédons comme au paragraphe 1.
Les coefficients ainsi définis son! hôldériens déposant h dans
toute la région.

Soit v\ une fond ion do X, harmonique dans d3 au voisinage
do 0, ot prônant sur .r^== o les mémos valeurs que u. Soit 92 lm(l

fonction do \, harmoniquo dans d3 au voisinage de 0, ot prônant

sur .r,n=o les mémos valeurs que J ~ ~ c pl ; les dérivées secondes
'^•G'm.m

do la fonction ^,= •^?2 sonl holdériennes dans <0 au voisinage
de 0 avec l'exposant h(e, XVII, 3). Tl en est de même dos
dérivées secondes de la fonction v = P( 4- ^a*

Posons, pour ^^>o,
/^/-^

et regardons // comme une fonction de yi, y2? • • • ? ym\ celte
fonction, définie poury^o, est hôldérienne avec rexposant A, et
elle s'annule poury,,,==o. On la définit pourym<o en décidant
qu'elle est fonction impaire de y,n\ ainsi elle est hôldérienne avec
l'exposant h dans toute In région (6).

Sur la frontière de cette région, nous définissons Popérîition 8
on prônant ^==0 . Puis nous définissons sur cette frontière la
fonction 9, dont les valeurs en deux points symétriques par
rapport à y,,, == o sont opposées, et qui, pour ym^o, est égale
a @(u — ^) ; cotte fonction est continue sur toute la frontière. La
fonction w, assujettie aux conditions

^ w = f à l'intérieur.
6 w == ® sur la frontière,

existe ot ost unique, et elle coïncide avec u — v dans la partie y,»^ o
de notre région (même raisonnement qu'au paragraphe 1). Dans
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le domaine

( 7 ) y m > <^ y? + fï +... •+- y?u < K2/^,

les dérivées secondes de w par rapport aux y y, sont hôldériennes
avec l'exposant h(e^ IV, 1 à 3).

Notre théorème sera démontré si nous prouvons qu'il en est de
même des fonctions

y-w _^ à^-w ày^ ()y^ î ()w ^V^
()xy. àx^ ^Y,Ô ày^ ày^ àxy, àx^ -r^y àvy à-ry. ôx^

Au second membre, la première somme ne peut faire de difficulté,
puisque les dérivées des yv sont hôldériennes avec l'exposant /i.
Dans la seconde somme, le terme correspondant à y = m ne fait
pas non plus de difficulté.

Prenons donc un des termes restants de cette seconde somme y
c'est-à-dire supposons y -=^- m. On peut supposer que. \ étant assez
petit, YV est calculé en prenant

^.('") F \m— i)
^ ( X ) = — / IKX, A ) p ( A ) r f V A - + - - 2 y H(X, A)cr(A.WSA,

où l'intégrale d'ordre m est étendue à un domaine contenant à son
intérieur celui où il faut déterminer yv et la frontière de celui-ci;
p devra être hôldérien d'exposant h dans le domaine ainsi étendu ;
quant à Pintégrale d'ordre m — i , elle est étendue à la frontière
du domaine non étendu, et l'on trouve que <7 est hôldérien'avec
l'exposant h (<?, VII, 4); la fonction H est celle qui a été définie
plus haut (II, 3), en choisissante égal à ^-1 (pour >. assez petit,
on peut trouver y^ de cette façon; voir les travaux antérieurs,
notamment^-, I, 10). En laissant de côté des termes qui ne font

pas de difficulté, et en posant -— ==^L(X), on est ramené à démon-^ -t
trer que

^L^^^ ̂ (A^
est hôldérien dans (7) avec l'exposant À, l'intégration étant
étendue à un domaine pris sur a,n= o et contenant le domaine (7 )
et sa frontière. On peut d'ailleurs supposer a 7^ m, car la vérifî-

4»
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cation relative à —- se fera à Faide de Inéquation ( i ) dès que
°^'in

seront faites les vérifications relatives aux autres dérivées secondes.
On sait que p. s'annule avec Xjn, et que ses dérivées sont continues^
nous pouvons donc nous ramener à l'étude de

/'"'"''^'^-^^^[^^^^^^-^^•^'w]^-
avec le même domaine d'intégration (dans le second crochet, la
notation signifie qu'on a échangé les rôles des deux points pour
passer du premier terme au second), car ^.(A) est nul, et le terme
ajouté se ramène à une intégrale d'ordre m—2, qui est hôldé-
rienne avec l'exposant h dans la région ( 7 ) . Nous pouvons
reprendre pour cette expression des raisonnements antérieurs
(e. I, 7, 8); le rôle des fonctions w du passage cité est tenu par les
fonctions p.^ o-, a^,^; mais les exposants À et h du passage cité on!
ici pour la fonction p. les valeurs respectives h et 1, et pour les
fonctions or et rt^/-} les valeurs respectives 1 et A. Nous avons donc
{e^ I, 8) à vérifier que les dérivées relatives à (7(X)etaux rta/^(X)
donnent des intégrales bornées quand les coefficients varient de
certaines façons ainsi que la région d'intégration : c'est immédiat.
car ces dérivées sont 0[.r/„L~m(X, A)]. Notre expression est donc
hôldérienne avec l'exposant //, et le théorème est démontré ( ^ ).

( 1 ) Ce théorème rend très facile la démonstration d'un résultat déjà annoncé
(Comptes rendus, 190, iQSo, p. 6i3) : dans un problème non linéaire de Dirich-
let dont les données sont suffisamment régulières, si Fon sait borner l'inconnue
et ses dérivées jusqu'au second ordre, et trouver une condition de Hôlder remplie
par ces dérivées secondes, on peut en déduire des limites supérieures et infé-
rieures des dérivées jusqu'à un ordre donne. Cela entraîne la possibilité de
résoudre le problème non linéaire de Dirichlet pour un certain champ de données.


