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BULLETIN

DE L\

SOCTETE MATHEMATIQUE DE FRANCE

PROBLEMES DE VALEURS A LA FRONTIERE
RELATIPS A CERTAINES DONNEES DISCONTINUES:

Par M. Geonrces Giraup.

Introduction.

Si lon étudie les solutions des équations du type elliptique dans
le cas ol toutes les données sont continues (les coefficients des
dérivées secondes dans I'équation étant, en outre, hildériens), on
est amen¢ a employer des transformations conduisant a des équa-
tions dont les coefficients et le second membre ne sont pas tous
continus. Cela justiﬁe une étude consacrée spécialement a ces cas.

Dans les pages qui suivent, on montre d’abord que la méthode
de Fredholm est applicable aux noyaux de certaines catégories
dont la genemhtc dépasse sensiblement ce qui est utile pour les
problémes visés. Ensuite on s’attache anx équations du type cllip-
tique dans lesquelles les coefficients des dérivées secondes sont
holdériens, mais les autres coefficients et le second membre
peuvent étre discontinus aux points d’une variété a m —1 dimen-
sions (m étant le nombre des dimensions de P'espace); on sup-
pose sculement que si 'on multiplie chacun de ces coefficients et
le second membre par la puissance 1 — k& de la distance a cette
variété (o < k<1), les produits sont bornés. On trouvera plus
loin (II, 1, 2) la maniére précise de poser dans ce cas les pro-
blemes qui généralisent ceux de Neumann ct de Dirichlet. L'in-
troduction de ces discontinuités s¢ montre spécialement avan-
tageuse pour la résolution du probléme de Dirichlet (111, 10, note).
Enfin on indique des conditions suffisantes pour que les dérivées
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premiéres ou secondes de la solution d’un probléme de Dirichlet
soient holdériennes avec un exposant donné A inférieur a un
( Chap. IV); pourle théoréme qni concerne les dérivées premiéres.
les discontinuilés s’introduisent encore d’une facon, pour ainsi
dire, spontanée. On trouvera aussi la (IV, 3) une généralisation de
résultats antérieurs, relatifs a4 des extrema atteints sur la fron-
tiere ().
Sommaire.

I. Application de la théorie de Fredholm & certains noyaux. — II. Opé-
rations-du type elliptique dont les coefficients admettent certaines discon-
tinuités. — III. Solution élémentaire principale. Problémes de valeurs a

la frontiére. — IV. Dérivées premiéres et secondes aux points de la
frontiére dans le probléme de Dirichlet.

CHAPITRE 1.

APPLICATION DE LA THEORIE DE PREDHOLM A CERTAINS NOYAUX.

1. Lemme. — Soient Ret h deux variables positives, et soit «
une constante inférieure & Uentier positif m. Nous considérons

Uintégrale
1= f

étendue  la région

my .
(ai+ a3 +...+ a3, + h2)os—m2 4V
1 2 m ’

a}+ aj+...+ a} < Ry

d\ désigne Uélément de domained(a,, a,, ..., an). Je dis que
st b est horné, 1 admet la limitation (?)

O(Re) (o<a<m),
I'=9 O[log(1+ R/h)] (a =o0),
L O(he) (a < o0).

(') Pour abréger, on désignera par des lettres certains travaux antérieurs,
ainsi qu’il suit : a, Ann. sc. Ec. Norm., t. 43, 1926, p. 1 & 128; b, id., t. 46,
1929, p. 131 A 245; ¢, Bull. Sc. math., t. 53, 1929, p. 367 & 395; d, Ann. scient.
Ec. Norm. t. 47, 1930, p. 197 4 266; e, id., t. 49, 1932, p. 1 & 104 et 245 & 308;
S Journ. de Math., t. 11, 1932, p. 389 a 416; g, Bull. Sc. math., t. 56, 1932,
p. 248 a 272, 281 & 312, 316 & 352, Errata, p. 384.

(?) On emploie le symbole O de Landau (g, I, 9, note; voir au méme endroit
la définition du symbole o).
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En effet, si nous introduisons les coordonnées polaires, il vient
o L
Ir ( ni/.)‘) = 2 xn/? f (Pa + ht )(a—m;/z ?m—l d?‘
[ . .

Si 0 << a << m, la derniére intégrale écrite est moindre que

R

Rx
P“" dP = —
S

Si a<o, elle est égale a

»

.

. R/
]Iaf (l 4+ 2 )na— m/2 gm—1 d,‘
0 .

Si « est nul et R2 A, ¢’est moindre que

1 R/A
f (1 =+ £2)=m/2gm—1 gt [ _(,lt;
A J t .

si x=o0 ¢t R < h, c’est moindre que

AR/A
tm—1 d¢.

(U

Si @ < 0, ¢’est moindre que

i C(mf2)l'(—af2)
[,a/ 1 £2)2—m/2gm—1 gt — ha . .
0 ( ) l[("l—-z)/Q]

Dans tous les cas, 'énoncé est donc vérific.

2. Lemme. — Soit D le domaine des points (a,, ay, . ...an)
tels qu’en posant

m

3
= ¥ ai  r>o0  (<p<m),

n=m—p-+1i

onaitr <R,Rétant donné, et tels qu'en outre (a,. as, ..., am_p)
suit dans un domaine borné donné (si p = m, cette derniére
partie de I'énoncé disparait). Soient o, 8. y des constantes telles
qu'on ait

x>0, 0, o< v <p, 2= >p, S > p.

e
/

\
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Soient G(X, A) et H(Z, A) des fonctions continues quand A (')
appartient & D, et X et Z & des domaines bornés donnés, A
stant en outre diflérent de X et de E et non situé surr =o. On
suppose enfin qu'on a (*) '

GIX. A)=0[L2 m(X,A).  H(Z. A)=O[L3-7(Z, A)].

Soit alors
K(X.Z) = / GOX, AVH(E, A= dVy;
. ; |

Je dis que K admet la limitation suivante :

S O La+3+y-mp (X, )] (%~ 34y < m—+p),
K(X, ZE)={¢ O[logL,— logL(X, T))] (2+ 3+ 7v=m=+p),
(“(H (2+3+vy=m—+p)

L., est une constante donnée, supérieure a la borne supérieure
de L(X, Z). Dans le dernier cas, K reste continu méme si X
et Z viennent @ se confondre.

Commencons par le cas on a-++ 534y >m—~+ p. Soit n un
nombre positif; I'intégrale étendue a la partie D, de D telle quion
ait a la fois L(X, A) 27, L(Z, A) 27 vaut

Ry
(§) ['rl:"‘*‘:j 2 / ISR AY ] .
“p i

c¢'est-a-dire qu’elle est bornée; clle est, en outre, continue quels
que soient X et Z. Soit D' la partie restante de D. Dans la
pactic Dy de D" oa Pona r2> L(X, A), 'intégrale est

AN
0[/ Laeypm( X, A)L3-m (=, A)d\",\];

sLLONL V) SL(ZE, \), ce qui entraine L(X, A) <n, Uintégrale

vaul donc

(m)
(] [f Lat3+y p=2m( X, A) d\VA] =0 %Sy —p—m Yy s

(') Nous désignons par une majuscule A le point (a,, a,, ..., an), dont les
coordonnées sont notées par la minuscule correspondante.
(?) L(X, A) désigne la distance des deux points.
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méme résultat si L(Z, A) << L(X, A). Méme résultat aussi dans la
partie Dy de D" ou I'on a L(X,A)>r2L(Z,A). Dans la partie
restante de D', r est inférieur a . Dans larégion D,de D'—D, —D,
ou Uon a L(E, A)2 L(X, A), l'intégrale étudiée vaut

i )
olf
intégrale qui existe certainement, car & +'f3>m+ p—y>m.
Sia+B<<m—+p, mtégrons d’abord par rapport a @iy 8y, -y Quip,

procédé légitime puisque la fonction intégrée est pOsmve. le pre-
mier lemme (§ 1) nous donne

P
0 [f K x A B— = p d (@ ey ) @ )].

avec ‘ i !

m

Q= E (rn—an)?, e = o0,

n=m-—p+1

Y- |.‘a-+’»§——3m (X, A'j dVy ],

de sorte que p<SL(X,A)<wn; dans la région ou l'on a r2p; la
derniére intégrale est moindre que

{,)I
f patBry—m—2rd(an_pii, ..., Qm),

étendue A la régrion p <, ce qui fait O(n*B+1-"—P); méme
résultat dans la région ou l'on a r <<p. Si a-+fB2>m + p, nous
pouvons, dans cette fin de calcul, remplacer a + {3 par une cons-
tante positive plus petite, comprise entre m + p—y et m + p.
On raisonnerait de méme dans la partic restante de D', ou
lon a r<L(Z,A)<<L(X,A). On voit ainsi que lintégrale
étendue a D' est O(n"V" ) avec h=a+PBsia+B<<m—+p
el m—+p—y<<A<m—+p dans le cas contraire. Cela nous
montre non seulement que I'intégrale étendue a D est bornée (il
suffit pour cela de donnor a v une valeur pal‘[lCllllel(‘ qudconqu(')
mais encore qu’elle est continue : en effet, K est la limite pour
n > o de l'intégrale étendue a D,; or, cette derniére est continue,
et la convergence est uniforme, d’ aprés la limitation de Vintégrale
¢tendue a D', o
Soit maintenant o +  + y <m + p.
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Dans la partie D, de D ou l'on a r>2L(X,A), lintégrale est

1) -
0 [f La+Yy—p—m X: A) Lﬁ—m( =, A ) dV, ]’ .
et celle expression a une limitation du type de I'énoncé (b, I,
th. 3, p. 150). De méme dans la partie D, de D ou I'on a
L(X, \)>r2L(E A).
Dans la partie restante de D, on a a la fois

(1) r<_L(X, A), r<L(E, A).

L(X.E
2

Soit D, la région ou l'on a, en outre, L(X,A)< ,
8 = )

et soit I, I'intégrale étendue a cette région :

= olw-m( X, 3)]

d’ou, d’aprés le lemme précédent (§1).

Al -
’

La-m(X, A)yry—» d\"AJ

! ° ) PN
()l L3-m (X, E) / 2P I d( Aty -+ ey A y)_]
y 3
(2 < p),
) , P L(X, E)
_lolum x = / rrlog Xl d - @)
(2 =p),
m
o[l‘wﬁf-m#mx, =) f PP d(@epsrs -y @ )]
(x> p); »

si @ = p, on observera, pour avoir la limitation ci-dessus, que

1 Vl‘ﬁ(xr E)— iPE < L(x7 E)_
2P T ey

Dans les cas « <<p et a > p, on en conclut sans peine que I, a
une limitation du type de I’énoncé (si « << p, on sépare D, en
deux, selon qu'on a r<p our>p). Si a = p, nous allons évaluer
‘I'intégrale

p) —
, 2L(X, E)
f =P log '—07“"‘ d( Am—p+1y +ovy Am),
i
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s . = . |
étendue a toute la région r < ll(—)—iL——), qui comprend D, et ou la
fonction intégrée est positive, car si D, existe, en posant

m

2= E x3, {>>o0,

n=m-—p-+i\
on a

I<r+p<2L(X, A)SL(X, T),
ce qui entraine, quand A varie dans la nouvelle région,

pSr+1l<3L(X, E)/»

Exprimons @m_p,, ..., an en fonctions de p autres variables,
I'une de celles-ci étant r, et les p — 1 autres c,, ¢, ..., Cp_, étant

telles que les a_;, (m — p < n<m) soient indépendants de r. Notre

intégrale devient

L 2o L(X, E |
f ry—t log)—(P-’—)qo(c., cenyCpa)d(ry ey oo, Cpoy) (3 >o0),

ou, en intégrant par parties,

["’“” ri—it,  aL(X, E)
. T 8T

Py — It 9o
+j 7o d—‘rqa(c., ciey Cpr)d(r, €1y ..., Cpar).

?(01, .oy c,,_i)d(ci, ey C,,_|)

Du reste,

pr=r2+ l2—2lrcosf, d’onr p2|r—1lcosh|;

en observant que 6 est indépendant de r, on en tire

dp r—1lcos do
o r—rfeosh %R\,
Jdr ° ar|=
D’autre part on a, pour y<1,
) rY—1y
(2) 1 <rr—ty

car, si' 7> [, cela équivaut a

rt— NS ry—1Irr—,
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ce qui est (I'égalité a lieu seulement siy =1), et la \erlhcauon se
fait aussi pour r < [. Donc, si y <1,

r‘f——[‘.’r)_p < fr—1]

) Jr|=

I'intégrale d’ordre p est done, en valeur absolue, inférieure a

L'.’(X, E) Ap—1i

oY
2V

giC, cvycpa)dier, oo, cpy) = O L (X, =)].

y > 1, on écrit, d’aprés le théoréme des accroissements finis,

ri—=lr=(r—00[Lr(X, E)|,
par suile,

=X, 3,

l I.q:_ l~‘r {)‘a
I v2  dr

de sorte que l'intégrale d’ordre p est encore O[L¥(X, Z)]. Dans

I'intégrale d'ordee p—1, il y a, en réalité, deux termes, dans

I'un desquels r = o (ce terme étant a changer de signe), et dans

L(X, =)
2

Vautre r= ;str=o,onal=p,ect
r— 1 yL(X, E
log : =)

~r
z
' V

2 —
S—_‘l ]AY(X. ;.),

= e~
'

l¢ second membre représentant le maximum du premier quand

. . : - . L(X, E)
varie; ce terme est donc bien O[LY(X,Z)]; si r= -(—;—
et y 21, on éerit

ri—1Un 2 L(X, &) ri—0r—1 2L(X E) iy =
» log ‘ ol ey 7 o log - = O LY X,E]).

ce qui redonne la méme limitation pour lintégrale; si y <1, on a

Pl 2L E)

~ ~
H I3 '

og 2202 2) — oqLx(x, =),

d’ou toujours le méme résultat. Ainsi, méme dans le cas ou a = p,

on a :
I,= O La+B+y-—m—p(X, E)).

On a ¢videmment la méme limitation pour U'intégrale I, étendue
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au domaine D, ou l'on a, outre (1),
LOX, M) > L(X, Ev22L(F, A ).

Soit maintenant D; le domaine ou on a. ontre (1),

L(X, E)f» < L(X, A)<2L(X, =), L(

A >N, =0/,

et soit [; I'intégrale correspondante. On-a

. Il
I;= O[La+3 2 X, E) f »ep (I\']

- . . )
= Ollﬂ‘h’i m--p (X, E)f Al . e, Ay »].

ou encore O La+3+1-m=r(X Z)], puisque r < 2L(X. Z).
Soit enfin Dy le domaine o1, outre (1); on a

(3) . L(X, XA) > 2L(X, E);
on a alors ausst

L(Z, A) S L(X, A)—L(X, 2)> L(X, A)/2,

de sorte que Uintégrale I, correspondante est
e .
l,; = ()|’ [ ]‘a+{3_2"l ( X. A yr—r d\\]

Soient X, le point (&), ...,Znu_p,0,....0) et A; le point
(ars .v.oy@u_p.0,...,0). Considérons le domaine ou. outre (1)
et(3),ona

r

N

L(X, =),  L(X;,, Ap<al(X, =y

I'intégrale étendue a ce domaine vaut

- (m)
0 [Lw B—am (X, Z) f r=r (1\']
(g
-0 [La‘ﬁ—m '/'(.x’ E)f

= O] La+B+y—mep (X, E)).

L T PP T P ‘)]

Considérons maintenant la partie de D o 'on a

r§l¢(x.5). L(Xh 1\,‘)>:2L(.\’, E):



—_ 10 —

Pintégrale étendue a ce domaine peut s'écrire

e
()[f La+8—tm(X,, _v\,_),-*,f—pdv,‘]

i i °
=0 [Lz+,’3—r;:—/'(' X E )f ry—=p d(a,,,_,, Fly ey @) ]
= O[La+B+y—m—p(X, T)). '

Litendons maintenant I'intégrale au domaine ou 'on a, outre (1)

ol (%),

comme

r> L(X, &), 2SL(X, T);
L2X,, Ay) = La(X, A)— o> 4LA(X, B)— o,
on voit que
LiXy, A > 3L(X, E)
I'intégrale se limite donc comme dans le cas précédent, puisque
)

I'intégrale / rY7d(am_p.y. ...,an) est encore O[LY(X, Z)].
Il reste la partie de Dy, ou l'on a

r> L(X, E), 2> L(X, E),

dans ce domaine, 'intégrale s'écrit (§ 1)

(g
1)[f &= B—m—p px—p d( Q—p ity ooy a,,,)J,

sip2r, cela fait

. oy
nl f roadBrv—m—p d(a,_pyy ..., An )]

T Ol (X, Z)) (5 By <mtp),
1 OlogLy—logL(X, E)] (x+3+v=m-+p);

le résultat est évidemment le méme dans la partie ou 'on a p < r.
On a donc encore pour I une limitation du type de I’énoncé.
Notre lemme est ainsi entiérement démontré.

3. Théoréme. — Soit D un domaine borné quelconque~con-
tenant des points de la variété a,=o{(m—p<<nim), ou
ayant de tels points sur sa frontiere. Soit G(X, A) une fonc-
tion continue quand X et A sont situés dans D et différents
Uun de Uautre, r(A) étant ern outre non nul (r a la méme
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signification qu’au paragraphe précédent); on suppose que

G(X, A)=O[La=m(X, A)yrB-r(A)] (0<a<m, o< 3<p, a+ 3> p).

Alors la théorie de Fredholm est applicable a l ’équatiqh enu
im)
w(X)=% [ 6(X, A)u(A) dVa=9(X),
b

ou A est un paramétre et ¢ une fonction donnée, bornée et con-
tinue ('). )
Si @ =m, il n’y a pas de difficulté, car si 'on pose

G(X, A)=K(X, A)rB—r(A),

on voit que (avec une notation évidente par elle-méme)

Ay Ay oA o An Ay o AW, .
G(A', A:, . \,,)~k(A|, Ag, o An)(ljr,...l'n)ﬁ /’

donc

(m) () my
. A A, ... A,.)
X P G ’ ’ ’ dVa, d oo
| l’ S oSS (A.,A,,.... I EACTAL TR AL
_ n) n
g(m Vi f ri-r dV) ,

M étant la borne supérieure de |K|. La séric nommée fonction
déterminante de Fredholm converge donc pour toute valeur de A.
On démontre de méme la convergence de la série qui forme le
numérateur de l'expression du noyau résolvant découverte par
Fredholm [ce numérateur est le produit de rf—2(A) par une fonc-
tion bornée], et par suite la théorie s’applique. Dans cette con-
clusion, on doit entendre que la théorie s’applique aussi a 'équa-
tion associée
v(X)—12n [ "“G(A, X)¢(A)dVs= fonction donnée;
“D

pour celle-ci, le numérateur du noyau résolvant est le produit
de rf—7(X) par une fonction bornée.

Si maintenant « <<m, remarquons que le noyau itéré de
rang n est un noyau analogue a G, avec la méme valeur pour 8,

(') M. Maurice Gevrey a mentionné le cas ou a = p =1 (Journal de Math.,
t. IX, 1930, spécialement n° 9, p. 41).
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mais « est remplacé par n(a + @ — p) — B+ p, pourvu que cette
constante soit inférieure a m : si cette constante est égale a m, le
novau itére vaut OflogL, —logL(X, A)]r3—7(A); enfin si cette
constante dépasse m, c’est-a-dire si

n>(m—+3—pif(a+3—p),

a doil étre remplacé par m pour le noyau itéré, qui est continu
quels que soient X et A pour r(A)s£ o. La théorie s’applique
done toujours a certains noyaux itérés, et par suite, elle s’applique
au novau G lui-méme ().

4. Lemme. — Soit D un domaine borné quelconque. On sup-
pose qu’a Uintérieur de D ou sur sa frontiére se trouvent des
points appartenant a des variétés M,(n =1, 2, ..., q) qui sont
des ensembles fermés définis de la facon suivante : les coor-
données des points de M, sont des fonctions de m — ., para-
metres (0 << paSmj; si g, = m, M,, se réduit a un point), et les
dérivées de ces fonctions existent et remplissent une condition
de Holder (le champ de variation des parametres étant borné
pour chaque M,,); les déterminants fonctionnels d’ordre m — p.,
ne s'annulent nulle part simultanément, et Uon suppose aussi
que les M, peuvent étre prolongés au dela de leurs frontiéres,
quand ils en ont, sans.cesser de satisfaire aux autres hypo-
theses. Sotent r,(A) les plus courtes distances de A aur M,,.
Soient a, B, yi, ya, ..., yq des constantes remplissant les con-
ditions

~

2> o, 3> o, 0 < Yn<Mn, Q= Yn > B,
3= v > (n=1;2,...,9).
On considere deux fonctions G(X,A) et H(E, A) continues
quand A varie dans D, et X et E dans des domaines bornés
donnés, A étant en outre différent de X et de Z et non situé
sur Uensemble des M, ; on suppose que

G(X, A)= O[Lx-m(X, A)],

_ , ]
H(E A)=0f L3 m(xE; A)Z;-,Y;-l*n(A) .

n=1

(') Epouarp GaURSAT, Cours d'Analyse, t. 1II, 2 éd., Chap. XXXI, sec-
tion II, p. 391 et suiv. ' . .

N R - v .
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Soit alors

nt)

K(X, =) :f G(X, \YH(E, A)dVa
A .

et soit 0 la plus petite des constantes pbsitives a+ B+ yu— pus
je dis que

‘ O[L&—m(X, =)) si &< m,
K(>%, Z)=1¢ OllogL,—logL(X, T)] si & = m.
[ O(1) s8> my

L, est une constante supérieure & la borne supérieure de
L(X, Z). Dans le dernier cas, la fonction K est continue méme
st X et Z viennent se confondre.

L’énoncé n’interdit pas aux M, d’avoir des points communs; en
particulier, ils peuvent avoir deux a deux des régions communes.

Soit M une de nos variétés M,, et soit p la valeur correspon-
dante de p,,. Tout d’abord, on peut étendre le champ de variation
de ¢, ta, ..., tm_p, les dérivées des fonctions &y, wa, ..., £y
continuant de remplir des conditions de Hélder dans le champ
dtendu. Soit P un point fixe de M, et soient

€29 (x=1,2, ..., 4, 3=1,2, ..., m)

les cosinus directeurs de p directions, formantavece les cosinus direc-
teurs des tangentes aux courbes ¢, variable (y =1,2,....m — )
passant par P un déterminant non nul. Si nous supposons que les
paramétres sont tous nuls en P (cela ne diminue pas la généralité),
<t si

-rl.‘:?k(tly t, ‘“;tlu—y-) (k=1,2, ..., m)

¢st la représentation paramétrique de M, les équations

n
rr=ox(ti, tay ..., tu,—-p.)-i‘an,lcfuz—p.HL (k=1,2, ..., m)
a=1

définissent une correspondance cntre les deux systémes de
variables, et cette correspondance est biuniforme dans un domaine
contenant P a son intérieur; les dérivées des variables d’un
systéme par rapport a celles de I'autre existent et sont holde-

viennes; les paramétres ¢,(n > m — p.) sont nuls sur M. Chaqu.
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point de la variété M donnée (non étendue) élant intérieur a une
telle région, la variété M entiére, frontiére comprise, peut étre
recouverte par un nombre fini de telles régions. On peut méme
aller un peu plusloin : on peut prendre pour la région contenant P
une hypersphére de centre P dans Pespace (&4, 3, ....xm) et
choisir un nombre fini de ces hypersphéres de fagon que les
hypersphéres concentriques de rayons moitiés suffisent a recou-
vrir tout M. Cette variét¢ M sera alors considérée comme décom-
posée en autant de variétés que nous avons utilis¢ d’hypersphéres,
chaque variété nouvelle étant contenue dans ’hypersphére concen-
- trique a une des hypersphéres employées, avec un rayon moitié.
Nous ferons de méme pour toutes les variétés données et, chan-
geant la notation, ce sont les variétés nouvelles que nous dési-
gnerons mainlenant par M,; les hypothéses restent satisfaites
aprés cette transformation. ‘
H(ZE, A) peut étre considéré comme la somme de plusieurs
fonctions de la facon suivante. Soit N une constante telle qu’on

ait partout
q

TH(E, \) << NL3-m(Z, A )zr;{,"_""'(:\ ).

n=1

Nous considérons la fonction H, égale a H aux points on

H| < NL3—n(E, \)rjH(A )y
stlon a

H2NL3—»#(Z, \)ri®(n) ou H<—NL8=m (=, A)rf(A),

nous prenons H, égal au sccond membre de celle des inégaliés
qui est satisfaite. Si nous avons déja défini les H, pour n<p < ¢,
nous définirons maintenant Hp ., de la fagon suivante : si

/l
QU
1 —-Zu,, < NLB=m(E, Ayripo—ti(A),
n=I|

on prend.

P
“/, = H.*‘ZHM N

n—=t

si I'inégalité ci-dessus n’est pas remplie, on prend H,,, ¢gal au
p plie, P+
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produit du second membre par 1 ou par — 1, selon que

p
H —EH,,

n=I\
est positif ou négatif.
Je dis qu’on a identiquement

En effet on a, quels que soient E et A,
l’ N
[H—H, | < NLB—»(Z, A )zr};—#n(z\),

n=2
car I'inégalité contraire ne pourrait avoir lieu que si

|H|> NL8—m(E, A)ri—*(A),

puisque autrement H, = H; mais, dans ce cas, puisque H et H,
sont de méme signe, on aurait :

q
'Hi=|H, |+ |H—H,|>NL8—m(x, A)Zr;-~P~(A),

n=1

ce qui n’est pas. On passe de la a H— H, — H,, et ainsi de suite
jusqu’a la relation annoncée.
On a donc

k) (m)
K(X, =) =2f G(X, AYH,(E, A)dVa.
D

n=1

Nous sommes ainsi ramenés a démontrer que chaque terme du
sccond membre a la limitation annoncée; cela revient & nous
placer dans le cas ou ¢=1, ce qui permet de supprimer les
indices des lettres M, H, r. Dans une hypersphére S, notre chan-
gement de variables est valable, et notre limitation a lieu (§ 2):

hors de S. on a
H(Z. A)= 0| L8-m(E, A)),

car r est supérieur a un minimum positif; la limitation a donc
licu. Le lemme est établi.
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5. Théoréme. — Conservonsau.x lettres D et M,,(n'—_—_ i, 2.0y q)

le méme sens que ci-dessus (§ 4). Solent x et B, des constantes
telles qu’on ait

o-Zalm, 0 <3S, 2+ 30 > .
Considérons une fonction G(X,A), continue quand X et A
appartiennent ¢ D et sont différents, et quand en outre A
n'appartient i aucun des M, ; on suppose que

Y

G\, \)=0] La=m(X, A )Zl-ﬁn—&’-n( A)

n-—1

Hors la théorie de IFredholm s’applique a Uéquation en u,

Ty

i) —n / G(X, \)u(\)dV,= fonction donnée,
/1

ce qui impliqgue qu’elle est aussi valable pour Uéquation
associée. '

M¢éme démonstration qu'au paragraphe 3.

6. Théoréme. — Soicnt X et A des points d’un domaine
borné D @ n dimensions; soient, d’autre part, Y et B des points
d’un domaine borné S a m —1 dimensions. On consideére le
systeme d’équations

o)

14(\)—).f Gi(X, \)u(\)dVa
D

e —1)
— f G:(X, B)s(B)dSa= f(X),
/s

(4) ¢ )
| o(Y) _>.f Ga(Y, AYu(A)dVa

e —1)
— f Go(Y, B)3(B)dSp= 5 (Y).

s

ot les inconnues sont les fonctions u(X) et v(Y), qui dépendent
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respectivement de m et de m—1 variables. Les fonctions
données G, et G, présentent, la premiére dans D et Uautre
dans S, des singularités du type de celles du paragraphe 3
(les constantes a, B, et p, n'étant pas nécessairement les mémes
pour les deux fonctions); la fonction donnée G;(Y,A) est du

ey
type O Y ri=t(A) |, les constantes B, et p, étant les mémes
n=1 -

que pour G, ; la fonction donnée G,(X, B) a la limitation ana-
logue, B étant le point qui figure dans la limitation et les
constantes B, et @, étant les mémes que pour G,; cnfin, les
Jonctions données f et ¢ sont supposées continues et bornées.
On peut affirmer alors que la théorie de Fredholm s'applique
@ ce systeme d’équations.

On peut faire voir d’abord que, par itérations suffisamment
répétées, notre systéme est remplacé par un autre du méme type
(sauf que les sous-noyaux sont des polynomes en i), ou les expo-
sants de L(X,A) dans la limilation de G,, de L(Y,B) dans la
limitation de G, sont remplacés par zéro; c’est immédiat en
appliquant le paragraphe 4 aux formules d’itération. Or, en rai-
sonnant comme dans un Mémoire antérieur (f, I, 1), on voit
immédiatement que, pour le systéme itéré, les séries de Fredholm
penvent étre formées et qu’elles sont convergentes; la théorie de
Fredholm s’applique donc.

7. Théoréme. — Si S est la frontiére du domaine borné D de
Uespace & m dimensions, et si S peut étre recouvert par un
nombre fini de domaines tels que chagque point de S soil
intérieur a au moins 'un d’entre eux et dans chacun desquels
les coordonnées d’un point variable de S sont des fonctions
continues de m —1 parametres, pourvues de dérivées holdc.
riennes et dont les jacobiens ne s’annulent simultanément
nulle part (aucun contact n’ayant lieu non plus entre régions
difféerentes de S), le systéme (4), ou les sous-noyaur on:
toujours les mémes types de limitation, est encore de ceu.
auxquels la théorie de Fredholm s'applique.

La démonstration est immédiate ( f, I, 6).
LXIL. a
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‘GHAPITRE 1L

OPERATIONS DU TYPE ELLIPTIQUE
DONT LES CORFFICIENTS ADMETTENT CERTAINES DISCONTINUITES.

I. Définition des opérations considérées. — Soit (? un domaine
borné de l'espace a m dimensions (m2=2); on suppose que sa
frontiére S remplit les conditions déja indiquées (I, 7). Soit
O un ensemble fini de variétés a m — 1 dimensions, appartenant
a M+ 8, et satisfaisant aux hypothéses indiquées un peu plus
haut (I, 4, variétés M,). On désigne par r(X) la distance
de X a ONL.

Nous considérons l'opération du type elliptique
(D 5:t=2a,gaa,gﬁg—ﬁ+2aba% +cu

(¢, 3=1,2,...,m; Ag,8= aB,a; Ga,a> O).

On suppose que les a, g remplissent dans D + & une condition
de Holder avec ’exposant & (0 << A<1); de plus les inégalités qui
caractérisent lé fype elliptique sont satisfaites dans D + S. On
suppose que les b, et ¢ sont continus en tout pointde ®d + & — M
et valent O(r ') (o << k<r1). Aux points de @ — IN, 'opéra-
tion & sera définie par (1) si les dérivées secondes de u existent
et sont continues; plus généralement Popération & sera supposée
définie en ces points de la facon indiquée dans un autre travail
(g, I, 2), et I'on supposera que la fonction u est susceptible de
cette opération. :

Aux points 'de § + I, il n’y a pas lieu de considérer I'opéra-
tion & (on peut d’ailleurs, si 'on veut, faire porter par S une
partie quelconque de N, et N peut méme comprendre la totalité
de 8).

% Types de problemes. — Soit f(X) une fonction continue
¢n tout point de D+ & — M et valant O(r*¥—'). Nous disons
que la fonction w est une solution réguliére dans @ de l'équation
(2) : Fu=f
si celte équation est satisfaite en tout point de (D — JN, et si en
outre u et ses dérivées sont continus en tout point de .
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Dans les problémes que nous considérerons, on exige que la
fonction u soit continue dans (D + 8 et qu’elle soit dans (D une
solution réguliére de I’équation (2). A cela on joint une condition
a la frontiére. :

Dans le probléme de Neumann, on se donne deux fonc-
tions Y(Y) et ¢(Y) continues (*) d’'un point de S. A l'aide de la
fonction ¢, on définit comme dans les travaux antérieurs (g, I, 10)
I'opération ®u(Y) qui, dans le cas ou les dérivées de u sont con-
tinues dans D + &, se réduit &

Ou= Ea,gaa,pwpdgg— +du,
a

expression ou les @, sont les cosinus directeurs de la normale
extérieure. La condition imposée a u sur la frontiére est

(3) Bu=g9.

~ Dans le probléme de Dirichlet, nous nous donnons une seule
fonction ¢ continue d’un point de S, et la condition imposée est

(4) u=¢ sur S.

On peut aussi considérer des problémes mixtes, ou une partie de
& porte une donnée de Neumann et la partie restante une donnée
de Dirichlet; on suppose que S n’est pas d’un seul tenant, et que
la distance des deux parties précédentes n’est pas nulle. Nous ne
nous occuperons pas ici de ces problémes.

3. Solution élémentaire. — On dit qu’une fonction F(X, Z) est
une solution ¢lémentaire pour Popération F dans le domaine (@ si :

(') On pourrait aussi considérer lc cas ou les fonctions ¢ et ¢ du probléme
dc Neumann, ou bien la fonction ¢ du probléme de Dirichlet, présentent
certaines discontinuités sur $; dans le cas des sauts brusques, on obtient des
résultats analogues 2 ceux qui sont bien connus pour les fonctions harmoniques
de deux variables. Pour ne pas allonger cet article, cette étude en est exclue.
De méme on ne considére pas le cas ou c¢ et le second membre sont en - utre
discontinus sur une variété N’ 2 m — 2 dimensions; cette variété devrait en core
remplir les hypothéses déja vues (I, 4) et &tre sans point commun avec ¥; si
r' est la distance & ', c et le second memnbre devraient va'oir O(r¥ 14 ri7?)
(0 <j<$2) (Comptes rendus des séances de la Société mathématique, ¢ no-
vembre 1932). M. Leon Lichtenstein a déjd considéré, dans le cas de deux
variables, certains problémes rentrant dans la classe ici étudiée ( Encyklopddie,
II C12, p. 1286).
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1* Le point = appartenant a @, F est, relativement a X, une
solution véguliére dans D — E de I'équation

.“FF=().
2° X tendant vers Z, on a
F(X,E)=[1+o(n)]H(X, E),

ot H est la’fonclion déja employée maintes fois (par exemple
2y 11, 3), clest-a-dire que, si F,(r) est la solution élémentaire

.o N )y ..
prln(:lpnle pour lm —gu (g = constanle posntlve), on pose
b

l Y — I3 .
T Fily 228A4,8(E)(ra—5y) (23— Sp)];
\ =)

H(X,E)=

on rappelle que D désigne ici le déterminant des aq 3, et que
les A, 3 sont définis par les identités

o (x#3),

Yvag v A =
v@ay iy (2=8).

i

1. Lemme. — Soit M une variété bornée a m — p. dimensions.
remplissant les hypothéses déja indiquées (1, &); soit k une
constante telle qu'on ait o << k<, et soit (pour un instant)
r(X) la distance de X a M. St la mesure d’un domaine D est

m
assez petite, U'intégrale f( |r"—l*dV est aussi petite qu’on veut.
D

Commencons par recouvrir M par un nombre fini d’hyper-
sphéres Dy, Dy, ..., Dp, telles que d’une part tout point de M
appartienne a une hypersphére concentrique a 'un des D; et de
rayon moitié, et que d’autre part, dans chaque D;, on puisse
introduire de nouvelles variables ¢,, ¢, ..., tn, de facon que
Uensemble des variétés t,—=o0 (m —p<<a<m) correspondant
aux D, contienne tout M; nous faisons en sorte que les fonctions
qui définissent le changement de variables aient leurs dérivées
hildériennes dans le D, correspondant, et que le jacobien soit
partout positif (I, 4).

Hors des Dy, r reste supérieur a un minimum positif 3, de sorte
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que, si la mesurc de D est v, on a

I( mi . »
[ reav<atw

Jhap b,

Placons-nous maintenant dans un des [),, par exemple dans D, .

La distance r est O (\/tﬂ,_m‘l + .o+ t‘,‘n), ou bien elle a I'expres-
sion analogue relatwe a un des autres_domaines D; qui ont en
commun avec D, le point ot I'on évalue r. La partie d’intégrale
correspondant a la région DD, commune a D et a D, est donc
moindre qu'une certaine combinaison linéaire de U'intégrale

() . )
f (G )W L),
Db,

étendue a la méme région, et des intégrales analogues ¢tendues
aux autres DD, ; il en est donc de méme de la partie de l'intégrale
considérée qui correspond a D(D, +...+ D, ). Dans les régions
partielles

TS R, (p > o0),

cette combinaison linéaire d’intégrales vaut évidement O(p*);
dans la région restante, elle vaut O(n phi—w).
On a donc, en introduisant certaines constantes positives A et B,

(m)
f rh— AV < 1 85—t Ampk—t4 Bk,

Db
Le second membre est minimum pour

p—k A

k B’

gl‘- =
et ce minimum est O(n‘*) quand 7 - o; le lemme en résulte.

5. Cas particulier. — S7 D) est une hypersphére variable dont
le rayon R reste borné, on a

f Fh=t (V= O (Rm+A—),

b

Si I'on a au centre de I’hypersphére r> 2R, la proposition s
vérifie, car on a dans toute 'hypersphére ri—v+<R/A—u,

2%
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Pour achever la démonstration, nous pouvons nous borner au
cas ou Pon a R <</, l désignant une longueur telle que toute hyper-
sphére de rayon 3/ et dontle centre est situé sur M, soit entiérement
intérieure a un des domaines Dy. Or puisqu’on a r << 2R au centre
de D, D est entiérement intérieur a une hypersphére de rayon 3 R
dont le centre est sur M, et par suite D fait entiérement partie
d’'un domaine D). Soient ¢,, ¢, ..., tm les paramétres qui
correspondent a ce domaine D, ; notre hypersphére de rayon 3R
est intérieure a un domaine

(5) (lj—'tyl )=+. o (lm_p,—-t;n_.p,)s—F t;)"_p,.H—I—. ..+t < ARz,

ou A est indépendant de R; d’autre part on a, tout au moins au
centre de D,

(6) l'>B\/t;lh_y,H+...+t,2n=BP,

ou B est une constante positive; si cette inégalité (6) n’a pas licu
dans tout D, on peut partager D en régions telles qu’une inégalité
analogue a (6) ait lieu pour les paramétres d’un autre domaine D,,
el, relalivement a ces paramétres, chacune de ces régions est
intérieure au champ défini par une inégalité analogue a (5); il
suffit de voir ce qui arrive pour chacune de ces régions. Or on
irouve, en intégrant dans 'une d’elles,

,Pk-p' d( tn—ptrs ooy tm )] = O(Rm”'k“").

i W)
f =t dV = O [Rm—ﬂ f

6. Lemme. — Soit M la méme variété que ci-dessus; soient k
et & des constantes

C. Q. F. D.

o< Aim, o<l kgp, A+ k>

Soit D un domaine variable; si la mesure deD est assez petite,
je dis que Uintégrale

(m)
f La-m(X, A)ré—(A) dVa
D

reste aussi voisine de zéro qu’on veut quand X varie.

11 suffit évidemment de faire la démbnstration pour le cas ou D
reste dans la région hornée définie par r <1.
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Admettons d’abord que M soit une région bornée de

Ly=0 (x=m—@x—+1,...,m).
Posons
ey
[ répdV =s;
“p

il suftit (§ 4) de prouver que I'intégrale considérée est aussi petite
qu’on veut si s est assez petit.

Soit ! une longueur positive quelconque. Dans la partie de D
telle qu'on ait L(X, A)>/, ona

(m)
f Liom (X, Ay k= A) dVy < sO—t,
Dans la partie de la région restante o 'on a

Wpopr+ .. ap2 L2 (X, A),

on trouve (b, I, note de la page 138), en observant que r est au

moins égal a \/a2_,,, + ... +al,

» R (
/ e (X, A)rk w(A) dVA < f " hk—pem (X, A) dVa = O (Mk-w),

Enfin dans la région

vad o+ +ai < L(X,A) < L

il suffit de reprendre au Chapitre I, paragraphe 2, I’évaluation de
I'intégrale I, pour obtenir un résultat O (H+k-w),
Ainsi il existe un nombre positif a tel qu’on ait

(m)
f La=m (X, A)rk-u(A) dVy < alirh—p sh—m,
1]

Le second membre est minimum pour

(m—=n)s

mk— =
prte (h+hk—pa’

et le minimum est O [s+A=w /[ n+k=w) ], de sorte que notre propo-
sition se vérifie.

Si la variété M est la plus générale de notre hypothése, des chan-
gements-de variables permettent de retrouver le méme résultat.
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7. Revenons a Popération F u (§ 1).

Tuéorkme. — Dés que la mesure d’'un domaine D compris
dans () est asses petite :

1° Il existe dans D une solution élémentaire (§ 3):
2 Cette solution élémentaire peut étre choisie de facon a étre
partout positive (quand X est différent de Z).

Soit &* l'opération déduite de &F en remplacant les b, par zéro
et ¢ par une constante négative — g2(g > o). Nous ponvons pro-
longer cette opération F* dans tout I'espace, de facon que les
b, soient partout nuls, et ¢ partout constant négatif; quant aux «, 3.
ils seront bornés dans tout 'espace et rempliront partout une
condition de Holder, et leur déterminant sera partout supéricur a -
une constante positive. L’opération & * admet alors une solution
¢lémentaire principale G* (X, Z) (g, 11, 9), et celle-c1 est partout
positive et satisfait dans (2 a unec inégalité

{ 3aLr (X, E) (m > ),

G'\.E
e = | 33[logly—logL(X,E)] (m=2);

@ est une constante positive et L, est une longucur quelconque
supérieure au diamétre de (@ |borne supérieure de L(X, Z)
quand X et Z varient dans ®].
Posons, en faisant porter opération sur le premier point,
FG*(X,E)=K(X,=) = Ki(X,2),
c’est-a-dire ‘

K(X,Z)=2 l;(\)d)G (X, &) +[e(X)+ g2]1G" (X, E);

on voit que, dans (@,

K(X,Z)= 0 ré-1(X)L1-m(X, E)).

Posons ensuite

i
Kmﬂnx,z):f K (X, A)K(A, E)dVa;

on a
O[rt-1(X)Lnk+1—m(X E)] (nk < m—1),

Kin+1) (X, B) ={ ré=1(X) O[logLy—logL(X, E)] (nk=m—r),
O rk—1(X)} (nk >an —1).
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Dés que la mesure de D est assez petite, U'intégrale

(nm)
[ [K(A,E)]dVy
<D

est inféricure a un nombre fixe inférienr a un (§5); on en conclut
que la série .
had (1)
F(X,E)=G'(X,E)+2 f G*(X, A KW (A, Z)dVa
n—1 “D .
converge pour.X £ Z (en supposant que les deux points appar-
tiennent a D) et représcnte une solution élémentaire pour I'opé-

ration & (méme raisonnement que dans le mémoire g, 1, 14).
, On va prouver qu’en outre F est positif si la mesure de D est

. . Cep . . 1 .,
assez petite. Si A est un nombre positif inférieur a 52 une intégra-

tion dans le domaine L(X, A)<<AL(X, £) donne (S 5, 6)
(m)
f G* (X, A)rk1(A)dVa= O[M+1LA1(X, E)]  (m > ),
d'ou, puisque L(E, A) > L(X, £)/a,

(m) hed
f G*(X,A) ZKM(A, E)dVa= O[ M1 Lk+2—m(X E)]  (hk<1);

n=l\

si A est assez petit, ceci est moindre que ocL*~7(X, Z). Nous
choisissons ainsi } et nous le laissons fixe. En posant

(m)
[ ré=1dvV =,

“D

eten intégrant dans la partie de D telle qu'on ait L(X, A) 2L (X, ),
on trouve (§ 6)
m) >
G (X, A)Z K (A, E) dVa= O[skikrm-1y2-mLa-m(X, Z)],
n-=t
ce qui est inférieur a sL2>-(X, E) si s est assez petit. On a donc
bien alors

F(X,Z)>sLrm(X,E) >0 (m > ),

et le résultat se retrouve sans peine pour m = 2. Le théoréme est
démontré.
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8. Lemme. — Dans un domaine borné D contenant lavariété M
du paragraphe 4, soit G(X, A) une fonction continue de X et
de A\, et continament dérivable par rapport aur .r, quand X
n'est pas en A, et telle que

GIX A= O[Ir (X, A)], 28 —o[Lrm-1iX,A))
g ’
(2=1,2,...,m; 0 A< W)
soit d'autre part p(A) une fonction mesurable valant
Ol ri=w(A)| (t—n<hk<p, kSp—7n 1)
On peut affirmer alors que la fonction

F(.\w:f G(X,A)p(A)dVy-
D

remplitdans D une condition de Holder avec Uexposant h+ h —
sSih+k<p—41;si \+k=p~+1, on peut affirmer que

F(X)—F(Y)= L(X.Y)O[logLy— logL(X,Y)|,
ot Ly est supérieur au diametre de D.

Sil’on désigne par D, la partie de D définiepar L(X,A)<2 L (X, Y),
on a d’abord (§ 3, 6)

o "
f G(X, A)p(A)dVa= O[L2+k—1(X,Y)),
D,

o

f G(Y, A)s(A)dVy= O[ LA (X, Y)].
n )

Soit maintenant D, la partie de D détinie par

FON)2LOX, A) >2L(X, Y);
on a

o

/ [G(X, \)—G(Y, A)]p(A)dVy

D,
m)
=0 [L( X,Y) La+k=1—p—m (X, A) dvA]
D, .
| O[Li=k—(X,Y)] si -k <u+r,
THLX,Y)OlogLy—logL(X,Y)]  sir--A=u-1.
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Dans la partie D, restante de D, on a

r(A)< L(X,;A), L(X.A)>2L(X,Y);
par suite
~ ()
[G(X,A)—G(Y,A)]2(A)dV,
/p,y

:O[L(’.\’,Y)

iy
La-t=m (X, A) rk-u(A) dvA],
D,
ce qui a méme limitation que pour D, (voir I, 2, intégrale I,).
Notre proposition est démontrée.

9. Lemme. — Dans un domaine borné¢ D contenant la
variété M du paragraphe 4, soit G(X, A) une fonction continue
de X et de A pour X # A et telle que

G(X,A)=O0[L\m(X,A)] (o< A< p);

soit d'autre part p(A) une fonction mesurable valant

O[rt—#(A)] (o< k<u—1i).

On va prouver que la fonction

(m)

F(X)= G(X, A)s(A)dVy
| 1]

vaut O(r+—w) si A+ k<p, et O(logR —logr)si A +k=u
(R = const. supérieure a la borne supérieure de r).

Nous pouvons nous ramener au cas particulier oi 'on aurait en
lout point de M a, = oln=m—p—+1,...,m). Posons

ry= V(ftm—p.—u — Ap—p+1 P4+ .+ (Zm— an)?;

nous trouvons, en intégrant par rapporl a ¢, @, .. .. Ay

(

F(X‘):O(I[N

d’ou résulte la proposition énoncée.

rit pk—p llV),

10. Théoréme. — 8¢ F (X, E) est la fonction du paragraphe 7,
et si p(Z) est une fonction mesurable valant O (r*=),les dérivées
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de la fonction
{m)
u(&)z_.[ F(X,A)o(A)dVy
v

cxistent et sont holdériennes dans D avec Uexposant k si k est
inférieur & un.

En effet on peut écrire (§7)

()

w(X) =—f GH(X, A)p(A) dVy,
1)

x oy

wiX)=s(X)+ ¥ K (X, A)s(A)dVy;
-, ’

n ool

onvoit que po= O(rk='). Par suite

ou [""'dG' . .
g = A d‘I‘a(\’ A u(A) dVy,
PG e
et comme les 5—— existent et valent O[ L= (X, A)]. notre théo-
drgdirg

réme cn résulte (§ 8): on voit en outre ce qui arrive si A =1.

11. Lemme. — Supposons que la mesure du domaine D
solt asses petite pour que le procédé du paragraphe T permette
de former une solution élémentaire positive F(X, ) dans un
domaine contenant 1) et sa frontiere S. On suppose que la fonc-
tion ¢ est négative ou nulle en tout point de D — . On consi-
dere une fonction w(X) continue dans D -+ S et solution
reguliere dans le domaine D de U'équation (2) ot f est positif
ow nul en tout point de D — IN. Alors la borne supéricure de u
dans 1) n’est pas supérieure a la fois ¢ zéro et & la borne supé-
rieure de u sur S.

Posons

m—

o(X) :f F(X, A)dS,.
Ritd

ot dS est 'élément de N (si I a une frontiére intérieure a D.
cetle variété est prolongée de facon a supprimer cette circonstance).
Cette fonction w est positive; ¢’est un potentiel de simple couche
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dont la densité remplit une condition de Holder : donc de chaque
coté de IMN, les dérivées coincident avec des fonctions continues
méme sur M (e, VII, B; g, 11, 17), et, au passage de IMN, ces
dérivées éprouvent le saut brusque bien connu (car si 'on consi-
dére la fonction analogue & ® obtenue en mettant G* a la place
de F, les dérivées de la différence des deux fonctions sont continues
méme sur JI). Or si notre énoncé est faux, si par conséquent la
borne supérieure de u dans D est positive et supéricure a la borne
supérieure de u sur S, la borne supérieure de # — no dans D est
positive et supérieure a la borne supérieure de u —mno sur S,
pourvu seulement que la constante positive v soit assez petite.
Cette borne supérieure sera atteinte par la fonction v — 7o en un
point P de D: mais P ne peuat appartenir a D - N, a cause de
Péquation
Fu—mw)=f

(g.1, 7); P ne peut davantage appartenir a JIU : car autrement,
si.'on trace par P une droite A, non tangente & M, sur laquelle
on choisit un sens positif, la dérivée de la valeur prise par u — nw,
considérée comme fonction de 'abscisse d’un point de A, aurait
une limite positive ou nulle quand le point tendrait vers P parle
coté négatif ou nul de A; mais alors, en vertu du saut brusque,
cette dérivée aurait une limite positive du coté positif, ce qui fait
une contradiction. Le lemme est établi.

12. Lemme. — Si¢ la mesure du domaine borné D, de fron-
tiere S, est assez petite, on peut trouver une fonction posi-
tive w(X) et des fonctions 9,(X)(a=1, 2, ..., m)telles que le
changement d’inconnues et de variables
(7) w=wp,

(8) ya= 22(X) (a=1,2,...,m)

sott biunivoque dans D -+ S et change Uéquation (2) en une
équation analogue ot les coefficients qui remplacent les by et ¢
sont partout continus, celui qui remplace ¢ étant en outre
négatif; si le second membre fest continu, v est une solution de
la nouvelle équation dans tout le domaine transformé de D.

Si p(X) est une fonction continue positive dans D + S, la
mesure de ce champ étant assez petite pour que le procédé du



paragraphe 7 permette de former une solution élémentaire positive
F(X. Z) dans un domaine contenant D + S, nous posons
(m) '
w(X)= F(X,A)e(A)dVa,

'intégrale étant étendue a un domaine contenant D +S. Si I'on
remplace alors u par ¢vw et qu’on divise par w qui est positif, les
coefficienls a,,3 sont transportés sans changement a la nouvelle
opération, relative a la fonction ¢; le coeflicient b, est remplacé par
dlogw
drg

bo+23gasg )
qui est continu en tout point n’appartenant pas a JIL et vaut

O(r¥="); enfin ¢ est remplacé par la fonction continue néga-

- p
tive — pogl etfpar P

Nous pouvons donc, en changeant la notation, nous borner a
ajouter a ’énoncé I'hypothése que c est continu et négatif. Nous
restreignons au besoin le domaine D, de facon que le procédé du
paragraphe 7 permette de former, dans un domaine contenant
D + S, une solution élementalre positive F(X,.Z) pour la nou-
velle opération. Posons

(m)

Y,‘(x)_l»,l-kf F(X, A)[bx(A)—pa(A)]dVa  (x=1, 2, ..., m),

ou les p, sont des fonctions uniformément continues; 'intégrale
est étendue a un domaine contenant D 4+ S. Les dérivées des
fonctions ¢, sont héldériennes avec 'exposant A si & <<1 (§10):

de plus
Fea—cta= pa(X)—c(X)[3a(X)— 24],

résultat continu. Prenons p, = b, en tout pointoul'ona r>mn, et
réservons-nous de choisir dans un instant la constante positive 7:
dans le reste du champ, on choisit p, de fagon a respecter la con-
tinuité et a avoir la limitation

pa= O0(n*");
sin est assez petit on aura partout

J(Pa—Za)

‘)2‘3 <e (173‘—"’721""'")?
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\ . . . 1
ou € est une constante inférieure a —- Alors le changement de

variables (8) est biunivoque (démonstration incluse dans g, 11, 17)
et donne lieu a une nouvelle équation

(9) Fiv=f .

conforme a notre énoncé.

Si f est continu, f, I'est aussi. Ul nous reste a prouver qu’alors
I'équation (g) est satisfaite méme aux points de la variété I,
transformée de JN. Remarquons que les dérivées de ¢ sont partout
continues. Soit D, le domaine transformé de D, et soit S, sa
frontiére; en restreignant D, aussi peu que nous voulons, nous
pouvons supposer que S, remplit les conditions auxquelles nous
savons résoudre le probléme de Neumann pour lopération &,
(g, 1V); nous définissons 'opération @ en prenant pour ¢ une
fonction continue positive sur S,. Soit ¢, la solution réguliére

dans D, de I'équation .
. N Fiv '—‘-fn
telle qu’on ait sur S,

8¢, =0y,

cette fonction existe et est unique (g, IV, 4). On a donc

Fi(v—v) =0 dans Dy—IM,, 8(¢v—¢;) =0 surS,.

La fonction ¢ — ¢, ne peut, a cause de la seconde condition,
atteindre un maximum positif ou un minimum négatif en un point
de S,. Un maximum positif ne peut donc étre atteint que dans D,
et par suite il est supérieur a la borne supérieure des valeurs prises
par ¢ — ¢, sur S;; mais cela est impossible (§ 11). De méme il
n’y a pas de minimum négatif. Donc ¢=v¢, et le lemme est
démontré.

13. Théoréme. — Si la fonction c est identiquement nulle
dans ®, et la fonction f positive ou nulle dans ) — M, et si la
solution u de Uéquation (2) est réguliere dans 0D et bornée
supérieurement, sa borne supérieure M ne peut étre-atteinte
dans @, ¢t moins que u ne soit constant dans (@ (ce qui entraine
f: 0).

Cette proposition a déja été démontrée, a 'aide d’un raisonne-
ment de M. Hopf, dans le cas ou I n’existe pas (g, I, 6). La
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démonstration revient a prouver que s'il existe dans (0 des points
ot « = M, I'ensemble de ces points n'a pas de frontiére dans @.
Pour la transporter au cas actuel, nous raisonnons par 'absurde
ety st QQ est un point-frontiére de cet ensemble, nous décrivons une
hypersphére’de centre QQ et de rayon assez petil pour qu’on puisse
v pratiquer le changement de variables du paragraphe 12, dont le
résultat est de nous ramener au cas ou les b, sont continus. On
reproduit les raisonnements du passage cité (g, I, 6). en rem-
placant @) par cette hypersphére; on arrive encore a une contra-
diction (§ 11).

14. Théoreme. — Si ¢<o et f20 dans G) — IN, la fonction u,
solution réguliére de Uéquation (2) dans le domaine 0, ne
peut atteindre en aucun point de 3 un maximum positif M, a
maoins d’étre partout égale i M (ce qui entrainerait ¢ = f = o).

Méme démonstration que quand I n’existe pas (g, I, 7).

15. Théoréme. -~ Si f>0 dans D — IN, la fonction u, solu-
tion régulicre de Uéquation (2) dans le domaine 0D, ne peut
atteindre en aucun point de (@ un marimum nul, & moins
d’étre nulle dans tout @ (ce qui entrainerait f = o).

On ne fait pas ici d’hypothése particuliére sur ¢. Raisonnanl
par I'absurde, nous supposons que U'ensemble des points ot u = o
admet un point-frontiére Q dans ; dans un domaine contenant Q
et de mesure assez petite, nous appliquons le paragraphe 12 qui
nous rameéne au cas ou les b, c¢lc sont continus; les ratson-
nements antérieurs (g, 1 8) s’appliquent alors.

16. Théoréme. — Soient My (A =1, 2, ..., m) des ensembles
Jinis de variétés a m — ) dimensions (M, se réduit & un nombre
Jini de points), remplissant les'hy potheses du Chapitre 1, para-
graphe 4 (en particulier chaque M; est un cnsemble fermé de
points); les varistés My sont intérieures a 3. Soit u une solution
réguliere dans @ — M, —...— My, de Uéquation (2). On sup-
pose w continu en tout point de G — My, — ... —M,,; par tout
point de P de M, — M, —...—M,,, on suppose que passe un
axve A, tel que la dérivée des valeurs prises par u sur A, consi-
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dérées comme fonction de Uabscisse estimée suivant cet axe, ait

une valeur déterminée mémeen P. Sir,(X) est la distance de X
aMy(A=1, 2, ..., m),on suppose que

m
w= 0(— logru—f—E r; ") quand ryry ... 1> 0

hA=3

(la derniére somme dlsparaxt si m=2). Alors u est une solution
réguliere dans 3 de Uéquation (2).

Enfermons M, + ... 4+ M,, dans un domaine D de mesure assez
petite pour que nous puissions appliquer la transformation du
paragraphe 12; la frontiére S de D avec laquelle M, + ... +M,,
est sans point commun doit en outre satisfaire aux conditions
dans lesquelles nous savons résoudre le probléme de Neumann
quand JN n’existe pas (g, IV). Par changemem d’inconnue et de
variables (§ 12), nous nous ramenons au cas ou les b, et ¢ sont
continus dans D + S, ¢ étant en outre négatif. Nous prolongeons
alors les coefficients de 'opération F hors de D + S, de maniére
que c soit inférieur dans tout 'espace a une constante négative, et’
que les autres conditions qui, jointes a celle-ci, assurent I'existence

“ d’une solution élémentaire principale G(X, E) (g, II) soient
remplies. Soit dS) la mesure d’un élément du domaine M) (A =1,
2, ..., m—1);soient P,(¢ =1, 2, ..., p) les points qui com-
posent M,,.; en prolongeant au besoin les My (A << m) de fagon que
ces variétés soient sans frontiéres, nous posons

tm—1)
w(X)*-Z/ G(X, A)(IS)+2G(X P,).

A=1

Soient w,(a =1, 2, ..., m) les cosinus directeurs de la normale
Lo C. o, , - Jw

a S dirigée vers l'extérieur; l'expression Za,gaa,pm, Jzp reste
bornée quand X varie sur S; comme d’autre part » est continu et

positif sur S, nous pouvons trouver une conslante positive A telle
qu’on ait sur tout S

24,824,380 Jo -+ Ao > constante positive
2,82q,8 al)xg Aw posiuive.
Choisissons la constante A comme fonction ¢ pour définir 'opé-

ration @ sur S. On peut trouver une fonction ¢, solution réguliére
LXI. 3
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de (2) dans @, qui satisfait sur S a la condition 8¢ = @ u; il suffit
pour cela de former les équations de Fredholm qui résolvent la
(uestion dans le cas ou il n'y a pas de discontinuités (g, IV, 2); ces
équations ont, dans les hypothéses actuelles, une et une seule
solution, malgré les discontinuités de f, et 'on en déduit une
fonction ¢ qui répond a la question. Sip est une constante posi-
tive quelconque, on a

8(v—u-+pw)>o0 surS;

par suite ¢ — u + pw ne peut atteindre de minimum négatif sur S.
Mais cette fonction, qui est infinie positive aux poinls de
M, + ... + M,, car on prouve facilement existence d’une cons-
tante positive a telle qu'on ait )

m N\
9 A
© > a(— logr,—&—zrk )
\ =3
dés que ryry ... r, est assez petil, ne peut non plus atteindre un
minimum négatif en un point de D, car celui-ci serait nécessaire-
ment inférieur au minimum sur S, ce qui est impossible (§ 11);
donc
v —u2— pw.
De méme
v —ulpw;
comme la constante p est arbitraire; u=v¢ et le théoréme est
démontré.

CHAPITRE Iil.

SOLUTION ELEMENTAIRKE PRINCIPALE. PROBLEMES DE VALEURS A LA FRONTIERE.

. Définition. — Supposons que I'opération F u remplisse les
hypotheéses précédentes (II, 1) dans tout 'espace; notamment une
condition de Holder est valable pour les a, 3 dans tout I'espace.
La variété JN est supposée bornée; hors d’'un domaine borné
contenant JIL, on suppose que les fonctions a, g, ba, c(a, B =1,
2, ..., m) sont bornées; la fonction ¢ est en outre, hors d’un
domaine borné, inférieure & une constante négative, el le détermi-

nant D des a, g est, dans tout 'espace, supérieur 4 nne constante
positive.
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On dit qu'une fonction G(X, Z) est une solution élémentaire
principale si :
1” C’est une solution ¢lémentaire dans tout I'espace (11, 3);

)
distance des deux points augmente indéfiniment (g, I, 1).

. JG . i
2" (i et les = tendent exponenticllement vers zéro quand la
x

2. Théoréme. — Si la solution élémentaire principale existe,
elle est unique; en particulier elle existe si ¢ est négatif ou nul
dans tout Uespace (hors de I ).

Soient by (x =1, 2, .... m) et ¢* des fonctions bornées et con-
tinues dans tout 'espace et coincidant respectivement avee les b,

*

et avec ¢ hors d'un domaine borné; on suppose de plus que ¢* est
partout négatif ou nul. L'opération &F** définic par les a, 3, les
by ot ¢* admet une solution élémentaire principale G** (g, 11, 9).
Posons

i v Gt
K(x,s):zll_bl(,\,—ba(x)]'lTJ.—(x,;);
-

cette fonction est nulle dés que X sort d'un certain domaine borné.
Considérons I'équation homogéne

u(E)-—j (A K(N, Z)dVy= o,

ou l'intégration est ¢tendue a tout le domaine ou K n'est pas nul,
de sorte que la théorie de Fredholm s'applique; je dis qu'elle
n’admet que la solution zéro. Il suffit de le prouver pour I'¢quation
associée

A~ m)

““)—j K(X, A)o(A)dVy=o0;

elle signilie que la fonction

An)

w(X) :_j G (X, \)e(A)dVy

est, dans tout Pespace, une solution réguliére de I'équation
F'w=o0, ou F" cst I'opération définic par les a, g, les b, et e,
Ceue fonction w est nulle a I'infini; elle ne peut atteindre nulle
part un maximum positif ou un minimum négatif (11, 14); donc
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¢lle est identiquement nulle; par suite

= 3‘“' W= 0,

comme nous I'avions annoncé. Donc Péquation en G*
.
G'(X.E)-—/ G (X, \DK(\, E)dV = G6G"(\, =)

admel une ¢t une seale solution, car on peut. comme dans le cas
ot M n’existe pas (g, [1.9), se ramener au cas ou le second mem-
bre est borné. La fonction G*, ainsi définie dans tout Pespace. est
une solution ¢lémentaive principale pour F*. car, d'une part.
quand X —>Z, on a G"= [1 + o(1)]G™; d’antre part on tronve

F*GX. z>—f FGUN, VKA, E)dVy=o,

- . IG* .
d’ot F*G*=o0; enfin G* ot les :)T tendent exponentiellement vers
o

zéro quand la distance augmente indéfiniment.

Soit maintenant ¢ — ¢"*=1y. Un raisonnement identique a celui
qui vient d’étre fait prouve que si ¢ est partout (hors de M)
négatif ou nul, 'équation en G

(e
(a GoX, E)——[ GOX. A)7(A)GHA, Z)dVa=G*(X. =)

a une solution et une seule, qui est la solution élémentaire princi-
pale pour . Il n'y a pas alors d’autre solution élémentaire princi-
pale, car la différence de deux telles solutions est une solution
réguliere dans tout 'espace (1L, 16) de I'équation homogéne. et
par suite elle ne peut atteindre nulle part un maximum positif ou
un minimum négatif: comme elle est nulle a Uinfint elle est iden-
tiquement nulle.

Enfin en supprimant 'hypothése que ¢ est partout négatif ou nul.
on démontre comme dans le cas ou I n’existe pas (g, II, 12).
que la fonction G, si elle existe, est unique et donnée par I'équa-
tion (1) ou, si I'on veut, par I’équation

(m)

(2) G(X, Z)— G'(X, M)y (A)G(A, E)dVa=6G*(X, =),

qui ont chacune une et une seule solution: réciproquement si unc
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de ces équations a une solution unique, celle-ci est la solution ¢lé-
mentaire principale.

3. Théoreme. — OQutre les hypotheses générales du para-
graphe A, supposons que la solution élémentaire principale
G(X. E) existe. Soit u(X) une fonction continue ainsi que ses
dérivées dans tout Pespace; on suppose aussi que Fu existe et
est_continu en tout point n’appartenant pas & M ; dans un
domaine borné, contenant M et Uorigine des coordonnées, on
suppose que Fu = O(r¥='); hors de ce domaine, on suppose
qu'il existe un nombre positif p tel qu’on ait

w(X)=O0[Lr(0O, X)), %:O[Ll'((), X))l (x=1,2, ..., m),

@

Fu=0[Lr(0, X))

On peut affirmer alors que Uon a
- i)
u(X):—f GOX, \)Fu(A)dV 4.

Méme démonstration que quand I n’existe pas (g, II. 11,

13. 14).

4. Equations limites. — Remplacons les fonctions aqg, b4, ¢
par d’autres fonctions a; g, by, ¢’. En désignant par v un nombre
positif donné, on suppose qu’on a dans tout Pespace

|aag—agig|<m,  aig(X)—ajg(Y)=O0[LA(X, Y)]

ot la constante impliquée dans le symbole O est indépendante
de n. Dans le domaine 1 <7, on suppose que

by = O(rk-1), ¢ = O(rk=1)

(constantes encore indépendantes de n); dans le reste de 'espace,

on suppose que
[ 6g— b3 | < . le—c"i<m.

Si la solution élémentaire principale existe pour 'opération &,
el si m est assez petit, la nouvelle opération F* est aussi du type
clliptique, et elle admet une solution élémentaire principale G*;
il existe en outre des constantes positives M, a, R telles qu’on ait,

3l
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dés que 0 est assez petit

[G*(X, )| <ML (X, E)exp[—aL(X, )],

ASTREN

diry ’

< ML= (X, E)exp[—aL(X, )] (x=1,2, ..., m);

sous la condition L(X,Z) >R, en désignant par ¢ un nombre

positif donn¢, on aura en outre, pour n assez petit, '
iG(X7 E) - Gf(“: E) | < €

JdG* |

f).rc;‘ X, &)

<z (x=1,2, ..., m);

JIG o
m(-\» E)—

enfin G est partout supérieur a un nombre négatif ou nul fixe (si
¢ est partout négatif, G* est partout positif). Comme dans le cas
ou I n’existe pas, la démonstration se fait en reprenant seulement
la formation de la solution ¢lémentaire principale (§2).

5. Théoréme. — Dans les hypotheses générales du para-
graphe 1, on peut trouver une fonction w(X) et des fonctions
9u(X)(x=1,2,...,m) telles que le changement de fonctions
et de variables

w=wy, Vo= 2a(X) (z=1,2, ..., m)

soit biunivoque dans tout Uespace, tel en outre que le jacobicn
des y, ne s'annule nulle part, tel enfin que Uopération &F soit
changée en une opération analogue ou les coefficients ana-
logues auxr ays remplissent dans tout lespace une condition
de Hilder d’exposant égal au plus petit des nombres h et k s'i[
est inféricur @ un. et o les coefficients analogues aur b, et
a e remplissent dans toute région bornée de lespace une con-
dition de Hilder avec le méme expeosant.

Méme démonstration que quand I n’existe pas (g, 1, 17).

6. Théoréme. -~ Si lopération adjointe a F,

J Jdv J dasy
2 0 — 7 ) -3, — —_ = o
G a8 d7y <az.3 dxﬁ) L [(b, 8 Jrg )v] -+ v,
existe et satisfait aur mémes hypotheses que F (§1), sauf
peut-étre i la condition qu'on ait, hors d'un domaine borné.

) day.
c—32, d(r (111—23 ——’):ﬁﬂ) <— g%
dA
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et si la solution élémentaire principale G(X, &) existe, on a
GG(X,BE)=o0

(Lopération G portant, ici et dans la suite, sur le second point).

Méme démonstration que dans le cas ou JN n’existe pas (g,
11, 4). '

7. Probléme de Neumann. — Pour résoudre dans toute sa
généralité le probléeme de Neumann déja énoncé (II, 2), nous
choisissons une fonction ¢ — y, continue en tout point n’appartenant
pas a IN, valant O(rf—') dans un domaine borné contenant I,
bornée dans le reste de I'espace, négative ou nulle dans @ + S et
inférieure a un nombre négatif fixe hors de M + S; la fonction y
sera nulle hors de M+ S, et ¢ coincidera dans (D + S avec la
fonction donnée : le choix de la fonction ¢ — y détermine doncc et
7 dans tout I'espace. De méme les fonctions aq 5 et by («, B =1,
2, ..., m) seront définies hors de @ + & de facon que Popération
Fu — yu remplisse les hypothéses du paragraphe 1. Soit G(X, £)
la solution élémentaire principale pour Fu — yu. On démontre,
comme dans le cas ou JIU n’existe pas (g, IV) (), qu'on obtient
toutes les solutions du probléme en posant

(m) (m—1)
w(X)=— [. G(X, A)p(A)dVa—+ 2f G(X, A)o(A)dSa,
) S

ou p et ¢ sont deux inconnues qu’on obtient par le systéme d’équa-
tions de Fredholm

(mn
o (X)— x<X>f G(X, A)p(A)dVa
@D

(m—1)
g (X) [ 6(X, A)a(A) dSa=/(X),
vs
~(m)
s(Y)— [ 8G(Y,A)p(A)dVys
Yo

Nn—1
—1—2/ 8G(Y,A)a(A) dSa=9(Y);
S

() Pour la fonction de Green relative aux opérations Fu — yu et Qu — ou,
on peut, par changement de variables et d’inconnue, ramener le cas actuel &
celui ou tout est continu.
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de plus, a deux solutions distinctes de ce systéme, correspondent
toujours deux solutions u distinctes du probléme proposé. Le pro-
bleme adjoint se définit aussi comme quand I n’existe pas ('); le
probléme homogéne correspondant au probléme donné et le pro-
bleme homogeéne adjoint ont toujours méme nombre p de solutions
linéairement indépendantes; si p est positif, et si ¢y, 09, ..., ¥,
sout des solutions linéairement indépendantes pour le probléme
homogeéne adjoint, les conditions nécessaires et suffisantes pour la
solubilité du probléme donné sont

) =1
f fon &N —f svndS=o0 (n=1,2.....p)
@D S .

8. Formule générale de Green. — Les raisonnements qui con-
duisent aux résultats du paragraphe précédent, prouvent en parti-
culier que si, dans un domaine @ et sur sa frontiére $, 'adjointe
Go de Fu existe et posséde les mémes propriéiés que F, et si les

dag .
by— g —)—5{3—" sont continus, on a
ox

m—1

(i
f (c’.‘fu—ugvulV:f (vOu —ulv)ds,
@ S

pourvu que Ou ct Zo soient continus sur 8, que Fu et Go soient
continus en tout point de M + & — I, et que u et ¢ soient régu-
liers dans (.

9. Probléeme de Dirichlet. — L’opération &, le domaine (@ et
sa frontiére S remplissant les mémes hypothéses que pour le pro-
bléme de Neumann, dounons-nous une fonction f(X), continue en
tout point de @ — I et valant O (r*='). Nous nous proposons de
trouver une fonction u, continue dans @ + 8, nulle sur '8, et
qui soit dans D une solution réguliere de l'équation

Fu :.f,

Un changement d’inconnue et de variables permet de ramener

(') Le probléme adjoint n’est regardé ici comme un probléme de Neumann
relatif & lopération adjointe que si les b,— X, da, ,/dx, sont continus; l'autre
interprétation est toujours possible.
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cette question a celle qui concerne le cas ou JI n’existe pas. On
en conclut notamment que la fonction de Green F(X, Z) relative
au probléme de Dirichlet dans @ pour 'opération Fu — yu, ou
est au moins égal a ¢, existe el posséde les mémes propriétés que
quand IN n’existe pas (g,V,2et3) ('): en particulicr, si [ est
inférieur a un et au plus égala A et a A, on a

8F (X, E)—20G(X, E)= 0| Li+-m(X Z)],

G désignant la solution élémentaire principale relative a Fu — 4 u.
Cette fonction de Green permet de résoudre directement le pro-
bléme visé par I'équation de Fredholm

(m)
u(X)z—f FOX, A SO — 70Ny )y o,
@

(ui est équivalente a ce probléme.

Les propriétés relatives aux extrema atteints sur la frontiére
(g, V, 5, 6) s’étendent aussi aux hypothéses actuelles (voir aussi
plus loin, 1V, 3).

10. Cas ou les valeurs données sur la frontiére ne sont pas
nulles. — La frontiére remplissant toujours les mémes hypothéses
(1, 7), nous supposons qu’'on se donne sur S une fonction ¢ (Y);
si I'on regarde ¢ comme fonction des paramétres ¢y, fs, ..., Ly
a 'arde desquels s’expriment les coordonnées des points de 8,
nous supposons que les dérivées de cette fonction existent et sont
héldériennes d’exposant &. On propose de trouver une fonction u,
continue dans 0) + 'S, prenant sur 'S les valeurs ¢, et qui soit
dans @ une solution réguliére de Uéquation Fu = f.

Nous commencons par former la fonction ¢, harmonique dans @,
continue dans @ + 8, et qui se réduit a ¢ sur 8. On sait (e, VIII,
6,7) que les dérivées de ¢ existent et sont holdériennes dans D + §

. . ad
avec 'exposant A (si A <<1). Mais chi (¢=1,2,...,m) estencore
%

(') On peut démontrer aussi que 0F/dzx,= O[L'"~(X,Z)] quand X et =
varient dans @ <+ $; on s’appuie sur ce que (e, VII, 4) Vintégrale

un—1 @G
f (-)z(x, A)dSas

.

étendue a une partie variable de S, est bornée.
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une fonction harmonique; on en conclut (e, VIII, B) que les
g

drydrs

dans le mémoire auquel on renvoie) sont holdériens dans @ + S

avec l'exposant A. Sur $ ces derniéres fonctions sont nulles; on

en conclut que

(ot s, désigne la méme fonction, nulle sur &, que

Sm

Dof(drgdrg) = O(|sm|h1).

Si Pon convient d’englober dans U toute la frontiére S, et de
calculer r en conséquence, la fonction Fo = f, est continue en
tout point de @ — M, et elle vaut O(r*='), I <1 étant le plus
petit des. nombres 2 et k. La fonction u — ¢ doit étre continue
dans @ + 8, nulle sur &, et étre dans (@ une solution réguliére
de I'équation

Flu—v)y=f—fi:
nous sommes donc ramenés au paragraphe précédent (). On voit
que, dans les hypothéses actuelles, les dérivées de u sont continues
dans ) + & (voir I'avant-derniére note).

CHAPITRE 1V.

DERIVEES PREMIERES ET SECONDES AUX POINTS DE LA FRONTIERE
DANS LE PROBLEME DE DIRICHLET.

I. Théoreme. — Supposons que les dérivées des coordonnées
des points de la frontiere 8 du domaine 3 soient holdériennes
avec Uexposant k <1, et que les dérivées des valeurs de u sur'S
existent et soient holdériennes avec Uexposant k. Dans 'équa-
tion du type elliptique

(1) Fu=f,

on suppose que les fonctions a,g(a,3=1,2,...,m) sont hol-
dériennes acec lexposant quelconque h, et que les fonc-
tions by(a=1,2,....m), ¢ et f sont continues dans @ + 8.

(') On remarquera que, méme dans le cas ou O n’existe pas, la question ici
traitée est plus générale que celle qui était résolue antérieurement (g, V). On ne
peut pas passer des fonctions ¢ considérées ici a des fonctions continues sans
plus, par un passage a lalimite, car il n’est pas démontré que le théoréme de
Harnack soit vrai dans les hypothéses actuelles (ce théoréme est vrai dans les
hypothéses du Mémoire e).
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On peut affirmer alors que les dérivées de u sont holdériennes
dans 00 + 8 avec Uexposant k.

Nous démontrerons qu’on peut recouvrir 3 + S par un nombre
fini de régions dans chacune desquelles les dérivées de u sont
hioldériennes avec 'exposant k. Comme il n’y a pas de difficulté
pour un ensemble fermé intérieur a @ (g, I, 11), il suftit méme
d’établir qu’on peut recouvrir & et son voisinage dans (9 par un
nombre fini de telles régions.

Prenons pour origine O un point donné de 8, et choisissons les
axes de fagon que Oz, soit la normale dirigée vers 'intérieur
de . Dans un certain domaine contenant O, & est donné par
I'équation .

(2) L= n(Lyy Loy vy Ly ),

ou les dérivées de la fonction A existent et sont holdériennes avec
exposant k. Nous allons remplacer .z,, par une autre variable y,,
nulle sar '$ au voisinage de O. Pour cela nous cherchons une
fonction &, des variables x,,xa, ..., Zp_i, ¥m, définie au voisi-
nage de O pour ¥, 20, et se réduisant pour y,,= o a la fonction };
st f, est, pour », > o, une fonction harmonique de nos m varia-
bles, s¢ réduisant a A pour y,, = 0, on sait que les dérivées de f,
existent et sont holdériennes d’exposant k en O et dans son voisi-
nage pour ¥, 0 (e, VIIL, 6, 7); si d’autre part f, est, pour y,,>o.
une solution positive de I'équation

"1.—1) f () f
92 fo 2 f,
oxk = ayl,

A=A

se réduisant a zéro pour ¥, = 0, on sait encore que f, est prolon-
geable analytiquement au dela de 8, et qu’en outre ;}i est positif
¢t non nul pour y,,=o0 (g,V,58); par conséquent, si nous pre-
nons &, = f, + @ f2, en prenant pour pu une valeur positive cons-
tante et suffisamment grande, les dérivées de z,, sont holdériennes

. dx o
avec l'exposant A pour y, 2o, et la dérivée (Tf'eSt positive en O
= - ,
et dans son voisinage. Comme en outre les dérivées de z,, sont des
fonctions harmoniques, un raisonnement déja employé (I1I, 10)

nous montre que les dérivées secondes de .z, valent O(y4™"). St



— A4 —

Uon prend pour variables z,,xs, ..., Zn_(, ym. la transformation
qui fait passer des anciennes variables aux nouvelles, est donc
biunivoque dans un domaine contenant O. Aprés cette transfor-
mation. les fonctions a,g sont remplacées par des fonctions hol-
dérienncs d’exposant h, au moins si A<k, ce que nous pouvons
toujours supposer; b, est remplacé par une fonction continue
pour », > o et valant O (y5"); les autres b, et ¢ restent continus
pour 3, 20.

Changeant la notation, nous supposerons donc¢ qu'un domaine
de 8, contenant l'origine des coordonnées, est porté par ., ==o,
(que @ est du c6té x,, > o au voisinage de cette région, que les ’l.a.ﬁ
sont holdériens dans D + 8 avec l'exposant A<k, que b, ecst
continu pour .r,,> o et vaut O(z4™), enfin que les autres b,, ¢
et f sont continus dans M + &. Comme u est continu dans (D + 8.
il suffit de retrancher des deux membres le produit de u par une
fonction continue positive convenable pour étre ramené au cas
ou ¢ est négatif dans D + &; nous ajouterons donc cette hypotheése.

Nous allons pratiquer un nouveau changement de variables, de
facon a particulariser davantage. Soient y,(¢=1.2,...,m) les
variables a introduire. ¢t soient a; g, b, ¢’ les fonctions qui déter-
minent Uopération & dans ce systéme. On a

dya IV
4).1'7 dry !

",1‘3 = Zysa.s

by =F yy—cya.

¢ = cC,
Nous voulons que, dans une certaine région contenant O et les
points voisins situés dans la région z,,2 o0, le jacobien ne soit pas
nul:.de plus y,, devra s’annuler en méme temps que z,,, la dérivée
IVm .. N .
7“’-1’ elant posiive; enfin nous voulons que, pour ¥,,=— 0, on ait
I m

Upa=90 (x==1.12, cee. M —1).

Nous prenons d’abord ¥, = 2. Les conditions ci-dessus s’écrivent
alors
Aya
S3ac == =0 ou By,—=o0 (a=1.2, ..., m—1I).
_’3 .3./n t)-l"j ) Ja )

A condition de prendre nulle la fonction ¢ qui figure dans la défi-
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nition de 'opération 8. Soit Y, la valeur prise en O par le rapport

Am,a

——=. En désignant par A un paramétre positif destiné a étre
m.m

choisi assez petil, nous considérons une région, comprise dans
@ + 8, homothétique d’une région fixe relativement a O et dans
le rapport 4, c¢t comprenant toute la partie de (D + 8 qui salisfait

a la condition
L(O, X)<2k;

nous supposons que la frontiére de cette région remplit les condi-
tions requises pour la validité de notre solution du probléme de
Neumann [pour pouvoir appliquer une proposition antérieure
(£.V,8), nous supposerons méme que les dérivées secondes des
coordonnées des points de cette frontiére existent et sont continues ;
voir aussi plus loin, paragraphe 3]. Pour définir Popération 6,
nous choisissons une fonction § identiquement nulle sur toute
cette frontiére. Sur la partie de cette frontiére définie par les rela-

tions
Ly = 0, L( O. X)g)\,

nous prendrons 83, = o; pour
Ty =0, » << L(O, X)<a),
nous prendrons
0= 0(ry+Ygrn)[L(O, X)[n—1]:
sur le reste de cette frontiére, nous prendrons enfin
0)a=0(rq+ Yarnm).

A Pintérieur de la méme région, nous nous imposons la condition
Fro—(c=-12)ya=F(rg+ Yaxm)—(c—172) (wrg-+ bary).
Une et une seule fonction y, remplit ces conditions dans cette
région ct sur sa frontiére (g, V,5). Si nous transformons notre
région par une homothétie de centre O et de rapport A", les
coefficients qui remplacent les a, 3 dans I'équation transformée
sont aussi voisins qu’on veut des valeurs prises en O par les coef-
ficients donnés, et leur coefficient hildérien pour I'exposant A est

infiniment petit avec A ; le coefficient qui remplace b,,, est O (A zh "),
el les autres b, sont remplacés par des infiniment petits; le coef-
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ticient de y, devient égal a — 1. Les nouvelles valeurs de
O(y2— Ta—PaZn) sont les anciennes multipliées par 4, et par
suite elles sont O (34+1), et leur coefficient de Holder pour 'expo-
sant A est aussi O (M+'). Nous pouvons donc affirmer (e, VII, 4, 5)
¢u’apreés cette homothétie de rapport A=, lafonction ¥, — ro—b, 2
vaul. O(2%+1), ses dérivées ont la méme limitation, et enfin ces
dérivées remplissent une condition de Holder d’exposant A et de
coefficient O(2%7') [dans le passage indiqué du mémoire e, on
supposait que les by sont holdériens d’exposant A, mais on a déja
vu (I1,16: g, 11, 17) que le cas considéré actuellement se raméne
au précédent st A< A <1]. Par suite, avant ’homothétie, cette
fonction y, — Ty — Yaz, vaut O (A1), ses dérivées valent O (%),
et le coefficient holdérien de celles-ci pour 'exposant 2 est O(1).

Cl(}'i; Vay « - a}'m)
d(xy, Loy ..., Lp)

donc nulle part dans notre région, et en outre la transformation

Dés que A est assez petit, le jacobien ne s’annule

est biunivoque dans une demi-hypersphére de centre O (les hyvpo-
théses du théoréme ordinaire sur les fonctions implicites ne sont
pas satisfaites, mais la démonstration de ce théoréme par la
méthode des approximations successives s’applique).

Nous choisissons A de cette facon et nous désignons par R un
nombre positif assez petit pour que ces propriétés aient lieu dans
la région

(3) Ym2o0, yi+yi+. o+ yE SR

Soit ¢ une fonction harmonique par rapport aux x, et qui prenne

pour .r, = o les mémes valeurs que u; il est évident que
Fo=0(xly") =0yl

soit f'=f-— Fo. Dans la région

1) Ym <o, yi+yi+.. .+ ryh <R,

nous définissons les fonctions ag 3, by(a, B =1,2....,m), c'etf

en décidant que dans la région totale

(5) Yi+y3+...+~yh<Re,

les @, q(a 52 m), b, et f' sont des fonctions impaires de y,, et
que les autres coefficients sont des fonctions paires de y,,. On voit
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que, dans cette région (3), les ay 3(«,f=1, 2....,m)sont fonctions
hildériennes de y(,va, ..., ¥m avec U'exposant A (si ASA <1);
les by(a=1,2,...,m) et f' sont continus pour y,, % o et valent
O(lym!%="); enfin ¢’ est continu et négatif dans toute la région;
Popération F est ainsi définie dans la région (5). Sur la frontiére

Yi+ry3+...+yh=R?

de cette région, nous définissons I'opération ® en prenant ¢ = o;
d’autre part nous définissons sur cette frontiére uvne fonction ¢
égale a ®(u — ¢) pour ¥Ym20, et qui prend des valeurs opposées
en deux points symétriques par rapport a y, = 0; ¢ est partout
continu car ®(u — ¢)=o0 pour y, = o. Nous imposons a une
fonction w d’étre, a 'intérieur de (5), une solution réguliére de
I'équation
Fw=f

et de satisfaire sur la frontiére a la condition

Ow =12,

la fonction w existe et est entiérement déterminée dans (5). Mais
— (¥, Y2y + -, — ¥m) satisfait aux mémes conditions; donc w
estune fonction impaire de ), et par suite w s’annule pour y,, = o.
Alors la fonction w — u + ¢ satisfait, dans intérieur de la région
(3), a Péquation F(w — u + v) = o; sur la partie y,,=o dela
frontiére de cetterégion,ona w — u + ¢ =o;sur la partie restante
. de cette frontiére, on a 8(w — u + ¢v) = o; la fonction w—u +¢
ne peut donc atteindre un maximum positif ou un minimum
négatif ni a I'intérieur de (3) ni sur sa frontiére, et par suite elle
est identiquement nulle dans cette région.

Par rapport aux y,, les dérivées de la fonction w sont holdé-
riennes avec I'exposant k dans le domaine

Yi+y3+.. .y <Ra;

pour le voir, on met « sous la forme donnée par notre solution du
probléme de Neumann (III, 7), et 'on raisonne comme dans le cas
ou IN n’existe pas (g, I, 11). Nous allons prouver que, par rap-
port aux z,, les dérivées de w sont holdériennes avec I'exposant &
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dans la région correspondante. On a
Jdw Jw dyy-
dry 30_;‘3 dy
) . .. .
Les ’;—y“—; sonl, relativement aux z,, holdéricns avec Pexposant A
il n’y a donc pas de difficulté pour le terme correspondant
s Qe Jw
a 3= m. Si B~ m, nous savons que ’T}’—I; est nul pour y,, = o:
cette fonction vaut par conséquent O(y%,) ou O(x%)).

Etudions maintenant davantage la fonction 33, qui est la solution
d’un certain probléme de Neumann. Soit G(X, Z) la solution élé-
mentaire principale d’une opération du type elliptique qui, dans
le domaine ou il s’agit de déterminer yg, ne différe de

Fu—(c+22)u

que par les coefficients des dérivées, lesquels sont nuls dans la
nouvelle opération: on supposera que le coefficient de 'inconnue
est dans tout 'espace égal & — 172: les b, sont supposés nuls par-
tout. Posons
KX, Z)=K1(X. E)= E,ba(X)d—G—<X, ‘E).
Jdxy
Kini(X, z):f CRin(X, AYK(A, B)dVs,
) Pl
G,,(X,E,:G(x,:)q—z L G(X, A)RW(A, E)d\,,

n=t

ot les intégrales sont étendues a tout I'espace. En désignant par @,
le domaine ou I'on détermine les y,, par S, sa frontiére, par f, le
second membre de I’équation du type elliptique, on peut poser

(m2) (m—n
ya(m_—._f G(X, \‘)p(A)d\'A—;—Qf Gp(X. A)a(A)dS,,
@, : 3

A

et les inconnues p et o sont données par les équations

(m) (m—n
p(x)_f K(X, A) p(A) dVa+ -zf K2(X, A)s(A)dSr=/(X).
. ®,

s,

. (m) (m—1)
s (Y) _f 8G(Y, A)s(\)dVa+ 2[ 8G, (Y, A)a(A)dSr=z.(Y),
o, s
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ou ¢,(Y) est la fonction donnée sur la frontiére; les raisonnement
usuels montrent que ce systéme a une et une seule solution, la

théorie de Fredholm s’appliquant si p est assez grand pour que K
soit continu pour x,, 3 o : on a alors

KX, A) = O(ak);

dés lors la théorie de Fredholm s’applique aussi pour p =1

(f, II1, 2). En passant par les ¢quations relatives a une valeur assez

grande. de p, on voit que, pour p =1, ona p(X)=0(=L"), ou !

est un nombre positif quelconque inférieur a k'; par suite le terme
(hney .

[ 8G(Y, A)p(A)dV, est holdérien, et par suite ¢ est holdé-

@

1
rien (e, VII, 4; remarquer qu’ici G est la solution élémentaire
principale d’une opération dont tous les coefficients sont holdé-
ricus); il en résulte alors que, pour p =1, p vaut O(x} ') (hk <1).
Donc les dérivées de

(m)
ARG ST
@

1
" . . dw dy
sont holdériennes avec ’exposant k; dans I'expression 7= X2, ce
dyg dre
qui provient de ces déiivées est donc holdérien avec I'exposant £.
, P .
En posant p(X) = (—)]—2, et en remarquant que cette fonction est

nulle pour z, = o, nous avons donc a étudier I'expression
(m—1) i JG
[ ) —r(A)] o (X, A)s(A) dsy,
a

ou o est holdérien, et ou I'intégrale est étendue a la variété
am=o, at+aj+...+ap_, <)

il est immédiat (e, I, 7, 8) que cette fonction est holdérienne avec
I'exposant &, car, si X et le domaine d’intégration varient, 'inté-

(rmn—1)
grale | 28 (X, A)o(A) dS, reste bornée (e, VII, 4). Le théo-

réme est donc démontré, car u = ¢ + w et il n’y a pas de difficulté
pour ¢.

2. On a remarqué que, dés notre premier changement de
LXI. 4
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variables, nous avons ¢té ramenés a une équation dont les coeffi-
cients n’élaient pas tous continus. Plus généralement, en suivant
la méme marche ou en se ramenant, par un changement linéaire
non homogéne d’inconnue suivi d’'un changement de variables
(II, 10, 12), au ¢tas du paragraphe précédent, on démontre le
théoréme suivant, qu’il suffit d’énoncer : '

Tutorime. — Placons-nous dans les hypothéses du Cha-
pitre 11, paragraphe 1. Soit k<1 Uexposant des conditions
de Hilder auxquelles satisfont les dérivées des coordonrées des
points de 8. On suppose que les aq g sont holdériens avec U'ex-
posant h, et que les by, c et fvalent O(rk="). Siles dérivées des
valeurs prises par u sur 8 existent et sont holdériennes avec
Uexposant k, les dérivées de u sont holdériennes dans @+ 'S
avec Uexposant k.

3. Le premier changement de variables effectué au paragraphe 1
permet encore de généraliser les théorémes relatifs aux extrema
atteints sur la frontiére (1II, 9; g, V, 5, 6). On avait établi ces
propositions en supposant que les dérivées des coordonnées des
points de 8 sont lipschitziennes (c’est-a-dire hioldériennes avec
I'exposant un); on voit que le résultat subsiste si ces dérivées sont
holdériennes avec un exposant quelconque. On a donc, dans ces
hypothéses, les deux théorémes suivants, ou l’on suppose que u
n’est pas constant :

TutorimMe. — Si u atteint en Y sur S un minimum nul et si
en outre on a f<o, il existe un nombre positif M tel qu'on ait,
des que le nombre positif t est assez petit,

u(Y)>Me;
Y, désigne le point qui a pour coordonnées les y, — t2ga, gwg.

Tutorime. — Si cSo et fLo, et si u atteint en Y sur 'S un
minimum négatif, il existe un nombre positif M-tel qu’on ait,
deés que le nombre positif t est assez petit,

u(Ye)—u(Y)> Mt.

4. Théordme. — Supposons que les dérivées secondes des
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coordonnées des points de S existent et sont holdériennes avee
Uexposant h <<1. En outre, supposons que tous les coeffi-
cients ay 3, by, ¢ et le second membre f de l'équation (1) sont
holdériens avec Uexposant h. Si les dérivées secondes des
valeurs prises par wsur S existent et sont holdériennes avee Ue.c-
posant h, les déricées secondes de u existent et sont héldériennes
dans D avee Uexposant h.

Pour un ensemble fermé intérieur a @, il n'y a pas de diffi-
culté (e, IV, 1 a 3). Il nous suffit donc d’établir qu’on peut recou-
vrir totalement § et son voisinage dans (@ par un nombre fini de
régions, a 'intérieur de chacune desquelles les dérivées secondes
de u sont holdériennes avec I'exposant A.

Nous commengons par faire en sorte que ¢ soit négatif dans un
certain voisinage de &, et nous ne sortirons plus de ce voisinage
dans la suite. Par un changement de variables, nous faisons en
sorte qu’'un domaine de 8, contenant un point donné de cette
variété, soit situé sur x,, = o, (D étant du cé6té ., > o; dans les
hypothéses actuelles, cela peut étre fait de facon que les dérivées
secondes des anciennes variables par rapport aux nouvelles, et de
celles-ci par rapport aux anciennes, existent et soient holdériennes
avec I'exposant A.

Ensuite nous faisons un nouveau changement de variables,
destiné a particulariser davantage. Soient ¥, ¥, ..., ¥m les nou-
velles variables; les coefficients de I'opération & u, dans ce systéme
de variables, seront distingués par des accents. Nous exigeons que
la transformation soit biunivoque dans () + 8 au voisinage du
point donné de S : nous pouvons mettre en ce point I'origine O
relative aux anciennes variables; de plus nous voulons que, dans
ce voisinage, x,, — o se change en y,=o0, £,,>>0 en y, >0, et
(ue pour y,, = 0 on ait

a(m,a: o (azm), bm=o.

Soit ¢,(X) une fonction, harmonique dans (@ au voisinage

de O, et se réduisant a Q_a—'" pour x,, = 0; nous posons
m,m

— 2 .
IYm= L+ Tnd;

la condition b/

n = 0 est satisfaite quand &, ou y, s'annule; de
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plus les dérivées secondes de y,, sont holdériennes avec I'expo-
sant A (e, XVII, 3). Pour les autres variables y,, nous procédons
exactement comme au paragraphe 1. :

Ensuite, toujours comme au paragraphe 1, nous choisissons la
région

(6) Yi—ri+...+ya<R?

que nous considérons maintenant. Dans la partie y,, 20 de cette
région, les ay 3, by et ¢’ résultent du changement de variables:
dans la parte y,, <o, nous procédons comme au paragraphe 1.
Les coefticients ainsi définis sont holdériens d’exposant 2 dans
toute la région.

Soit ¢y une fonction de X, harmonique dans (@ au voisinage
de O, et prenant sur ., = o les mémes valeurs que u. Soit ¢, une
fonction de X\, harmonique dans @ au voisinage de O, et prenant

S

—Fv .,
=———; les dérivées secondes

sur .z, =0 les mémes valeurs que =——
bd m.m

de la fonction ¢y = 22, ¢, sont holdériennes dans @ au voisinage
de O avee Texposant A(e, XVII, 3). 1l en est de méme des
dérivées secondes de la fonction ¢ = o, 4 ¢,.

Posouns, pour x,2 0,
S = —Fv,

el regardons /' comme une fonction de y,, y», ..., ym; celte
fonction, détinie pour y,,> o, est holdérienne avec I'exposant A, et
elle s’annule pour y,, = o. On la définit pour y,, << o en décidant
qu’elle est fonction impaire de y,.; ainsi elle est holdérienne avec
Pexposant Z dans toute la région (6).

Sur la frontiére de cette région, nous détinissons 'opération
en prenant ¢ = o. Puis nous définissons sur cette frontiére Ia
fonclion ¢, dont les valeurs en deux points symétriques par
apport a 37, =0 sont opposées, et qui, pour y,2>o0, est égale
A ®(u-—v); cette fonction est continue sur toute la frontiére. La
fonction w, assujettic aux conditions

Fw=f  aVintérieur,

8w=o09 sur la frontiére,

cexiste et est unique, etelle coincide avec u — ¢ dans la partie ), 20
de notre régiou (méme raisonnement qu’au paragraphe 1). Dans



le domaine

(7) Ym>0, Yi+ri+. o+ yh <R,

les dérivées secondes de w par rapporl anx y, sont hildéricnnes
avec 'exposant A(e, IV, 1 a 3).

Notre théoréme sera démontré si nous prouvons qu’il en est de
méme des fonctions

=Y R Ay d g dw Py
I)ma ()xg v Bdyydys dxg drg y dyy dradrg

Au second membre, la premiére somme ne peut faire de difficulté,
puisque les dérivées des yy sont holdériennes avec I'exposant A.
Dans la seconde somme, le terme correspondant a y — m ne me
pas non plus de difficulté.

Prenons donc un des termes restants de cette seconde somme,
c'est-a-dire supposons y 5= m. On peut supposer que, A étant assez
petit, ¥y est calculé en prenant

(m—1)

(m) .
lyY(X)=—f (X, :\)p(A)dVA—F‘_).[ H(X, A)a(A)dSy,

ou l'intégrale d’ordre m est étendue a un domaine contenant a son
intérieur celui ou il faut déterminer y, et la frontiére de celui-ci;
p devra étre holdérien d’exposant & dans le domaine ainsi étendu;
quant a l'intégrale d’ordre m — 1, elle est étenduc a la frontiére
du domaine non étendu, et 'on trouve que o est holdérien avec
I'exposant h(e, VII, 4); la fonction H est celle qui a été définie
plus haut (II, 3), en choisissant g égal a 2= (pour % assez petit,
on peut trouver j. de cette facon; voir les travaux antérieurs,
notamment g, I, 10). En laissant de cot¢ des termes qui ne font

pas de difficulté, et en posant —— = (X), on est ramené a démon-

Jdw
dy~
trer que

(m—1)
J*H
X, A E S
u(\)[ Tra ()J‘B( , A)a(A)dS,y
est holdérien dans (7) avec Vexposant A, l'intégration dtant
¢tendue a un domaing pris sur @, = o ct contenant le domaine (7)

et sa frontiére. On peut d’ailleurs supposer a % m, car la vérifi-

4!
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cation relative a 57z se fera a l'aide de I'équation (1) dés que
“m
seront faites les vérifications relatives aux autres dérivées seccondes.
On sait que p s’annule avec x,,, et que ses dérivées sont continues;

nous pouvons donc nous ramener a 'étude de

S

avee le méme domaine d’intégration (dans le second crochet, Ia
notation signifie qu'on a échangé les roles des deux points pour

(m—1) N )2
P Ay sy — _"ﬂig(;\,ma(xﬂ dSy,

[mX)—p(-/\)][ dryd

drydrg

passer du premier terme au second), car (A) est nul, et le terme
ajouté se raméne a une intégrale d’ordre m —2. qui est holdé-
rienne avec l'exposant A dans la région (7). Nous pouvons
reprendre pour cette expression des raisonnements antérieurs
(e, 1,7, 8): le vole des fonctions w du passage cité est tenu par les
fonctions ., o, @, 3; mais les exposants A et & du passage cité onl
ici pour la fonction u les valeurs respectives A et 1, et pour les
fonctions & et a, 4 les valeurs respectives 1 et A. Nous avons donc
(e, 1, 8) a vérifier que les dérivées relatives a o( X)) etaux a, 5(X)
donnent des intégrales bornées quand les coefficients varient de
certaines facons ainsi que la région d’intégration : c’est immédiat.
car ces dérivées sont O[J;,,, L (X, A)]. Notre expression est donc
holdérienne avec Pexposant Z, et le théoréme est démontré (*).

(') Ce théoréme rend trés facile la démonstration d’un résultat déja annoncé
( Comptes rendus, 190, 1930, p. 613) : dans un probléme non linéaire de Dirich-
let dont les données sont suffisamment réguliéres, si ’on sait borner Vinconnue
et ses dérivées jusqu'au second ordre, et trouver une condition de Hilder remplie
par ces dérivées secondes, on peut en déduire des limites supérieurcs et infé-
rieures des dérivées jusqu'a un ordre donné. Ccla entratne la possibilité de
résoudre le probléme non linéaire de Dirichlet pour un certain champ de données.



