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SUR LES SERIES DE DIRICHLET DONT LES EXPOSANTS POSSEDENT
QUELQUES PROPRIETES ARITHMETIQUES ;

Par M. S. ManNnpeLBrROJT.

1. Une suite 2y, 2, .o 2. oo estdite linéairement indépendante
si ancune combinaison
"
N o o
> A (on les A; sont entiers)
y

.

n'est nulle, & moins gue tous les A; soient nuls.
Remarquons que si les 3, sont lindairement indépendants et si
les 2, contiennent un nombre rationnel 2, auenne combinaison

m
E Ain (A, entiers)

oz

n'est un entier [ moins gu'elle soit de la forme A, 2, . soit que
\,=zo(d sayo, m)»].
Si.oen effet,
”
El\,},: A (entier £ A, 7, et <o),

on pourrait trouver deax entiers By, By tels que By A + Byk, == o,
ce qui est en contradiction avee le fait que les &, sont linéairement
mdépendants.

Une suite linédaivement indépendante ne peut évidemment pas
contenie denx nombres rationnels. Si donce une suite linéairement
indépendante contient un nombre rationnel 2, il suffit de Penlever
de Ta saite pour que la suite qui reste soit telle qu’ancune combi-
naison

m

2_\,;\,
1

n'estun entier & moins que A= Ay == L e AL = o,
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En éiudiant les séries de Diriehlet Sa,e—* ou les A, sont tels
(u’aucune combinaison £A;}; n’est un entier (sauflorsque A; = o)
on étudie en méme temps les séries b, e~ avec les 2, linéaire-
ment indépendants et contenant un nombre rationnel.

On connait les belles recherches de M. H. Bohr concernant les
sérics de Dirichlet avec les %, linéairement indépendants.

Dans ce travail nous étudions les séries de Dirichlet ou ancune
combinaison X A;}; n’est un entier [la suite 1, Ay, Ay, ..., est donce
lin¢airement indépendante |. Nos résultats ainsi que notre méthode
différent essentiellement de ceux de M. H. Bohr.

Nous avons indiqué ces résultats dans une Note aux Comptes
rendus de I’ Académie des Sciences (1).

2. Nous commencons par la démonstration de quelques faits
tout a fait ¢lémentaires qui nous seront utiles par la suite.

Dans le plan de la variable s = z + () considérons un domaine
D(}) défini par Pinégalité

2 ) sin?

NI AN o
J [‘m]z,. <0 , ,1>
—_— ~ \3 )

-—

ou [«] désigne Pentier le plus voisin de «.
Considérons aussi dans le plan de la variable s = ¢ -+ it, un
domaine A(2) défini de la maniére suivante :

1 La frontiére de A(«) est défini par les segments

t=(2h+1)=% (K=o, d1, dma ...,

—z<a<o0 (x> 0)
et par la courbe
. Lt
(1) 3= —xs8in2 -
2

2” A(a) conticnt les points s réels positifs.
Considérons la transformation

(2) z=8 —log(r+ e—%) + loga = 2 (s),

(') C. R. Acad. Sc., t. 194, 1932, p. 1884-1889.
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s variant dans A(2), la détermination de log(1 + ¢™) étant choisie
réelle pour s véel: s est alors parfaitement déterminé pour les
points intérieurs de A( «) par continuité. Démontrons que quel que
soit 2.(0 <2 < 5). il existe un o« > o tel que lorsque s varic dans
A(=2), 5 défini par (2) varie dans D(2).

Posons

- .
asin? F—ir

. l‘ .
a () = —zsin? = —log|r . ¢ < logs = Rz(sy),

§y== o, -+ ¢, variant sur la courbe (1).

Quel que soit 2’ tel que 223 <1 on peut évidemmenl trouver
un 2 assez petit (2 > o) tel que

R 4
Sﬁ(l—tn]snn?—'>,
= 2

‘
% sint ‘i/,l

!
asin? —it,
1= 2

d’ouw il vient

I+ e

Lot
log <loga — ) sm‘-’;'-

L suffit done que o( > 0) soit assez petit pour que

N . t
3) .r,(_l.)Z/.sm?:}-

“Comume d’autre part

( :xsin"’;‘—il,‘) ty
\rg\1+¢ ? g]h—[—]zz

2T

on a, en posant 1y = 17, () = Jo(sy),

el
7/ \
t—| — 2% y,—['ﬁ 27
\ , 2% . 2w
sin? — = sin? > sin? v
2 - N

Le point z,. 5, est donc dans D(2) fermé, si a(> o) est assez
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petit. On se rend alors facilement compte que tous les points de
A(a) sont tels que les points z correspondants sont dans D).
Faisons maintenant la remarque suivante :

Posons
™ — hn(hy—1)es(hy—m + 1),

n m!
ou

A > hp—q >0, lim ), ==
on a, d’une part,

E)\,.—I E} +1

(4) IT’,P'<T11 : <Cl‘l + 1

{Ex étant le plus grand entier inférieur a ) et, d’autre part, pour
n donné

Elp+1
) Max | T/} >GC, * ,
donc d’aprés la formule de Stipling
(6) Max | T2 |> C (C> o).

\/’n

Dans les formules précédentes C} est le (r + 1)*™ coefficient de

(1 + z)%. On vérifie ces inégalités en remarquant que pour n fixe
n—+1

T} croit lorsque m < et décroit a partir de m > E w1

3. Nous allons maintenant démontrer le théoréme suivant :

Soit
f(z)=Sane=Ms  (My> huet >0, Ap —> )

une série de Dirichlet possédant un aze de convergence absolue
et telle qu’aucune différence

An—m (n#m)

n'est un entier. Supposons en plus qu’il existe un k(o <) <<4%)
tel que dans D (1) ouvert f(z) est holomorphe et

1f(2)| <M<+,

Dans ces conditions les | a, | sont bornés.

Démonstration. — Considérons dans A(a) (ouvert), ou « est



— 212 —
choisi conformément au n° 1, la fonction

F(s)y=/fls —log(1—+ e=)+ log2) = X a, e~Ints—logli+e-"i+log2),

Comme la détermination de log (14 e7) est la méme que
dans (2) vn a .
&) 14 e—5\ A
Fis)=3 o, e—has( 127
) adn > )
on

x

— N s
<.l_€__> ": l 1 -+ E T - ms
R DY
m=1

On a
(7 F(s)=Sbpe—trs
on
(8) M= o+ m, Hragr > My

. a
(80) b= SL TR

Il est en effet évident que deux p, (correspondant a deux
couples différénts n, m) sont différents : si I'on avait
Ty = Gy = Ay My (ny # ns),

on aurait
= hp, = m— my,

ce qui estimpossible d’aprés nos hypothéses. On peut donc ranger
les p, dans I'ordre croissant.
On a d’aprés (4) pou ¢ assez grand :

. o )\,,+I\
[ byl e=¥rT L Y 1l f'—"n"CE
ri ~ 2,"_ E)\,.+|
1

\

(2(’""” <I D 623 )olanl
— e

\//n

La série Xb,.e " posséde donc un axe de convergence absolue.

Evaluons maintenant les b,. D’aprés les hypothéses du théo-
reme et d’aprés ce que nous avons dit dans le n® 2 on voit que
dans A(«) on a

(9) {F(s)I <M,

la fonction F (s5) étant holomorphe dans A(«).
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En désignant par o, 'axe de convergence absolue de F(s). on
sait que
[),—lllll ~f F(s)etrs 1{s (o6 =oy+ it, 3,> 3)).

T—==

Désignons, alors, par C, la courbe obtenue, en ajoutant a la
courbe

les segments

t=Fk=x (A’:(),il,,,.;),()252_14_.‘

parcourus dans les deux sens.
En appliquant le théoréme de Cauchy on voit immédiatement
que
br= lim ,‘_,fF(s)eu,-»- ds,
Teow |

s restant sur la partie de G, correspondant aux valeurs de ¢ variant
entre ¢, et T.
Il résulte donc de (7) que

K

sint
i[),.]<M1[ e el rlt+Nf ewr 7 g

“0

T _xw,sin? —
:Mif e “’mzdl%—N(—e—);
0 Mr

ou M, et N sont des constantes.
Considérons une suite 7, définie de la maniére suivante :
(l()) . — < a sin? T]’. < i
Kr Hr
et écrivons

T

! T, ! = ! :
— o, sin?~ ro—o, sint- — &, sin? -
f e H{/:f e 2alt-‘rA[ e *dt = Ap+ B,
0 0 ",

wr

On a
A< Nry
r Tir
1 - B sint! t 2 — &k, sint=—
B,-:f — -smﬁcos—dl< —_— 2
2 au, sinm,

4 t
Tr sin - COS —
2 2
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el (l’ﬂp!‘éh’(l()) ’

I
Br< =2

Ve
Il résulte de la méme formule (10) que

>
T — }
(VAR _‘—/V_. ’

Vier

ou P est une constante. On voit donc que

(11) b =0 -;: .
Ve

Posons maintenant

N
Wy = Ay B ———

2
On a, d’aprés (6) et (8”),

[or, 1> K——="

On a en définitive. d’apres (11),
| @, = O(1).

Notre théoréme est ainsi démonireé.

4. Si aux conditions du théoréme précédent on ajoute la sui-
vante :

Il existe une constante ¢ telle que

[f(:)—c?. < a(¢),
lorsque
s—ohzl] e (k=o0, +1,...),
wpece
limd(e) = lims = o,

alors on peut affirmer que a, ->o.

Démonstration. — Considérons un domaine D (}) avecy >N >24
et unl(a') correspondant. Dans A(2') la fonction F(s) jouit de la
propri¢té suivante : cette fonction est holomorphe et bornée dans
A(a") fermé sauf aux points s = 2 A wi ou la propriété suivante a
li(’]l .
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Lorsque, s variant dans A(«') fermé, on a

|s—2kme| <,
alors
[F(s)—c| <8 (e),
avec
limgy(¢) = lime = o.
Pour évaluer les b, intégrons maintenant sur le contour méme

de A(o).
Soit y,, une suite positive telle que :

~r

Yo —> o, }‘—1% -0
et pOSOnS -
o n
4 — | =M.
0 <4\/1; M ) Mn
Posons alors
M ]
0<Pn<"‘"l 79 T (0<T<l)q
M,,
Qp-> o,

on a évidemment ‘
My Ven—>o

wi=aa/22 ),

on a, a plus forte raison,

et en posant

M. \pn—>o.
Soit p';, < pu, limp’,, = w et considérons la suite =, telle que

,
en Tn
P alsin? = > <

Yn

Mn

On a pour » assez grand

. 2 ‘<Al a F-n

SIN T, \’ Pn
Pn

Tn < 4\/& ™

(', étant la partie de la frontiére de A(a') correspondant a ¢

variant en ¢, et T on a

b,.=lim T /‘ F(s) etrs ds.

uLI
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Comme dans le théoréme précédent on est amené a P'inégalité
suivante :

16, < AL+ B,
ou
T _aw, st oL
A< C,M;f e g,
[)
’ C'!
B, < p,.sim:,.’

ou G, et G, sontdes constantes, et ou M', est le maximum de | F (s)|
lorsque s varie sur les parties de la frontiére de A(a') correspon-
dant aux points s tels que

|\—)L7u|<v P"

D’aprés ce qui précéde on voit donc que

1
A ,8 -
<= 1( M“ P~I> \/p,)
B',< rﬁ—0< )9
prVir Vi

la suite du raisonnement est la méme que pour le théoréme pré-
cédent.

3. Nous pouvons maintenant passer aux séries de Dirichlet
2a,e ou les %, possédent la propriété précisée au n° 1.
Nous démontrons le théoréme suivant :

Soit f(s)=2Za.e ™ une série de Dirichlet, telle que
dusa > 2 >0, lim 2, =, possédant un aze de convergence
absolue, et telle qu’aucune combinaison

Ay +Asdg+...+— Ay Ny

oa les Aj sont entiers, non tous nuls, n’est un nombre entier.
Si f(3) est holomorphe dans D(}) (o <) < }) et s’il existe
deux quantités: a(complexe) et 8 > o telles qu’'on a dans D(.)

if(z)—a| >8>0 (o< a| <+ ),
alors
lan | <|a]|—3.
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Démonstration. — Posons

. I 1
= = - .
a—f(2) a—3Sa,e—M>

2(3)

(La derniére partie de I'inégalité a lieu pour Rz > «.—axe de
convergence de 2 a,e~*=.)

La fonction ¢(3) est holomorphe et bornée dans D(2.).

Comme A, > o, on a pour z = R(z) assez grand

Z|an |e—)\,.1‘< lal.

On peut donc affirmer que la série

mn
Nlanjetne
2\
[a]
m

converge pour z'assez grand.
On a, d’autre part :

(Za, e—)v-"')'" =S¢k e—/kz,
avec
b=k i+ .+ kpkp (k;> o entier),

: P
E ki=m,
1

Cr = af*. . .af,r'.

On voit de méme que la différence entre deux I n’est pas un
entier. Ceci résulte de I’hypothése sur les A,.

En rangeant tous les /x (correspondant a tous les m) dans 'ordre
de croissance, et en désignant par Ly,(p=1,2...) la suite ainsi
obtenue, on voit d’aprés ce qui précéde que pour z assez grand
@(2) peut étre mise sous la forme suivante :

m
A, e—*n3

_ 1 . 1 n _ ., —1
7 = g Farem e \ T/ =X
m M
ou les L, sont tels que _

Lyr1>Lu>o, limLy = o (Ln— L entier, n £ m).
LX. 15
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La série
3(3) =L dye s

posséde un axe de convergence absolue et, dans D(2), o(z) est
bornée.
I résulte donc, d’apres le théoréme du n° 3, que

| d, | < P <+ .
~ Or les dp, sont tous de la forme

a‘p

k I4
a’t.
Cr .o
d, = k = ! £ ’ 2](',-: m.
1

alll+! alll+l

On a donc :
o [aft...a;i'l<|a|'"+lp.
En particulier,
laiim<Pla||a|m.
Donc

'
lai] <(Pia)*|al’
et ceci quels que soient i et m.
I1 en résulte immédiatement
lai|Sla].
D’aprés les hypothéses du théoréme on a aussi
[f(z)—(ja] —33)e®| < (1—3)3,

oto<<P<retouna=j|ale?.
Le raisonnement précédent fournit donc
I(l,:<|ﬂl—;38,
d’ou, en définitive,
lai|Sla]—8.

II vésulte du théoréme précédent le fait suivant:

Si f(5) = Za,e* représente une fonction holomorphe dans
D () et st aucune combinaison

Avdy—+...+ Ay

r’est un entier, Pensemble des valeurs L= f(z) que prend f (z)
lorsque s varie dans D(1) est partout dense dans le cercle de
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rayon
R = borne sup. des| a, | (n=1,2...,)
autour de lorigine.
Si les | a, | ne sont pas bornés on posera R = - «.

6. On peut aussi démontrer le théoréme suivant (en partant
des considérations du n° 4). Si en plus des propriétés précisées
dans le numéro précédent on sait qu’il existe une constante c telle
que dans D (%) on ait

|f(z)—c|>A>0 (lc|>o0)

f(3) étant holomorphe dans D (}) fermé sauf au plus aux points
2kmi, ou la propriété suivante a licu :

[f(2)] > M(e).
lorsque |z —2kmi| <e
. 1 .
llmm—) =lime=o,
alors :
. lla{»“
hmm‘
lorsque
2k,'——> o,

7. Dans une Note récente () j’ai énoncé entre autre les théo-
rémes suivants :

Si f(5)=Za.z* est une série de Taylor de rayon de con-
vergence égal a un et telle que
Anta

>A>1,

hn

alors du fait que
(A) ' |f(z)I <M,

lorsque
lz—'ll<87 Izl<l:
résulte que
lan | <M.

(*) C. R. Acad. Sc., t. 194, 1932, p. 824-827,



Sty en plus

(B) S < TR
dans

s —1, -7 o. |z 21
clors

Xla, | x.

Or M. Zygmund (') a fait remarquer que déja de 'hypothése (A)
résulte la convergence de X', |. Ce résuliat résulte effectivement
de ses recherches sur les séries trigonométriques (*).

liemarquons pourtant que nos résultats sont bien plus precns que
ceux que j’ai mis en italique dans la Note citée.

Les démonstrations dont j’ai donné les grandes lignes ¢ s la
Note supposent seulement que les propriétés (A) et (B) (ainsi que
lesautres correspondant aux autres théorémes de ma Note)ont licu
dans un domaine dont la frontiére est tangente a| s| = 1 au point
z=1ctquise trouveal'intéricurde | 5| = 1. Il suffit, par exemple.
que les propriétés précédentes aient licu dans le domaine

"z —1 -7 0. [g—~'"l1—~

avec y positif assez petit.

Zentralblatt f. Math., Band 4, Heft 2, p. 5q.
tudia Math., t. 111, p. 78
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