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SUR LES FONCTIONS DE // VARIABLES, HARMONIQUES D'ORDRE //;

PAR M. MIRON NICOLESCO.

Dans lin Mémoire antérieur ( ' ) , j 'ai étendu aux fondions har-
moniques d'ordre/? le théorème de Gauss ainsi que sa réciproque,
ce qui m'a permis d'étendre immédiatement à ces fonctions des
propriétés classiques des fonctions harmoniques ordinaires. J'ai
considéré dans ce travail des fonctions de deux variables, et dans
une Note insérée aux Comptes rendus (-*) j'ai annoncé que les
résultats sont valables pour les fondions à plus de deux variables.
Cela est vrai, qualitativement, mais demîinde à être précisé, d'au-
tant plus que les diverses formules établies dépendent, comme
nous allons le voir, du nombre des variables indépendantes.

Dans ce second Mémoire, j'établis de nouveau pour l'espace
à n dimensions les formules démontrées pour le plan, ce qui me
permettra, non seulement de retrouver tous les résultats du premier
Mémoire, mais encore d'en donner de nouveaux, comme l'exten-
sion du théorème de Liouville aux fonctions harmoniques d'ordre p.
J'introduis ensuite la notion de fonctions sousharrnoniques
d ^ ordre p et j'établis pour ces fonctions un théorème généralisant
celui de Littlewôod pour les fonctions sousharmoniques ordi-
naires. Enfin, j'introduis la notion de fonctions doublement har-
moniques d'ordre/?, par rapport à deux groupes de variables (fonc-
tions H^,,), en établissant pour .ces fonctions des théorèmes de
moyennes généralisant les théorèmes de Gauss, Volterra, Sbrana.

Une partie des résultats de ce Mémoire a été communiquée à
l'Académie des Sciences (3).

( * ) MIRON NIOOLESCO, Sur les/onctions harmoniques d'ordre? (Bulletin de
la Société mathématique de France, t. LIX, 1931, p. 75-87).

(a) Comptes rendus, t. 191, 1930, p. 5i5.
(') Comptes rendus, t. 193, i93i^.p. nâa.

LX. Q
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I. — Formules préliminaires. Théorèmes fondamentaux.

1. Soil i/(.r,. .<'_,. .... .r^)-== u{V) une fonction d'un point I * .
de l'espace » n dimensions, possédant des dérivées partielles con-
tinues, jusqu'à un certain ordre -ip. inclusivement. Nous poserons.
comme d'habitude,

^==1, AI=:-A=2^» y=AiA<-) ( / - •» , : î . ...i.

Nous désignerons .nissi, par S^(P) l ' livpersj)l»rrr de «^eiilrc P d
de rayon R. par f f / / ( R ) la mesure de sa périphérie, p î i t i , / ( l^ ) l.i
mesure de son ^»lume. <'niîn par fh ^\ / / v des eh'-inenis de |;i péri-
phérie et du volume. Si l'on désigne respeclivcmcnl j».d u . ^ ( / f : \\ )
rt ^\(u\ R) les movennes iH^riphériqiic et s (» î i i i ;d ( . de / / ( p ) d.ins
S,((R), on a. entre c<*s dciix moyennes, l<i relalion (' 'Mdcnh'

n /-"
; J L | ( 7 / ; l î » — 1 S^-^Jl,,.//: ^ ) / / S .

' •-'»

Cela nons condnU à introduire, comme j»iiiir // -̂ r •>.. |;i siiiii» dfs
moyennes de divers ordres

JJL(, ( i f : R ». ui ( // ; H >, ;JL.^/ // : H ». . . . , ^ji, ( // : U >, . ..,

définie par la relation de récurrence

„ ^
(i) jjij it : R ) == . ^ ^ /-/' - ' ;ji,-_.i (' // ; /•) ///• ( .s- == •/. 3. ... ).

Nous introduisons aussi 1 opérateur

/ -" / r'-tX
( 3 ) J . i '^^ IScr : : 1 ( / • — — — — — — ^ ç ( , . ( , / , ^

et ses puissances J^. .1^. .... déunies par la re la t ion de récurrence

( 3 ) J A = .1.. J ; J : ? < R > | = = J . , ^ » l ^=-^ L .. .).

Entîn, nous introduirons la su i t e

J ; ; | ^ ( R ) | , . J^^ lR»; . ..., ^ ' | s ( R > ] . . . . ,
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définie, comme les moyennes ̂ (^; R), par la relation

(4) ^[?WJ = — ( ^-1^-. [?('•)] dr.
11 ^o ^

• Nous aurons besoin, dans la suite, de la valeur de Jf[i]- En posnn!

(3) atl'i= ?/./ ! n(n -4- 2) ... (/i -h 2(-- 2)'

on trouvera sans peine

(6) J{;[i]=(/t—2)^a,,,,,R^,

d'où, par(4),

( 7 > . Jfi.^a"^-^^.• ' ' • , '/ (n -i- ïpY

Cela clani, je dis que l'on a, pour une moyenne quck'o'unîc
/jLj(^; 11), le développement suivant :

// — i
(8) ^,(«.;R)=^(P)+^a^^^^.R^(A^)p

^(-TT^^^^^^1-

En eUet, grâce aux formules ( i) et (4), il est facile de voir que. i
l'on suppose la formule vraie pour une valeur déterminée de1 A\
elle est vraie pour la valeur .s-4- i. 11 suffit donc de la démonU-^i
ponr .v==o.

Supposons alors la formule (8) vraie pour s = o et pour louh -
les valeurs de p jusqu'à la valeur p = v. Nous allons immtre.-
qu'elle seni vraie pour p= v 4-1. Or, si la formule (8) est vraie
pour une fonction u^ elle est vraie pour toutes les fonctions, exi-
les coefficients sont indépendants de u. Donc, en Inappliqué* n'î
a ^ M, avec .v == o, p == i, on oblient

^(^n; R) =- (^u)^-^ —î— Jo[îJLo(A^iM; R)1.
Tt, —— 2

En introduisant ceci dans la formule (8), où l'on aura préalable-
ment fait s = o, /? = y, on obtient, en utilisant la formule (6), la
même formule (8), écrite pour s = o et p = y 4- i. Il suffit donc,
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en dernière analyse, cTôtablir la formule suivante :

^ ( < < ; R ) = M ( P ) + ^ ^ J o [ ^ o ( A ( / ; R ) | .

Pour cela, nous partirons de la formule de Green ( ' ) dans
^espace à n dimensions, appliquée à l'hypersphère Sn(P) ,

^-.^,/(1>)=/ \nl{^-——du\^- C-^-^,
J L fin r ' 1 - 1 dn^ J /^-î 7

où — signifie la dérivée suivant la normale intérieure, el o-,, == o-,, ( i ).

On peut encore écrire celte formule

/ r> \ 1 r j l r ^u ,
" ( ' ) = »7R'̂  . / " ̂  - (n——>),.,H"-'- j dn <h

-—— ç 1 " - ^ .
{n—•?-)7/,,/ /•/'->î

M.lis on n

/;£"—/-'•'-
,^r---,y«^=^(";K);

donc la forimilr procédcnic (Icvioni

;..,(.<;R)=.(p)^^^-^y(^-^-;)A.^.
Or, en désignant par du un élément angulaire solide de Fespace
à n dimensions (c'est-à-dire un élément superficiel de rhvper-
sphére-unité), on a </(' == r^' .rfrrfûj, donc la formule précédente
décrit finalement

^ o ( ^ , H ) = / '(?)-(- _ ^ ^ J o | p L o ( A f < ; R ) | .

C. Q. F. D.

La formule (8) se trouve ainsi établie dans toute sa généralité.

( l) La démonstration que nous donnons de cette dernière partie est calquée
sur celle que M. P. Pizzetti a utilisée pour donner le développement de (A«(K; H)
dans l'espace à trois dimensions. Voir sa Note : Sulla média dei valoriche una
fumione dei punti dello spazio assume alla superficie di una s fera ( Ren-
diconti dei Lincei, à* série, vol. XVIII, i" semestre 1909, p. 182-185 ).
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Ou peut lui donner une autre forme, en faisant disparaître Fopé-
ra leurJ^ . En eflet, on a, par la formule de la moyenne,

^ ; ;JL., ( IP u ; H ) | = ;jio ( A/^ // ; H' K ) J? 1 1 1 ( o < 6.f < i ).

La valeur de « l f ( * ] est donnée par ( 7 ) ; d'autre part, en vertu
de la continuité de A^M, la moyenne de cette fonction dans Phv-
persphère de centre P et de rayon 0^R << R est égale à la valeur
de ^PU en un point P^ sur la périphérie de celle hvpersphère,
c'est-à-dire intérieur à S^P). On aura donc finalement les for-
mules fondamentales (' )

p-\
^9) u,(^, K) ̂  u ( P ) -h^a^ _^ I^(A^)p

-4- a,.,? ——n-—- H^A/^pr
'' {n •+• '^pY ' -

(s= o, i, %, 3, ...).

ïîemar(fae. — J'ai donné, dans le Mémoire cité, sans démons-
tration, les formules analogues pour n == 2. Il est manifeste qu^on
pourrait les obtenir en suivant la même voie qu'ici, à cela près

que la fonction ^_^ serait remplacée par logr. Cela changerait

aussi l 'opérateur J o [ ç p ( R ) j , qui serait donné dans le plan, par la
formule

Jo[?(R) ]= ̂  loîî(?)?(r)rfr.

2. Les formules (c)) nous permettent d'énoncer les théorèmes
fondamentaux suivants :

THEOREME l (extension du théorème de Gauss). — Soit u(P)
uw fonction dé/lnie dans un domaine fermé D, de V espace
n n dimensions. Si cette fonction est harmonique d'ordre p
dans 1), on aura^ pour tout point P de D, et pour toute hyper-

( ' ) M, N. Cioranesco a donné (Bulletin mathématique de la Société Roumaine
des Sciences, t. 31 , 1929, p. 175), le développement de pi» (M; R) et (A,<M; R)
pour n > 3, sous forme de série. Mais la voie qu'il suit ne permet pas d'obtenir
ces développements sous la forme finie (9), plus utile dans les applications, et
plus générale, car elle ne suppose pas Fanalyticité de u(P).
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sphère de centre P et intérieure à D,

n n

(10)

i

i

i

i

. l^

l1^

î^s

[ip ' (/Z-4-2)^-1 (/l-h/O^-l

fl

n -4- 'î.

n\,
{n -4-2)2

nP-^
(n •+- 2)^-1

//
n -+- '>

yf9-
(/l-+-2)S

flP-^

n
n -+- 4

/î2

(/i-t-4.)2

/^-1

(„ 4-4^-1

/<
/l -4-

/î»

(^•+-4)2

,̂ -

...

4

î

n -»- %y? — 2

/î2

("

(7l-

1

/l

-4- •Ap—9.)2

/l/^-l

•+- •.</) — '2 )^-1

/?

/t •4- 2/? — ?.

7l2

( n -\- 9.p — 2 )2

y^-1

(n -^ îp — î)^—1

uM(P)

THÉORÈME Tl (extension du théorème de M. E.-E. Levi. —
Soit u(P) une fonction sommable dans D. Si la relation pré-
cédente est satisfaite, quel que soit P dans D, et l^hypersphère
de centre P, intérieure à D, la fonction u(P) est harmonique
d^ ordre p dans le domaine considéré ( * ).

La démonstrîilion du premier théorème se fait en écrivant les
formules (()) pour .s == o, î , 2, ..., p^ et en éliminant Au, A3 u^ ...,
A^"' u entre les ( / > 4 - ï ) formules écrites. Le second théorème
peut se démontrer en suivant la même voie que pour n = ï ( I J).
Mais il résultent aussi des considérations développées plus loin
(voir n° 6).

II. — Limitation des dérivées partielles.
Extension des théorèmes de Liouville et de M. Montel.

3. La formule (10) peut s^écrire
//.(P) == A;;^,ao-h A,^u, -(-. ...+- A^; ̂ _i,

( 1 ) Tout récemment, M. Ghermanesco a utilisé nos moyennes p., pour étendre
les théorèmes 1 et II aux fonctions méta-harmoniques d'ordre /?. Voir Comptes
rendus, t. 193, igSi, p. 197.

( 2 ) Mémoire cite.
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.les A étant des coefficients numériques; ou encore

M(P) = A,° î -4- A;.̂ ,-»-. ..-<-. Ag7/ (JL^.

I/expression de Pune quelconque des moyennes, par exemple
y.s(u, R), est

/ ox ns~~i F^d^ r^^ / '̂-'•^-i r ,a,((A;R)==——- / —- / -J-... / -J-l— 1 u dv.
r^ ' / Vn^J, Pi Jo P« ^ P^^.^P)

où (»„= ^»(i). On en déduira

^(u;R) /i'-i /"R^pl /'pl</pl /^"'^ /' ,7^ . — - = —^- 1 -— / -—•• • / rfp^-i / uxidw,
àXi Vn^J^ Pi Jo Pî ^0 (̂P)

ai , «a, ..., a,» étant les cosinus directeurs du rayon de Phyper-
sphère-unité S<(P) , aboutissant à l^élément rf&). Si alors, MD
désigne la borne supérieure de | u | dans le domaine D, on aura

^(M;H)| ̂  n^Vn ^ ,._ , x
——5ï7—|<p,.R»-tMD (t--i,2,3,....n).

. Le second membre de cette inégalité est indépendant de i. En-
posant alors

K{;=^(|A^]-m|A^|-^...-h.^-i!A^|),

on aura, quel que soit i,

<••> ^\<,^v•u-
Dans ces inégalités, R réprésente le rayon de Phypersphère

Sn(P), supposée intérieure au domaine D. Si alors, on désigne
par Î(P) la distance du point P à la frontière de D, et si Pon
remarque que les premiers membres des inégalités (i i) sont indé-
pendants de R, on obtient les inégalités fondamentales suivantes :

c2) ||̂ 1 ̂ -^^ (-..̂ ,...,»).
On en déduit les conséquences suivantes :
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THÉORÈME III (extension cTun théorème de M. Montel) ( i) . —

Si des fonctions harmoniques d'ordre p sont bornées dans D,
ces fonctions sont également continues dans Vintérieur de D,
et les dérivées partielles d^un même ordre sont aussi également
continues.

THÉORÈME IV (Idem). — Soit

K i ( P ) , «,(P), .;., ^(P), ...

une suite de fonctions harmoniques df ordre p bornées dans D
dans leur ensemble. Si cette suite est convergen-te dans D, elle
convergera uniformément dans l } intérieur de D vers une fonc-
tion u(P)^ harmonique d'ordre p. De plus^ toute dérivée par-
tielle de î^(P) convergera uniformément vers la dérivée du
même ordre de u(P).

Ces deux théorèmes se démontrent de la même manière que
dans le cas du plan (2) .

THÉORÈME V (extension du théorème de Liou ville). — Une
fonction harmonique d^ ordre p^ bornée dans tout V espace^ est
une constante.

Supposons, en effet, que le domaine D augmente indéfiniment,
en tendant à remplir tout Pespace. Par hypothèse, Mi» reste borné,
tandis que <5(P) augmente indéfiniment. Les formules (12) donne-
ront

^)u(P)
—^— =0 (i = = 1 , 2 , ..., n),

quel que soit P; c'est-à-dire que u{P) est une constante.

III. — Fonctions sousharmoniques d'ordre p.

4. Désignons par V ( i , ———y • • • » ——————)> le déterminant0 r \ J n^r-'î. n-^-îp— if
de Vandermonde des quantités écrites entre parenthèses. Si Pon

( 1 ) PAUL MONTEL, Sur les suites infinies de fonctions (Thèse et Annales de
l École Normale supérieure^ 3" série, t. XXIV, 1907).

(2) Mémoire cité, p. 85-86.
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convient de considérer les indices des quantités p.s comme des
puissances symboliques, le déterminant du second membre de (10)

pourra aussi s'écrire symboliquement V (/A, ——— » •• • » ————^— ) •
La relation (10) pourra encore s'écrire

\ r ( I1 n \

(,„, .(P)^"^--'.-^^.v / \' n n__\\ ( I, ———» • - • > —————— )\ n -\- i n -h îp — 2 /
«

Appelons fonction sous harmonique d7 ordre? dans un domaine D
toute fonction u(P) pour laquelle on a, en tout point du domaine,

<"> ""•'sT "t'' """"t̂
\ ' n-^-i^ ^ H-^-îp—2/

pour R suffisamment petit. Si l'inégalité contraire est vérifiée, la
fonction sera surharmonique d^ordre p ,

THÉORÈME VI. — Si la fonction i^(P), sousharmonique d7 ordre p
dans le domaine D, possède des dérivées continues jusqu^à
tordre a/? inclusivement on aura^ dans ce domaine^

(—l)P^PU<0.

Réciproquement^ si la relation précédente est vérifiée dans D,
la fonction u(P) est sousharmonique d) ordre p dans ce domaine.

Tout d'abord, vu la continuité des dérivées partielles d'ordre 2p.,
on peut poser

(A/^.)p^==A^(P)-+-6f(R),
<t.

e f (R) tendant vers zéro avec R. Alors, en éliminant les quantités
A(^, A3^, . . ., ^P~' entre les p 4- i premières relations (9), on-
obtient

Vfi,^-, .. . ,——n——— \uiP)
\ ' n 4- 2 n -4- îp — 2 / '

~vfu, -n—, . . . , ———n——Uan,^R^
\' î n -(- 2 /l -4- 2/? — 2 / "

xvf— / l —, —fl—, • • - » ———2 ,——)A^M-+-R« /»E(R)I Î==O,
\ / l 4 -2 /? / l - + -2 n-^ïp — 2/ v /
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e(R) tendant vers zéro avec R, et H restant fini pour R == o. Or,
on a. tout d^abord,

y/__'i_ n _ n \
\ n -+- 2 p ' 7l -+- 2 ' ' ' '? /l4- îp — 2 /

=(_,)/,-,vf-"-, -7'-... ,—"-);
' \/»•+•-/. rt-»-4 7t-l-2/>/'

d'autre pari, les deux expressions

V/, . -"- , . . . ,———"———\ et V(—l-, -"-...., ————^\ /i -+- ?. n-k-ïp — ->./ \/i -»- 2 n -h- 4 n-^-îp /

f/ip - » >
ont le même signe, celui de ( — i ) * . La relation précédente
peut donc s^écrire

< / n _ n \
( 1 4 ) u(V)^ v n^^'-^^.p-J

vfi,--7!-. ...,——n——)
\ n -+- •< /l -h 2/? — 2 /

== (— i ) i ' C,,,^ R2/^/' M •+• R»^ c L,
avec

v f - 1 - , ^ , . . . ,———)
/ ^ „ _ \n-i-a n-h4 n-^ïpl
(15) C.,,, - a,,.,, -^ ^ 7,———. »

\ ? /1-4-?/ J n - i - î p — i )

c'est-à-dire, d'après ce que nous venons de dire, C,i^>-o. Cette
relation démontre le théorème. En effet, on peut prendre R suffi-
samment petit pour que le terme R^eL soit négligeable vis-à-vis
des autres, et alors, pour que la relation ( i4) puisse avoir lieu
pour ces valeurs de R, il faut et il suffit que Pon ait

r v^-^_,...,—n_\-\
(.6) (^^| ^p)_ \ ^————n^.p-^ |̂ ^

V(i, -n—, ..., ———n———\\ n -(- '2 n -+- 9./? — 2 /

C. Q. F. D.

Pour p == » , on obtient une proposition connue de M. Little-
wood.

3. Posons, pour abréger,

T .̂, R)=u(P)- v v ' /l^' "" w^-2).
V'/ ^ 71 ^

\, î n -(- 2 ' * ' ' / l -+ -2 /? d-2/
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La formule ( 14 ) montre que Von a

(.7) ^^n,Y^.
^li,p R-^0 tW

Cette propriété nous conduit à la définition d'un laplacien
généralisé d'ordre/?, dans le cas où la fonction u(P) est simple-
ment supposée sommable dans D. En effet, dans ce cas, on peut
former l'expression

(-t)P V^(M: R)

Si cette expression a une limite pour R = o, cette limite sera
appelée laplacien généralisé d'ordre/? de la fonction u(P). Cette
définition rappelle la définition directe de la dérivée d'ordre p
d'une fonction d'une seule variable, et la quantité ̂ (u', R) joue
précisément ici le rôle de la ^ièlne différence pour les fonctions
d'une variable.

6. Les formules (i 4) ou (17) peuvent servir à donner une nou-
velle démonstration du théorème II. Supposons, en effet, que la
fonction i^(P), sommable dans D, satisfasse, dans ce domaine, à la
relation

V^(M;R)=O,

quel que soit R, et l'hypersphère S(»(P) intérieure à D.
On montrera, comme dans notre premier Mémoire, que u(P)

possède, dans D, des dérivées partielles de tous les ordres; donc,
en particulier, ^PU existe. Après quoi, la formule (17) donnera
tout de suite

A/» u = o.

7. Donnons une dernière application de la formule ( i4 )«

THÉORÈME VII. — A tout entier positif /?, on peut faire cor-
respondre un nombre positif R,,, tel que la différence

V/»(M; r)—'V/»-+-v(M; r)

ait^ pour r < Rp, le signe de v''(u; r) quel que soit q.

Il suffit, en effet, d'écrire la formule (i4) pour pet pour/?-+- y,
de faire la différence et de tenir compte du théorème VI.
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Comme application de ce théorème, prenons une fonction
y(J)=^( . r ,y)+/r( . r ,^) , holomorphe dans un domaine 1) du
phi il. ( )n •nirn

A /(.n-= \\f'(^ -
et, cil général.

^ !/(.-) 2 ̂  .^ ^(p) ( ̂  )^ ^

Kii appliquant les théorèmes VI cl VU, on obliendra le résultai
s il i\ a ni :

<S'^7/(j) unr fonction holomorphe dans D. A tout entier
positif p. on peut faire correspondre un nombre positif ]{„ tel
ffne l'nn a i t

(—l)/'V/'(!/(::) , 2 ; / ')>o,
des a ne r << 1^,.

hn j)^'!!^!!!!^1!1, on rinra, en Dosant ;'==.r'+/v',

^ fJc . . . . • ^ / ( ' ) ' ï l x l d Y I ~ ^ ^ ^(^9)!2^

/ ( 3» '< ^L /' /o^'0) ^/e.
"• ^'0

j»onr /' inrt'Tieiir a une eerlaine valeur K fmie.

IV. — Fonctions II,,,,, d'ordre p .

S. Vms allons considérer un espace a /H -i- // dimensions, lieu
des poinis l^./-,,./,. . . . . . / „ „ ) - . . )-,, . . . . ) - „ ) . Dîins la Nariclé
.F» . ) _ • . . .=)',,r-^ o de cel esj)ace. nous prendrons l'hvDer-
sphereS,,,(R) < 1 ( . cenire (./,,.,,. ..../•„,) <.( de ra von R, et dans
la \anele .r, -=: ,r.,r^ . . . == ./^ =: o nous [irendrons rhvpersphére
S,,(lî/) de centre ( > -,, y.,. . . ., y,,)^! de rayon H/. 1/enseinLle des
poinis (\,. \,, . . . . \,,. Y,, Y,, .... Y,) tels que le poini
(\i. X..., .... X,,,, o, .... o) est non exicrieur à rh\persphére
^m(H) e{ le point(0,0. .... o. Y,, Y,,, . . ., Y,/) non extérieur à
l'hvpersphere S,,(1V). constitue dans Fespace a m-\-n dimen-
sions uu domaine ferme, qu'on appelle un eylindrorde. Nous
dirons, pour mieux préciser, cylindroïde (w, /?), ou G,,,,,. Le
point P(./ •,, .r.,, .... .r,,,. r,. .... y,,) sera appelé centre du €„„/.

Cela élant. soit ^(.r,, .r,, . . ., .^,y,,y^ . . .,y.)= ̂ (P) une
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fonction quelconque, possédant des dérivées partielles continues
jusque Perdre ïp^ inclusivement. Posons

m n ^
. Y< d1 u î à* u
Am u = ̂  ̂ ^, A,( M = ̂  .— » A,̂ ,( M == A,,t u -h A,» M.

r-=l ' )-,\ " J

Nous désignerons aussi, respectivement : i° par ^(u\ R),
p i ( ( M ; R), . . ., p.i(u, R.), . .. les moyennes successives de u(P)
dansS^(R); 2 ° p a r v o ( ^ ; R ' ) , ^ ( ^ î R'), . . . , v y ( M ; R'), ... les
moyennes successives de u(P) dans Sn(R'). Enfin, nous intro-
duirons, comme dans le premier paragraphe, les opérateurs
ï^[(p(R)] et.J^[4'(R')]. Le second sera défini par les relations (2),
(3) et (4); le premier, par les relations obtenues de celles-ci'en
remplaçant n par m.

L/opération

v / ! ( J i f ( M ; R) ; R ' ] = V , Ï J L , ( M ; R, R')= vi-

sera appelée produit des deux moyennes |LI( et vy. Dans des condi-
tions très larges, où rinterversion des 'intégrales est assurée, ce
produit est commutatif, c^est-à-dire on a vjp.,==: ̂ /v/.

Proposons-nous, tout d^abord, de trouver le développement
de v/^i/ suivant les puissances de R et R^. On a, en appliquant la
formule (8),

p-\ ^
^,(M;R)=^(P)+^a,^,^^-,R^(A^M)p

-"(^^^[^(^"-^l- .

Pour former vjp.i(u; R, R') il suffira donc de savoir former

V,(M;R'), V/(A,^M; R'), ..., vy^ft-^îR)
et ^ / i i n ^ o ( A g ^ ; R ) ] ; R ' i . ^
On a, tout d^abord, pour ce dernier terme, en appliquant la for-
mule de la moyenne à Popérateur intégral If,

^! lîWAg^; R);^ =0,^ ^^^R«/.v,[^(A&u; efR); .R-]

(o<e?<i).
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d'où une seconde application de la formule de la moyenne
donnera

V, j If[^«; R); ̂  j = 0,,.,/g ;̂ R .̂)Q,

Q étant un point intérieur au Cm».
Pour les autres termes, la formule (8) donnera successivement

v,.(u;R') = «(P)-t-^a^^^^.R^-(A;*«)p

^(ïrri^^-W^R')1,
/>-»

v,(A^M;R')=A,,.«(P)+^a,,,,^^im(A;*«)p

-^ („_'., y.-i-'r'i^r'^M; K')I,
• • • • • • • • • • • • • • « . . . . . « . . . , . . . . . . . . . , . . . . . ^ ^ • • • • • • • « . . . . . , . . .

v/(^ l;R /)=A^'«(P)-4-—L-J,[v^A;,A&-'//;Iî•,•.»i "—— -A ' '

On obtiendra donc finalement.. en applic|uant à chaque opérateur
intégral J la formule de la moyenne,

(.8) .,,,("; R, R') =2' ̂ ^^^_,;;^_,^ ̂ ^.^

(^M,0 ^= I< ^w.u == ï )?

les accents sur les signes de sommation iiidiquaul que les divers
laplaciens mixtes ^à^u sont calculés au centre P du C^,,. sauf
ceux pour lesquels A + Â = p , qui sont calculés, chacun, eu un
point déterminé, intérieur au G,,,// ( ' ).

En posant

?^ÎK, R';A^, A»
•ç

^C1 ml n.-ï
-2^awtta"'t-" (,n-ïhy(n^^—,l^ v•h Kîl~ïh ̂  ̂ h l t '

h z^ o

( l) 11 est évident que la formule (18) contient une arbitraire, cest le nombre/?.
En conséquence, le développement de v^ pourra être poussé aussi loin que
Vexistence des dérivées successives de u le permettra; on pourra même faire
p = se, si la série ainsi obtenue est convergente pour R 7= o et R' ̂  o.
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la foninile (18) 1)1*111 encore s'écrire
/'

( 1 8 ' ) V / {JL , (^ ;H, HQ= ^(P)--V^,,(R, R ' ; A / / \ A / / ) ,
ï. 1

l'acceni a^ant Jii même signification (jiic plus hanl. HemaiTuion^
«pic ^^,, est (in polynôme de de^ré .\ en K'-' cl IV-': c'est, on même
(cmps. iin polynôme s\ ml)->lm(ic (je de^n'* .v en A,,, </ et A', ^.

Pîmni Ic^ |)ro(lnils ^y^/. il v cii ;i <it i ; i l rc (lui nnl IIIK» .siî^ilificnlion

^«'•oiii^lrKjiic. ce ^oiiï ^oy.(,. ^(^-u. ^0^1. ^f i^- i ' 1 - c (Icrnicr rcprescnle
l.i niovriinr ^j);»!!^!»' de // (lîins ('-,„/, ; !(» (irrniîi'f. l.i niovennr (les
Niticnrs <it» // le Ion;; des îirelc.s ( <i /// — // — ^ ) diniciisions de €/„/(.
Lc^ dcn\ .inln's rciïrcsfiïh'iil des movcnm's (ï^is( ts sut1 des parties
l»h'n d(>i(>l•l»lill('t(•s d<* l;i nm t ï ï u ' r i c de C,,mr

l)<(ii> l.i snilc. ii<»ns ciilciidl'oiis ();»r i i»o\ CIIIK». dnns un cvliii-
droïdc ( / / / . / / ) . I iiïi ( (^ (^ ( -o tK j u»1 des produils fniïciKïimcIs ^n,m.(»,

^u^t. ^^.,. ^»^,.

î^. (ruelles sont les rondilions J ) ( )N r (| ne le dcNcloinK'tiieill ( ï î ^ )
^oï l liniilt'*. j»;ir ( ' X C N I J ) ! » - ( jn' i l s îirl'elc ;m\ n (m'inici's lenncs? 1 1
^( i l f i l . «''v idem in<'l)l. jxn i c <'ct;i. (|iir loi) ;iil

» r» * \';,, i i - < » . A;;/ 1 \\, i l — o. \',,, -> A',2 ^ -~ o. . . . . Ay^ =- o.

Vnis M'rruiis d.ins 1 1 1 1 liisliin) (^ 1 1 ) (HK» cc^ coiidilions son! aussi
nri •(•>.,;(( r<» s. 'linih1 inix-lion \ <'Ti(i,iii( 1 < 1 svsirinc (iq) sera împelee

l ^ m ' I i n i t \\i,,n ff u i ' f l i i ' p\ rcl.t (Knir t'N ilcr l î» i(>cii l i<»ii Iro]» lon^iti* :
lonriioii li.irinoiiiMiic <1 (n'dct1 //. a la tni^ ()ar ra(»(»or( aux in
\;inal»lcs ./ cl snix // \ .triidtio )'. j^mr // -— i on <d)lient les fonc-
i ions doljl)!^!)!^!!! lianiloiiKi lies nr'dlliaiccs

A/// // ~ < » . \,i n —- o.

\ ( » n ^ ('•<'t 'n'<nis ciicot'c 11,,, an l ipn <1( 1 H,/, o on I I , » . , » .

THEOREME \ l i t . - 7^m/^ /o/icff'o/t 11,, , , / <r ordre p est, une
/< i / f f ' / f< i / i 1 1 , / , . / , n uf'f/i'r p.

(,<'la r^sidlc iiiiiiicdialeiiiciit du svsirnii1 ( i ( ) ) et de 1 idenlilc'*
''iiiNanh1. facile a établir :

A^,^ -: (A^—A; / ) / ' / / ^ A{;/// - (;',A^ 1 A;/^ - ...- A;^//.
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10. Le llléorème de VI. E.-E. Levi s'étend aussi aux fonctions
doublement harmoniques :

THÉORÈME IX. — Soit i/(^'i, .r^, . . ., ̂ ,,(, y<, y a, .... y,») /^(^
fonction sommahie dans un domaine D. *S7 Fo/i ̂

(20) // =--. ^u^«== ^oV»,

(fuels que soient Ir point (./',, .^y, ..., ,̂,1, y^, y ̂  • • • • V^)
^a/i.y 13. et R r^ R', /a jonction u est doublement h\a\rmo nique
en (.^i, .r.j, .... .c,^ ) et (ri, r-.x .... Yn)'

Dans la rclalion «-= ;V( (^L( ( , multiplions les deux inemhres
par /^""'rfr et intégrons entre zéro et R'. Nous obtenons

(21) < / ^ V I ( J L , , .

On ol>l iendra i l , de même,

(22) // ^l^ft.

(^ela é tant , soient respecti veinent

M(.ri 4- R a i , . . . , ./•„, — Ka,».,ri — R'Pi y», ..., y,, - R'P,/)

nu point de la frontière dn C,^/,, d(7,n et rf^ des cléments de la
frontière des livpersphères S,,,(R) et S/^R7). Les relations ( ' > . < » )
peu\<*nt s^écrire

n ( P } ^ —— -'--, - ,- f dy,, F u ( M ) fh,,,
<',,/<^ > ^ < H ^/s,..R', ^S,,.R.

;_ —————^. ^ -̂T,,, I ff(M}fh,,.
( • , , /< l<»r / , (K )Js,,R. ^,'K':

r^ (R) el i ' ^ ( l { ' ) étant r<\specti\ement les dérivées de c,,,(R)
e l r , (R ' ) .

En répétant alors le raisonnement de M. E.-E. Le\i dans la Mote
citée ( ' ), on t rouvera qiie 7 ^ ( P ) admet des dérivées partielles tant
par ra|>|)orl aux \ar iahles ./• (nie par rapport aux variables y. On
aura. par exemple.

(9.3) -ff- -^ -——r I ^i^m I M(M)</7,,,
ÔX, ^w^^Js^'R. ^S^R'i

( ' ) Voir notre premier Mémoire.
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ce qui pou! encore s^écrire

au f(ho\^r^w
et, puisque u est à dérivée continue par rapport à .r^,

au ( o u \^^^W^^Y
C^esl la formule (21), où u est remplacé par-—• On peut alors

appliquer encore une fois la formule (a3) et obtenir

fftu H r , r f)u(M) ,
——T = -7——- 1 ^i^m 1 ——-——- d'3,^
àxi ^m^nJs^K} ^(R') <)xi

d'Où

^ R r à i r /„. . \ , R (){\QU.Q)
A,,,M=-——,- / « D ( ( 7<(M)^,, )û^,== -——- > p
-^ ^n^J^^\J^^ ) P^P/, ^R

R ^(^o
^^P;t 6/R

On trouverait, de même, A^ == o, ce qui démontre le théorème.
Pour m == n == a, il a été démontré par M. Luigi Amoroso ( ' ).

Remarque. — Si Fun des nombres m et TI est égal à Punité,
l'une des moyennes ^o^ ^o se réduit à une somme de deux termes.
l^hypothèse 1/0^0=/^o^o est alors satisfaite d^elle-même.

H. THÉORÈME X. — Si le produit V/JUL( est un polynôme de
degré p—\ en R2 et R'2 (i et j quelconques), la fonction u(P)
est une fonction îîmn d'ordre p.

C^est l^extension du théorème de M. Fr. Sbrana ( 2 ) aux fonc-
tions îîmn'

Tout .d'abord, il est facile de voir que si vy^ est un polynôme
de degré p — i en R2 et R'2, il en sera de même de vi /JL, e tvo^o-

( 1 ) Luigi ANOROSO, Sopra un sistema di equazioni allé derivate parziali
che ammetono un teorema délia média {Hecondiconti dei lÂncei, vol. XXIII,
^l^ P- SQ^-30'!)-

( 1 ) Voir notre premier Mémoire.
LX. *o
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On Mira donc, par hypothèse,

f'-i / .< Y

v.. :̂  == ̂  ( ̂  ̂ m/, O,,,,-.// R2A R^-2A ̂  A;f^ U ),
.<==(» \/<=-o y
/»-! 1 ^

"a1 "2 [2/^^^ .-.̂ ^X^ -̂T.̂ /T) H^R'-^A&A;r^. .

D'autre part, en répétant le raisonnement de M. Fr. Sbrana
dans la Note citée, on peut établir les identités suivantes :

^^R^), ^(v^)=R'î^.

En introduisant dans ces identités les valeurs ci-dessus <Je v , U (
i1! VoM« on trouvera, par identification, que u doit vérifier le sys-
tème ( ip ) .

12. M. V. Vollerra a démontré que si une fonctions continue
roïnride sur la frontière d'un domaine fermé avec une fonction
li.mnonique, et que celle fonction est égale en chaque point inté-
rieur a la mojenne de ses valeurs sur une seule hjpersphère
centrée en ce point et intérieure au domaine considéré, la fonction u
est harmonique dans ce domaine ( ' ). La restriction imposée dans
l'énoncé primitif par M. Volterra a été enlevée par M. G. Vital; ( •-' ).
I l existe un théorème analogue pour les fonctions H^,,.

rnÉORÈME XI. — Supposons f/i^ les valeurs d'une fonc-
//on u ( j ' ^ ./„ ..., x,^ y^ y^ ..., y^ continue dans un
domaine fermé D coïncident sur la frontière de ce domaine
a^ec les valeurs d'une fonction H,,,,,.

*S'/ la valeur de u, en chaque point intérieur, est égale a la
moyenne de ses valeurs sur un SEUL C,,,,, centré en ce point et
intérieur à D, la fonction u est H^ dans D.

Soient, respectivement, U(^, ̂  .... ̂ . y^ y^ ...,y,,)la

( l ) Vito VOLTERRA, A Icune osfervazioni sopra proprieta aUi ad individuare
unafumione armonica (Rendiconti dei Lincei, vol. XVIJI, i9oq. p. aÇ3-266).

( 2 ) G. VITALI. Sopra una proprieta caratteristica délie fumioni armoniche
( Bendiconti dei Lincei. vol. XXI. 1912, p. 3i:»-32o).
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fonction H,»,, donnée, et v == u — U. La fonction v est nulle .sur la
frontière de D, elle aiira donc un maximum ou un minimum à
rintérieur de D. Supposons, par exemple, quelle ait un maxi-
mum Jll, atteint en un point P. nécessairement intérieur. Soient
R ( P ) et B/(P) les rayons du cvlindroïde attaché au point P. On
aura, par exemple,

M(P) ^;)îl=-^jLy[M(P); H(P), K'(P;j.

d'où l'on déduit qu'il y a une infinité de points sur ce cylindroïde.
où la fonction v prend la valeur JTL. Soit P' un de ces points,
choisi de manière à être plus rapproché de la frontière de D que
le point P. On déduira de la même manière que la fonction v
prendra la valeur JVL en une intinité de points sur le cylindroïde
attaché au point P'. On obtient ainsi une suite de points intérieurs

P P' P"I , ï . r , • • • )

tendant vers la frontière de D et où la fonction v prend la valeur Jîl.
I l en résulte, en vertu de la continuité de v dans le domaine
fermé D, que Pon doit avoir JTl == o. De même, si v admet un
minimum dans D, ce minimum doit être nul, donc i^^U,

c. Q. F. D.

13. Il existe, pour les fonctions îlmn d'ordre p des théorèmes
analogues aux théorèmes I et II. En d'autres termes, une fonc-
tion îîmn peut être caractérisée par une relation linéaire et homo-
gène entre la fonction même et un certain nombre de pro-
duits vy/ji,. Mais le nombre de ces quantités, nécessaires pour la
formation de ladite relation, n'est plus égal à p comme dans le cas
des fonctions simplement harmoniques d'ordre p.
6 Les quantités à éliminer entre les expressions qui donnent les
développements de Vol^o? ^/^i? etc., sont

A,^ u, A;» M, A^ M, A,n A;t M, A;? ", • . . , A;F- ' M,

leur nombre estp-{-p-^l) — i. Il faut donc p(/?^"' produits Vy^

pour la formation de la relation linéaire et homogène. Ce nombre
est diminué sensiblement dans le cas où m = w, car <p^ devient
symétrique en A^ u et A,» u. Nous allons donner un exemple simple
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de ces considérations. Soit p == 2. On aura ( ' )

^o;jLu== u 4- a,n,\ R2^ -t-a^iR^A'M,

Vl;JLl == U «w.iR2^^^ ———«^iH^A'M,m 4-2 7l 4- 2

7l2//l2
'/;;;J4 =- « 4- a^ iR^M(m. 4- 2)2 (n4-2)2 nï

d'où, en éliminant ^u et A'^,

i
//i

a,, iR'2^// .

/M 4- 2

/yi2
/ 1 -1 -2 | // =

/A2

(m -- 2 )2 (/i -+- 2)2

^l

''•2 ^-2

/n 4- 2
m^

n 4- 2

(W4-2) 2 (^4-2)

Réciproquement^ cette relation caractérise les fonctions H,,,/,
d'ordre 2^ si m -y^ n. Si m == 71, elle se réduit à une identité; mais
on a, dans ce cas,

^ ̂ y == /< 4- a,f ̂  ( K2 AM 4- R'2 A' M ),
71

^1 ;JL 1 — U 4- —————— Ufl^l \ H- iAO -t- I\ - LAM ;

d'où, en éliminant, cette fois-ci, toute la parenthèse,
i i

n
n 4- 2

// ==
V o ^ u 1

n
V j U . 1 —————

• /( 4- 2

Celle relation doil remplacer la précédente dans le cas où
/// ==//,.

14. 11 y a un cas particulier important où le système (19) est
intégrable. C^est le cas où l'un des deux nombres m, n est égal à
l'unité. Soit, par exemple, n == i . Pour avoir une image géomé-
trique réelle, nous prendrons m = 2, bien que ce ne soit pas abso-
lument nécessaire.

Nous considérons donc une fonction u (x^ y, z), telle que l'on
î i i l (en écrivant À au lieu de Ao)

1 /^\ ^ ,/^"\- l(^)=oî ^-AW^\^u, A/^-
^ ̂
àz^-P

(') Nous avons écrit, pour la simplicité, Au et A'a au lieu de A.^ et A^M.
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Ce système s'intègre facilement et donne

/-'
n(x, y, 5} =^[A<(^, y ) z -+- Â-^.r, y)1 ̂ -^

lii(x^ y ) et A', (^, y) étant des fonctions harmoniques d'ordre /.
En particulier, pour p = i , on aura

u(x. y, z) = h(.F, v)z -+- k(x, y),

A (./', j') et A '(^', y) étant harmoniques. Le cylindroïde Cm/i
devient ici un cylindre circulaire, aux génératrices parallèles à
l'axe des z, et limité par deux sections droites dont la distance
est aïV. Nous Rappellerons, pour abréger, cylindre vertical. Les
quantités Vo/^o^ ^o^ i ? ^ i ^o? ^\^-\ représentent ici, respectivement :
la moyenne des valeurs sur les deux circonférences de base, la
moyenne des valeurs sur les deux cercles de base, la moyenne des
valeurs sur la surface latérale du cylindre, la moyenne des valeurs
dans le cylindre tout entier. Ces considérations permettent facile-
ment dénoncer les théorèmes généraux IX, X, XI dans ce cas
particulier. Nous avons donné ces énoncés dans notre Note des
Comptes rendus du ^ décembre i93i, à laquelle nous renvoyons
le lecteur.

lo. Nous avons vu (théorème IX) que les fonctions îimn d'ordre
un sont caractérisées par la relation U==VQ^. Si, en tout point
dun domaine D fermé de Fespace à m -r- n dimensions, on a

pour R. et H' suffisamment petits, nous dirons que u est une fonc-
tion sous-ïlnin dans ce domaine. Si Pinégalité contraire a lieu, la
fonction sera sur-îï/nn' Par exemple, une fonction sous-H^ sera
caractérisée par la propriété suivante : La valeur de u en chaque
point est inférieure à la moyenne de ses valeurs aUx sommets
d^un rectangle aux côtés parallèles aux axes et centré en ce
pointa dès que les dimensions de ce rectangle^sont suffisamment
petites.

Ce sont les fonctions que M. Paul Montel a appelées double-
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ment coriv^.f/^•( ' ). Le théorème de M. Monlel (2) , diaprés lequel
toute fonction doublement convexe est une fonction sousharmo-
nique pour l'ensemble des variables, se généralise de la manière
suivante :

THÉORÈME XIL — Toute fonction xous-Hnm est une fonction
SOUS-Vifn^,,.

Pour avoir un support géométrique réel, nous esquisserons la
démonstration pour m == 2, n = \. La méthode (qui est celle que
M. Montel a utilisée pour son théorème) restera la même dans le
cas général.

Soit donc u(x. y , z ) une fonction de trois variables, jouissant
de la propriété suivante : la moyenne de u en chaque point P est
inférieure à la moyenne des valeurs sur les deux circonférences
de base de tout cylindre vertical centré en P, dès que les dimen-
sions de ce cylindre sont inférieures à un certain nombre positif Â\
Prenons alors une sphère S de centre P et de rayon R < k et
inscrivons dans cette sphère n cylindres verticaux, de rayons res-
pectifs p i , p.., . . . , p,<. Écrivons, pour chaque cylindre, Finégalité
correspondante, faisons la somme des n inégalités obtenues, divi-
sons par n et passons à la limite. Nous obtenons

"^'-wf,11^-
f/7 étant Félérnciil superficiel de la sphère. La fonction ^ ( P ) est
donc sousharmonique dans le domaine D (3).

16. Nous terminons par une application du dernier théorème.
Soient u(.r. r) une fonction sousharmonique dans un domaine

< 1 ) l^aul MONTEL, Sur les fonctions convexes et les fonctions sousharmo-
niques (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1928, p. 29-60).

( 2 ) Loc. cit.
( 3 ) Au moment de signer le bon à tirer, j'apprends que ce théorème a été

donne aussi par M. Monlel lui-même dans son Mémoire : Sur les fonctions
doublement convexes et les fonctions doublement sousharmoniques, paru dans
les Praktika de l'Académie d'Athènes, t. 6, 1931 (séance du 5 novembre 19.31),
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plan D el
v ( x , y , R) == Ç I M(.r', v') d.T'.

^(.v.y)

Nous allons montrer que v{x^ y, R) est une fonction sous-
harmonique en .r, y, R. Posons à cet effet

r^
w(.y, y, R)== — ^ /<( .r-+-Rcose,y-»-Rsin6)rff l .

'2 3C ,y^

D'après un théorème de M. Fr. Riesz (1), w{x. y, R) est une
fonction croissante de R. C'est évidemment aussi une fonction
croissante de R2. Or on a

F(.r,y, R ) = ^ f «r(^,y, R)^(R^.
ï •/o

donc, d'après un théorème de M. Paul Montel (2), ^(*r, y, R)^<
M/ie fonction convexe de R2, donc aussi de R, puisque R> o.

D'autre part, on a, par hypothèse de la sous-harmonicité de
M(.r, y),

——v(x,y, R)==-—— Ç f u\xf,yl)dxldyl>u(x,y),
^K- îcK<J c/c»^,ri

d'où, en intégrant.

•4i f f ^/y, R)</^rfy> f Ç u^.y^dx'dy'^ v ( x , y , R),
îtn J */c,(.r.y) . -' (̂.r.y)

c'est-à-dire que P(^, y/R) ^^ sousharmonique en x et y . Par
conséquent, en vertu du théorème XII, ^(*r, y, R) sera une fonc-
tion sousharmonique des trois variables j?, y, R,

c. o. F. D.

( * ) Fr. RIBSZ. Su/' les fonctions subharmoniques et leur rapport à la
théorie du potentiel (Acta mathematica^ t. 48, i9'?8).

( a ) Paul MONTKL, loc. cit.


