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SUR LES FONCTIONS DE » VARIABLES, HARMONIQUES D'ORDRE p;

Par M. Miron Nicoresco.

Dans un Mémoire antéricur ('), jai étendu aux fonctions hae-
moniques d’ordre p le théoréme de Gauss ainsi que sa réciproque,
ce qui m’a permis d’étendre nmmédiatement a ces fonctions des
propriétés classiques des fonctions harmoniques ordinaires. J'ai
considéré dans ce travail des fonctions de deux variables, et dans
une Note insérée aux Comptes rendus (*) j'ai annoncé que les
vésultats sont valables pour les fonctions & plus de deux variables.
Cela est vrai, qualitativement, mais demande a étre précisé, d'au-
tant plus que les diverses formules établies dépendent, comme
nous allons le voir, du nombre des variables indépendantes.

Dans ce second Mémoire, )’établis de nouveau pour Pespace
a n dimensions les formules démontrées pour le plan, ce qui me
permettra, non seulement de retrouver tous les résultats du premier
M¢émoire, mais encore d’en donner de nouveaux, comme 'exten-
sion du théoréme de Liouville aux fonctions harmoniques d’ordre p.
Jintroduis ensuite la notion de fonctions sousharmoniques
d’ordre p et j'¢établis pour ces fonctions un théoréme généralisant
celui de Littlewood pour les fonctions sousharmoniques ordi-
naires. Enfin, j’introduis la notion de fonctions doublement har-
moniques d’ordre p, par rapport a deux groupes de variables (fonc-
tions Hp,), en établissant pour ces fonctions des théorémes de
moyennes généralisant les théorémes de Gauss, Volterra, Sbrana.

Une partie des résultats de ce Mémoire a ¢té communiquée a
PAcadémie des Sciences (*).

(') Miron NieoLEsco, Sur les fonctions harmoniques d’ordre p ( Bulletin de
la Société mathématique de France, t. LIX, 1931, p. 75-87).

(?) Comptes rendus, t. 191, 1930, p. 515.

(*) Comptes rendus, t. 193, 1931,.p. 1152,

LX.
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I. — Formules préliminaires. Théorémes fondamentaux.

1. Soit w(.ry. ry, ....p)y=u(P) une fonction d'vmn point P,
de I'espace & n dimensions, possédant des dérivées partielles cou-
tinues, jusqu'a un certain ordre 2 p.inelasivement. Nous poserons.
comme d’habitude,

"
) u . . .
V=1, A== — f= A(Ai—1) (F=2,3, ...
'I.I‘“- N s
AT
Nous” désignerons aussiy par S (P) Phypersphére de eentree 101
de rayon R. par g, (R) la mesure de sa périphévie. par e, (R Ta
mesure de sonvolume, enfin par dg et di: des ¢léments de a péri-
phérie et du volume. SiI'on désigne vespectivement par wa (e )
et py(u; R) les moyvennes péviphérigue et spatiale de o () dans
S, (R), on a. entre ces deux movennes. la relation évidente
R
. " .
wy (s Ry = R [ sV gt gz,
{ L5

Cela nous conduit a introdnire, comme ponr = a. la suite des
moyennes de divers ordres

wolw: Ry wy (R, watuz Ry ooy uitus Ry, Lo
définie par la relation de récurrence

R
n

(n  mluwRy= I{'lf rreva o (usrydre (s= 23, ...).
0

Nous mtroduisons aussi Vopérateny

B
. ri;»~~[
(2) J..‘;(Ih':f ('.'—F"—';)?“.“/r’

et ses puissances J2 1o définies par Ta relation de récurrence
(3) Ji=l.. JlzeRyi= o byt (E=0»,%. ...}
Enfin, nous introduirons Ia soite

s Ry, Mis(R)L

TN VI TR (5
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définie, comme les moyennes p,;(u; R), par la relation

. R
) Yle(Mi= g [ I (2] dr.
[}

\

Nous aurons besoin, dans la suite, de la valeur de JP[1]. En posar:

- l . - ~
An.i= — :
(3) ) n,i .)‘xJ!n(n—i—z)...(lt+2t——2)’

on trouvera sans peine

(6) Il =(n—2)Pa, R,
doq, par (4),
(7). W= a., n(n—2)" pap.

(n—+oap)

Cela étant, je dis que Pon a, pour une moyenne quelcongne
s(re; R), le d(,\clnppemom suivant :

r—1

(8) rs(te; R) = w(P) +Zanlmnu(‘yu)l,

i=1

o J7Tza(AP u; R)).

En effet, grace aux formules (1) et (4), il est facile de voir que. -i
'on suppose la formule vraie pour unc valeur déterminée de s.
elle est vraie pour la valeur s 4- 1. 1l suffit donc de la démontrer
|mlll‘ § = 0.

Supposons alors la formule (8) vraie pour s = o et pour tout: s
les valeurs de p jusqu’a la valeur p —=v. Nous allons montrer
quelle sera vraie pour p=v + 1. Or, si la formule (8) est vraic
pour une fonction u, elle est vraic pour toutes les fonctions. car
les cocefficients sont indépendants de u. Donc, en Vappliquait
A A%u, amvec s=o0, p =1, on oblient

wa(AVi; R) = (At)p+ nL2J.,[F.,(Av+nu; R)).

En introduisant ceci dans la formule (8), ot I'on aura préalable-
ment fait s = o, p =v, on obtient, en utilisant la formule (6), la -
méme formule (8), écrite pour s =o et p=v +1. Il suffit donc,
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cn derniére analyse, d’établir la formule suivante :
mo(t; R) = u(P) + ”—i—qJ..[p.,(Au; R)|.

Pour cela, nous partirons de la formule de Green (') dans
'espace a n dimensions, appliquée a 'hypersphére Sy (P),

I
(l( __)
(n—2)ys,u(P)= ll———-——z-——-—‘——du dﬂ'——fﬁu—llv

rn
an 7 dn =g

ou Tn slgmlw la dérivée suivant la normale interieure, ¢t o, =0, ( 1 )
n i

On peut encore écrire cette formule

N _ ' du
u ([ ) = G—_—_—” Re—i .’[ uds (Il — ,,‘)’” R»— . dn da
_ —AL e,
(n—n)s, J rr-t
Mais on a
:'{’,.z dzs = — [ Aw v,

5_—|;n-:_—1fu ds = p,(u; RY;

donc la formule précédente devient

' LB ) 1 1 )
wo(w; R) = w(l )-&—(—‘n__z)“”‘/‘(l————-‘n_g —-Rn__,)Aud«.

Or, en désignant par do un élément angulaire solide de Pespace
a n dimensions (c'est-a-dire un élément superliciel de Phyper-
sphérc-unité), on a dv = r*='.dr dw, donc la formule précédente
s’¢crit finalement

wo(; R)y=u(P)+ l", Jo| o (Au; RY.

n—
C. Q. F. b,

La formule (8) se trouve ainsi établic dans toute sa géncralité.

(') La démonstration que nous donnons de cette derniére partie est calquée
sur celle. que M. P. Pizzetti a utilisée pour donner le développement de pu,(u; R)
dans I’espace a trois dimensions. Voir sa Note : Sulla media dei valori che una
Sunzione dei punti dello spazio assume alla superficie di una sfera ( Ren-
diconti dei Lincei, 5 série, vol. XV1II; 1** semestre 1gog, p. 182-185).
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On peut lut donner une autre forme, en faisant disparaitre Fopé-
rateur J9. En effet, on a, par la formule de la moyenne,

12 e (A7 s R)| = o (AP OPRYIP[1] (0 < 020 1),

La valeur de J#[1] est donnée par (7): d’autre part, en vertu
de la continuité de APu, la moyenne de cette fonction dans 'hy-
persphére de centre P et de rayon 7R << R est égale a la valeur
de APy en un point P? sur la périphéric de cette hypersphére,
c¢'est-a-dire intéricur a S, (P). On aura donc finalement les for-
mules fondamentales (1)

p—1
SR = ¥ — R2
9) _u.“.(ll,R)_.ll(P)+2‘(ln,( _{_ql)‘ R2(Aiw)p
i=1
-+ a,,p (II—I-—)IJ) R? I’(A/ﬂ " )p’n

(s=o0.1,2.3,...).

Remarque. — Jai donné, dans le Mémoire cité, sans démons-
tration, les formules analogues pour n = 2. Il est manifeste qu’on
pourrait les obtenir en suivant la méme voie qu’ici, a cela prés

. . 1 . , .
que la fonction —— serait remplacée par logr. Cela changerait

aussi Fopératenr Jo[¢(R) ], qui serait donné dans le plan, par la

formule
R
.loi'?(R)]zf lo"(R)m(r)dr

%

2. Les formules () nous permettent d’énoncer les théorémes
fondamentaux suivants :

Tutorime | (extension du théoréme de Gauss). — Soit u(P)
une fonction définic dans un domaine fermé D, de Uespace
a n dimensions. S¢ cette fonction est harmonique d’ordre p
dans D, on aura, pour tout point P de D, et pour toute hyper-

(') M. N. Cioranesco a donné (Bulletin mathématique de la Société Roumaine
des Sciences, t. 31, 1929, p. 175), le développement de po(u; R) et p (u; R)
pour n > 3, sous forme de série. Mais la voie qu’il suit ne permet pas d’obtenir
ces développements sous la forme finie (9), plus utile dans les applications, et
plus générale, car elle ne suppose pas 'analyticité de u(P).



spheére de centre P et intérieure a D,

— 134 —

1 1 1 1
. n_ n . n
n—+ o n-+4 n~+a2p—o
2 2 2
(10) (n-l:-':),)‘! (11-101—4)’ ("—"",;’———"T’ “(P)
nr—t nr— nr—1
= T i ap —ay=
© e I I N 1
n n n
B n+o n+4 T n+ap—o
. n? nt n?
B B ey (n+4%) (n+op—2)y |
npP—1 L np—1
Br=t T “+2)P~1  (n 4 {1 (n+2p—2)—!

Tratorime Il (extension du théoréme de M. E.-E. Levi. —
Soit u(P) une fonction sommable dans D. Si la relation pré-
cédente est satisfaite, quel que soit P dans D, et Uhypersphére
de centre P, intérieure a D, la fonction u(P) est harmonique
d’ordre p dans le domaine considéré (V).

La démonstration du premier théoréme se fait en écrivant les
formules (g) pours =o0,1,2, ..., p, et en éliminant Au, A*u, ...,
Ar—'y entre les (p 4+ 1) formules écrites. Le second théoréme
peut s¢ démontrer ¢n suivant la méme voie que pour n =2 (?).
Mais il résultera aussi des considérations développées plus loin
(voir n* 6).

II. — Limitation des dérivées partielles.
Extension des théorémes de Liouville et de M. Montel.

3. La formule (10) peut s’écrive

w(PY= Al juo+ A i+ oo+ Ay,

(') Tout récemment, M. Ghermanesco a utilisé nos moyennes p, pour étendre
les théorémes I et I aux fonctions méta-harmoniques d’ordre p. Voir Comptes
rendus, . 193, 1931, p. 197.

(?) Mémoire cité.
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les A étant des coefficients numériques ; ou encore
w(P)=AS 1+ Al ppa+...+ AL wp.

L’expression de I'une quelconque des moyenncs, par exemple

ps(u; R), est

p(u-R):ﬂflfd_ﬂfplﬂl...fp._'flfizlf u dy
7] Av Vn R~ A f1 o [-Y o Ps—1 s?‘_‘(P) )

ot ¢u=¢,(1). On en déduira

dus(u; R - ns—1 Rd ) Pa—r
e [ [ [ i
n o Sy Pa ) 8,(P)

@y, ®gy ..., &, étant les cosinus directeurs du rayon de I'hyper-
sphére-unité S,(P), aboutissant a I'élément dw. Si alors, M,
désigne la borne supérieure de |« | dans le domaine D, on aura

Il)p,(u; R) ns—g, M,

()‘ltl n Rnr—1 (i=1,2,3,...,n).

. Le second membre de cette inégalité est indépendant de i. En
posant alors

K{:__(lf\up"“”'A »l+-. +"P—”Au,p])r
on aura, quel que soit i,

(11)

Ju(P 1
l I).(z[)|< E"—:K‘,‘Mn'

Dans ces inégalités, R réprésente le rayon de I’hypersphére
Su(P), supposée intérieure au domaine D. Si alors, on désigne
par ¢(P) la distance du point P a la frontiére de D, et si 'on
remarque que les premiers membres des inégalités (11) sont indé-
pendants de R, on obtient les inégalités fondamentales suivantes :

(12) |dl;‘(t[:)|<[8(P)" 1K£RMD (i=l,‘2,3, ...,n).

On en déduit les conséquences suivantes :
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Tutonime 1II (extension d’un théoréme de M. Montel) (). —
Si des fonctions harmoniques d’ordre p sont bornées dans D,
«ces fonctions sont également continues dans Uintérieur de D,
et lcs derivées partielles d’un méme ordre sont aussi également
‘continues.

Tutorime 1V (Idem). — Soit
u(P), ws(P), ..., uy(P),

une suite de fonctions harmoniques d’ordre p bornées dans D
dans leur ensemble. Si cette suite est convergente dans D, elle
convergera uniformément dans Uintérieur. de D vers une fonc-
tion u(P), harmonique d’ordre p. De plus, toute dérivée par-
tielle de u,(P) convergera uniformément vers la dérivée du
méme ordre de u(P). '

Ces deux théorémes se démontrent de la méme maniére que
dans le cas du plan (?).

Tutorime V (extension du théoréme de Liouville). — Une
Sfonction harmonique d’ordre p, bornée dans tout Uespace, est
-une constante. ‘

Supposons, en effet, que le domaine D augmente indéfiniment,
en tendant a remplir tout 'espace. Par hypothése, M reste borné,
tandis que o (P)augmente indé¢finiment. Les formules (12) donne-
ront

.

/)ll([):O (l‘:["z,..-,n):

dx i

quel que soit P; c’est-a-dire que u(P) est une constante.

III. — Fonctions sousharmoniques d’'ordre p.

n n ’ .
PIEEEY) » le déterminant
n—+2 n—+ap-=—2

de Vandermonde des quantités écrites entre parenthéses. Si 'on

4. Désignons par V(l,

(1) PauL MoNTEL, Sur les suites infinies de fonctions (Thése et Annales de
! Ecole Normale supérieure, 3° série, t. XXIV, 1907).
(%) Mémoire cité, p. 85-86.



— 137 —

convient de considérer les indices des quantités p, comme des
puissances symboliques, le déterminant du second membre de (10)

T . n n
pourra aussi s’écrire symboliquement V (., yeors .
S\ 2 n+a2p—2

La relation (10) pourra encore s’écrire

V( n n

M oae’ T hnrap—o2

Y S ——
n+ n-+2p—>o

Appelons fonction sousharmonique d’ordre p dans un domame D
toute fonction u(P) pour laquelle on a, en tout point du domaine,

(10%) u(P)=

)

v n n )
B on 2 "hrap—a

(13) w(P)< + 2
V(]’ ,...,—)
n—42 n4+2p—2

pour R suffisamment petit. Si I'inégalité contraire est vénﬁée, la
fonction sera surharmonique d’ordre p.

’

Tutorime V1. — Sila fonction u(P), sousharmonique d’ordrep
dans le domaine D, possede des dérivées continues jusqu'a
Uordre 2 p inclusivement on aura, dans ce domaine,

(—1)PAPu < o.

Réciproquement, si la relation précédente est vérifiée dans D,
la fonction u(P) est sousharmonique d’ordre p dans ce domaine.

Tout d’abord, vu la continuité des dérivées paru.elles d’ordre 2 p,

on l)(’l]t pOSf‘I‘
(Apu),;: APu(P)+ f(R),

‘N
¢”(R) tendant vers zéro avec R. Alors, en éliminant les quantités
Au, A%u, ..., AP~ entre les p + 1 premiéres relations (g), on-
-obtient B

n n
V(" n+a ! n+2p—-—z)u'(P)

—V(p, r_, ceey n )+a,,,pR1P
n+2 n+2p—2
: n n B '
/ cee 2 =
xv(n+2p,n+2, V) MU+ R (R =0,
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¢(R) tendant vers zéro avec R, et H restant fini pour R =o. Or,
on a, tout d’abord,

, n n n
V y ey —
n+2p n+2 n+op—2

=(—l)l'—'lV( z d " )

y T 00
n+2 n+4 n+2p/?

d’autre part, les deux expressions

, n n n n n
Vi, 3 ey ) et V Yy ey
n-2 n—+2p—2- . n+2 n+4 n-+2p
pip--1i
ont le méme signe, celui de (—1) * . La relation précédente
peut donc s’¢éerire

V(F n , n )
R g ey —— ———
() w(P)— n+2 n-+ap—2

n n
v<l, ) ---’-—-———-)
n—+ o n+2p—2

=(—1)"Cpp R Aru+ R¥cL,

avec

( n n n )
’ g ceey
n+2 n+4 n+2p
n n
£y ——— 1y * 0y ——————————
n-42 n-+ap—2

‘ c’est-a-dire, d'aprés ce que nous venons de dire, G, ,> o. Cette
relation démontre le théoréme. En effet, on peut prendre R sufti-
samment petit pour que le terme R*2¢L soit négligeable vis-a-vis
des autres, et alors, pour que la relation (14) puisse avoir lieu
pour ces valeurs de R, il faut et il suffit que P'on ait

(15) Cnp=anp

. n n
\(P’n+“)"”’n+»p—-'z)
(6) (—1y} w(P)— - -

A” u > o.

. n n
Vi, [IEXXX) > -
N n+2 n—+oa2p—2

C. Q. F. D.
Pour p =1, on obtient une proposition connue de M. Little-
wood. ‘

5. Posons, pour abréger,

v n n
(P" n+2 "V nxap—»
Ve(u, Ry =u(P)— .

n n
I, ———y -9y
n-+2 n+2p+2
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La formule (14) montre que l'on a
(—1)r lim Vr(u, R).

1 AP u =
(17) = lim —ps

Cette propriété nous conduit a la définition d’'un laplacien
généralis¢ d’ordre p, dans le cas ou la fonction u(P) est simple-
ment supposée sommable dans D. En effet, dans ce cas, on peut

former l'expression
(—1)? Vp(u: R) :
Cn.p Rw» c T

Si cette expression a une limite pour R =o, cette limite scra
appelée laplacien généralisé d’ordre p de la fonction u(P). Cette
. définition rappelle la définition directe de la dérivée d’ordre p
d’une fonction d'une seule variable, et la quantité g?(u; R) joue
précisément ici le role de la p'*™® différence pour les fonctions
d’une variable.

6. Les formules (14) ou (17) peuvent servir 4 donner une nou-
velle démonstration du théoréme II. Supposons, en effet, que la
fonction u(P), sommable dans D, satisfasse, dans ce domaine, a la
relation

‘ Vr(u; R)=o,
quel que soit R, et Phypersphére S, (P) intérieure a D.

On montrera, comme dans notre premier Mémoire, que u(P)
posséde, dans D, des dérivées partielles de tous les ordres; donc,
en particulier, A?u existe. Aprés quoi, la formule (17) donnera

tout de suite
AP u=o.

7. Donnons une derniére application de la formule (14).

Trtoreme VII. — A4 tout entier positif p, on peut faire cor-
respondre un nombre positif R, tel que la différence

Ve (uy ry—Ve+q(u; r)
ait, pour r <R, le signe de g’ (u; r) quel que soit q.

1 suffit, en effet, d’écrire la formule (14) pour p et pour p + ¢,
de faire la différence et de tenir compte du théoréme VI. ‘
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Comme application de ce théoréme. prenons une fonction
Sy =u(r. )+ ie(r, y). holomorphe dans un domaine D du
plan. On anra

A S =11f(3)2
el, en général,
AL f(3) 2= | fiP)(2) 12> 0.

En appliquant les théorémes VI et VI, on obtiendra le résuliat
sunvanl :

Soit [(3) ane fonction holomorphe dans D. /1 tout entier
positif poon peut faire correspondre un nombre positif R,. tel
que Lon adt

””

(—0OrSr(if(z) 2 r)>o,
dis que r <R,

. . 1 . \J
En particuliee, on aura, en posant 3= &'+ 7y,

.," [ [ S rdedy'— .',l}Ef 1 f(re% 2db
: J, 3

Gty V0
R |
: KT
0

pour rinféricnr & une certaine valeur R finie.

2R

S(rei%y 240,

IV. — Fonctions H,,, d'ordre p.

8. Nous allons considérer un espace a me 4+ n dimensions, licu
I

des points P(aryc o cooc g Ve Pae oo ) Dans Ta varidié

Y ya = == oo deoeet espace. nous prendrons Uhyper-

sphere S, (R) de centre (g0 oo0ey,) et de ravon Ry et dans

b variété ey=rys== 0= = 0 nous prendrons Phypersphére

S, (R de centee ()70 yae ooy ) et de rayon R'. Lensemble des
puinls (N Now oo N Y Yo oY) tels que le point
(N Nuo oo X0, ol 0) estonon extéricur a Phypersphére
Sp(R) et le pomt (o.00 oooo00 Yy, Yao o000 Y,) non extéricur a
Ihypersphéve S, (R'). constitue dans Vespace a m + n dimen-
sions un domaime fermé, qu’on appelle un eylindroide. Nouns
dirons, pour micux préciser, eylindroide (m, n), ou C,,. Le
point P(ry ey oooi Ly ¥ie oo pa) sera appelé centre du Cyy,.

Cela étant, soit w(.ry, oy oo Luy Yoy ¥ay ooy ¥u) = u(P) une
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fonction quelconque, possédant des dérivées partielles continues
jusqu’a Vordre 2 p, inclusivement. Posons

P

m n
’ Nu Jtu L
Anpu ‘—“2 Jz?’ Al u 22 m’ Am‘i-n w=A4,u-+A,u.
i g .

i=1 j=1

Nous désignerons aussi, respectivement : 1° par po(u; R),
wi(u; R), ..., pi(u; R), ... les moyennes successives de u(P)
dans S,,(R); 2° par v (u; R'), vi (u; R'), ..., vj(u; R'), ... les
moyennes successives de u(P) dans S,(R’). Enfin, nous intro-
duirons, comme dans le premier paragraphe, les opérateurs -
I[¢(R)] et J/[¢(R")]. Le second sera défini par les relations (2),
(3) et (4); le premier, par les relations obtenues de celles-ci en
remplacant n par m.

L’opération

vitmi(u; R); R} =v;pi(u; R, R)) = v

sera appelée produit des deux moyennes p; et v;. Dans des condi--

tions trés larges, ou l'interversion des intégrales est assurée, ce

produit est commutatif, c’est-a-dire on a vjp; = p;v;.
Proposons-nous, tout d’abord, de trouver le développement

de v;p; suivant les puissances de R et R,. On a, en appliquant la
formule (8),

p—1
N\ ml
pi(e;R)=w(P) +zamh (m+ahy Re% (A%, u)p
h=1

+ s (8 us R)

Pour former vjpi(u; R, R') il suffira donc de savoir former

vi(u; R, v;Qmu; R), ..., v;(Ahtu; R)
et ,
vi { 1Mo (A% u; R)); R |

On a, tout d’abord, pour ce dernier terme, en appliquant la for-

mule de la moyenne a 'opérateur intégral 17,

T ) = m!(m—2)r
vi | Wlio(Au; RYR M = am, m))T

(o < 0F <),

R®av; (1o (Afp u; O/R); R')
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‘d’ou une seconde application de la formule de la moyenne
donnera
mi(m —2)p

vj | Z(po(APu; R); R’} = @ T o pY R2p (A, ),
Q étant un point intérieur an C,,.

Pour les autres termes, la formule (8) donnera successivement

p—1 )
. J
vj(u;R') = u(P) +2ank(—n—fmn'ﬂm;fu)p
k=1
I
(n—t»,)l'J
p—2

j
1 (Bmtt; B) = Butt(P) -y ot WA e
k=1 ’ -

+ Flve(@ifu; R,

3 v (A A e R

vi(A s R = A5 a(P) + _l_‘ AFIRTIC VR Vg 7S (DI
n—>

On obtiendra donc finalement, en appliquant a chaque opérateur
intégral J la formule de la moyenne,

—h
< ) P, P-n mini thieak \A \ok
(18) vi}l-i(ll; R: R) =2 2 amhan[,-(,n o ').l[)"(n — A,_/‘A}j R '-\m A,i "
h=0 k=0

((lm,n =1, @, = l\)_,

les accents sur les signes de sommation indiquant que les divers
laplaciens mixtes A% A%y sont calculés au centre P du Cippu. sauf
ceux pour lesquels A + A = p, qui sont calculés. chacun, ¢n un
point déterming, intérienr au Cpp (').

En posant

?fnn(Ra R'; Anu, A u)

s
mini
—_ v o . R2AR'2s—2 N\ \s-H u,
Z”""’a""_" (m —2h)y(n-+25—2hy e T
h=0 :

(1) 11 est évident que la formule (18) contient une arbitraire, c’est le nombre p.
En counséquence, l¢ développement de v;u, pourra étre poussé aussi loin que
Pexistence des dérivées successives de u le permettra; on pourra méme faire

P = ®, si la série ainsi obtenue est convergente pour R 7= o et R’ = o.



Ia formule (18) peut encore s’éerire

ro,
Y . r » ' . B LN
(18") viwi(u; Ry Ry = w(P)y-= ¥ 25, (R, Rt Aw. M),

$.0

Faccent avint la méme siguification que plas haut. Remarguons
que <5, estun polynome de degeé s en R2 ¢t R2: ¢'est, en méme
temps.un polynome symbolique de degré s en A, e et A u.

Parmi les produits v il v encaquatee qui ont une signification
;.'-unu'-lri(lm-. Ce Sonl vyt vy . vagty . vy iy be dernier ceprésente
v moyenne spatiale de o dans €, 0 be prewier. oo movenne des
valenes de o le long des arétes (4w = 0 — 3y dimensions de G,
Les deny aulres représentent des movennes prises sur des parties
bien déierminées de la peviphérie de G,

Dans I suites nous entendrons par wmoyenne. dans un ceylin-
droide (mon). Fun «|m-lcnm|m- des |n'nduils fonctionnels v, .

Yoldye Vgl V4.

9. Quelles sont les conditions pour que le développement (18")
soit limité. par exemple quiil Sareeéte any p premiers termes ? 1

suftit. évidemment. pour cela, que Fon ait
(B TR VA =R A VAL = ol A 2N 2 = o, R A== o.

Nous verrons dans un instant (8 1) que ces conditions sont aussi
nécessares. Foute fonction vérthant e \‘\\lf‘llll' (19) sera ;Il)pulév
Sonction W, o ordre pcela ponr éviter fa locution trop longne :
fonetion harmonique d'ordre po e Ta fois par rapport aux m
virtables e et aus n variables yo Pour P =1 on obtient les fone-

tions doublement harmoniques ordimaires
N, 0= o, A i =0,
Nous ¢ertrons encore W, au Lica de |, ou 1.,

Taeorkme NV~ Towte fonction W, «orvdre p est une
Jonction W, «d ordre Iz

Cela vésubte immédiatement da systeme (1) et de Fidentiee
sunvante. facile a ¢tabliv o

Al = (A= X war= A+ CLALV N e = N
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10. Le¢ théoréeme de M. E.-E. Levi s'é¢tend aussi aux fonctions
doublement harmoniques :

Tutoreme IN. — Soit u(ay, ray ooy Loy Yoy Yoo oo oo Yn) une
Sonction sommable dans un domaine D. S¢ Uon a

(20) =Yg g = KoV,

quels que sotent le point (ry, .y ooy Lmy Yoy Yoo ooen ¥u)
dans D. et R ¢t R'. la fonction u est doublement harmonique
en (g, Law oo kn) el (Vi Var oo o Vi)

Dans la relation ¢ = vypzy. multiplions les deux membres
par r*~'dr ¢t intégrons entre zéro ot R'. Nous obtenons

(21) 1= vy g
On obtiendrait, de méme,
(22) o My ve.
Cela étant, soient respectivement
M(ry+Ray oo Kam i = R'Biny ooy e = R'B)

un point de la fronticre du G, day, et da, des éléments de la
frontiere des hyperesphéres S, (R) et 5,(R’). Les relations (20)
peuvent s’éerire

w(Py= ——- - - [ d:r,f u(M)ds,,
( e (Rae, (R | SuiR" ! S R (M)
! N T Y
= ‘—mmm{,‘f .R)l 'huv/s m’.u M) dsy,.

e (R) et o (R étant respectivement les dérivées de ¢, (R)
et o, (R, B

En vépétant alors le raisonnement de M. E.-E. Levi dans la Note
citée (). on tronvera que w(P) admet des dérivées partielles tant
par rapport aux variables . que par rapport aux variables y. On
aura. par exemple,

(‘73) i == R /‘ 2;d3p, f u( M) ds,,
R e ¢

- -
or; Ym n J,,.

(') Voir notre premier Mémoire.
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ce (ui peul encore s’écrire

Ju o
ar; M o”f,)

el. puisque u est a dérivée continue par rapport & x;,

Ju _ wv“(i‘i. R, R’),

I).I‘i ()T, ’

C’est la formule (21), o u est remplacé par (—;)—g— On peut alors
2
appliquer encore une fois la formule (23) et obtenir

Nu R Ju(M
-— = — Ii(lqm'/‘ ( )Ilﬂ'“.
I).Z‘i ®mm¥n S, (R) ’)‘ti

m *"8p (R').

x . R J N R ()(Vo o)
= G 78 (L O ) o= 0 2R

=
R du(P) _
Ymen OR T

d’on

On trouverait, de méme, A, u = o, ce qui démontre le théoréme.
Pour m = n = 2, il a été démontré par M. Luigi Amoroso (').

Remarque. — Sil'un des nombres m et n est égal a l'unité,
I'une des moyennes p,, vo se réduit a une somme de deux termes.
I’hypothése vy o = povy est alors satisfaite d’elle-méme.

11. Tuéorime X. — Si le produit vjp; est un polynome de
degré p —1 en R? et R'? (i et j quelconques), la fonction u(P)
est une fonction Hy, d’ordre p.

C’est 'extension du théoréme de M. Fr. Sbrana (?) aux fonc-
tions H,, ..

Tout .d’abord, il est facile de voir que si v;p; est un polynome
de degré p-—1 en R2 et R’2, il en sera de méme de v, 1, et vop,.

(*) Luigi AMOR0SO, Sopra un sistema di equazioni alle derivate parziali
che ammetono un teorema della media ( Recondiconti dei Lincei, vol. XXIII,
1914, p. 293-30%). ' ‘

(?) Voir notre premier Mémoire.

LX. 10
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On aura donc, par hypothése,

r—1 K
. ~
Yalta :2 zﬂm h@n,s—h R2/ R'2s—2h A{“ A;{"" u
s=0 \Ah=0
p—1 s
mn
Vi = E AppQp . . R2h R'2s—2h AR A'S—R
(g ] Z mh@n,s -h \m,—*-‘),/l)(n~~ ')_.c——'zh) mSn
s=0 Lh=0

D)’autre part, en répétant le raisonnement de M. Fr. Sbhrana
dans la Note citée. on peut é1ablir les identités suivantes :

. (v d(volo
Ap () = n‘d;‘R*‘“), Al (vip) = n'_ﬁ‘f,‘—)-
En introduisant dans ces identités les valeurs ci-dessus ce v,
¢l Yoty On trouvera, par identification, que u doit vérifier le sys-
téme (19).

12. M. V. Volierra a démontré que si une fonction u continue
coineide sur la frontiére d’un domaine fermé avec une fonction
harmonique, et que cetie fonction est égale en chague point inté-
rieur a4 la moyenne de ses valeurs sur une seule hypersphere
centrée en ce point et intérieure au domaine considéré, la fonction u
est harmonique dans ce domaine ('). La restriction imposée dans
I'énoncé primitif par M. Volterra a é16 enlevée par M. G. Vitali (*).
I existe un théoréme analogue pour les fonctions Hy, .

Tutorimr X1. — Supposons que les valeurs d’une fonc-
tion w(ry, &y, ... Ty Y1y Vay ---s ¥u) continue dans un
domaine fermé D coincident sur la frontiére de ce domaine
avec les valeurs d’une fonction H,,,,.

Ni la valeur de u, en chaque point intérieur, est égale a la
moyenne de ses valeurs sur un seovr C,,, centré en ce point et
intérieur a D, la fonction u est H,, dans D.

Soient, respectivement, U (&,, Loy ..o Tmy Y1y Y2y ooo0 ¥a) la

(') Vito VOLTERRA, Alcune osservazioni sopra proprieta atti ad individuare
una funzione armonica ( Rendiconti dei Lincei, vol. XVII, 1909, p. 263-266).

(*) G. Vitaul, Sopra una proprieta caratteristica delle funzioni armoniche
( Rendiconti dei Lincei, vol. XXI, 1912, p. 313-320).
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fonction H,,, donnée, et v = u — U. La fonction ¢ est nulle sur la
frontiére de D, elle aura donc un maximum ou un minimum a
l'intérieur de D. Supposons, par exemple, quelle ait un maxi-
mum I, atteint en un point P. nécessairement intérieur. Soient
R (P) et R'(P) les rayons du cylindroide attaché au point P. On
aura, par exemple,

u(P) =M =vyu, u(P); R(P). R(P)..

d’ot I'on déduit qu’il y a une infinité de points sur ce cylindroide.
ot la fonction ¢ prend la valeur JN. Soit P’ un de ces points,
choisi de maniére a étre plus rapproché de la frontiére de D que
le point P. On déduira de la méme maniére que la fonction ¢
prendra la valeur U en une intinit¢ de points sur le cylindroide
attaché au point P’. On obtient ainsi une sutte de points intérieurs

P, P. P ...,
tendant vers la frontiére de D et od la fonction v prend la valeur I,
Il en résulte, en vertu de la continuité de ¢ dans le domaine
fermé¢ D, que Pon doit avoir MM = o. De méme, si ¢ admet un
minimum dans D, ce minimum doit étre nul, donc u=U,

C. Q. F. .

13. 1l existe, pour les fonctions Hy, d’ordre p des théorémes
analogues aux théorémes I et II. En d’autres termes, une fonc-
tion H,., peut étre caractérisée par une relation linéaire et homo-
géne entre la fonction méme et un cerltain nombre de pro-
duits v;u;. Mais le nombre de ces quantités, nécessaires pour la
formation de ladite relation, n’est plus égal & p comme dans le cas
des fonctions simplement harmoniques d’ordre p.

* Les quantités a éliminer entre les expressions qui donnent les
développements de v, p,, v, 4, ctc., sont

¥ ’ 1 1 p—
Anu, ALu, ARu, AnALu, Alu, v AT,

leur nombre estPLpf_—Q—— 1. Il faut donc ’ﬂ%—t—l—) produits v;u,

pour la formation de la relation linéaire et homogéne. Ce nombre
est diminué sensiblement dans le cas ou m = n, car ¢},, devient
symétrique en Ap u et A, u. Nous allons donner un exemple simple
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de ces considérations. Soit p = 2. On aura (')

Vot = U —+ a1 R2Au + ap 1 R?A'u,

m n
Vi = U+ am 1 R2Au+ a1 RtA"u,
m 42 n—+2
m? nt
Valky = U 4+ ————— A, R2AU 4~ ————— a, R2N e,
202 (m.+z)‘l m,1 _1 (ﬂ+2)2 n,1 s
d’ou, en éliminant Au et A'u,
| 1 1 Voldo I 1
m n ) m n
I Vi
m —+ 2 n-+2 v = m—+ 2 n-+2
m? nt m? n?
~ N lLy
(m-+2)2 (n—+2) M Tnrae (n+2)

Réciproquement, cette relation caractérise les fonctions H,,,
d’ordre 2, si m £ n. Si m = n, elle se réduit a une identité¢; mais
on a, dans ce cas,

Voo = 1t + @y 1 (R2Au + R'2A" ),

n
Yy = U4 ——— @ R2Au + R2Aw
71 4 n+o n,l( )

d’ont, en éliminant, cette fois-ci, toute la parenthése,

1 I Voo 1
n u = n
Vi
n -+ 2 H n—+ 2

Cette relation doit remplacer la précédente dans le cas ou
m=n.

14 1l y a un cas particulier important ou le systéme (19) est
intégrable. C’est le cas ou 'un des deux nombres m, n est égal a
I'unité. Soit, par exemple, n =1. Pour avoir une image géom¢-
irique réelle, nous prendrons m = 2, bien que ce ne soit pas ahso-
lument nécessaire.

Nous considérons donc une fonction u (z, y, z), telle que I'on
ail (en écrivant A au lieu de A,)

_, {9%u L% u nru
\Nu, Al'i(\‘gz—):u, AP 3(-(-)—5—‘)::0, .. 7 =

(1) Nous avons écrit, pour la simplicité, Au et A’u au lieu de A, u et A)u
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Ce systéme s’intégre facilement et donne

»
w(r, ), 3) :Z[hi(x, VYs+ A, y)lsre—i

i=1

h,(x, y) et k; (&, y) étant des fonctions harmoniques d’ordre ¢.
En particulier, pour p =1, on aura

u(x,y, 3)=h(x, y)z+ k(x, y).

h(x, )) et k(x, y) étant harmoniques. Le cylindroide Cy.n
devient ici un cylindre circulaire, aux génératrices paralléles a
Paxe des z, et limité par deux sections droites dont la distance
est 2R’. Nous P'appellerons, pour abréger, cylindre vertical. Les |
quantités vy gy, Votiy Vi foy Vi e Teprésentent ici, respectivement :
-la moyenne des valeurs sur les deux circonférences de base, la
moyenne des valeurs sur les deux cercles de base, la moyenne des
valeurs sur la surface latérale du cylindre, la moyenne des valeurs
dans le cylindre tout entier. Ces considérations permettent facile-
ment d’énoncer les théorémes généraux IX, X, XI dans ce cas
pacticulier. Nous avons donné ces énoncés dans notre Note des
Comptes rendus du 5 décembre 1931, a laquelle nous renvoyons
le lecteur.

13. Nous avons vu (théoréme 1X) que les fonctions Hyn, d’ordre
un sont caractérisées par la relation u =vyu,. Si, en tout point
d’un domaine D fermé de 'espace a m <+ n dimensions, on a

u < vy,

pour R et R’ suffisamment petits, nous dirons que u est une fonc-
tion sous-H,,, dans ce domaine. Si 'inégalité contraire a lieu, la
fonction sera sur-H,,,. Par exemple, une fonction sous-H,, sera
caractérisée par la propriété suivante : La valeur de u en chaque
point cst inférieure a la moyenne de ses valeurs aux sommets
d’un rectangle aux cotés paralleles aux axes et centré en ce
point, dés que les dimensions de ce rectangle sont suf fisamment
petites. ) ' L

Ce sont les fonctions que M. Paul Montel a"appelées dguble—



— 130 —

ment convexes('). Le théoréme de M. Montel (2), d’aprés lequel
toute fonction doublement convexe est une fonclion sousharmo-

nique pour Pensemble des variables. se généralise de la maniére
suivanie :

Tutoreme X1l. — 7oute fonction sous-H,,, est une fonction
sous-H,, ...

Pour avoir un support géométrique réel, nous esquisserons la
démonstration pour m = 2, n = 1. La méthode (qui est celle que
M. Montel a utilisée pour son théoréme) restera la méme dans le
cas géndéral. i

Soit donc u (.. y, 5) une fonction de trois variables, jouissant
de la propriété suivante : la moyenne de u en chaque point P est
inféricure a la moyenne des valeurs sur les deux circonférences
de base de tout cylindre vertical centré en P, dés que les dimen-
sions de ce cylindre sont inférieures a un certain nombre positif 4.
Prenons alors une sphére S de centre P et de rayon R </ & el
inscrivons dans cette sphére n cylindres verticaux, de rayons res-
pectifs py, pay ...l o Ecrivons, pour chaque cylindre, I'inégalité
correspondante, faisons la somme des n inégalités obtenues, divi-
sons par n el passons a la limite. Nous obtenons

) 1
nw(PY< - [Lt(l:r,
= 4mRe g

oz étant I'élément superticiel de la sphére. La fonction u (P) est
donc sousharmonique dans le domaine D (*).

16. Nous tcrminons par une application du dernier théoréme.
Soicent « (., y) une fonction sousharmonique dans un domainc

(') Paul MoNTEL, Sur les fonctions convexes et les fonctions sousharmo-
niques (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1928, p. 29-60).

(*) Loc. cit.

(*) Au moment dc signer le bon a tirer, j'apprends que ce théoréme a éié
donné aussi par M. Moatel lui-méme dans son Mémoire : Sur les fonctions
doublement convexes et les fonctions doublement sousharmoniques, paru dans
les Praktika de I'’Académie d’Athénes, t. 6, 1931 (séance du 5 novembre 1931),
p. 374
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¢(z, y. R) =ff u(z', v')dr'.
¢

(2, ¥)

plan D et

Nous allons montrer que v (x, y, R) est une fonction sous-
harmonique en z. y, R. Posons a cet effet

27

w(x, y, R)= 51’.:‘[ u(xr + Rcosd, ¥ + Rsinb) dl.
0

D’aprés un théoréme de M. Fr. Riesz ('), w(x, y, R) est une
fonction croissante de R. C’est évidemment aussi une fonction
croissante de R2. Or on a

R:
w@.y Ry=1 [ way, Ryde
i 0

donc, d’apreés un théoréme de M. Paul Montel (2), ¢ (z, y, R) est
une fonction convexe de R*, donc aussi de R, puisque R > o.

D’autre part, on a, par hypothése de la sous-harmonicité de
u(r,y),

l l J ’ 7 ' N
by TR “”;}‘ﬁ?f[ w(@, y'ydz' dy' > u(z, y),

Ca (2,3

d’ou, en intégrant.

:ElF*f - e(@, y,Ryd'dy'> f u@', y)dz'dy'= v(z, y, R),
‘ Cu(r,y) - o Cal(x,y)
c’est-a-dire que ¢ (z, y, R) est sousharmonique en x et y. Par
conséquent, en vertu du théoréme XII, ¢ (z, y, R) sera une fonc-
tion sousharmonique des trois variables z, y, R,

: C. Q. F. p.

(') Fr. Rissz, Sur les fonctions subharmoniques et leur rapport a la
théorie du potentiel (Acta mathematica, t. 48, 1928).
(?) Paul MonTtRL, loc. cit.




