
BULLETIN DE LA S. M. F.

STEFAN KEMPISTY
Sur les dérivées des fonctions des systèmes
simples d’intervalles
Bulletin de la S. M. F., tome 60 (1932), p. 106-126
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1932__60__106_0>

© Bulletin de la S. M. F., 1932, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. F. » (http:
//smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique l’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1932__60__106_0
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


— 106 —

SUR LES DÉRIVÉES DES FONCTIONS DES SYSTÈMES SIMPLES
DINTERVALLES;

PAR M. STEFAN KEMPISTY.

M. Lebesgue a établi que la dérivée F'(^') d'une fonction abso-
lument continue est presque partout égale à la limite du quotient

/<
^[F(;i,)-F<ï,)|

^(?.—^
/ ;..-- 1

( y-i, ^/) étant des intervalles non empiétants et tels que

^0/—^)>Â-!V.».|>o,

si \ \,. est le plus petit voisinage contenant tous ces intervalles et
\\r ; l'étendu de ce voisinage (1 ).

Il se pose la question de savoir quelles sont les propriétés de
celtf limite supposée finie et indépendante de la valeur de la cons-
tan te /. quand V{./ ) est une fonction arbitraire.

Or il résulte d'un théorème de M. ^ewman( :^) que cette dérivée
spéciale de pammétre À est approximativement continue. La réci-
proque de ce ihéon'mc est exacte pour les fonctions bornées (3) :
ce fait est une généralisation d\in théorème de M. Denjoy (*) et
prouve que la fonction dérivée ainsi définie peut être discontinue.

En étudiant le procédé d'intégration (A) de Denjoy, j'ai établi

< * ) It. LKBESfiUE, Leçons sur l'intégration, 10e édition, Paris, 19^8, p, 19-».
( î ) H. A. NEWMAN. On approxïmate continuité (Transaction of thé Cam-

bridge Phil, Sociely, t. 23, 1923, p. 17).
(:l) Voir ma Note Sur les dérivées de la fonction d'ensemble (Comptes

rendus, Paris, l. 182, ï^, p. i2o5.
( 4 ) \. DENJOY, Sur les fonctions dérivées sommables (Bull. Soc. math. de

France, t. 43, 19 «5, p. 17.5 ).
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que la dérivée en question est intégrable (A) donc sommable (1)
et que son intégrale est l'accroissement de F(jc) (2).

Or un raisonnement analogue peut être appliqué à l'accroisse-
ment d'une fonction de plusieurs variables et même à une fonction
quelconque d'intervalles, soit-elle additive ou non additive.

Nous allons voir en même temps que la dérivée de paramètre A-,
supposée indépendante'de la valeur de À, est non seulement ap-
proximativement continue mais approximativement continue au
sens stricte c'est-à-dire égale à la dérivée formée en partant du
produit de la borne supérieure ou inférieure à densité \ près sur
un intervalle par la longueur de cet intervalle.

Toute fonction approximativement continue et bornée dans un
intervalle est donc approximativement continue au sens strict.

En négligeant les ensembles de mesure nulle, on déduit du théo-
rème énoncé et de celui de M. Lebesgue que toute fonction som-
mable est presque partout approximativement continue au sens
strict.

I. — NoUons préliminaire».

1. ^intervalle linéaire dont les extrémités sont a et b c'est
l'un des quatre ensembles :

a < « r < & , a<x^b, a<^x<b, a^x^b.

L''intervalle ï dans un espace cartésien à k dimensions est
l'ensemble de tous les points (.T|, x^ x^ ..., Xk) tels que la coor-
donnée Xi appartient à un intervalle linéaire (a/, 6/).

Un voisinage symétrique Vj. d'un point

x == (.ri, a-,, ..., .r,, ..., xk)

est l'intervalle dont les projections sur les axes de coordonnées sont
des intervalles linéaires {je,— /ï, x^-}- A), A étant le rayon du voi-
sinage.

Un système d'intervalles est simple s'il se compose d'un nombre

( 1 ) A. DENJOY, Sur la définition riemannienne de l'intégrale de Lebesgue
( Comptes rendus, t. 193, 1931, p. 695)

(2) Voir ma Note Sur l'intégration de la dérivée régulière (Comptes
^endus, t. 184, 1927, p. 69).
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f i n i d ' intervalles non empiétants, c'est-à-dire sans points intérieurs
communs.

Nous dé si ̂ lierons par A. B, ... les systèmes simples d'inter-
valles I ) . I... . . . . !„ en écrivant

4 __ t 1 f f 'A — , l j , 1s, . . . . I,i ,

cl par les mêmes lettres avec un point au-dessus de chacune
les ensembles simples composés des points de ces intervalles, donc

À = r,-h h—. . . -+ - i /o
Quand mi système se réduit à un seul intervalle, il peut être

désigné sans l 'ambiguïté par I.

2. Kn parlant d'une fonction d'intervalle F(I) nous pouvons
définir par l ' addi t ion une fonction de système simple en posant

F( \ ) = = F ( r , ) - h F C I , » - + - . . . -+-F(f, ,) .

Par exemple, en partant de l'étendue de l'intervalle 1, c'est-à-dire
dn nombre

| ! | = (6 i—</ i ) (^—^) . . . (^ -—^) ,

nous déf in i rons Vetendue d^un système simple d'intervalles par
réédité

j . \ ; = | I , [ - ^ ; l , | + . . . + | I , J .

On peut ;nissi déf inir une fonction de système d^intervalle en se
servant d une au t re opération.

Soient, par exemple,

/ n i ) — m i n ( / / i—01,6.2—a.^ . . . , & / — ^ / O , ,

/ / ( I ) == max( / / i —^/ i , 63— fi.i, . .., biç— (ÏA-)

les nof'mes inférieure et supérieure de l'intervalle I. En posant

// < A } :-- min ( b\ — a \, b.^ — (f^, ..., h^ — Uk y ),

// ( A ) == max ( b.^ — a^h^ — a^ .. ., b/, — fik },

nous définiroiis les normes extrêmes des systèmes simples.

3. Quand un système simple A est composé d'intervalles con-
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tenus dans un intervalle 1 et tels que A ; == 1 , nous d irons que A
est une division de l'intervalle I .

Soient donc D une division de l'intervalle R et F(A) une fonc-
tion définie par l 'addit ion en par lan t de la fonction F(l) .

La plus grande limite de F(D) quand la nonne supérieure de la
division D 4'nd vers zéro est V intégrale supérieure de F ( l )
dans R au sens de Burkill . La pluspelile limiie de F(D) est V inté-
grale inférieure de F(l) (1 ).

Lorsque ces intégrales sont finies el égales, la fonction est dite
inlé^rable au sens de Burkill.

A. ISous dirons qu'un sjstéme simple A est régulier suivant le
paramètre a par rapport à un point .r ('-*) quand le plus petit voi-
sinage V,r contenant A satisfait à la condition

|A |>a |V , . | ,

Lorsque l'étendue de ce système A ou, ce qui revient au même,
celle du voisinage \ j- décroît vers zéro, nous dirons que A tend
régulièrement suivant le peiramètre a vers le point j", en écrivant

AÏ.T,

La dérivée inférieure de paramètre as. de la fonction F'(A) au
point x est la plus petite limite du rapport

F ( A )
W

A tendant vers x suivant le paramètre a. Nous écrirons
\f ( A \

Dï^A)^^^.---—7.
—- A^.<- I A 1

a

De même la dérivée supérieure de paramètre <x est

lDÎF(A)=limsup.F(A)•
A •>- .f 1 •»• |

( 1 ) J. C. BURKILL, Functions of Intervais (Proc. Lond. Math. -Soc., 2* série,
vol. 22, i9'î3, p. 2«9).

( 2 ) Ou appartient à une famil le régulière, suivant l'expression de M. Lebcague
[Sur l'intégration des fonctions discontinues (Annales scient, de l'Ecole
Norm. sup., 3e série, t. 27, 1911, p. 388)1.
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11 résulte do ces définitions que Von a, pour a' < a, les inéga-
lités l?

^ ) y F ^ A ) ^ D î F ( A ) ^ D 5 F ( A ) ^ D ^ 7 F ( A ) ,

donc ces dérivées tendent vers les limites finies ou infinies quand
le paramétre a décroît vers zéro.

La limite de D^F(A^) est la dérivée inférieure de la fonction F(A)
au point x, celle de D^F(A) est la dérivée supérieure. Nous dési-
gnerons ces dérivées extrêmes respectivement par D^F(A)
etD,F(A). —

Comme nous avons

^ F ( A ) ^ D Î F ( A ) ^ D Î F ( A ) ^ D ^ F ( A ) ,

toute fonction dérivable au point x est dérivable de paramètre a et

D . , F ( A ) = D î F ( A ) .

o. Nous nous servirons dans la suite d'un lemme de MM. Vitali
et Lehesgue énoncé sous la forme suivante : si dans une famille
de systèmes simples d'intervalles il existe, pour tout point x
d'un ensemble borne E, une suite de systèmes qui tend réguliè-
rement rers ce point ( su ivant un paramètre o^), nous pouvons,
efani donne S positif, déterminer un système A qui soif la reu-
nion d'un nombre fini de systèmes de la famille considérée et
qui soif distant de 3 de l'ensemble E, c'est-à-dire tel qu'on ait

| À — F ! < ô, | E — À j < ô.

Lorsque l'ensemble E est contenu dans un intervalle I, le sys-
tème A peut être formé exclusivement d'intervalles contenus
dans 1 ( ' ).

Nous allons aussi faire usage d'un lemme de M. Lusin (a), en
étendant ce lemme à l'espace à plusieurs dimensions. Disons qu'un
système S d'intervalles couvre intérieurement un ensemble E
quand tout intervalle, contenant un point x de E et contenu dans

( * ) K. C. YOUNG, FuncUons of S defined by addition of fonctions of inter-
vals {Matematische Zeitschrift, t. 29, i9-»8, p. 181).

ON. LUSIN, Recueil de la Sw-. math. de Moscou, 1 9 1 1 .
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un voisinage suffisamment petit de ce point I, appartient au sys-
tème S.

Le lemme de M. Lusin peut être alors énoncé comme il suit : si
Vintervalle fermé 1 est couvert intérieurement par un système S,
// existe un système simple A, contenu dans S et couvrant V inter-
valle I. Quand le système S est formé d'intervalles contenus
dans I, le système simple A est une division de 1 et l'ensemble E
peut être admis comme couvert intérieurement relativement à l'in-
tervalle 1. Il suffit même d'admettre, dans l'hypothèse du lemme,
que tout intervalle semblable à I, contenant un point x de E et
contenu dans un voisinage suffisamment petit, appartient au sys-
tème S. Pour démontrer le lemme on se sert d'un réseau qui s'ob-
tient en divisant les côtés de R en parties égales.

II. — La continuité approximative de la denrée de F ( A ) .

i. La fonction f(x) est approximativement semi-continue
supérieurement au point x^ lorsque, quel que soit le nombre À
compris entre o et i , il existe un nombre positif S tel que, E étant
l'ensemble

E[/(^)>/(^o)^]
•c

et Vj. le voisinage de rayon inférieur à ô, nous avons

|EV..J^|V,J.

La définition d'une fonction approximativement semi-continue
intérieurement s'obtient en remplaçant l'ensemble E par l'ensemble

E[/(^)</(^o)-£].
;r

Les dérivées extrêmes de F (A), en tant que fonctions du points,
sont approximativement semi-continues ; d'une façon plus précise,
la dérivée supérieure est approximativement semi-continue
supérieurement et la dérivée inférieure est approximativement
semi-continue inférieurement.

Il suffit de prouver la première partie de ce théorème puisque,
en changeant le signe de la fonction, on change le sens de la dérivée
et de la semi-continuité.
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Désignons [)i\rf(^ ) la dérivée supérieure finie D^F(A) dans un
intervalle R et considérons, pour £ > o, rensemble

K == iq/(.r)>/(.r,.)-4-£|.

Si la fonction /(.r) n'est pas approximativement semi-continue
supérieurement au point ^,,. il existe un nombre positif X tel que,
pour p ^> o. on puisse déterminer un voisinage V ^.. tel que

|V. , ]<? . |^V,, . |>A|V., | .

Soit maintenant y.y loi ((ue

ï ï ^ ' r ( À ) ^ D 7 F ( A ) - ^ =/(.,.)-^

et que par suite en tou t point .r de l'ensemble E on ait

D^F.A)-i>/(.ro)-^.

D'après la définition de la dérivée D^F(A), il existe pour tout
point .r de EV ,. un système simple A tel que

'T^5?"-;.
| A | > a | V . , | ,

quel que soit j \ r \.
D'après le lemme de MM. Vitali et Lebesgue il existe donc un

système simple \, satisfaisant aux deux conditions suivantes :

1° Les ensembles A,( et EV^ sont distants de ô;
2° A,»==A, +A,,4-. . .4-A,, et, pour /= i , 2, . . . , n,

^>f^-r| A, | •>

Les dernières inégalités donnent

^^——v
D^autre part, la première condition fournil les inégalités

| A o | > EV.I—o». I V.r ;—S.
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11 suffit donc de poser

^^iV-ol

pour voir que A() i est régulier suivant le paramètre - par rapport
àj^.

En faisant décroître p vers zéro, nous avons donc, en vertu de
l'inégalité (i),

D^A^/Oro)^.
Cependant

/ (^o)=D^'(A)^D^F(A),

nous aboutissons donc à une contradiction.
Lorsque

D^F(A)=-4-oo,

cette dérivée est évidemment approximativement semi-continue
supérieurement.

Enfin, si
D^F'(A)=-3o,

on remplace dans notre raisonnement f (^o) •+- s par un nombre
fini arbitraire.

2. Lorsque la fonction F (A) est dérivable dans un intervalle R,
sa dérivée est approximativement semi-continue supérieurement et
inférieurement en même temps, elle est donc approximativement
continue.

Inversement toute fonction f(x) approximativement continue
et bornée dans R est égale à la dérivée de son intégrale

Ff(x)dx= Çf(x)dx+Cf(x)dx^.,.-^ Çf(x)dx,
^A ^Ii ^I, •-'I»

A étant le système simple des intervalles I < , la, . . . , 1 ^ contenus
dans R.

Il suffit pour le voir de reproduire le raisonnement dont se sert
M. Denjoy pour montrer que la fonction approximativement con-
tinue bornée est égale à la dérivée de son intégrale indéfinie ( < ) .

( ') A. DENJOY, loc. cit.^ p. 17.5. Le théorème énoncé peut être étendu aux
fonctions d'ensemble, voir ma Note Sur les dérivées de la fonction d'ensemble
Comptes rendus, t. 182, 1926, p. iao5).

LX. 8
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Ainsi la continuité approximative est une condition néces-
saire et suffisante pour qu^une fonction bornée dans un
intervalle soit dérivée d^une fonction de système simple d^ in-
tervalle.

III. — Les bornes à densité X près des dérivées de F (A).

1. Considérons un nombre positif^ inférieur à i. SoitM(/, I, X)
la borne supérieure à densité \ près de la fonction f(x) dans
Pintervalle I, c'est-à-dire le plus petit de nombres a tels que Pen-
semble

E = E [ / ( ^ ) > a ]
•r

vérifie la condition
| Ï E | ^ X | I | .

Cette borne est toujours finie quand la fonction f (x) est presque
partout finie dans Pintervalle 1 ( 1 ) .

11 résulte de la définition de la fonction approximativement
semi-continue supérieurement que la plus grande limite de la
borne M (y, I, À) d'une telle fonction au point XQ est au plus égale
à/(A'o), Pintervalle 1 tendant régulièrement vers x^ quelle que
soit d'ailleurs la valeur du paramètre de régularité.

Par suite, si Pon a constamment

M(/ , I ,X)> / (^ )+s ,

et Pintervalle 1 tend vers le point j?o? cet intervalle ne tend pas
régulièrement vers j?o-

Or nous verrons que,/(uc) étant supposée finie et approximati-
vement continue en .2*05 non seulement l'intervalle I, mais aucun
système simple de tels intervalles ne peut tendre régulièrement
vers le point x^.

Soit en effet un système simple

(1) A = = ( I , , I , , . . . , I , ;
tel que

(2) M(/,I , ,X)>/(.ro)-+-s .

(') Voir ma Note Sur les limites approximatives {Comptes rendus^ t. 180,
ipaS, p. ()42) ̂  auïsi L'intégration des fonctions sommables (Annales de la
Société Polonaise de Mathématique^ t. VIII, 1929, p. 23).
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et supposons qu^on ait

(3) !A|>a|V,,|,

V,.^ étant le plus petit voisinage contenant A.
Soit ensuite

E,=E[/(^M(/,I,,X)].
•c

II résulte ( ' ) de la définition de la borne supérieure à densité À
prés qu^on a

(4) | I ,E, |^ |1<|.

Considérons encore Pensemble

E=E,[/(^)>/(.Co)-4-£].

En vertu de rinégalité (a), tous les ensembles E(sont contenus
dans E.

Nous avons donc, diaprés (3) et (4)»

| V . ^ E | ^ | Â E | = | ï i E | - t - | L E | H - . . .
-+- | InE | ̂  | Ii Ei | -4-.. .-4- 1 I,,E,J > A | A | > Xa [ V^|.

Or cela est impossible puisque la fonction f(^) est approxima-
tivement semi-continue supérieurement.

Lorsque f(^) = — oo» la propriété en question subsiste pour les
intervalles 1 tels que

M( / , I ,X)>a ,

a étant un nombre fini arbitraire.
En particulier le théorème démontré a lieu poury(j?)==Dj;F(A).

2. En désignant toujours par M(/, I, À) la borne supérieure à
densité^ près Aef(x) dans Pintervalle I, définissons la fonction
d intervalle

G ( / , I , X ) = M ( / , I , X ) | I |

et ensuite, au moyen de Faddilion, la fonction de système simple

(*) En effet E;est l'intersection des ensembles EP= E^j f(x) > M(/, 1^) — -s- [ ;
or ( E / » I J > A | I J . p
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d'intervalles

G(/, A, X ) = G(/, !„ A ) + G(/, L,}.) -h...-+- G (y, I,, X)

pour A = = ( 1 , , [,, . . . , 1,,).
Nous allons voir que, .u fc.y systèmes simples d'intervalles \,

vérifiant les conditions

^(/J<,A)>/(.Cy)4-£

tendent régulièrement vers ^o, on a
.. G ( A ) .li m sup.-——/ <o
iv.j^o |V.t.J -

/^^r/(^)==D^F(A).
Supposons au contraire que, étant donné p > o, il existe un

voisinage V,.^ tel queGy^•\>k>^ i^oKp.
Cela aura lieu a fortiori si l'on enlève du système A les inter-
valles \, dans lesquels la borne supérieure à densité \ près est non
positive.

Choisissons le nombre positif pi de manière qu^on ait

< 5 ) G(A)—(JL|A|>Â:|V., .J,
(f).) M(f , )—î j i>o.

Considérons de nouveau les ensembles E/==E[/(^-)>M(/, 1 „>.)].
En vertu de la définition de /(^"), il existe, pour tout point x
de I/E(, un système simple A tel que

^ >/(^-^M(r,)-^
i A | > a | V.^l,

V.r étant le plus petit voisinage d'étendue suffisamment petite et
contenant Fensemble simple A.

En appliquant le lemme de MM. Vital i et Lebesgue à l'en-
semble E/, nous pouvons déterminer un système simple A satisfai-
sant aux conditions suivantes :

i° Les ensembles A/ et I,E< sont distants de

.._ ^tV.^1 .' 9 ^ / ^ M ( ^ , ) — ^ ! Î
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r^ >„(,„-„
Or

| L - E , | ^ X [ i | ;

donc, d'après la condition i°,

| A / | > A | J J — 8 , .

La condition 2° et l'inégalité (6) donnent

F ( A O > [ M ( I , ) - u | A , > [ M ( I , . ) - ^ ] l X | L . j ~ ô , ]

En posant

XA->^[(MIO-^| iI , |~^|V,J.

A == Ai-h Aj-4-. . .-+• A,,,

nous obtenons par l'addition l'inégalité
n

F(Ao)>^[M(I,)-^] |I , | -^ |V,J

=X|G(A) -^ |A | ] -^ |V , J

et ensuite, en vertu de (5),

(7) F(Ao)>^|V,J .

Considérons maintenant le système Bo complémentaire du
système Ao par rapport au voisinage V,.̂ .

D'après le paragraphe 1, le système Ao ne tend pas régulière-
ment vers jfo? il existe donc une suite de systèmes complémen-
taires B^1 qui tendent régulièrement vers x^.

Or il résulte de la définition def(a!) que

(8) ^)>y(.,)_^,

quel que soit le système simple B vérifiant la condition [B[>a|Vyj,
pour le voisinage V^ suffisamment petit.

Nous pouvons donc choisir au début de notre raisonnement le
nombre p de manière que cela ait lieu pour

|V.J<p.
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Comme le système B'J qui tend régulièrement vers le point ^o
suivant le paramètre <x, vérifie la condition | B^ | > a | V,,. |, nous
avons

F(B»1) ^ k\
-TasT^^-T-

D'autre part, diaprés l'inégalité (7), on avait
L.\ r.^

(9) ^AS^^IV.J^IBi?!.

Les deux inégalités (8) et (9) donnent
r /^~i

F(A^^Bo l)>]/(^o)-^-y |BÏ|.

Or le quotient
Aîf 1

tend, d'après le paragraphe 1, vers zéro en même temps que p,
donc le rapport

| B g |
|V..,|

tend vers i , puisque
„ . , |V . r . |= |Ag l -^ |Bg | .
11 vient donc

f( \ î r ~ i 7 / A \ ^ r F(Af^ t-^-B»1) ^.r/ ^ A-?./ (^o)=I->. ioF(A)^ lim 1° , 0 7 >/(>ro)-^ -T->w > » | v .,.„ j ~ 4

ce qui contredit l'hypothèse k > o.

IV. — La continuité approximative au sens strict.

1. Pour une fonction /(J1) approximalivement continue nous
avons ( i ) l'égalité

f(x) == lim M(/, I, A ) = lim w(/, I, X) ,
I •> •I' I ̂  .r

a a

quels que soient le paramètre oc et la densité X, c'est-à-dire

f(x) = DîG(/, I, ?Q = D?^(/, I, X) ,

(1) S. KEMPISTY, Sur l'intégration des fonctions sommables {Annales de la
Société Polonaise de Mathématique, t. VII, 1929, p. a33).
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donc

f(x) = D^G(/, I, X) = D^(/, I, X).

Nous allons dire que la fonction f (x) est approximativement
continue au sens strict quand

f(x) = D^G(/, A, X ) == l^^(/, A, X),

quel que soit À.
Or nous allons voir que la dérivée d9 une fonction de système

simple dans un intervalle est approximativement continue au
sens strict.

2. Démontrons d'abord qu'on a

^G(/,A,X^/(.r),

quand la fonction f(x) est la dérivée supérieure d'une fonc-
tion F(A).

Soit A un système simple régulier par rapport au point XQ sui-
vant le paramètre a.. Décomposons le système A en deux sys-
tèmes A' et A" contenant respectivement les intervalles F et \" pour
lesquels on a M(/,r ,X)^/Oc,)-^c,

M(/,r,x)>./(^,)-h6.
Nous avons évidemment

( i ) G(A) ^ G(A-) IA-.I ^ G(A-) |V^| ^
1 ^ 1 1 A' 1 |A | | Var, | A

D'après le paragraphe 1 du chapitre précédent le quotient

JAIL
|V..|

tend vers zéro en même temps que l'étendue de V^ pour une suite
de systèmes A^, par suite le quotient

m
|A |

tend vers i.'
D'autre part nous avons, en vertu du paragraphe 3 du chapitre

précédent,
G(A^).li m sup. ——- <o.

IV.,^0 |V^| -
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Comme, par hypothèse,

i \^A l

nous déduisons de IV'^alih'* (i), en passant à la limite, la relation

Î^Gf A^limsup.0^.
" " i A | ̂  .»•„ | A i

Or il résulte de la définition de V que

G( A ' ) ^ ' /'(^..)-+- E ': | A ' | .
\lors

Î Ï^G(A^/(.ro)-+-c,

<piels (pie .soient c el y. positifs, et par suite

( ^ ) ÏÇ, (» (/, A , A ) ̂ /( ./-o ).

3. Définissons la borne inférieure à densité À près de la fonc-
tion y ( .^) dans l'intervalle l en posant

^,/. i, ^=_:mr-/, i, \)

et la fonction correspondante îf{f\ I, À) en posant

^(/, I, A ) = - ///(/, Ï, A ) [ I ; = — — G ( — — / . I , A ) .

En appliquant à la fonction — f le théorème qui vient d'être
établ i , nous avons, pour la fonction

/(.r..,-|)^F(A),
la relation

^ i^(/, A, A ) ^ / ( . r . . ) ,

quel (lue soit À positif inférieur a i.
Or, pour A -4- JUL <^ i,

/ / / ( / , I , A ) ^ M ( / , I, (JL),

donc

( 4 ) À^/. A ,A)^G( / , A, (JL)

et par suite

0) j^GA A, ^)^/(^o),

quel que soit y. positif, inférieur à i.
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Lorsque la fonction /(^') est la dérivée de la fonction F(A),

no u .s avons
/ ( . ^ ) = - - I ) ^ F ( A ) = = D ^ F ( A )

et, d'après (2), (4 ) et (3),

/(^o)=D,,G(/,A, X) .

Des inégalités ( 2 ) , ( 4 ) et (3) on déduit

./Uo)== o.^r/, A, A ) ,

quel que soit À, donc le théorème énoncé dans le paragraphe 1 est
démontré.

11 en résulte en particulier qu ' une fonction bornée et approxi-
mativement continue dans un intervalle^ donc égale, diaprés le
paragraphe 2 du chapitre 11, à la dérivée de son intégrale dans A,
est approximativement continue au sens strict ( ' ).

4. Notre dernier raisonnement s'appuie sur le lemme du para-
graphe 2 du hapitre précédent établi au moyen du lemme de
MM. Vitali et Lebesgue. Nous pouvons donc appliquer ce rai-
sonnement à une fonction f{x) presque partout égale à la dérivée
d'une fonction de F(A) quand XQ est un point où cette égalité a
lieu.

Ainsi nous arrivons au théorème suivant: une fonction presque
partout égale dans un intervalle à la dérivée d'une fonction de
système simple est presque partout approximativement continue
au sens strict.

Comme, diaprés un théorème de M. Lebesgue cité au début, la
fonction somma blé est presque partout égale à la dérivée de la
fonction

F ( A ) = Cf(x)dx,
^A

nous voyons que toute fonction sommable dans un intervalle est
presque partout approximativement continue au sens strict.

( ') II est aisé de donner un exemple d^une fonction bornée approximativement
continue en un point qui n'est pas approximativement continu au sens strict en
ce point.
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V. — Intégration de la fonction dérivée.

1. Nous allons voir c^une fonction finie égale, quelle que
soit la densité .̂, à la dérivée de paramètre a de la fonction
g(f^ I, X) ou bien de G(/, I, ^), dans un intervalle fermée est
sommable^ donc a fortiori toute fonction approximativement
continue au sens strict est sommable-^ ).

Supposons en effet que

/(^)=D^(/,I ,X),

en tout point x cTun intervalle fermé R, quel que soit \.
Il résulte de la définition de la dérivée de paramétre a qu^il

existe un nombre positif ïyc tel que, pour [ V^ ) > ây, on a

(i) fW - < < ̂ A^0 </(^) -+-.,

quel que soit le système simple A couvrant approximativement (2)
un intervalle Ry semblable à R, contenu dans Va. et contenant a*.

En appliquant le leirime de M. Lusin à Y intervalle R et aux inter-
valles Rar semblables à R et contenus dans R,- nous obtenons une
division Do (de R) composée de n intervalles

R i , R», . . . , R,, . . . , R,,.

Considérons une division arbitraire de R et décomposons cette
division en n systèmes simples

9

Ai, A<», ..., A/, ..., Aw

tels que chaque intervalle d^un système A; contienne un point de
l'intervalle R».

Lorsque la norme supérieure de la division D est suffisamment
petite, chaque système A( couvre approximativement le rectangle

( 1 ) Aiosi les fondions approximativement continues non sommables ne sont pas
approximativement continues au sens stncl.

(2) Nous dirons que le système A couvre approximativement l'intervalle R,
lorsqu'il couvre l'intervalle K' semblable, concentrique à R et tel que R' 1 == -̂| R |
et lorsque A est couvert par un intervalle R* concentrique, semblable à R et tel
que | R* j == i R.
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correspondant R» et nous pouvons appliquer aux systèmes A» Finé-
galité (I), en écrivant

/(„,) - s < ̂  ̂  x) </(^.) ̂  ,,
1 "t'I

pour i == i, 2, . . ., 7i ; donc
n n

^f(^i) 1 AJ - s | R | < ̂ (/, D, X) <^/(^-) | AJ -4- e 1 R |,

quelle que soit la division D dont la norme supérieure est suffi-
samment petite

On en déduit aisément que les intégrales extrêmes delà fonction
d^intervalle ^(/, I, ^) sont finies et diffèrent de ae |R| au plus.
Comme £ est un nombre positif arbitrairement petit, on voit que
la fonction est intégrable au sens de Burkill.

Or, étant données les densités À et |JL, nous pouvons choisir les
nombres S^ de manière qu^on ait en même temps

f(x) ̂ £ < ̂ pêr^ <f{x) -^£T

/(.)-. <^^y)</(.)^,
les autres conditions étant les mêmes que celles qui donnent Piné-
galité(i).

Alors

/^(/,I,^)= /^(/,ï^),
^R ^R

quels que soient ^ et /JL, c^est-à-dire la fonction f(^) est intégrable
au sens (A) de Denjoy. Or, toute fonction intégrable au sens (A)
est sommable et les deux intégrales sont égales ( < ) . Notre théorème
est ainsi démontré.

En divisant les intervalles du système simple A, on déduit de
Pinégalité (I) que

f(x) "~£ < S ff(x} dx <f(x) + 6Ï

(l) A. DENJOY, Sur la définition riemannienne de l'intégrale de Lebesgue
(Comptes rendus, t. 193, igSi, p. 693). Le raisonnement de l'auteur peut être
étendu aux fonctions de plusieurs variables.
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par suite f (<r) est aussi la dérivée de la fonction

F(A)== ff(J-) dx.
A

2. Suppons maintenant que la fonctiony(.z') soit la dérivée d^une
fonction quelconque de système simple, c'est-à-dire qu'on ait

/ ( ^ ) = D 5 F ( A )

en tout point x d'un intervalle fermé R.
Il résulte du raisonnement du paragraphe î du chapitre précé-

dent que nous avons dans ce cas

/(^)=D5^(/, A , X ) .

Alors, en vertu de la définition de la dérivée à paramétre a, il
existe un nombre positif^ tel qu'on a en même temps :

/(^-.^^t-f-^ ^f^)-^,, /(^-^ F1A) </^)-^1 — 1 1 ^ 1

quelque soit le système simple A cpuvrant approximativement un
intervalle Rj- contenant x^ semblable à R et contenu dans \^
d'étendue inférieure à ^.

En appliquant le lemme de M. Lusin, nous obtenons les iné-
galités :

^ /(^,) [ A, | - s | R | < ̂ (/, D, X ) <^/(^) ] A / 1 -4- £ | H |,

n ft

^ / ( . r , ) | A , | — £ | R | < r ( D ) <^/^,) A , [ - 4 - e | R |

pour toute division D de norme supérieure suffisamment petite.
On en déduit que les intégrales extrêmes des fonctions g(f^ I, ^)

et F(l) dans R sont finies et différent de 26 [ R [ au plus.
Par suite nous avons

f^(f^^)=f¥(l),

quelle que soit la densité À.
Comme l'intégrale de la fonction g(f^ I, ^) est égale à Fintégrale
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de la fonction y(.r), nous pouvons écrire

Çf(x)dx=Ç^\{)
^R ^K

ou bien, en tenant compte de la définition de la fonction f(ji ).

f D ? F ( A ) ^ = f ¥ ( l )
^R ^R

Ainsi nous obtenons le résultat suivant : si la fonction de système
simple possède une dérivée finie de paramètre a dans un inter-
valle fermée cette dérivée est sommable et son intégrale est égale
à V in té g ra le de la, fonction p rim it ive.

Il en résulte que V intégrale de la fonction F(I) est absolument
continue, c^est-à-dire la fonction de système simple

S ( A ) = r F ( I )
•^R

tend vers zéro avec ! A |.
Or quel que soit e positif, on peut déterminer S de manière

qu^on ait
| F (A) -S (A) |<c ,

pour
! A | < 8.

Alors la fonction primitive F (A) d^une dérivée finie de para-
mètre a tend vers zéro avec [A | , c^est-à-dire cette fonction est
aussi absolument continue.

3. La dérivée unique de F(A) étant égale à chaque dérivée de
paramètre a de cette fonction, nous avons donc établi le théorème
suivant :

Une fonction de système simple dérivable est absolument
continue et intègrable au sens de Burkill; sa dérivée est som-
mable et F intégrale de cette dérivée est égale à V intégrale de
la fonction primitive, c^est-à-dire

(2) ^D..F(A)^^F(I).

Le théorème établi correspond au théorème suivant de



— 126 —

M"® R. G. Young : lorsque la fonction F ( I) est absolument continue
et intégrable au sens de Burkill, la fonction correspondante F(A)
est presque partout dérivable et l'égalité (2) a lieu ( ' ).

4. Lorsqu'une fonction d'intervalle est additive dans R, nous
avons

F r D ^ - = F ( R ) ,

quelle que soit la division D de l'intervalle R, et par suite

r F ( n = F ( R ) .
«^R

11 résulle donc du théorème démontré que dans ce cas

F < K ) = = Ç ^V{\}dx.
R

Nous voyons ainsi que la fonction primitive d} intervalle est
égale à iintégrale de la dérivée de paramètre a de la fonction
de système simple formée par l'addition en partant de la fonc-
tion primitive.

En particulier, cela a lieu pour l'accroissement d'une fonction
F(.r) dans un intervalle.

En donnant le nom de dérivée régulière de paramètre a à la
dérivée de la fonction de système simple A égale à l'accroissement
de F(.r) dans l'ensemble simple A, nous pouvons énoncer le corol-
laire suivant :

Si la fonction F ( x ) possède une dérivée régulière finie de
paramètre a, cette dérivée est sommable et F accroissement de
la fonction primitive F(.r) est égal à l'intégrale fie la dérivée.

( ' ) Loc.cit.^ p. 208-209. Ce dernier théorème est une généralisation de celui
cité au début et établi par M. Lebesgue.


